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Figury niemozliwe,
czyli ogdlna teoria smokow

Jak wiadomo, smokéw nie ma. Prymitywna ta konstatacja
wystarczy moze umystowi prostackiemu, ale nie nauce...

(Stanistaw Lem: Cyberiada, 1965)

Reprezentacje diagramowe, w odrdznieniu od reprezentacji opisowych (jak jezyk), charakte-
ryzuja si¢ tzw. nasladowczosciq,' to znaczy wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$cia mig-
dzy strukturg przedstawionych obiektéw a struktura ich reprezentacji. W wielu przypadkach
jednak ta nasladowczo$¢ nie moze by¢ catkowita, co bywa przyczyna wystgpowania biedoéw
w reprezentacjach. Moga one by¢ kilku rodzajow, na przyklad niedoktadne przedstawienie
obiektu, niemozno$¢ reprezentowania pozadanego obiektu, lub przedstawienie obiektu nieist-
niejacego. Petna nasladowczo$¢ zapewnitaby tak zwana samoniesprzecznosé reprezentacji,
czyli niemozliwo$¢ przedstawienia sprzecznych danych o obiekcie. Poniewaz reprezentacje
opisowe nie maja cechy nasladowczosci, nie sa takze samoniesprzeczne ? _ a wiec nic nie
przeszkodzi nam sktamac¢ za pomoca jezyka (,,Ten czarny kot jest bialy.”) lub matematycznej
formuly (2 x 2 = 5). Obu tych przyktadowych ktamstw nie da si¢ w zasadzie wypowiedzie¢
diagramowo — czarny kot na rysunku nie chce by¢ bialy, a kwadrat 2 na 2 kropki sktada si¢
) zawsze 7 4 kropek. Brak wlasno$ci samoniesprzeczno$ci moz-
~ -~ Nna by uzna¢ za wade reprezentacji opisowych, lecz brak ten
5 a 9 jest jednoczeéni'e ich sifa, gdyz .pozwala prze.dstawiaé za ich
© @ romoca sytuacje hipotetyczne i rozumowania typu ,.co by
bylo gdyby...” Przyktadem Scistego stosowania takiego rozu-
mowania jest technika ,,dowodu nie wprost” w matematyce. Polega ona na przyjeciu, ze teza
dowodzonego twierdzenia jest nieprawdziwa i pokazaniu nast¢pnie, ze z takiego zalozenia
wynika ewidentny falsz. Bez mozliwos$ci reprezentacji informacji fatszywych technika taka
nie bylaby mozliwa.

W wielu przypadkach niemozno$¢ reprezentacji falszu bywa jednak przydatna, utrudnia bo-
wiem popelnienie bledu. Pod tym wzgledem diagramy, chociaz sg reprezentacjami nasladow-
czymi, nie sa jednak catkiem idealne. Nieprecyzyjnos¢ diagraméw, jej mozliwe skutki (nie-
wlasciwa reprezentacja obiektéw lub powstawanie struktur niemozliwych) i sposoby obrony
przed nimi przedstawiono w poprzednim odcinku.” Tutaj zajmiemy si¢ bardziej zasadniczymi
ograniczeniami nasladowczo$ci diagraméw, prowadzacymi do powstania spektakularnego
zjawiska tzw. ,.figur niemozliwych.”

Podstawowym $rodkiem stuzacym do przedstawiania reprezentacji diagramowych jest ptaska,
dwuwymiarowa powierzchnia (papieru, ekranu) o standardowej geometrii euklidesowej. Na-
ktada to istotne ograniczenia na mozliwe struktury obiektéw, ktore da si¢ przedstawi¢ na dia-
gramie bez znieksztalcen. W szczegdlnosci dotyczy to struktur o wigcej niz dwu wymiarach,
jak np. obiektéw tréjwymiarowych w rysunku inzynierskim lub architektonicznym, albo wie-
lowymiarowych zbioréw danych w grafice prezentacyjnej czy wizualizacji danych nauko-
wych. Plaska reprezentacja takich obiektéw nie moze by¢ zwykle dokonana bez istotnej utraty
nasladowczo$ci reprezentacji. Rozwazmy powszechnie stosowana reprezentacj¢ obiektow
trojwymiarowych na plaszczyznie za pomoca metody rzutowania perspektywicznego. Taka
reprezentacja jest istotnie niejednoznaczna. W procesie interpretacji powstatego rysunku jed-
noznaczne odtworzenie struktury obiektu nie jest mozliwe, na skutek utraty przy rzutowaniu
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czesci informacji o jego przestrzennej strukturze. Jak pokazano na rysunku, ksztalty bardzo
odmienne w przestrzeni moga mie¢ identyczne plaskie rzuty.

A
Wszystkie linie leza '
w plaszczyznie OAB:

linie pod réznymi kqtallni

w prze§trzen1 .-‘[inia nieciggla

w przestrzeni

----- " linia krzywa
w przestrzeni

W procesie interpretacji musimy zatem po czesci zgadywaé, jak mégt wyglada¢ pierwotny
obiekt i nie mamy gwarancji, ze zawsze zgadniemy poprawnie. Poniewaz jednak w Zyciu na-
potykamy na ograniczony zestaw typow struktur obiektéw, nasz zmyst wzroku wyksztatca w
procesie swego rozwoju zestaw regul interpretacyjnych dajacych poprawne wyniki w wigk-
szosci spotykanych sytuacji. Reguly te stanowia razem specyficzny wariant reguly ,,dopaso-
wania do modelu” wprowadzonej w jednym z poprzednich odcinkéw.” Tutaj zadanie jest bar-
dziej ztozone, wigc i regula jest odpowiednio rozbudowana — stanowi caly system regut per-
cepcyjnych. Po pierwsze, interpretacja przestrzenna rysunku jest budowana po kawatku —
poczynajac od interpretacji prostych, a charakterystycznych jego fragmentéw (jak np. naroz-
niki) dochodzimy do zestawiania ich razem w sp6jna przestrzennie catos¢. W tym procesie sa
stosowane pewne zasady interpretacyjne, ktore, jak wskazuje doswiadczenie, zwykle daja
poprawne rezultaty. Oto najbardziej podstawowe z nich:

(Zasada prostoty) Interpretacja przestrzenna rysunku powinna bycé jak najprostsza, wrecz
prostsza niz ten rysunek.

Ta ogdlna zasada jest trochg niedookreslona — nalezatoby jeszcze ustali¢ spos6b pomiaru pro-
stoty rysunku i jego interpretacji.5 Interesujace, ze nasz uklad postrzegania wzrokowego sto-
suje t¢ zasade powszechnie, nie tylko przy interpretacji przestrzennej. Szczegdlny wariant tej
zasady dla przypadku interpretacji przestrzennej wyréznia si¢ zwykle jako oddzielng zasadg:

(Zasada minimalnej zmiany) Geometryczne wlasnosci i relacje (np. prostolinijnosé, rowno-
legtos¢, przecinanie sie) obecne na rysunku powinny by¢ zachowane w interpretacji, lub co
najwyzej minimalnie zmienione zgodnie 7 zasadami rzutowania (np. linie zbiezne na rysunku
mogq by¢ zinterpretowane jako rownolegle w przestrzeni — zauwazmy, ze takie ,,urownole-
glenie” linii rysunku czyni interpretacje prostszq niz rysunek, zgodnie 7 0gdlng zasadq pro-

stoty).

(Zasada pozycji ogolnej) Zaktada sie, ze obiekt jest przedstawiony na rysunku jako widziany z
takiego punktu widzenia, ze niewielka zmiana tego punktu widzenia nie narusza na tyle istot-
nie struktury rysunku lub istotnych wtasnosci jego elementow, by wymusi¢ odmienngq interpre-
tacje przestrzenng rysunku.
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Prosze¢ poréwnac te zasadg z podobng zasada rysowania diagraméw w celu uczynienia ich
odporniejszymi na biedy nieprecyzyjnosci.

Zasady te sag w gruncie rzeczy oparte na naszym do$§wiadczeniu postrzegania obiektéw trdj-
wymiarowych w rzeczywistym $wiecie. Ogélna zasada prostoty opiera si¢ na obserwacji, ze
obiekty przestrzenne maja zazwyczaj prostsza strukture, niz ich ptaskie rzuty, w ktérych wy-
stgpuja niekiedy znaczne znieksztalcenia perspektywiczne. Ilustruja to dwa proste przyktady.
W pierwszym z nich rysunek kwadratu odbieramy jako ptaski — jest to figura na tyle prosta,
ze proba interpretacji przestrzennej nie powoduje jej dalszego uproszczenia. Natomiast sko-
$ny czworokat widzimy raczej przestrzennie — jako kwadrat (lub prostokat) pochylony w
przestrzeni. W drugim przykladzie’ strukturalnie prosty rysunek szesciokata foremnego z
przekatnymi widzimy raczej ptasko, cho¢ jest to catkiem poprawny rzut szescianu z drutu.
Natomiast zlozony rysunek obok widzimy wyraznie jako obiekt przestrzenny — szeScian z
drutu. Taka interpretacja przestrzenna tego rysunku jest prostsza niz rysunek, sklada si¢ bo-
wiem tylko z sze$ciu jednakowych kwadratow.

Pozostate dwie zasady wynikaja z tego, ze Swiat zewngtrzny widzimy dwojgiem oczu umiesz-
czonych w pewnej odleglosci od siebie, ktére mozemy dodatkowo przemieszczac przy pomo-
cy ruchéw glowy lub calego ciala. W rezultacie jest mato prawdopodobne zobaczenie obiektu
tylko z tego jednego, szczegdlnego punktu widzenia, ktéry ukrywa jego rzeczywista strukture
na skutek specjalnego ustawienia jego czgsci (pozycja ogolna) lub istotnego znieksztatcenia
ich wlasnosci geometrycznych (minimalna zmiana).

Dziatanie tych zasad przy przestrzennej interpretacji ptaskich rysunkéw moze jednak prowa-
dzi¢ do btedéw, w tym do pojawiania si¢ niemozliwych konfiguracji (w tym kontek$cie zwa-
nych ,figurami niemozliwymi”). Jest to sytuacja podobna do tej, jaka byta omawiana w po-
przednim odcinku,® gdzie konieczno$¢ stosowania reguty dopasowania do modelu (jako sku-
tek nieprecyzyjnosci diagraméw) powodowata czasem powstawanie niemozliwych konfigu-
racji innego rodzaju.

Przyjrzyjmy si¢ pierwszemu rysunkowi — trzy obiekty na nim maja oczywista przestrzenng
interpretacj¢ jako proste beleczki o kwadratowym przekroju, réznie potozone w przestrzeni.
Zestawienie dwoéch z nich koncami pod katem 90 stopni na kolejnym rysunku réwniez nie
budzi watpliwosci — lokalna interpretacja przestrzenna powstalego naroznika zgadza si¢ z
interpretacjami tworzacych go beleczek. Gdy jednak dokonamy w analogiczny sposéb pota-
czenia wszystkich trzech beleczek, w sposob pokazany na kolejnym rysunku, uzyskamy ewi-
dentnie niemozliwy do realnego zbudowania tréjkat, w ktérym suma katéw wynosi 270 za-
miast 180 stopni. Tak powstaly niemozliwy tréjkqt jest jedna z bardziej znanych figur niemoz-
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liwych.” Wystepuje on czesto w grafice uzytkowej i byt przedmiotem badan z dziedziny psy-
chologii widzenia. Badania te doprowadzily m.in. do znalezienia mozliwych do realizacji
interpretacji przestrzennych tej figury i sporzadzenia odpowiednich modeli, eksponowanych
takze jako artystyczne rzezby.

Interpretacje te przedstawiono na kolejnym rysunku:11

figura:

Reguta dopasowania: Interpretacje niezgodne
lokalna interpretacja ze standardowa regulg

protych fragmentow dopasowania
\ ) , \\ \\\ /
. /f ........ t\. ........ tf;.\ ____________
e ¥ X AN oo ..

- N
o d

.. przerwana krzywoliniowa skrecona .’

interpretacje
przestrzenne

.

niemozliwe ~  Tt-eeeeel mozliwe «-------==="""

Wynalezienie modelu z przerwa przypisywane jest znanemu angielskiemu psychologowi wi-
dzenia Ryszardowi Gregory’emu.12 Modele krzywoliniowe réznych figur niemozliwych (w
tym niemozliwego trdjkata jak na rysunku) realizowat m.in. belgijski artysta Mathieu Hama-
ekers.1134 Ostatni model jest autorstwa rosyjskiego artysty i konstruktora Wiaczestawa Kolej-
czuka.

Jak mozna si¢ przekona¢, kazda z tych mozliwych interpretacji narusza zasady interpretacji
przestrzennej oméwione powyzej, nic wigc dziwnego, ze wymyslenie ktérejkolwiek z nich
wymaga sporego wysitku. Nawet gdy juz taka interpretacj¢ znajdziemy lub poznamy, to pa-
trzac na rysunek tréjkata nadal widzimy przede wszystkim konfiguracj¢ niemozliwg. Wszyst-
kie trzy modele naruszaja w oczywisty sposéb ogdlna zasade prostoty (sa bardziej ztozone,
niz rysunek) i zasad¢ pozycji ogdlnej (daja rzut identyczny z rysunkiem tylko z jednego
szczegllnego kierunku). Ponadto, analiza rysunku narzuca obserwatorowi szereg istotnych
jego cech, ktére zgodnie z zasada minimalnej zmiany powinny zosta¢ zachowane w interpre-
tacji, a w tych modelach zachowane nie sa. Model z przerwa narusza zamknietos¢ trojkata,
model krzywoliniowy narusza prostoliniowos¢ beleczek, a zarowno model krzywoliniowy,
jak i skrecony naruszaja ich prostopadtosciennosé. Model skrecony dodatkowo narusza pro-
stopadtosé beleczek wzgledem siebie.

Rozwazania te pozwalaja na podanie §cislejszej definicji figury niemozliwej:

Figura niemoZzliwa to plaski rysunek sprawiajqcy wrazenie tréjwymiarowosci, ktorego inter-
pretacja przestrzenna przyjeta przez obserwatora jest niemozliwa do realizacji, gdyz zawiera
wyraznie widoczne sprzecznosci.

Trzy wyréznione frazy w tej definicji sa szczegdlnie wazne dla zrozumienia istoty tych figur
— omoéwimy je tutaj pokrétce. Po pierwsze, figura musi wyglada¢ na rysunek jakiego$ obiektu
przestrzennego, w przeciwnym razie nazwanie jej niemozliwa nie ma sensu, gdyz jako ptaski
rysunek jest ona jak najbardziej mozliwa, skoro zostata narysowana. W konsekwencji, po
drugie: tym, co oceniamy pod katem mozliwosci realizacji, nie jest sam rysunek, lecz nasza
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interpretacja przestrzenna tego rysunku. Takich interpretacji — naszych, czy tez znalezionych
przez kogos$ innego — moze by¢ wiele, jedne moga by¢ niemozliwe, inne mozliwe, jak poka-
zano na przykladzie interpretacji tréjkata niemozliwego powyzej. Z tego wzgledu figury nie-
mozliwe sa przyktadem wizualnego ztudzenia interpretacji przestrzennej. Po trzecie, bardzo
istotna cecha tych figur jest to, ze sprzecznos$ci interpretacyjne, czyniace ich interpretacjg nie-
mozliwa, sg wyraznie widoczne dla obserwatora. Istnieja bowiem figury, ktérych interpretacje
czynione przez wigkszo$¢ obserwatoréw sa zazwyczaj niemozliwe, jednak obserwatorzy ci
nie dostrzegaja tej niemozliwosci, uznajac je za catkiem poprawne. Jest wiele przyktadéw
takich figur (zwanych figurami prawdopodobnymi); najbardziej znana jest niemozliwa pira-
mida ponizej.

Rysunek po lewej interpretowany jest jako ptasko$cienna $cigta piramida o tréjkatnej podsta-
wie (jak zaznaczono przerywana linia na drugim rysunku). Taki obiekt tréjwymiarowy nie
jest jednak mozliwy, gdyz jak wynika z regul geometrii, jego trzy skosne krawedzie, jako
przecigcia trzech plaszczyzn, musialyby sig¢ przecina¢ w jednym punkcie, czego wyraznie nie
czynia, jak pokazuje rysunek. Mozliwa piramida musiataby mie¢ tylna, niewidoczng $ciang
zwichrowana zamiast ptaskiej, lub tez $Sciana ta musialaby si¢ sktada¢ z co najmniej dwu
mniejszych $cian zestawionych pod katem do siebie, tak, by wierzchotki A, B, C i D nie lezaty
na jednej plaszczyznie."

Takie figury sa analogiczne do niemozliwych konfiguracji prowadzacych czasem do biedow
w rozumowaniach diagramowych, oméwionych w poprzednim odcinku.'®

W pewnym sensie odwrotny efekt prezentuja tzw. figury nieprawdopodobne, dla ktérych
przestrzenne interpretacje ludzkich obserwatoréw sa obiektywnie mozliwe, lecz sa przez nich
oceniane jako niemozliwe do realizacji. O jednoznaczne przyktady jest tu trudniej, a ich do-
kladnla7 1 poprawna analiza nastrgcza pewnych trudnosci, nie bgdziemy wigc ich tutaj oma-
wiac.

Na zakonczenie, kilka innych przyktadéw figur niemozliwych.

slals

Figura Niemozliwy Diabelskie Niemozliwy
Thiéry'ego pierscieri widty prostokat
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Figura Thiéry’ego byla badana przez niego jeszcze w XIX w.,' jako tzw. figura niejedno-
znaczna — oprocz interpretacji niemozliwej ma ona takze dwie, wzajemnie wykluczajace sig,
lecz rownie przekonujace interpretacje, zwiazane ze ztudzeniem ,,wkleste-wypukte” (zwanym
takze ztudzeniem kraterow ksiezycowych). Jest ona takze popularna w grafice, zaréwno uzyt-
kowej, jak i artystycznej (np. prace Wiktora Vasarely’ego'”). O autorstwie pozostatych figur
niewiele wiadomo. Niemozliwy prostokat mozna tatwo uzyskac ,,obcinajac” jeden naroznik
niemozliwego tréjkata. Warto doda¢, ze istnieje wiele innych niemozliwych tréjkatéw i pro-
stokatow, oprécz tych pokazanych powyzej. Sposoby ich konstruowania pokazemy w kolej-
nym odcinku.
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