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Koła Eulera i diagramy Venna, 
czyli jaka jest ró

Ŝ
nica mię dzy kanarkiem? 

 

 
…  podnosi kwestię  sposobu reprezentacji obrazami  

wa
Ŝ
nych logicznych kroków rozumowania.1 

(Rudolf Arnhem: Visual Thinking, 1969) 

 
Logika, czyli zasady poprawnego rozumowania, jest wbudowana w umysł człowieka od zara-
nia jego istnienia i dzię ki temu, jak są dzę , mógł on stworzyć  cywilizację . Pierwsze próby ko-
dyfikacji tych zasad miały miejsce ju

Ŝ
 w staro

Ŝ
ytnej Grecji – najwię ksze zasługi poło

Ŝ
ył tu 

Arystoteles.2 Jego system logiczny, zwany sylogistyką ,3 chocia
Ŝ
 obejmował tylko niewielką  

klasę  prostych wnioskowań  logicznych, stanowił od staro
Ŝ

ytnoś ci do koń ca XIX w. zasadni-
czy trzon nauczania logiki w Europie.  
 
Sylogistyka.  Podstawą  sylogistyki jest poję cie sylogizmu – dwuczłonowego rozumowania, w 
którym z dwu przesłanek okreś lają cych pewne relacje mię dzy poję ciem M i poję ciem P oraz 
mię dzy poję ciem S i poję ciem M wyprowadza się  konieczny i niezawodny wniosek o tym, 
jaka relacja zachodzi mię dzy poję ciem S a poję ciem P. Mo

Ŝ
liwe relacje mię dzy poję ciami 

oznaczane są  literami „a”, „e”, „i” oraz „o”, a mianowicie „ka
Ŝ
de jest” (a), „

Ŝ
adne nie jest” 

(e), „niektóre jest” (i) oraz „niektóre nie jest” (o). W zale
Ŝ
noś ci od kombinacji tych czterech 

relacji mamy wiele rodzajów sylogizmów. Powszechnie znanym klasycznym przykładem 
sylogizmu jest rozumowanie: 
 
 1) Ka

Ŝ
dy człowiek jest ś miertelny. 

 2) Sokrates jest człowiekiem. 
Zatem: 
 3) Sokrates jest ś miertelny. 
 
To rozumowanie nale

Ŝ
y do jednego ze schematów poprawnych sylogizmów o postaci: 

 
 1) Ka

Ŝ
de M jest P. [MaP] 

 2) Ka
Ŝ
de S jest M. [SaM] 

Zatem: 
 3) Ka

Ŝ
de S jest P. [SaP] 

 
W terminologii sylogistyki ten schemat zaliczany jest do tzw. pierwszej figury sylogizmu i 
nosi nazwę  trybu Barbara. Sylogistyka kataloguje wszystkie mo

Ŝ
liwe schematy tego typu i 

okreś la, które z nich przedstawiają  poprawne rozumowania. Spoś ród 64 mo
Ŝ
liwych kombina-

cji czterech relacji mię dzy poję ciami, 24 kombinacje przedstawiają  poprawne schematy ro-
zumowania. Z tych schematów tylko 19 jest istotnie ró

Ŝ
nych, a pozostałe 5 jest szczególnymi 

przypadkami innych. Te 19 schematów nazwano trybami, nadano im mnemotechniczne na-
zwy (jak Barbara powy

Ŝ
ej: cią g samogłosek w nazwie okreś la kolejne relacje w zdaniach 

sylogizmu) i podzielono na 4 klasy zwane figurami.  
 
Zauwa

Ŝ
my jeszcze, 

Ŝ
e w przykładzie powy

Ŝ
ej Sokrates pełni rolę  poję cia S, które w schema-

cie mo
Ŝ
e zasadniczo mieć  wię cej ni

Ŝ
 jeden desygnat, stą d poprawnie nale

Ŝ
ałoby napisać  

„Ka
Ŝ
dy Sokrates jest człowiekiem”. Jeś li jednak interesuje nas tylko jeden konkretny Sokra-

tes, mo
Ŝ
emy ograniczyć  się  do tego jednego desygnatu, opuszczają c słowo „ka

Ŝ
dy” przed S. 
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Jak wynika z samej nazwy logiki (po grecku „logos” to pierwotnie „słowo”), była ona upra-
wiana zasadniczo w formie ję zykowej. Schematów poprawnych sylogizmów uczono się  na 
pamię ć  i stosowano mechanicznie, nie pytają c, dlaczego właś ciwie dany schemat jest po-
prawny. Forma ję zykowa nie pozwalała na „naoczne” zrozumienie sensu danego schematu. 
Mógłby w tym pomóc odpowiedni diagram. Pewne wzmianki w traktacie Arystotelesa wska-
zują , 

Ŝ
e ju

Ŝ
 on sam stosował proste diagramy (choć  

Ŝ
aden z nich się  nie zachował).4 Nie słu-Ŝ

yły one jednak rozumowaniu za pomocą  sylogizmów, a tylko ich klasyfikacji lub mnemo-
technicznemu opisowi ich struktury, podobnie jak diagramy pojawiają ce się  w póź niejszych 
traktatach logicznych.5  
 
Koła Eulera.  Dopiero w wieku XVIII powstała diagramowa reprezentacja pozwalają ca 
przedstawiać  rozumowania sylogistyczne, zwana kołami Eulera.6 Wyniknę ła ona z postę pują -
cej zmiany interpretacji poję ć  logicznych – oprócz pierwotnej interpretacji intensjonalnej (w 
terminach poję ć  i ich cech) pojawiła się  interpretacja ekstensjonalna (w terminach zbiorów 
obiektów wyznaczanych przez dane poję cie lub posiadają cych daną  cechę ).7 Przy tej interpre-
tacji zbiory obiektów wystę pują ce w sylogizmie mo

Ŝ
na było reprezentować  kołami, a relacje 

rachunku zbiorów (zawieranie się  i przecinanie tych kół) okazały się  dobrze odpowiadać  czte-
rem relacjom mię dzy poję ciami, które mogą  wystę pować  w zdaniach sylogizmu, a mianowi-
cie, jak ustalił Euler: 
 

⊆

∀ ⇒ ∃∃∀ ⇒

≠ ∅∩ ≠ ∅∩ = ∅  
 
Nad diagramami podano opis relacji w tradycyjnej postaci słownej oraz w postaci formuł ra-
chunku predykatów,8 natomiast pod nimi – w terminach zbiorów obiektów: słownie i w sym-
bolice teorii zbiorów. Symbol „⊆ ” oznacza zawieranie się  zbiorów, „∩” to przecię cie zbiorów 
(czę ś ć  wspólna), „∅ ” oznacza zbiór pusty, a „\” ró

Ŝ
nicę  zbiorów (podzbiór tych elementów 

zbioru S, które nie nale
Ŝ ą  do zbioru P). Zauwa

Ŝ
my pewien istotny szczegół tej reprezentacji – 

dwa przecinają ce się  koła interpretowane są  na dwa ró
Ŝ
ne sposoby, w zale

Ŝ
noś ci od poło

Ŝ
enia 

etykiety S oznaczają cej jeden ze zbiorów. W pierwszym przypadku (relacja SiP) zwracamy 
uwagę  na czę ś ć  wspólną  zbiorów S i P, zaś  w drugim przypadku (relacja SoP) na tę  czę ś ć  
zbioru S, która nie nale

Ŝ
y do zbioru P. Z tego te

Ŝ
 wzglę du w kołach Eulera etykiety zbiorów 

umieszcza się  zawsze wewną trz kół. Właś ciwe u
Ŝ

ycie tych etykiet jest warunkiem prawidło-
wego u

Ŝ
ycia i interpretacji kół Eulera (o czym czę sto się  zapomina w popularnych pracach 

u
Ŝ
ywają cych tych kół). 

 
By wykonać  rozumowanie sylogistyczne diagramowo za pomocą  kół Eulera, nale

Ŝ
y na jed-

nym diagramie przedstawić  obie przesłanki danego sylogizmu w taki sposób, by koła odpo-
wiadają ce wspólnemu poję ciu M się  pokryły. Nastę pnie nale

Ŝ
y odczytać  z diagramu, która z 

relacji przedstawionych na rysunku powy
Ŝ

ej wią Ŝ
e poję cia S i P, by uzyskać  logiczną  konklu-

zję  rozumowania. Oto odpowiednia procedura krok po kroku dla przykładu z Sokratesem: 
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⊆ ⊆⊆  
 
A oto inny przykład opisany w terminach zbiorów obiektów, w którym opuszczono szcze-
gółowe rozpisanie kolejnych kroków rysowania, zamiast tego zaznaczają c na diagramie 
strzałkami i numerami odpowiednie relacje: 
 

⊆∩ = ∅ ∩ = ∅

 
 

Schemat tego sylogizmu nale
Ŝ
y równie

Ŝ
 do pierwszej figury i nosi nazwę  trybu Celarent. 

 
Diagramy te pokazują  naocznie, czy dany schemat jest poprawny, czy nie – dzię ki temu nie 
musimy pamię tać  wszystkich poprawnych schematów, zawsze mo

Ŝ
emy sprawdzić  jego po-

prawnoś ć , rysują c odpowiedni diagram. 
 
Jednak ju

Ŝ
 Euler zauwa

Ŝ
ył,9 

Ŝ
e jego koła nie są  zbyt dobrze dopasowane do wnioskowania za 

pomocą  niektórych sylogizmów. Jeden z problemów (którym zajmiemy się  jeszcze oddzielnie 
w innym odcinku) zilustrujemy na przykładzie sylogizmu zwanego trybem Ferio: 
 
 1) ś adne M nie jest P. [MeP] 
 2) Niektóre S jest M. [SiM] 
Zatem: 
 3) Niektóre S nie jest P. [SoP] 
 

 1) (∀ x) je Ŝ eli M(x) to nie P(x), 
 2) (∃ x) S(x) i M(x). 
Zatem: 
 3) (∃ x) S(x) i nie P(x). 
 

 1) M ∩ P = ∅ , 
 2) S ∩ M ≠ ∅ . 
Zatem: 
 3). S \ P ≠ ∅ . 
 

Sylogizm zapisano w trzech postaciach – tradycyjnej słownej, w rachunku predykatów i w 
terminach teorii zbiorów. Niepoprawna gramatycznie forma zdań  zaczynają cych się  od słowa 
„niektóre” wynika z przeniesienia z greki i łaciny przyję tych w sylogistyce konwencji ję zy-
kowych, niezbyt dobrze pasują cych do ję zyka polskiego. 
 
Próbują c poprawnie narysować  koła Eulera dla tego przykładu, zauwaŜ ymy, Ŝ e koło S moŜ e, 
nie naruszają c Ŝ adnej z dwu przesłanek (1) i (2), przyją ć  trzy róŜ ne połoŜ enia – (a), (b) lub (c) 
na rysunku. Innymi słowy, znowu mamy do czynienia z dywergencją . W czym nie byłoby nic 
szczególnie niepokoją cego, gdyby nie to, Ŝ e próbują c dla kaŜ dego z tych połoŜ eń  odczytać , 
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według podanego wyŜ ej klucza dla kół Eulera, odpowiednią  rela-
cję  mię dzy kołami S i P, dostaniemy trzy róŜ ne wnioski: 
 
 3a) ś adne S nie jest P. [SeP] 
 3b) Niektóre S nie jest P. [SoP] 
 3c) KaŜ de P jest S. [PaS] 
 
Który z nich jest poprawny? Przyjrzyjmy się  uwaŜ niej diagramowi: niezaleŜ nie od tego, czy 
koło S jest w połoŜ eniu (a), (b), czy (c), zawsze jego czę ś ć  oznaczona etykietą  S zawarta jest 
w kole M, a wię c jest rozłą czna z kołem P. Ponadto wniosek podany słownie w trzecim przy-
padku (3c), uzyskany na podstawie wzajemnego połoŜ enia tylko kół S i P, nie obejmuje peł-
nej informacji o relacji mię dzy poję ciami S i P. Na diagramie wyraź nie widać , jeś li uwzglę d-
nić  takŜ e koło M, Ŝ e P nie tylko zawiera się  w S, lecz takŜ e czę ś ć  S na pewno nie zawiera się  
w P (jako zawarta w M), a wię c pełna informacja tutaj obejmuje równieŜ  relację  [SoP] z 
przypadku (3b). Czyli „wspólnym mianownikiem” wszystkich trzech konfiguracji, tj. tezą  
słuszną  w kaŜ dym z tych przypadków jest zdanie (3b) [SoP], które jest zatem poprawną  kon-
kluzją  tego sylogizmu. Jak widać , i w tej począ tkowo kłopotliwej sytuacji to jednak diagram 
pozwolił nam znaleź ć  poprawną  konkluzję  sylogizmu.  

 
Koła Eulera mogą  być  stosowane nie tylko do wnioskowań  sylogistycz-
nych, lecz takŜ e do ilustracji innych relacji mię dzy zbiorami lub poję cia-
mi. RozwaŜ my relację  „B i C oba zawierają  się  w A i są  rozłą czne” (w 
notacji teorii zbiorów: B ⊆  A, C ⊆  A i B ∩ C = ∅ ). Za konkretny przy-
kład moŜ e posłuŜ yć  tu stwierdzenie, Ŝ e Ŝ adne koty (B) nie są  psami (C), a 
zarówno koty (B), jak i psy (C) są  czworonogami (A). Relację  tę  moŜ na 
przedstawić  za pomocą  kół Eulera jak obok. 

  
Gdybyś my jednak chcieli dodać  do powyŜ szej specyfikacji dodatkowy warunek, Ŝ e „wszyst-
kie elementy zbioru A zawierają  się  albo w B albo w C” (czyli A = B ∪  C; opisuje to np. sy-
tuację , w której A = ludzie, B = chorzy, a C = zdrowi), to nie zdołamy przedstawić  tego ko-
łami Eulera: jakkolwiek byś my je ustawiali, nie uda się  sprawić , by czę ś ć  obszaru koła A 
mieszczą ca się  poza kołami B i C była pusta.  

 
By zwię kszyć  ekspresywnoś ć  tych diagramów, próbowano róŜ nych spo-
sobów. Jednym z nich jest odstę pstwo od kół na rzecz dowolnych kształ-
tów obszarów. Wtedy moglibyś my przedstawić  naszą  relację  tak, jak po 
lewej. Nie jest to jednak wygodna forma w tym przypadku – nie da się  
umieś cić  etykiety A wewną trz odpowiedniego obszaru (dla zapewnienia 
poprawnej interpretacji diagramów Eulera), a podwójne kontury, zamiast 
być  odczytane jako nakładają ce się  granice róŜ nych 

zbiorów, mogą  zostać  błę dnie zinterpretowane jako sugerują ce, Ŝ e mię -
dzy nimi istnieją  jakieś  elementy zbioru A. Innym sposobem było zakolo-
rowanie (zwykle na szaro) tych obszarów, które mają  być  puste, jak na 
diagramie z prawej. Sposób ten pochodzi z diagramów Venna omówio-
nych poniŜ ej i stosuje się  go tylko wtedy, gdy zwykłej metody (za pomo-
cą  rozłą cznoś ci odpowiednich obszarów diagramu) nie da się  zastosować . 
 
Zawsze jednak moŜ na znaleź ć  takie przykłady relacji mię dzy zbiorami, których nie daje się  
bez trudu przedstawić  taki ulepszonymi diagramami, albo okazuje się  to w ogóle niemoŜ liwe. 
Nie moŜ na się  temu specjalnie dziwić , gdyŜ  róŜ norodnoś ć  struktur dowolnych zbiorów jest 
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znacznie wię ksza niŜ  róŜ norodnoś ć  kształtów obszarów na płaszczyź nie, zwłaszcza jeś li na te 
kształty nałoŜ ymy jeszcze jakieś  ograniczenia, np. Ŝ e mają  to być  tylko koła, obszary wypu-
kłe, czy teŜ  spójne (czyli w jednym kawałku). Dlatego szukano innych rozwią zań .  
 
Diagramy Venna.  Kolejną  waŜ ną  propozycją  stały się  diagramy Venna.10 W tych diagra-
mach zamknię te kontury, reprezentują ce n zbiorów obiektów, ustawione są  zawsze w ten spo-
sób, by dzielić  płaszczyznę  na tyle i takich obszarów, by kaŜ dy przedstawiał inną  kombinację  
naleŜ enia lub nienaleŜ enia do kaŜ dego z tych zbiorów, i by wszystkie takie moŜ liwe kombi-
nacje wystę powały na diagramie. W diagramach Venna dla 1, 2 oraz 3 zbiorów uŜ ywa się  
zwykle kół, jak na rysunku.  

 
 
Jeden kontur dzieli płaszczyznę  na dwa obszary – punkty naleŜ ą ce do danego zbioru (we-
wną trz konturu) i punkty do niego nie naleŜ ą ce (na zewną trz konturu). Dwa kontury rysuje się  
tak, by uzyskać  4 obszary – punkty nie naleŜ ą ce do Ŝ adnego ze zbiorów, punkty naleŜ ą ce tyl-
ko do jednego z nich i punkty naleŜ ą ce do obu zbiorów (zamalowane na szaro na rysunku). 
Dla trzech konturów mamy odpowiednio 8 obszarów (na szaro zaznaczono obszar naleŜ ą cy 
do wszystkich zbiorów). Ogólnie, n zamknię tych konturów ustawionych w ten sposób dzieli 
płaszczyznę  na dokładnie 2n obszarów.  
 
Diagramy Venna (zwłaszcza dla małej liczby zbiorów) są  czę sto mylone z kołami Eulera.11 
Jedni autorzy uwaŜ ają , Ŝ e diagramy Venna powinno się  nazywać  diagramami Eulera, bo to 
Euler je pierwszy wynalazł, a inni na odwrót – uŜ ywają  terminu „diagramy Venna” na ozna-
czenie rysunków, które najwyraź niej są  kołami Eulera. Jest to kolejny przejaw słabej znajo-
moś ci tematyki diagramów u niektórych matematyków.12 Zasadniczą  róŜ nicę  miedzy tymi 
dwoma typami diagramów uwidoczni zapis sylogizmów za pomocą  diagramów Venna. 
 
Za pomocą  diagramów Venna cztery typy zdań  wystę pują cych w sylogizmach oznacza się  jak 
nastę puje: 
 

⊆ ≠ ∅∩ ≠ ∅∩ = ∅  
 
Tutaj zamalowanie obszaru kolorem szarym oznacza, Ŝ e jest on pusty (nie zawiera Ŝ adnych 
obiektów), zaś  umieszczenie symbolu ⊗  oznacza, Ŝ e tak zaznaczony obszar jest niepusty.13 
PołoŜ enie etykiet zbiorów nie ma teraz znaczenia, zwykle umieszcza się  je na zewną trz krzy-
wych. W kołach Eulera obszar pusty reprezentuje się  przez jego brak na diagramie (czyli za 
pomocą  struktury diagramu), podczas gdy w diagramach Venna wszystkie moŜ liwe kombina-
cje przecinania się  konturów są  zawsze przedstawione, wię c fakt, Ŝ e niektóre z nich są  puste 
trzeba specjalnie oznaczać  przez zamalowanie odpowiednich obszarów. Innymi słowy, w ko-
łach Eulera narysowany kontur w całoś ci oznacza pewien zbiór obiektów, natomiast w diagra-
mach Venna zbiór obejmuje tylko te podobszary konturu, które nie są  zamalowane na szaro. 
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Przykładowy sylogizm trybu Celarent, przedstawiony wcześ niej za pomocą  kół Eulera, przy 
uŜ yciu diagramów Venna naleŜ ałoby przedstawić  nastę pują co: 
 

 
 
Ostatniego kroku (wymazania koła M) czę sto się  nie robi przy nieformalnym rozumowaniu, 
lecz odczytuje się  wniosek bezpoś rednio z pełnego diagramu. Istotna jest reguła postę powania 
z obszarami zamalowanymi na szaro – otóŜ  przy usuwaniu konturu zbioru naleŜ y usuną ć  sza-
roś ci ze wszystkich podobszarów, które po usunię ciu tego konturu przestają  być  oddzielone 
konturem od podobszarów niezamalowanych. 
 
Drugi z przykładowych sylogizmów (tryb Ferio), który sprawiał kłopot kołom Eulera, teraz 
daje się  bez trudnoś ci przedstawić  diagramami Venna: 
  

 
 
Dodatkowych wyjaś nień  wymaga sposób przedstawienia przesłanki [SiM] oraz nastę pne dwa 
kroki rozumowania. Mianowicie, według schematu dla zdania typu [SiM] powinniś my wsta-
wić  symbol ⊗  do obszaru wspólnego dla konturów S i M. Ten obszar jest jednak podzielony 
na dwa podobszary przez kontur P. W takim przypadku naleŜ y symbole ⊗  wstawić  do wszyst-
kich składowych podobszarów i połą czyć  je linią  w tzw. x-sekwencję . Z kolei, gdy symbol ⊗  
pojawi się  w elementarnym obszarze, który jest zamalowany na szaro (czyli pusty), znaczek 
moŜ na usuną ć . Gdy zaś  usuwamy któryś  z konturów, tak Ŝ e znika czę ś ć  konturu podobszaru 
zawierają cego znaczek ⊗ , to znaczek zachowuje się  inaczej niŜ  szaroś ci – nie znika, lecz zo-
staje przypisany całemu, wię kszemu obszarowi powstałemu w wyniku połą czenia podobsza-
rów. Generalnie, x-sekwencja oznacza istnienie elementów zbioru, choć  nie wiemy, w których 
obszarach zawierają cych znaczki ⊗  tej sekwencji one się  znajdują . Innymi słowy, linie łą czą -
ce znaczki x-sekwencji mogą  być  interpretowane jako spójniki logiczne lub. Wnioskowania 
tego typu za pomocą  kół Eulera i diagramów Venna zostały juŜ  w pełni sformalizowane.14 
 
Za pomocą  diagramów Venna moŜ na takŜ e bez problemów przedstawić  
konfiguracje zbiorów sprawiają ce trudnoś ć  kołom Eulera, np. problem z 
rozłą cznymi zbiorami B i C, które łą cznie tworzą  dokładnie zbiór A ma 
rozwią zanie jak obok. 
 
Diagramy Venna wielu zmiennych.   Dla wię kszej liczby zmiennych (powyŜ ej 3) nie da się  

juŜ  narysować  diagramów Venna wyłą cznie z uŜ yciem kół. JuŜ  Venn to 
stwierdził i podał parę  sposobów radzenia sobie z takimi diagramami. Podał 
np. diagram dla 4 zmiennych z uŜ yciem jednakowych elips, jak obok. Na 
szaro zaznaczono obszar przecię cia wszystkich zbiorów. Podał teŜ  konstruk-
cję  pozwalają cą  generować  diagramy dla dowolnej liczby zmiennych. Dla 4 
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zmiennych, diagram z tej serii podano obok. Czwarty kontur to „kiełbaska” 
narysowana wzdłuŜ  konturu prawego dolnego koła w diagramie dla trzech 
zmiennych, tak, by kontur „kiełbaski” dzielił wszystkie obszary elementarne 
tego diagramu na połowy tworzą c potrzebne 8 nowych obszarów zawartych w 
dodanym czwartym zbiorze. Dodanie pią tego zbioru wymaga narysowania po-

dobnej „kiełbaski” wzdłuŜ  konturu poprzednio dodanego zbioru tak, by podzieliła wszystkie 
16 zbiorów diagramu dla 4 zmiennych dodają c nowe 16 obszarów elementarnych. Tylko, Ŝ e 
teraz ta „kiełbaska” bę dzie musiała być  podwójna, zgię ta na pół. Konstrukcja jest mało prak-
tyczna, bo ze wzrostem liczby zbiorów kształty kolejnych „kiełbasek” robią  się  coraz bardziej 
złoŜ one i trudne do narysowania, a tak powstały diagram staje się  zupełnie nieczytelny.  
 
Kolejny wariant zaproponował Lewis Carroll15 i opracował na 
jego bazie rozrywkowo-dydaktyczną  grę  logiczną .16 Diagramy 
Carrolla dla 3 i 4 zmiennych składały się  z samych prostoką -
tów i wyglą dały jak obok. NaleŜ ą  one do klasy diagramów, w 
których obszar zewnę trzny nie jest nieskoń czony, lecz ograni-
czony osobnym konturem. Ponadto, dwa najwię ksze obszary na diagramie mają  kontury czę -ś ciowo wspólne ze sobą  i z prostoką tem opisują cym diagram. Konstrukcję  

wyjaś ni bardziej tradycyjny sposób narysowania diagramu dla 4 zmiennych 
(po lewej). Niestety, tej konstrukcji nie da się  powtórzyć  za pomocą  samych 
prostoką tów dla wię kszej liczby zmiennych. Dla 5 zmiennych diagram mógłby 
tu wyglą dać  jak po prawej. Pią ta krzywa juŜ  nie jest prostoką -
tem, tylko krzyŜ em. Carroll nie podał tej konstrukcji – dla 5 

zmiennych uŜ ywał dwóch diagramów dla 4 zmiennych, umieszczonych w 
dwóch połowach podzielonego na pół prostoką ta. W ten sposób pierwsze 
cztery zbiory stały się  niespójne, poniewaŜ  kaŜ dy składał się  z dwóch kawał-
ków. 
 

Struktura diagramu Carrolla zainspirowała Edwardsa17 do stworze-
nia konstrukcji z gładkimi konturami, rozszerzalnej na dowolną  licz-
bę  zmiennych.18 Obok mamy taki diagram Edwardsa dla 5 zmien-
nych. Edwards stosuje tu odmienną  interpretację  ś rodkowych pro-
stych niŜ  Carroll: u niego odpowiednie obszary znajdują  się  po pra-

wej stronie linii pionowej i poniŜ ej linii poziomej. Kolejne dodawane kontury kontynuują  
proces zwię kszania liczby „zę bów”: na rysunku mamy na począ tku „bezzę bne” proste i, 
umownie rzecz ujmują c, „jednozę bny” okrą g, potem „dwuzę bną ” poziomą  ósemkę , nastę pnie 
czterozę bny krzyŜ ak. Szósty kontur miałby osiem zę bów, wiją cych się  wokół konturu cen-
tralnego koła (zob. niŜ ej), nastę pny szesnaś cie, itd.19 Diagram wykazuje podwójną  symetrię  
osiową . 
 
Konstrukcje Smitha-Edwardsa20 wykorzystują  krzywe faliste. Za-
sadniczo są  to fragmenty, w róŜ nych skalach, wykresu funkcji try-
gonometrycznej cosinus, choć  nie muszą  być  one dokładnie takie 
same w szczegółach, jak wykres tej funkcji. Tutaj kontury poszcze-
gólnych zbiorów składają  się  z odpowiedniej krzywej falistej (dla 
jednego ze zbiorów jest to linia prosta), ograniczają cej zbiór od góry, 
i z odcinków linii prostych pokrywają cych się  z ramką  ograniczają cą  zewnę trzny obszar dia-
gramu (z boków i z dołu). W ten sposób, jak zaznaczono szarym kolorem, obszar zawarty we 
wszystkich zbiorach to obszar poniŜ ej wszystkich krzywych diagramu.  
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Wszystkie dotychczas pokazane diagramy są  proste, czyli mają  tę  
własnoś ć , Ŝ e w jednym punkcie mogą  się  w nich przecinać  tylko dwa 
kontury. Nie musi tak być  – oto diagram sinusoidalny dla 4 zmien-
nych, który nie jest prosty. Składowe sinusoidy (w tym pozioma pro-
sta) przecinają  się  w nim po 2, 3 lub 4 w róŜ nych punktach przecię cia 

(jest to takŜ e konstrukcja Smitha-Edwardsa). Edwards znalazł równieŜ  
kilka wersji swojego diagramu z wielokrotnymi przecię ciami. Trzeba 
było w tym celu obrócić  w nim kontury o odpowiednie ką ty wokół ś rod-
ka diagramu i usuną ć  pionową  linię , dodają c odpowiedni pią ty kontur. 
Jedną  z wersji tego diagramu dla 5 zmiennych pokazujemy obok. Pią ty 
kontur to „koło zę bate” o oś miu zę bach (jak szósty kontur w zwykłym 
diagramie Edwardsa powyŜ ej). Dla lepszej czytelnoś ci wyróŜ niono go 
cień szą  linią .   

 
Całkowicie symetryczne diagramy Venna składają  się  z n 
jednakowych konturów ustawionych symetrycznie wokół ś rodka diagramu w taki sposób, Ŝ e diagram obrócony wo-
kół tego ś rodka o ką t 360/n nakłada się  dokładnie na siebie. 
Symetryczne diagramy Venna istnieją  tylko wtedy, gdy n 
jest liczbą  pierwszą  (czyli nie ma innych dzielników oprócz 
1 i samej siebie),21 choć  nie wiadomo, czy istnieją  dla kaŜ -
dej liczby pierwszej. Pokazane na począ tku diagramy dla n 
= 1, 2 i 3 są  symetryczne. Znaleziono juŜ  diagramy syme-
tryczne dla n = 5, 7 i 11. Jeden z nich dla n = 7 pokazano 
obok, drugi uŜ yto w winietce. Wnę trze jednego z konturów 
zamalowano na szaro dla lepszego pokazania kształtu kon-
turów.  
 
Istotną  cechą  diagramów Venna jest redukowalnoś ć . Diagram Venna jest redukowalny, gdy 
po usunię ciu któregoś  jego konturu otrzymamy znów poprawnie zbudowany diagram Venna 
dla liczby zmiennych mniejszej o 1. Diagram jest w pełni redukowalny, gdy moŜ na w ten spo-
sób usuną ć  dowolny kontur diagramu. Diagramy kołowe dla n = 2 i 3 są  w pełni redukowalne. 
Redukowalnoś ć  jest waŜ na we wnioskowaniu, gdyŜ  jedną  z podstawowych transformacji dia-
gramu jest usuwanie któregoś  z konturów. Jeś li otrzymany diagram nie jest diagramem Ven-
na, musi być  na niego przekształcony bez zmiany semantyki, co moŜ e być  mocno kłopotliwe. 
Niestety, nie da się  całkowicie unikną ć  tego problemu, gdyŜ  nie istnieją  w pełni redukowalne 
diagramy Venna dla n > 3. Na przykład, eliptyczny diagram Venna dla n = 4 pozwala bezkar-
nie usuną ć  tylko jedną  z górnych elips. Jak widać  na rysunku obok, usunię cie górnej elipsy 
daje diagram strukturalnie identyczny z diagramem z trzech 
kół, tylko koła są  wydłuŜ one do elips. Usunię cie jednej z 
dolnych elips daje diagram, który nie jest diagramem Venna 
dla n = 3 (zawiera 10 obszarów elementarnych zamiast 8). 
Na rysunku tym samym kreskowaniem zaznaczono powstałe 
dwie pary obszarów rozłą cznych o tych samych kombinacjach naleŜ enia i nienaleŜ enia do 
trzech pozostałych konturów. By otrzymać  diagram Venna, naleŜ y usuną ć  po jednym obsza-
rze z kaŜ dej pary. Z diagramu Edwardsa dla n = 5 moŜ na usuną ć  tylko centralny krzyŜ ak lub 
koło; usunię cie którejś  ze ś rodkowych linii prostych produkuje 24 obszary zamiast 16, a usu-
nię cie poziomej ósemki daje 20 obszarów. Diagramy całkowicie symetryczne dla n > 3 są  
całkowicie nieredukowalne – usunię cie któregokolwiek z konturów daje diagram, który nie 
jest diagramem Venna. Sprawdzenie redukowalnoś ci pozostałych diagramów powyŜ ej pozo-
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stawiamy jako ć wiczenie dla czytelnika. Niektóre proponowane formalizacje diagramów 
Venna nie uwzglę dniają  tego faktu, przez co mogą  prowadzić  do błę dów wnioskowania.22 
 
Istnieje w sumie 14 strukturalnie odmiennych diagramów Venna dla trzech zmiennych.23 
Standardowy diagram Venna z trzech kół jest w pełni symetryczny i redukowalny, i tylko on 
jest prosty. Inna wersja diagramu dla trzech zmiennych, po-
kazana obok, nie jest ani w pełni redukowalna, ani syme-
tryczna.24 Wykazuje tylko symetrię  osiową  (odbicie lustrzane 
w linii pionowej), a wyrzucenie górnego koła nie daje dia-
gramu Venna. Kolejna wersja jest za to całkowicie syme-
tryczna, ale teŜ  nieredukowalna. 
 
RoŜ ne rodzaje i własnoś ci diagramów Venna wielu zmiennych, a takŜ e pokrewnych diagra-
mów, są  jednym z przedmiotów badań  nowego działu matematyki, zwanego geombinatoryką  
(czyli geometrią  kombinatoryczną ), od czasu jej powstania, datowanego na rok 1991, kiedy 
ukazał się  pierwszy numer czasopisma naukowego Geombinatorics.25  
 
Koła Eulera i diagramy Venna, choć  do siebie podobne, w istocie róŜ nią  się  od siebie doś ć  
zasadniczo. Diagramy Venna są  bardziej ekspresywne, jak to pokazaliś my na przykładach, 
stą d były szerzej uŜ ywane, głównie w celach dydaktycznych. Na ich podstawie powstało tak-Ŝ e kilka bardziej złoŜ onych systemów diagramów logicznych, w czasach niedługo po Vennie, 
a takŜ e współcześ nie, gdy pojawiło się  wię ksze zainteresowanie diagramami, które doprowa-
dziło do powstania diagramatyki. O tych nowych diagramach logicznych opowiemy w na-
stę pnych odcinkach. 
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