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Kofa Eulera i diagramy Venna,
czyli jaka jest ranica midzy kanarkiem?

. podnosi kwesti sposobu reprezentacji obrazami
waznych logicznych krokéw rozumowanta.

(Rudolf Arnhem:Visual Thinking 1969)

Logika czyli zasady poprawnego rozumowania, jest wbudowana w umyst eklmwd zara-
nia jego istnienia i dzki temu, jak gdz¢, mégt on stworz§ cywilizacjc. Pierwsze proby ko-
dyfikacji tych zasad mialy miejscejw staraytnej Grecji — najwiksze zastugi potoyt tu
Arystoteles? Jego system logiczny, zwarsylogistylk,® chocia obejmowat tylko niewielk
klas; prostych wnioskowalogicznych, stanowit od staigtnosci do kaica XIX w. zasadni-
czy trzon nauczania logiki w Europie.

Sylogistyka. Podstaw sylogistyki jest pajcie sylogizmu- dwucztonowego rozumowania, w
ktorym z dwu przestanek oldlajacych pewne relacje rgzy pogciem M i pogciem P oraz
migdzy pogciem S i pogciem M wyprowadza gikonieczny i niezawodny wniosek o tym,
jaka relacja zachodzi mdzy pogciem S a pa@jciem P. Maliwe relacje me¢dzy pogciami
oznaczanessliterami ,a”, ,e”, ,i” oraz ,0”, a mianowicie ,kade jest” (a), zadne nie jest”
(e), ,niektoére jest” (i) oraz ,niektére nie jest” (0). W zatesci od kombinacji tych czterech
relacji mamy wiele rodzajow sylogizméw. Powszechnie znatjasycznym przyktadem
sylogizmu jest rozumowanie:

1) Kazdy cztowiek jesémiertelny.

2) Sokrates jest cztowiekiem.
Zatem:

3) Sokrates jesimiertelny.

To rozumowanie naky do jednego ze schematdéw poprawnych sylogizméw o postaci:

1) Kazde M jest P. [MaP]

2) Kazde S jest M. [SaM]
Zatem:

3) Kazde S jest P. [SaP]

W terminologii sylogistyki ten schemat zaliczany jest dw.tpierwszej figurysylogizmu i
nosi nazw trybu Barbara Sylogistyka kataloguje wszystkie misve schematy tego typu i
okredla, ktore z nich przedstawsgpoprawne rozumowania. Sod 64 maliwych kombina-

cji czterech relacji midzy pogciami, 24 kombinacje przedstawggpoprawne schematy ro-
zumowania. Z tych schematéw tylko 19 jest istotnisy@h, a pozostate 5 jest szczegdolnymi
przypadkami innych. Te 19 schematow nazwagbami nadano im mnemotechniczne na-
zwy (jak Barbara powyzej: ciag samogtosek w nazwie okta kolejne relacje w zdaniach
sylogizmu) i podzielono na 4 klasy zwafiggurami.

Zauwamy jeszczeze w przyktadzie powkej Sokrates petni rolpojecia S, ktére w schema-
cie mae zasadniczo méewigce] niz jeden desygnat, &t poprawnie nal@toby napisé
.Kazdy Sokrates jest cztowiekiem”. digjednak interesuje nas tylko jeden konkretny Sokra-
tes, maemy ograniczy sic do tego jednego desygnatu, opuszgzajowo ,kady” przed S.
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Jak wynika z samej nazwy logiki (po grecku ,logos” to pierwotrsi®wo”), byta ona upra-
wiana zasadniczo w formiezykowej. Schematéw poprawnych sylogizmow uczoronsi
pamk¢ i stosowano mechanicznie, nie pytajdlaczego wisciwie dany schemat jest po-
prawny. Formagzykowa nie pozwalata na ,naoczne” zrozumienie sensu danego athem
Mégtby w tym pomdéc odpowiedni diagram. Pewne wzmianki w traktAcystotelesa wska-
zuja, ze juz on sam stosowat proste diagramy (ebaden z nich sinie zachowatf.Nie stu-
zyly one jednak rozumowaniu za pomaogylogizmow, a tylko ich klasyfikacji lub mnemo-
technicznemu opisowi ich struktury, podobnie jak diagramy pojaeéagi W p&zniejszych
traktatach logicznych.

Kota Eulera. Dopiero w wieku XVIII powstata diagramowa reprezentacja poajcd
przedstawié rozumowaniasylogistyczne, zwankotami Eulera® Wynikneta ona z pospuija-
cej zmiany interpretacji pe¢ logicznych — oprocz pierwotnej interpretaigjtensjonalnej(w
terminach paj¢ i ich cech) pojawita si interpretacjaekstensjonalngw terminach zbioréw
obiektéw wyznaczanych przez daneqo@ lub posiadagych dam ceck).” Przy tej interpre-
tacji zbiory obiektéw wysipujace w sylogizmie mana byto reprezentowtskotami, a relacje
rachunku zbioréw (zawieraniegsiprzecinanie tych két) okazatyesilobrze odpowiadaczte-
rem relacjom nydzy pogciami, ktére mog wystpowa w zdaniach sylogizmu, a mianowi-
cie, jak ustalit Euler:

[SaP]: _ [SeP]: [SiP]: [SoP]:

Kazde S jest P Zaden S nie jest P Niektore S jest P Niektére S nie jest P
[(Ox) S(x) O P(x)] [(Ox) S(x) O nie P(x)] [(C) S(x) i P(x)] [(Cx) S(x) i nie P(x)]
Wszystkie S sg P Zadne S nie sg P Niektoére S sg P Niektére S nie sg P

[SOP] [SnP=0] [SnPz0] [S\Pz[]

Nad diagramami podano opis relacji w tradycyjnej postaci stomagj w postaci formut ra-
chunku predykatéw,natomiast pod nimi — w terminach zbioréw obiektéw: stownie i w sym-
bolice teorii zbioréw. Symboll)” oznacza zawieraniegibiorow, ,n” to przeckcie zbioréw
(czgé¢ wspdlna), 1" oznacza zbidr pusty, a ,\" #dicg zbiorow (podzbiér tych elementow
zbioru S, ktore nie nate do zbioru P). Zauwany pewien istotny szczego6t tej reprezentacji —
dwa przecinajce st kofa interpretowaneasa dwa rane sposoby, w zataosci od potaenia
etykiety S oznaczagej jeden ze zbioréw. W pierwszym przypadku (relacja SiP) camns
uwag; na czs¢ wspolm zbioréw S i P, zaw drugim przypadku (relacja SoP) nadzgsc¢
zbioru S, ktora nie naty do zbioru P. Z tego tewzglkdu w kotach Eulera etykiety zbiorow
umieszcza sizawsze wewatrz kot. Wiaciwe wycie tych etykiet jest warunkiem prawidto-
wego wycia i interpretacji k6t Eulera (0 czym ¢sto st zapomina w popularnych pracach
uzywajacych tych kot).

By wykona rozumowanie sylogistyczne diagramowo za poaria@t Eulera, nalgy na jed-
nym diagramie przedstagvbbie przestanki danego sylogizmu w taki sposob, by kota odpo-
wiadagce wspolnemu pegiu M sk pokryly. Nastpnie naley odczytad z diagramu, ktéra z
relacji przedstawionych na rysunku pax@ywiaze pogcia S i P, by uzyskalogiczm konklu-

Zje rozumowania. Oto odpowiednia procedura krok po kroku dla przyktadu z Sokratesem:
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1) [MaP] i 2) [SaM] —> 3) [SaP]

Kazdy czlowiek [M Sokrates [S] Sokrates [S]
jest Smiertelny [P] jest cztowiekiem [M] jest Smiertelny [P
MO P] [SOM] [SOP]

A oto inny przykiad opisany w terminach zbiorow obiektéw, w ktérym opi@sre szcze-
gotowe rozpisanie kolejnych krokéw rysowania, zamiast tego zaapacma diagramie
strzatkami i numerami odpowiednie relacje:

' 1) [MeP] i 2) [SaM] —> ~3) [SeP]
Zadne czworonogi [M]  Wszystkie koty [S] Zadne koty [S]
nie sg ptakami [P]  sg czworonogami [M] nie sg ptakami [P]
MnP=0] [SOM] [SnP=0]

roﬂ

Schemat tego sylogizmu najerowniez do pierwszej figury i nosi nazwrybu Celarent

Diagramy te pokazajnaocznie, czy dany schemat jest poprawny, czy nieekidemu nie
musimy pamjta¢ wszystkich poprawnych schematéw, zawszezenty sprawdzi jego po-
prawna¢, rysupc odpowiedni diagram.

Jednak ju Euler zauwayt,® ze jego kota nieszbyt dobrze dopasowane do wnioskowania za

pomoa niektérych sylogizméw. Jeden z probleméw (ktérym zajmierayesizcze oddzielnie
w innym odcinku) zilustrujemy na przykfadzie sylogizmu zwanegoem Ferio

1) Zadne M nie jest P. [MeP] 1) [@x) jezeli M(X) to nie P), 1)Mn P =0,

2) Niektore S jest M. [SiM] 2) ((X) SK) i M(X). 2)Sn M #.
Zatem: o Zatem: Zatem:
3) Niektére S nie jest P. [SoP]  3) (X) S) i nie P). 3). S\ Pz .

Sylogizm zapisano w trzech postaciach — tradycyjnej stownegolwunku predykatow i w
terminach teorii zbioréw. Niepoprawna gramatycznie forma zd&zynaicych s od stowa
~hiektore” wynika z przeniesienia z greki i faciny prgych w sylogistyce konwencjizy-
kowych, niezbyt dobrze pasgych do §zyka polskiego.

Prébupc poprawnie narysowsakota Eulera dla tego przyktadu, zauymy, ze koto S mae,
nie naruszag zadnej z dwu przestanek (1) i (2), praytrzy r&zne potaenia — (a), (b) lub (c)
na rysunku. Innymi stowy, znowu mamy do czynienia z dywergel¢jczym nie bytoby nic
szczegolnie niepokagego, gdyby nie toze probujc dla kadego z tych potzen odczytd,

73



wedtug podanego wgj klucza dla két Eulera, odpowiedniela- "'::::"b
cje miedzy kotami S i P, dostaniemy trzyame wnioski: < )

—-'-~a' ) “\“‘
3a)Zadne S nie jest P. [SeP]
3b) Niektore S nie jest P. [SoP]

3c) Kazde P jest S. [PaS] R
Ktory z nich jest poprawny? Przyjrzyjmygsiwazniej diagramowi: niezalaie od tego, czy
koto S jest w poteeniu (a), (b), czy (c), zawsze jegoe€z 0znaczona etykigtS zawarta jest
w kole M, a wic jest roziczna z kotem P. Ponadto wniosek podany stownie w trzecim przy-
padku (3c), uzyskany na podstawie wzajemnegozgofa tylko két S i P, nie obejmuje pet-
nej informacji o relacji mydzy pogciami S i P. Na diagramie wyiaie wid&, jesli uwzgled-
ni¢ takze koto M, ze P nie tylko zawierasw S, lecz take cz$¢ S na pewno nie zawierasi
w P (jako zawarta w M), a wé petna informacja tutaj obejmuje rownieelacg [SoP] z
przypadku (3b). Czyli ,wsp6lnym mianownikiem” wszystkich trzeanfguracji, tj. teza
stuszra w kazdym z tych przypadkow jest zdanie (3b) [SoP], ktére jest zatenapopikon-
kluzja tego sylogizmu. Jak widai w tej pocatkowo ktopotliwej sytuacji to jednak diagram
pozwolit nam znal& poprawn konkluzg sylogizmu.

Kota Eulera mog by¢ stosowane nie tylko do wnioskowaylogistycz-
* nych, lecz take do ilustracji innych relacji mdzy zbiorami lub pejcia-
mi. Rozwamy relacg ,B i C oba zawieraj sic w A i sa rozlaczne” (w
notacji teorii zbiorow: BO A, CO Ai B n C =[). Za konkretny przy-
W kiad mare postuyc¢ tu stwierdzenieze zadne koty (B) niegpsami (C), a
zarowno koty (B), jak i psy (C)asczworonogami (A). Relagjte mazna
przedstawd za pomog kot Eulera jak obok.

Gdybysmy jednak chcieli dodado powy:szej specyfikacji dodatkowy warunele ,wszyst-

kie elementy zbioru A zawiergpigc albo w B albo w C” (czyli A = B1 C; opisuje to np. sy-
tuacg, w ktorej A = ludzie, B = chorzy, a C = zdrowi), to nie zdotapngedstawé tego ko-

tami Eulera: jakkolwiek b§my je ustawiali, nie uda sisprawé, by czs¢ obszaru kota A
mieszcaca st poza kotami B i C byta pusta.

A By zwigkszy¢ ekspresywn& tych diagramow, prébowano adych spo-
sobow. Jednym z nich jest ogsstwo od kot na rzecz dowolnych ksztat-

C tow obszaréw. Wtedy mogliByny przedstawi nasz relacy tak, jak po
lewej. Nie jest to jednak wygodna forma w tym przypadku — nieigla s
umiescic etykiety A wewntrz odpowiedniego obszaru (dla zapewnienia
poprawnej interpretacji diagramow Eulera), a podwdjne kontury, zamiast
by¢ odczytane jako nakladg@e st granice ranych

zbiorow, mog zost& bigdnie zinterpretowane jako sugetg, ze mk-
dzy nimi istnieg jakies elementy zbioru A. Innym sposobem byto zakol aa

rowanie (zwykle na szaro) tych obszaréw, ktéreanigi puste, jak na

diagramie z prawej. Sposob ten pochodzi z diagraméw Venna om¢

nych poniej i stosuje & go tylko wtedy, gdy zwykiej metody (za pomc

ca rozlacznadici odpowiednich obszaréw diagramu) nie dazsistosowa

Zawsze jednak nmma znale¢ takie przyktady relacji midzy zbiorami, ktorych nie dajecsi

bez trudu przedstawtaki ulepszonymi diagramami, albo okazujetsi w ogéle niemdiwe.
Nie mazna st temu specjalnie dziwj gdyz réznorodndgé struktur dowolnych zbiorow jest
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znacznie wiksza nik roznorodnd¢ ksztattdw obszaréw na ptaszémye, zwlaszcza fdi na te
ksztatty natlaymy jeszcze jakieograniczenia, npze mag to by tylko kota, obszary wypu-
ke, czy te spdjne (czyli w jednym kawatku). Dlatego szukano innych rgzasii

Diagramy Venna. Kolejna wazna propozycj staly si diagramy Vennd® W tych diagra-
mach zamknite kontury, reprezentage n zbiorow obiektoéw, ustawione,gawsze w ten spo-
séb, by dzieli ptaszczyzn na tyle i takich obszarow, by k@dy przedstawiat inpkombinacg
nalezenia lub nienaleenia do kadego z tych zbioréw, i by wszystkie takie Aiawve kombi-
nacje wystpowaty na diagramie. W diagramach Venna dla 1, 2 oraz 3 zbiotgwausk

zwykle Kot, jak na rysunku. o
QY (O

Jeden kontur dzieli ptaszczygma dwa obszary — punkty nadee do danego zbioru (we-
wnatrz konturu) i punkty do niego nie natee (na zewsirz konturu). Dwa kontury rysujecsi
tak, by uzyska 4 obszary — punkty nie natge dozadnego ze zbiorow, punkty nadee tyl-

ko do jednego z nich i punkty nalee do obu zbioréw (zamalowane na szaro na rysunku).
Dla trzech konturobw mamy odpowiednio 8 obszaréw (na szaro zaznaczono diszary

do wszystkich zbioréw). Ogélnig, zamkngtych konturéw ustawionych w ten sposoéb dzieli
ptaszczyzr na doktadnie 2obszaréw.

Diagramy Venna (zwlaszcza dla matej liczby zbioréw)ssto mylone z kotami Eulerd.
Jedni autorzy uwaja, ze diagramy Venna powinnogshazywa& diagramami Eulera, bo to
Euler je pierwszy wynalazi, a inni na odwrot zywaja terminu ,diagramy Venna” na ozna-
czenie rysunkow, ktére najwyraiej sy kotami Eulera. Jest to kolejny przejaw stabej znajo-
moici tematyki diagraméw u niektérych matematyktfwzasadnicz réznice miedzy tymi
dwoma typami diagraméw uwidoczni zapis sylogizméw za panda@graméw Venna.

Za pomog diagramdéw Venna cztery typy zZdaystpujacych w sylogizmach oznacza; $ak
nastpuje:

[SaP]: [SePl: [SiP]: [SoP]:
Wszystkie Ssg P Zadne Sniesg P Niektére S sg P Niektore S nie sg P

Q) 0

[SOP] [SnP=0] [SmP;tD S\P¢D

Tutaj zamalowanie obszaru kolorem szarym oznagzgest on pusty (nie zawietadnych
obiektéw), z& umieszczenie symbolll oznaczaze tak zaznaczony obszar jest niepdsty.
Potazenie etykiet zbiorow nie ma teraz znaczenia, zwykle umiesi¢za na zewatrz krzy-
wych. W kotach Eulera obszar pusty reprezentuyjepsiez jego brak na diagramie (czyli za
pomoag struktury diagramu), podczas gdy w diagramach Venna wszystkienadkombina-

cje przecinania gikonturéw g zawsze przedstawione, auifakt, ze niektore z nichasspuste
trzeba specjalnie oznaczprzezzamalowanieodpowiednich obszaréw. Innymi stowy, w ko-
tach Eulera narysowany kontur w cadboznacza pewien zbiér obiektow, natomiast w diagra-
mach Venna zbior obejmuje tylko te podobszary konturu, ktérearriarsalowane na szaro.
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Przyktadowy sylogizm trybu Celarent, przedstawiony woieg za pomog két Eulera, przy
uzyciu diagraméw Venna natatoby przedstawinastpujaco:

q4()1'0110 «01‘01)0 4401'0120
& . & . &% [SeP]

[MeP] [SaM]
— — —
P S
ptaki koty ptaki koty ptaki koty ptaki koty

Ostatniego kroku (wymazania kota M)gsro sg nie robi przy nieformalnym rozumowaniu,
lecz odczytuje siwniosek bezpaednio z petnego diagramu. Istotna jest regutagpostania
z obszarami zamalowanymi na szaro -z@izy usuwaniu konturu zbioru naleusuraé sza-
rosci ze wszystkich podobszarow, ktdre po usaini tego konturu przestapyc oddzielone
konturem od podobszaréw niezamalowanych.

Drugi z przykladowych sylogizméwtry/b Ferio), ktory sprawiat ktopot kotom Eulera, teraz
daje st bez trudnéci przedstawd diagramami Venna:

M M M M
. A [SoP]
Q2@ (@)~ @), —D0)

Dodatkowych wyjanien wymaga sposéb przedstawienia przestanki [SiM] orazpastdwa
kroki rozumowania. Mianowicie, wedtug schematu dla zdania typu [SiM] poswmtynwsta-
wi¢ symbol] do obszaru wspdlnego dla konturow S i M. Ten obszar jest jednak podzielony
na dwa podobszary przez kontur P. W takim przypadkuyalnmbolel] wstawt dowszyst-
kich sktadowych podobszarow i pokzyc je linia w tzw. x-sekwencg. Z kolei, gdy symbol]
pojawi sk w elementarnym obszarze, ktory jest zamalowany na szayh [fcsty), znaczek
mozna usuné. Gdy z& usuwamy ktory z konturéw, takze znika czsé¢ konturu podobszaru
zawieragcego znaczekl, to znaczek zachowujegsnaczej nk szardci — nie znika, lecz zo-
staje przypisany catemu, gkiszemu obszarowi powstalemu w wyniku guzienia podobsza-
row. Generalniex-sekwencja oznacza istnienie elementow zbioru¢ ci®wiemy, w ktérych
obszarach zawiergjych znaczkil tej sekwencji one siznajdug. Innymi stowy, linie 4cza-
ce znaczkix-sekwencji mog by¢ interpretowane jako spojniki logiczheb. Wnioskowania
tego typu za pomadkot Eulera i diagraméw Venna zostaly jw petni sformalizowané?
A
Za pomog diagramow Venna mma take bez problemow przedstawi
konfiguracje zbioréw sprawigie trudné¢ kotom Eulera, np. problem :
rozfacznymi zbiorami B i C, ktdreatznie tworz doktadnie zbior A ma
rozwiazanie jak obok.
B C
Diagramy Venna wielu zmiennych. Dla wickszej liczby zmiennych (powyj 3) nie da i
juz narysowdé diagramow Venna wygtznie z uyciem koét. Ji Venn to
stwierdzit i podat pay sposobéw radzenia sobie z takimi diagramami. Podat
np. diagram dla 4 zmiennych zyeiem jednakowych elips, jak obok. Na
szaro zaznaczono obszar przeia wszystkich zbiorow. Podatzéonstruk-
cje pozwalagca generowa diagramy dla dowolnej liczby zmiennych. Dla 4

76



zmiennych, diagram z tej serii podano obok. Czwarty kontur to ,kietiask

narysowana wzdiu konturu prawego dolnego kota w diagramie dla trzech

zmiennych, tak, by kontur ,kietbaski” dzielit wszystkie obszaryredatarne

tego diagramu na potowy twaiz potrzebne 8 nowych obszaréw zawartych w

dodanym czwartym zbiorze. Dodaniatpigo zbioru wymaga narysowania po-
dobnej ,kietbaski” wzdha konturu poprzednio dodanego zbioru tak, by podzielita wszystkie
16 zbiorow diagramu dla 4 zmiennych degapowe 16 obszaréw elementarnych. Tylke,
teraz ta ,kietbaska” d&lzie musiata by podwadjna, zgijta na pét. Konstrukcja jest mato prak-
tyczna, bo ze wzrostem liczby zbioréw ksztaitty kolejnychifiasek” robi si¢ coraz bardziej
ztozone i trudne do narysowania, a tak powstaty diagram stapeigetnie nieczytelny.

Kolejny wariant zaproponowat Lewis Carroli opracowat na
jego bazie rozrywkowo-dydaktyczrgre logiczm.*® Diagramy
Carrolla dla 3 i 4 zmiennych skfadatyyss samych prostak

tow i wygladaty jak obok. Nalzg one do klasy diagramow, v
ktorych obszar zewgtrzny nie jest nieskazony, lecz ograni-
czony osobnym konturem. Ponadto, dwa ngfaze obszary na diagramie m&pntury cz-
sciowo wspolne ze sabi z prostolstem opisugcym diagram. Konstrukgj

wyjasni bardziej tradycyjny sposob narysowania diagramu dla 4 zmiennych
(po lewej). Niestety, tej konstrukcji nie da giowtérzy za pomog samych
prostokitow dla wikszej liczby zmiennych. Dla 5 zmiennych diagram maégtby
tu wyglada¢ jak po prawej. Rta krzywa ju nie jest prostok

tem, tylko krzgem. Carroll nie podat tej konstrukcji — dla
zmiennych uywat dwéch diagraméw dla 4 zmiennych, umieszczonych
dwéch potowach podzielonego na p6t progtak W ten sposéb pierwsz
cztery zbiory staty giniespdjne, poniewakazdy sktadat si z dwdch kawal- am
kow.

(|
(|

Struktura diagramu Carrolla zainspirowata Edwattism stworze-
nia konstrukcji z gtadkimi konturami, rozszerzalnej na dowdbz-

@3@ be zmiennycht® Obok mamy taki diagram Edwardsa dla 5 zmien-

nych. Edwards stosuje tu odmienimterpretac srodkowych pro-
stych ni Carroll: u niego odpowiednie obszary znajdsii po pra-
wej stronie linii pionowej i poriej linii poziomej. Kolejne dodawane kontury kontyraiuj
proces zwikszania liczby ,zbow”: na rysunku mamy na pagku ,bezzbne” proste i,
umownie rzecz ujmag, ,jednozbny” okrag, potem ,dwuzbng” poziomg 6semk, nasgpnie
czterozbny krzyak. Szosty kontur miatby osiengl@dw, wijacych st wokét konturu cen-
tralnego kota (zob. vej), nastpny szesngie, itd'® Diagram wykazuje podwéinsymetri;
osiowns.

Konstrukcje Smitha-Edward®awykorzystup krzywe faliste. Za-
sadniczo s to fragmenty, w rénych skalach, wykresu funkcji try: \
gonometrycznej cosinus, chamie musz by¢ one doktadnie takie

same w szczegotach, jak wykres tej funkcji. Tutaj kontury poszi
golnych zbioréw skiadajsic z odpowiedniej krzywej falistej (dle
jednego ze zbioréw jest to linia prosta), ogranigzsjzbiér od gory,
i z odcinkéw linii prostych pokrywagych s¢ z ramk ograniczajca zewrgtrzny obszar dia-
gramu (z bokow i z dotu). W ten sposob, jak zaznaczono szarym koloreray absvarty we
wszystkich zbiorach to obszar paaj wszystkich krzywych diagramu.

77



Wszystkie dotychczas pokazane diagramypsoste, czyli map tg
witasna¢, ze w jednym punkcie magsie w nich przecinatylko dwa
kontury. Nie musi tak by— oto diagram sinusoidalny dla 4 zmiel
nych, ktéry nie jest prosty. Skladowe sinusoidy (w tym pozioma |
sta) przecinajsigc w nim po 2, 3 lub 4 w mnych punktach przegtia
(jest to take konstrukcja Smitha-Edwardsa). Edwards znalazt réwnie
kilka wersji swojego diagramu z wielokrotnymi przggami. Trzeba
byto w tym celu obré& w nim kontury o odpowiednieaky wokot srod-
ka diagramu i usug pionows linig, dodajc odpowiedni pity kontur.
Jedn, z wersji tego diagramu dla 5 zmiennych pokazujemy obaiky Pi
kontur to ,koto zbate” o dmiu zbach (jak szosty kontur w zwyktym
diagramie Edwardsa powsj). Dla lepszej czytelrgi wyrézniono go
ciensz linia.

Catkowicie symetryczne diagramy Venna sktadsig z n
jednakowychkonturow ustawionych symetrycznie wok
srodka diagramu w taki sposoke diagram obrocony wo-
kot tegosrodka o kt 360h naktada si doktadnie na siebie.
Symetryczne diagramy Venna istnidylko wtedy, gdyn
jest liczky pierwsz (czyli nie ma innych dzielnikbéw oproc:
1 i samej siebied! chot nie wiadomo, czy istnigjdla ka:-
dej liczby pierwszej. Pokazane na pagikm diagramy dlan
=1, 2 i 3 g symetryczne. Znalezionozuwiagramy syme-
tryczne dlan = 5, 7 i 11. Jeden z nich dia= 7 pokazano
obok, drugi uyto w winietce. Wgtrze jednego z konturéw
zamalowano na szaro dla lepszego pokazania ksztattu .....
turéw.

Istotrg, cechy diagraméw Venna jesedukowaln@éé. Diagram Venna jest redukowalny, gdy
po usun¢ciu ktérega jego konturu otrzymamy zndw poprawnie zbudowany diagram Venna
dla liczby zmiennych mniejszej o 1. Diagram jespetni redukowalnygdy mana w ten spo-
s6b usua¢ dowolny kontur diagramu. Diagramy kotowe dia 2 i 3 & w peini redukowalne.
Redukowalnéc jest wana we wnioskowaniu, gdyjedm z podstawowych transformacji dia-
gramu jest usuwanie ktéregea konturow. Jdi otrzymany diagram nie jest diagramem Ven-
na, musi by na niego przeksztatcony bez zmiany semantyki, czerbg¢ mocno kiopotliwe.
Niestety, nie da sicatkowicie unika¢ tego problemu, gdynie istnieg w petni redukowalne
diagramy Venna dla > 3. Na przyktad, eliptyczny diagram Venna dla 4 pozwala bezkar-
nie usum¢ tylko jedry z gornych elips. Jak widana rysunku obok, usugtie gornej elipsy
daje diagram strukturalnie identyczny z diagramem z trz--"

kot, tylko kota g wydtuzone do elips. Usugtie jednej z

dolnych elips daje diagram, ktéry nie jest diagramem Vel

dlan = 3 (zawiera 10 obszaréw elementarnych zamiast

Na rysunku tym samym kreskowaniem zaznaczono pows.....

dwie pary obszaréw ragtznych o tych samych kombinacjach raleia i nienalgenia do
trzech pozostatych konturéw. By otrzyéndiagram Venna, natg usura¢ po jednym obsza-
rze z kadej pary. Z diagramu Edwardsa aias 5 mana usun¢ tylko centralny krzyak lub
koto; usungcie ktéreg ze srodkowych linii prostych produkuje 24 obszary zamiast 16, a usu-
nigcie poziomej 6semki daje 20 obszaréw. Diagramy catkowicie syozete dlan>3 s
catkowicie nieredukowalne — usgnie ktoregokolwiek z konturow daje diagram, ktéry nie
jest diagramem Venna. Sprawdzenie redukow&inpozostatych diagraméw powsj pozo-
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stawiamy jakoéwiczenie dla czytelnika. Niektére proponowane formalizacje diagnam
Venna nie uwzgidniaj tego faktu, przez co magrowadzé do bkdéw wnioskowanid?

Istnieje w sumie 14 strukturalnie odmiennych diagraméw Venna géhrzmiennych®
Standardowy diagram Venna z trzech kot jest w petni symetryicmdukowalny, i tylko on

jest prosty. Inna wersja diagramu dla trzech zmiennych,
kazana obok, nie jest ani w peini redukowalna, ani syi
tryczna®* Wykazuje tylko symetei osiows (odbicie lustrzane
w linii pionowej), a wyrzucenie goérnego kofa nie daje d
gramu Venna. Kolejna wersja jest za to catkowicie syr
tryczna, ale tenieredukowalna.

Rozne rodzaje i whasrigi diagraméw Venna wielu zmiennych, a zakpokrewnych diagra-
mow, & jednym z przedmiotow badanowego dzialu matematyki, zwanegeombinatoryk
(czyli geometra kombinatorycza), od czasu jej powstania, datowanego na rok 1991, kiedy
ukazat st pierwszy numer czasopisma naukow&gpmbinatorics$®

Kota Eulera i diagramy Venna, cha do siebie podobne, w istociezria sic od siebie d&t
zasadniczo. Diagramy Venna bardziej ekspresywne, jak to pokagaly na przyktadach,
stad byly szerzej aywane, gtéwnie w celach dydaktycznych. Na ich podstawie pésti-
ze kilka bardziej ztaonych systemow diagraméw logicznych, w czasach niedtugo po Vennie,
a talkze wspolczénie, gdy pojawito s wicksze zainteresowanie diagramami, ktére doprowa-
dzito do powstania diagramatyki. O tych nowych diagramach logiczopowiemy w na-
stpnych odcinkach.

Zenon Kulpa

L W oryginale “... raises the question of how the intanor logical links of reasoning can be represeirtéh-
ages.” Ttum. z ang. Zenon Kulpa.

2 Arystoteles ze Stagiry (384-322 p.n.e.), hajwsg&onniejszy uczony stargtnej Grecji, najwikszy z ucz-
nidw Platona, nauczyciel Aleksandra Wielkiego, pgldundamenty pod wiele dziedzin nauki — filozgfiogi-
ke, fizyke, biologk, psychologi i in.

% Wyktad sylogistyki zawarty jest w traktacie ArysttesaAnalityki pierwszdpolskie wydanie wArystoteles,
Dzieta wszystkieTom 1. PWN, Warszawa 2003, ttum. K.sh&ak). Dai¢ doktadne omowienie sylogistyki o
na znale¢ w Internecie pod adresem: http://prace.sciagalpBs.html .

“ Jak podaje Mark GreaveBhe Philosophical Status of Diagran@SLI Publications, Stanford, CA 2002.

® Czesciowym wyjatkiem od tej reguly byt system diagraméw, wspomagarmechanicznym uszzeniem,
opracowany w 1275 r. przez Ramona Llulla. Nie roiajednak nic wspolnego z sylogistylpozwalat tylko
uzyskiwa wszystkie maliwe kombinacje paj¢ z kilku list za pomog zestawu wspétodkowych két. Ramon
Llull [Raymond Lull, Lullus lub Lully] (1232/36-138), filozof, poeta i teolog, hiszpski. Zgint w Tunisie
ukamienowany przez muzutmandw, ktérych usitowat r@at na chrzécijanstwo. Swoj system, nazwawys
Generalis Ultimalub Ars Magna opisat w catéci w r. 1305 i uywat w dysputach filozoficzno-teologicznych.
Opis jego systemu mina znale¢ w: Martin GardnerLogic Machines and Diagram$&niversity of Chicago
Press, Chicago 1982 [2nd ed.].

® Leonard Euler (1707-1783), stawny matematyk iKisgwajcarski, pracagy w St. Petersburgu i w Berlinie,
jeden z najwgkszych matematykéw w historii. Kota Eulera opisatw 1761 r. w listach do niemieckiej kst
niczki Anhalt-Dessau, wydanych potem jako: LeonHanter:Lettres a une Princesse d'Allemagne, sur divers
sujets de physique et de philosoplifecademie Imperiale des Sciences, St. Petersbi6g§-1772 (Tom 2: Listy
nr 102-108; péniejsze wydania postugupic czasem ingnumeracj listéw).

" Oméwienie tej zmiany interpretacyjnej zawiera mkisiazka Mark GreavesThe Philosophical Status., op.
cit. Zmiana ta data podstawy podzpéejsze powstaniteorii zbioréw stanowicej obecnie, wraz z logikma-
tematyczn, fundament catej matematyki.
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8 Wprowadzenie do rachunku predykatéw — zob. Zétulpa: Diagramy kontra predykaty, czylijenie mo-
7esz go pokona przykcz sk do niego.Tytut Roboczy2006.07/08 (014).

® W swoich listach: Leonhard Euldrettres & une Princesse d'Allemagngop. cit. Zob. take witryne: Sun-Joo
Shin, Oliver Lemon: Diagrams. In: Edward N. Zakd,: The Stanford Encyclopedia of PhilosogSpmmer
2006 Edition), http://plato.stanford.edu/archivast2006/entries/diagrams/ .

19 3an Venn (1834-1923), angielski logik i historyége konstruktor maszyn), twérchagraméw Vennauzy-
tecznych we wnioskowaniu w logice i teorii zbiord@pisat je po raz pierwszy w: John Venn: On thgdia-
matic and mechanical representation of propositasreasoningd.he London, Edinburgh, and Dublin Phi-
losophical Magazine and Journal of Science [Fifgri&s], 9(59), July 1880, pp. 1-18 i rozwihw traktacie:
John VennSymbolic LogicMacMillan, London 1881, (2nd ed. 1894).

' Np. w kshzce William W. DunhamThe Mathematical Universe: An Alphabetical Jourfiayough the Great
Proofs, Problems, and Personalitiskohn Wiley & Sons, 1994, Dunham ,odkrywa” kotaléta i stwierdzaze
najwyrazniej to Euler wynalazt diagramy Venna. Na odwrgpepularnym kompendium [.N. Bronsztejn, K.A.
Siemiendiajew, G. Musiol, H. Muhliddlowoczesne kompendium matematkidawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa 2004 — tam ,diagramami Venna” nazywansiraznie kota (czy raczej — elipsy...) Eulera.

12 70b. Zenon Kulpa: Obraz jest wart tysa stow, czyli tysic i trocke stéw o diagramactlytut Roboczy
2004.11 (003).

'3 Oryginalne diagramy opisane przez Venna tiguaty znacznik6w i x-sekwencji w podanej postaci.
Wprowadzit je w r. 1896 Peirce: Charles S. Peid@iected Papers of C. S. Peir¢@harles Hartshorne, Paul
Weiss, Arthur W. Burks, Eds., vol. 4. Harvard Unisity Press, Cambridge, MA 1933. Ulatwito to zndezn
prawidtowe reprezentowanie wnioskawsylogistycznych.

14 Zob. np. Sun-Joo Shifthe Logical Status of Diagram€ambridge University Press, Cambridge, MA 1994
oraz Eric Hammernogic and Visual InformationCSLI Publications, Stanford, CA 1995.

!5 Lewis Carroll [Charles Lutwidge Dodgson] (1832-83%ngielski matematyk, pisarz i fotograf, autoaz
nych opowigci o przygodach Alicji w krainie czardw.

16 Zestawy do tej gry (plansza z diagramem dla 3 mnyieh,zetony i instrukcja) mina byto kupé jako wktad-
ke do kshzki Lewis Carroll: The Game of LogidMacmillan, London 1886.

7 Antoni William Fairbank Edwards, wspéiczesny geketstatystyk angielski.

'8 Anthony W.F. EdwardsCogwheels of the Mind: The Story of Venn Diagraiosn Hopkins University Press,
Baltimore 2004.

19 Jak pisze lan Steward w przedmowie daXsi EdwardsaCogwheels of the Mind., op. cit., diagram ten
podpowiedziat mu pomyst na tytut jego rubrykiSgientific Americama temat diagramoéw Edwardsa, ktory to
tytut zostat potem ayty jako tytut ksizki Edwardsa — po polsku znaczy on ,Kokbate umystu”.

20 Jak podaje Edwards w swojej &asie Cogwheels of the Mind .ap. cit., pomyst podsahmu prof. Cedric A.
B. Smith (1917-2002), genetyk i matematyk angielski

%1 David W. Henderson: Venn diagrams for more tham fdassesAmerican Mathematical Monthly0 (1963),
pp. 424-426.

22 system formalny diagraméw Venna w: Sun-Joo Shite Logical Status of Diagramsp. cit., zawiera ten
biad, jak wykazano np. w: Patrick Scotto di Luzio:d¢hatg up a logic of Venn diagran@roc. 6th CSLI Work-
shop on Logic, Language and ComputatiGsLI Publications, Stanford, CA 2000. Zob 8®hn Howse, Fer-
nando Molina, Sun-Joo Shin, John Taylor: On diagrakans and types. In: M. Hegarty, B. Meyer, N.iHar
Narayanan, EdsDiagrammatic Representation and Inferen(feroc. Second International Conference, Dia-
grams 2002. Callaway Gardens, GA, USA, April 182002), pp. 146-160. Lecture Notes in Computer Sci-
ence, Vol. 2317. Springer-Verlag, Berlin 2002.

23 7ob. Kiran B. Chilakamarri, Peter Hamburger, Raph&. Pippert: Venn diagrams and planar grafies
ometriae Dedicata62, 1996, pp. 73-91. Ligtwszystkich 14 diagraméw mpa take znalé¢ na stronie
http://www.combinatorics.org/Surveys/ds5/VennGrap@mtml .

24 7ob. Anthony W.F. Edwards, Cedric A.B. Smith: N8wget Venn diagranNature339, 1989, p. 263.

%5 7alazone przez Aleksandra Soifera, matematyka amésgiago pochodzenia rosyjskiego. Patrz
http://www.uccs.edu/~geombina/ .
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