
STRESZCZENIE. W pracy przedstawiono procedurê wyznacza-
nia w³aœciwoœci termofizycznych betonów: ciep³a twardnienia,
wspó³czynnika przewodnictwa cieplnego oraz ciep³a w³aœciwego,
opart¹ na punktowych pomiarach temperatury w formie walcowej
i numerycznym rozwi¹zaniu zagadnienia odwrotnego przep³ywu
ciep³a. Procedurê testowano na przyk³adach betonu z dodatkiem
popio³ów lotnych wapiennych. Uzyskane rezultaty wykazuj¹ du¿¹
zgodnoœæ z rzeczywistymi wartoœciami poszczególnych paramet-
rów i mog¹ byæ wykorzystane do wyznaczenia pola temperatury
w obiektach o dowolnym kszta³cie.

S£OWA KLUCZOWE: beton masywny, popió³ lotny wapienny,
problem odwrotny, rozk³ad temperatury, równanie przewodnic-
twa cieplnego.

ABSTRACT. The paper presents the procedure of determining
the thermophysical properties of concrete: heat of hardening,
thermal conductivity and specific heat, which is based on point
temperature measurements in a cylindrical mold and the
numerical solution of the inverse heat transfer problem. The
procedure was tested on concrete materials made with
high-calcium fly ashes. The obtained results show good
agreement with the real values of individual parameters and can
be used to determine the temperature field in the object of any
complex shape.

KEYWORDS: calcerous fly ash, heat equation, inverse problem,
massive concrete, thermal gradient.
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1. WPROWADZENIE

Zmiany objêtoœciowe betonu wywo³ane zmianami tempe-
ratury wywo³uj¹ ryzyko powstawania spêkañ w konstruk-
cjach masywnych, zw³aszcza w pocz¹tkowym okresie doj-
rzewania betonu, kiedy jego wytrzyma³oœæ jest niska.
Zmiany temperatury w masywach betonowych s¹
zwi¹zane z egzotermiczn¹ reakcj¹ hydratacji cementu.
Ciep³o wydzielane podczas hydratacji, zw³aszcza w okre-
sie pierwszych trzech dób, powoduje wzrost temperatury
betonu, natomiast wymiana ciep³a z otoczeniem oraz sto-
sunkowo niski wspó³czynnik przewodnictwa cieplnego po-
woduj¹ zró¿nicowanie temperatury miêdzy wnêtrzem ele-
mentu masywnego a warstwami powierzchniowymi.
Problematykê zmian temperaturowych twardniej¹cego be-
tonu oraz ich skutki, tj. naprê¿enia termiczne i odkszta³ce-
nia, uwarunkowane równie¿ ograniczeniem swobody prze-
mieszczeñ konstrukcji, omówiono wyczerpuj¹co w mono-
grafiach Kierno¿yckiego [1] i Klemczak [2].

Do wyznaczania powstaj¹cego w konstrukcji nieliniowe-
go i niestacjonarnego pola temperatury niezbêdna jest
znajomoœæ równania opisuj¹cego przep³yw ciep³a, wydaj-
noœci Ÿród³a ciep³a oraz warunków brzegowych i warun-
ków pocz¹tkowych. W równaniu przep³ywu ciep³a wystê-
puj¹ wspó³czynniki termofizyczne opisuj¹ce rozwa¿any
materia³. W przypadku dojrzewaj¹cego betonu s¹ to: gê-
stoœæ, ciep³o w³aœciwe oraz wspó³czynnik przewodnictwa
cieplnego. Wymienione wspó³czynniki zale¿¹ od sk³adu
mieszanki betonowej, temperatury, w jakiej przebiega
proces twardnienia oraz czasu, jaki up³yn¹³ od chwili
po³¹czenia sk³adników [3], [4]. Mimo zmiennoœci tych pa-
rametrów, w modelach proponowanych w literaturze zale-
¿noœæ ta jest czêsto pomijana i stosuje siê sta³e wartoœci
wspó³czynników termofizycznych oszacowane na podsta-
wie sk³adu mieszanki (np.: [2], [5], [6]).

Przedmiotem badañ autorów s¹ nieznane dot¹d, innowa-
cyjne spoiwa cementowe z dodatkiem popio³ów lotnych
wapiennych pochodz¹cych ze spalania wêgla brunatnego.
W przypadku stosowania nowych dodatków do cementu
powstaj¹ trudnoœci z oszacowaniem wspó³czynników ter-
mofizycznych. Ponadto na podstawie przeprowadzonych
analiz numerycznych stwierdzono, ¿e pomijanie zmienno-
œci tych wspó³czynników wraz z wiekiem betonów jest
Ÿród³em znacz¹cych b³êdów. W pracy zaproponowano
metodê, która umo¿liwia unikniêcie b³êdów wyni-
kaj¹cych z niew³aœciwego oszacowania wspó³czynników
termofizycznych. Metoda polega na punktowych pomia-
rach temperatury w formie jednowymiarowej, a nastêpnie

1. INTRODUCTION

Volume changes of concrete, induced by temperature
variations, increase the risk of cracks in massive struc-
tures, particularly at the initial stage of concrete harden-
ing, when its strength is low. Temperature variations in
massive concrete are associated with an exothermic reac-
tion of cement hydration. The heat released during the
hydration, especially during the period of the first three
days, causes the increase in concrete temperature whereas
the heat exchange with the environment and a relatively
low coefficient of thermal conductivity causes the temper-
ature differences between the interior of the massive ele-
ment and its surface layers. Problem of temperature
variations of the hardening concrete and their effects, i.e.
thermal stresses and strains that are conditioned by re-
strained movements of the structure have been discussed
in details in the monographs of Kierno¿ycki [1] and
Klemczak [2].

To determine the non-linear and non-stationary tempera-
ture field that emerges in the structure, it is necessary to
know the equation describing the flow of heat, heat capacity
and both the boundary conditions and initial conditions.
The heat transfer equation includes the thermophysical co-
efficients that describe the considered material. In the case
of maturing concrete, these are: the density, the specific
heat and the thermal conductivity coefficient. The above
mentioned coefficients depend on the composition of con-
crete mixture, the temperature at which the hardening pro-
cess takes place and the time that has elapsed since the
mixing of materials [3], [4]. Despite the variability of these
parameters, the models proposed in the literature often
overlook this relation and the constant thermophysical co-
efficients estimated on the basis of the mixture composition
(e.g. [2], [5], [6]) are applied.

The investigation conducted by the authors includes tests
of the, so far, unknown and innovative cementitious bind-
ers produced with high-calcium fly ashes obtained from
brown coal combustion. Application of new additives to
cement may cause difficulties with estimation of
thermophysical coefficients. Furthermore, on the basis of
numerical analyses, it was found that omitting variations
of these factors with age of concrete results in significant
errors. The paper proposes a method which enables avoid-
ing errors resulting from incorrect estimation of
thermophysical coefficients. The method is based on the
point temperature measurements in the one-dimensional
mold as well as on the inverse problem solution. Obtained
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na rozwi¹zaniu problemu odwrotnego. Uzyskane rezultaty
stanowi¹ dane wejœciowe do dwuwymiarowego modelu
rozk³adu temperatury w konstrukcjach betonowych. Sche-
mat blokowy metody przedstawiono na Rys. 1. W literatu-
rze mo¿na znaleŸæ tylko jedn¹ publikacjê [7], która porusza
omawiany temat. Autorzy cytowanego artyku³u zastoso-
wali algorytm genetyczny do rozwi¹zania problemu od-
wrotnego tylko w odniesieniu do samodzielnie wygenero-
wanych danych bez przeprowadzenia eksperymentu.

2. MODELOWANIE ROZK£ADU
TEMPERATURY W BETONIE

2.1. RÓWNANIE PRZEWODNICTWA
CIEPLNEGO

Równanie przewodnictwa cieplnego w twardniej¹cym be-
tonie, w przypadku pominiêcia wp³ywu odkszta³ceñ obiek-
tu i dyfuzji wilgoci na pole temperatury, zapisuje siê jako
[8]:
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x, y, z – wspó³rzêdne po³o¿enia,

k k kx y z, , – wspó³czynniki przewodnictwa cieplne-

go w kierunku x, y, z
W

m K
�
�

�
��
,

S – wydajnoœæ Ÿród³a ciep³a
W

m 3

�
�

�
��
.

results provide an input to the two-dimensional tempera-
ture distribution model in concretes structures. The flow
chart of the method is shown in Fig. 1. The literature in-
cludes only one publication [7] that addresses the topic.
The authors of the cited paper applied the genetic algo-
rithm to solve the inverse problem only in relation to
self-generated data without any experiment being con-
ducted.

2. MODELING OF TEMPERATURE
DISTRIBUTION IN CONCRETE

2.1. HEAT FLOW EQUATION

The equation of thermal conductivity in hardening con-
crete can be written according to [8] ignoring the influence
of both the object deformation and the diffusion of mois-
ture on the temperature field:
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where:

� – density of concrete
kg

m 3

�
�
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��
,

c p – specific heat of concrete
J

kg K

�


�

�

�
�,

T – temperature of concrete [°C],

t – time since concrete placement [s],

x, y, z – spatial coordinates,

k k kx y z, , – coefficients of thermal conductivity in

direction x, y, z
W

m K
�
�

�
��
,
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One-dimensional model
Model jednowymiarowy

Temperature measurement
Pomiar temperatury

Inverse problem solution
Rozwi¹zanie problemu odwrotnego

Two-dimensional model
Model dwuwymiarowy

Fig. 1. Flow chart of the test procedure
Rys. 1. Schemat blokowy procedury badawczej



Wyznaczenie pola temperatury za pomoc¹ równania (1)
jest mo¿liwe, jeœli znane s¹ warunki okreœlaj¹ce pocz¹tko-
wy rozk³ad temperatury w rozpatrywanym obiekcie oraz
warunki brzegowe zawieraj¹ce informacje o przep³ywie
ciep³a na powierzchni cia³a. Warunek pocz¹tkowy zapisu-
jemy jako:

T t x y z T x y z( , , , ) ( , , )� �0
0

, (2)

gdzie T
0

oznacza rozk³ad temperatury dla czasu t �0.

Warunek brzegowy w ogólnej postaci mo¿na zapisaæ jako
pewn¹ funkcjê� , zale¿n¹ od czasu, po³o¿enia, temperatu-
ry oraz gradientu temperatury:

�( , , , , , )x y z t T T� �0 . (3)

W przyjêtym modelu ewolucji temperatury w betonie,
w³aœciwoœci cieplne oœrodka nie s¹ sta³ymi wspó³czynnika-
mi, lecz zale¿¹ od jego sk³adu oraz szybkoœci przebiegu
procesu hydratacji. Wspó³czynniki okreœlono nastêpuj¹co:

• ciep³o w³aœciwe jest funkcj¹ efektywnego wieku
betonu c c tp p e� ( ),

• wspó³czynnik przewodnictwa cieplnego nie zale¿y
od kierunku, ale zmienia siê wraz z efektywnym
wiekiem betonu k k k k tx y z e� � � ( ),

• gêstoœæ mieszanki betonowej jest sta³a podczas pro-
cesu twardnienia, co oznacza, ¿e nie ma ubytku
masy (np. na skutek parowania wody) � �const.

Efektywny wiek betonu te , wystêpuj¹cy w powy¿szych
wzorach, oblicza siê z zale¿noœci:

t T dte

t

� ���( )
0

, (4)

gdzie:

�( )T – funkcja temperatury, która najczêœciej jest
wyra¿ana jako [9]:

�( ) expT
E

R T
� �

�
�
�
�

�
	



�

�
�

�

	



1

293

1

273
. (5)

Wystêpuj¹ce w zale¿noœci (5) wielkoœci to: E – energia
aktywacji wyra¿ona w J/mol, R – uniwersalna sta³a gazo-
wa 8,314 J/(mol �K). Temperatura T wyra¿ana jest w °C.
W przypadku betonu zgodnie z zaleceniami raportu [10],
iloraz energii aktywacji i sta³ej gazowej przyjmuje siê
jako:
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S – heat source capacity
W

m 3
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�
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.

Determination of the temperature field using Eq. (1) is
possible, provided that both conditions describing the ini-
tial temperature distribution in the considered object and
the boundary conditions containing information about the
heat flow on the body surface are known. The initial con-
dition is written as:

T t x y z T x y z( , , , ) ( , , )� �0
0

, (2)

whereT
0

denotes the temperature distribution at time t �0.

The boundary condition in the general form can be written
as a function � depending on time, location, temperature
and temperature gradient:

�( , , , , , )x y z t T T� �0 . (3)

In the adapted model of the temperature evolution in con-
crete, the thermal properties of material are not constant,
but they are dependent on the composition and the rate of
the hydration process. The coefficients were determined
as follows:

• the specific heat is a function of the effective age of
concrete c c tp p e� ( ),

• the thermal conductivity coefficient is direction-inde-
pendent, but varies with the effective age of concrete
k k k k tx y z e� � � ( ),

• the density of concrete mixture is kept constant
during the hardening process, which means that
there is no loss in mass (e.g. due to evaporation of
water) � �const.

The effective age of concrete te , presented in the above
formulae, is calculated by the following relation:

t T dte

t

� ���( )
0

, (4)

where:

�( )T – a temperature function, which is usually
expressed as [9]:

�( ) expT
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The parameters shown in Eq. (5) are: E – the activation en-
ergy [J/mol], R – the universal gas constant 8.314 J/(mol K� ).
The temperature T is expressed in °C. In the case of con-
crete, according to the report [10], the ratio of activation en-
ergy and the gas constant shall be assumed as:
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Wystêpuj¹ce we wzorze (1) Ÿród³o ciep³a S, dla konkret-
nego sk³adu mieszanki równie¿ zale¿y od czasu i historii
temperatury procesu S S te� ( ).

2.2. METODA ROZWI¥ZYWANIA
PROBLEMU 1D

W przypadku zagadnienia jednowymiarowego równanie
(1) redukuje siê do postaci:

�
�
�

�
�

�
�

c
T

t x
k

T

x
Sp x� �

�
�

�
	

 � . (7)

Warunek brzegowy w proponowanym modelu dla proble-
mu jednowymiarowego okreœlony jest w postaci Dirichleta:

T t x T t

T t x l T t
x

x l

( , ) ( )

( , ) ( )

� �
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�

�

0
0

,

,
(8)

gdzie l jest d³ugoœci¹ obiektu, zaœ T
x� 0

i T
x l�

to zadane
wartoœci temperatury na krañcach obiektu.

Równanie przewodnictwa jest rozwi¹zywane za pomoc¹
metody linii [11]. Przy wykorzystaniu tej metody równa-
nie ró¿niczkowe cz¹stkowe jest zamieniane na uk³ad rów-
nañ ró¿niczkowych zwyczajnych poprzez przybli¿enie
pochodnej przestrzennej jej postaci¹ algebraiczn¹ (meto-
da ró¿nic skoñczonych). Otrzymany uk³ad równañ ró¿-
niczkowych zwyczajnych jest zale¿ny tylko od czasu i jest
rozwi¹zywany za pomoc¹ metody Geara [12]. Jest to me-
toda rozwi¹zywania uk³adu równañ ró¿niczkowych zwy-
czajnych z adaptacyjnym krokiem czasowym.

2.3. PROBLEM ODWROTNY

Okreœlenie parametrów termofizycznych betonu jest zada-
niem technicznie trudnym i czasoch³onnym. Standardowo
ciep³o hydratacji wyznacza siê za pomoc¹ pomiarów kalo-
rymetrycznych metod¹ semiadiabatyczn¹ (PN-EN 196-9)
b¹dŸ metod¹ rozpuszczania (PN-EN 196-8). Pozosta³e pa-
rametry wyznaczane s¹ np. metod¹ hot wire [13] lub za po-
moc¹ komercyjnej aparatury badawczej [14]. W propono-
wanym modelu funkcje k, c p i S wystêpuj¹ce w równaniu
(1) wyznaczane s¹ za pomoc¹ rozwi¹zania problemu od-
wrotnego, który jest zdefiniowany jako problem optymali-
zacyjny [15]. Oznacza to, ¿e szukane jest minimum nastê-
puj¹cej funkcji celu E:

E T T T T T Te n T e n
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11
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gdzie T e oznacza wartoœci zmierzone, T n oznacza warto-
œci obliczone, zaœ indeks górny T oznacza transpozycjê.
Sumowanie odbywa siê po liczbie czujników M oraz licz-
bie wykonanych pomiarów I.
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The heat source S shown in Eq. (1) for a given composi-
tion of the mixture depends on time and temperature his-
tory of the process S S te� ( ).

2.2. METHOD OF SOLVING
THE 1D PROBLEM

In the case of the one-dimensional problem, the Eq. (1)
shall be reduced to the following form:
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The boundary condition in the proposed model for the
one-dimensional problem is defined in the Dirichlet form:

T t x T t

T t x l T t
x

x l

( , ) ( )

( , ) ( )
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�

0
0

,

,
(8)

where l is the length of the object and both T
x� 0

and T
x l�

are the given temperature values at the edges of the object.

The conduction equation is solved by the method of lines
[11]. In this method, the partial differential equation is
converted into the system of ordinary differential equa-
tions through the spatial derivative approximation by its
algebraic form (a finite difference method). The obtained
system of ordinary differential equations is only depend-
ent on time and is solved by the Gear method [12]. This is
a method of solving the system of ordinary differential
equations with an adaptive time step.

2.3. THE INVERSE PROBLEM

Determination of thermophysical parameters of concrete
is a technically difficult and time-consuming task.
Usually, the hydration heat is determined by means of ca-
lorimetric measurements using the semi-adiabatic method
(PN-EN 196-9) or the dissolution method (PN-EN 196-8).
Other parameters are determined, for example, by a hot
wire method [13] or by means of the commercial test
equipment [14]. In the proposed model, functions k, c p

and S , appearing in Eq. (1), are determined by means of
the inverse problem solution, which is defined as a nonlin-
ear optimization problem [15]. That indicates a search for
a minimum of the following objective function E is per-
formed:
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W przypadku omawianego zagadnienia za pomoc¹ pro-
blemu odwrotnego wyznaczane s¹ wartoœci parametrów
okreœlaj¹cych zmienne w czasie ciep³o w³aœciwe,
wspó³czynnik przewodnictwa cieplnego i ciep³o hydrata-
cji. Du¿a liczba wyznaczanych parametrów mo¿e prowa-
dziæ do sytuacji, w której norma kwadratowa okreœlona
równaniem (9) jest niestabilna. Poprawê stabilnoœci mo¿e
przynieœæ zastosowanie jednej z procedur regularyzacyj-
nych. W przypadku omawianego modelu stosowana jest
regularyzacja Tichonowa zerowego rzêdu, która modyfi-
kuje funkcjê celu zadan¹ wzorem (9) do postaci [16]:

E T T a
im

e

im

n
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i

I

m

M

( ) ( )a � � �
���
��� 2 2

111

 , (10)

gdzie  jest parametrem regularyzacyjnym, a wektorem
szukanych parametrów, P liczb¹ parametrów.

Poszukiwane funkcje s¹ parametryzowane w nastêpuj¹cy
sposób:

• funkcja opisuj¹ca wspó³czynnik przewodnictwa
cieplnego:
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• funkcja opisuj¹ca ciep³o w³aœciwe:
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• funkcja opisuj¹ca wydajnoœæ Ÿród³a ciep³a:
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, (13)

gdzie funkcje N
i
w analogii do jednowymiarowych, linio-

wych funkcji kszta³tu s¹ definiowane jako:

N t

t
t

t
t

i

i

i

i i

i

i i

i i
( ) �

�

�
� !

�
�

�
� !

�

�

�

�

$

$ $
$ $

$

$ $
$ $

1

i 1

1

1

,

1
�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

1
,

w pozosta³ych przypadkach,0

(14)

$ jest wektorem zawieraj¹cym czasy, dla których wyzna-
czane s¹ parametry a

si
. Wystêpuj¹ce we wzorach (11)-(14)

parametry a
k
, b

k
, acp , bcp oraz a

si
s¹ sk³adowymi wektora a

wystêpuj¹cego we wzorze (10), zaœ parametry z indeksem
# mog¹ byæ obliczone na podstawie znajomoœci odpowia-
daj¹cych im parametrów a i b, np. k a b

k k# � �72 .

Zadanie optymalizacyjne rozwi¹zywane jest za pomoc¹ al-
gorytmu poszukiwania bezpoœredniego (ang. direct search),
które jest metod¹ niewymagaj¹c¹ informacji na temat
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whereT e denotes the measured values,T n denotes the cal-
culated values and the superscript T denotes the transposi-
tion. An aggregation considers the number of sensors M
and the number of the conducted measurements I.

In the discussed issue, the inverse problem is used to esti-
mate the values of parameters which determine the
time-variable specific heat, the coefficient of thermal con-
ductivity and the heat of hydration. A large number of de-
termined parameters may lead to a situation where the
square norm estimated by the Eq. (9) is unstable. An im-
provement of stability can be achieved by application of
one of regularization procedures. The discussed model in-
volves the zero-order Tikhonov regularization which
modifies the objective function given by (9) to the follow-
ing form [16]:
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��� 2 2

111

 , (10)

where  is a regularization parameter, a is a vector of
sought parameters, P is the number of parameters.

The requested functions are parameterized as follows:
• the function describing the thermal conductivity co-

efficient:
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• the function describing the specific heat:
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• the function describing the heat source capacity:
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where functions N
i
, by analogy with the one-dimensional

linear shape functions, are defined as:
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in other cases,0

(14)

$ is the vector containing the times for which the parameters
a

si
are determined. The parameters a

k
, b

k
, acp , bcp and a

si

appearing in Eq. (11)-(14) are components of the vector a
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gradientu funkcji celu [17]. Pozwala to (w przeciwieñstwie
do tradycyjnych metod optymalizacji) wyznaczyæ mini-
mum funkcji celu, która nie jest ró¿niczkowalna lub posiada
nieci¹g³oœci. Algorytm poszukiwania wzorca jest zbie¿ny
[18] oraz bardziej wydajny w stosunku do metod gradiento-
wych w przypadku funkcji celu posiadaj¹cej wiele lokal-
nych minimów. Podstawowym pojêciem jest wzorzec. Jest
to zbiór wektorów u¿ywanych do okreœlania punktów po-
szukiwania w ka¿dej iteracji. Zbiór ten zawiera 2P wekto-
rów w przestrzeni P wymiarowej, zdefiniowanych jako
{v

i
} = {(1, 0, 0, …, 0), (-1, 0, 0, …, 0), … ,(0, 0, 0, …, -1)}.

Szukanie wartoœci optymalnych p opt odbywa siê przez
przeszukiwanie wartoœci funkcji na zbiorze punktów nazy-
wanych siatk¹. W ka¿dym kroku tworzona jest nowa siatka,
której generowanie przebiega dwuetapowo: w pierwszym
etapie tworzony jest zbiór wektorów d

i
poprzez prze-

mno¿enie ka¿dego wzorca v
i

przez aktualny rozmiar siatki
%s , nastêpnie zbiór wektorów d

i
jest dodawany do aktual-

nego, optymalnego punktu wyznaczonego w poprzedniej
iteracji p opt . W zale¿noœci od powodzenia konkretnej itera-
cji, rozmiar siatki jest zwiêkszany b¹dŸ zmniejszany. Wy-
szukiwanie punktów optymalnych jest kontynuowane, a¿
zostanie spe³nione jedno z kryteriów zatrzymania: rozmiar
siatki osi¹gnie mniejsz¹ wartoœæ ni¿ zak³adana tolerancja
oraz odleg³oœæ pomiêdzy punktem optymalnym w dwóch
kolejnych iteracjach bêdzie mniejsza od zak³adanej dok³ad-
noœci lub wartoœæ funkcji celu bêdzie mniejsza od za³o¿onej
przez u¿ytkownika wartoœci minimalnej. Schemat dzia³ania
algorytmu zosta³ przedstawiony na Rys. 2. Warto odnoto-
waæ, ¿e dla przyœpieszenia optymalizacji mo¿e byæ stoso-
wany pomocniczy algorytm Levenberga-Marquardta.

W celu poprawienia wydajnoœci optymalizacji na parame-
try w równaniach (11)-(13) nak³adane s¹ ograniczenia.
Mog¹ to byæ ograniczenia oparte na ogólnym doœwiadcze-
niu, np. Neville [19] podaje, ¿e w przypadku typowych be-
tonów wspó³czynnik przewodnictwa cieplnego zmienia
siê w zakresie 1,4-3,6 W/(m �K), z kolei Bentz [4] propo-
nuje liniow¹ zale¿noœæ od gêstoœci. W przypadku ciep³a
w³aœciwego betonu zwykle przyjmowana jest wartoœæ
oko³o 1000 J/(kg �K) [2]. Dodatkowo do modelu wprowa-
dzana jest informacja dotycz¹ca w³aœciwoœci izolacyjnych
u¿ywanej formy.

2.4. IDENTYFIKACJA PARAMETRÓW
MODELU

Rozwi¹zanie problemu odwrotnego wymaga przeprowa-
dzenia punktowych pomiarów temperatury mieszanki be-
tonowej w formie jednowymiarowej. Na Rys. 3 zosta³

appearing in Eq. (10), meanwhile the parameters with the
index # can be calculated based on knowledge of the corre-
sponding parameters a and b, for example k a b

k k# � �72 .

The optimization problem is solved by means of a direct
search algorithm, which is a method that does not require in-
formation about the gradient of the objective function [17].
This allows (as opposed to traditional optimization meth-
ods) to determine the minimum of the objective function,
which is not differentiable or has discontinuities. The pat-
tern search algorithm is convergent [18] and more efficient
in relation to the gradient methods in the case of the objec-
tive function, which has multiple local minima. The basic
concept is a pattern. It is a set of vectors used to determine
the points of the search in each iteration. This collection
contains 2P vectors in P-dimensional space, defined as:
{v

i
} = {(1, 0, 0, …, 0), (-1, 0, 0, …, 0), … ,(0, 0, 0, …, -1)}.

Searching for the optimal value p opt is a search in the func-
tion values on the set of points called a mesh. Each step cre-
ates a new mesh generated in two stages: the first stage
results in a set of vectors d

i
created by multiplying each pat-

tern v
i
by the current size of mesh %s , then the set of vectors

d
i

is added to the current and the optimal point determined
in the previous iteration p opt . Depending on the success of a
particular iteration, the mesh size is increased or decreased.
Searching for the optimal points is continued until one of the
criteria to stop is fulfilled: the mesh size reaches a lower
value than the expected tolerance and the distance between
the optimal point in two successive iterations is smaller than
the expected accuracy or the objective function value is
lower than the minimum value assumed by the user. The
flow chart of the algorithm is shown in Fig. 2. It should be
noted that to accelerate the optimization, the auxiliary
Levenberg-Marquardt algorithm can be applied.

In order to increase the efficiency of optimization some lim-
itations shall be imposed on parameters in Eq. (11)-(13).
These may be the limitations based on the general experi-
ence, e.g. Neville [19] states that in the case of conventional
concretes, the thermal conductivity coefficient varies in the
range from 1.4 to 3.6 W/(m �K), whereas Bentz [4] proposes
a linear dependence on the density. In the case of the spe-
cific heat of concrete, the usual value is about 1000 J/(kg �K)
[2]. Information regarding the thermal insulation properties
of the applied mould can be additionally used in the model.

2.4. IDENTIFICATION OF MODEL
PARAMETERS

Solving the inverse problem requires point temperature
measurements of concrete mixture in the one-dimensional
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przedstawiony schemat formy badawczej oraz rozmiesz-
czenie czujników pomiarowych. Izolacja formy jest wy-
konana z pianki polietylenowej oraz styropianu, aby zmi-
nimalizowaæ ubytek ciep³a przez œcianki. Uk³ad pomia-
rowy jest w pe³ni zautomatyzowany i rejestracja danych
odbywa siê w sposób ci¹g³y. Szczegó³owe informacje
techniczne dotycz¹ce u¿ywanej aparatury zosta³y opisane
w raporcie [20].

Rozwi¹zanie problemu odwrotnego opiera siê na jedno-
wymiarowym równaniu przewodnictwa ciep³a. Oczywiœ-
cie proponowana forma do pomiaru temperatury jest
obiektem trójwymiarowym. Bior¹c jednak pod uwagê
osiow¹ symetriê zagadnienia mo¿liwy jest jej opis za po-
moc¹ dwuwymiarowego równania przewodnictwa ciep³a.
Ponadto ze wzglêdu na stosunkowo dobr¹ izolacjê ter-
miczn¹ na œciankach formy oraz swobodn¹ wymianê
ciep³a z otoczeniem przez górn¹ powierzchniê mo¿na
przypuszczaæ, ¿e temperatura wzd³u¿ promienia ma sta³¹

mold. Fig. 3 presents the schema of the mold and the dis-
tribution of measurement sensors. The thermal isolation of
the mold is made of polyethylene foam and polystyrene
foam, in order to minimize the heat loss through the walls.
The measurement system is fully automated and the data
logging process takes place in a continuous manner. The
detailed technical information about the applied equip-
ment has been described in report [20].

The solution of inverse problem is based on the
one-dimensional heat conduction equation. Obviously,
the temperature measurement mold is a three-dimensional
object. However, taking into account the axial symmetry
of the problem, it is possible to describe it by means of the
two-dimensional heat conduction equation. Moreover,
due to the relatively good thermal insulation on the sides
of the mold and the free heat exchange with the surround-
ings through the upper surface, it can be assumed that the
temperature along the radius is a constant value. With the
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Fig. 2. Flow chart of the pattern search algorithm
Rys. 2. Schemat blokowy algorytmu poszukiwania wzorca



wartoœæ. W tym celu wykonano seriê pomiarów, w któ-
rych mierzona by³a temperatura w osi formy oraz przy jej
œciance. Maksymalna ró¿nica nie przekracza³a 0,5°C, zaœ
œrednia ró¿nica dla wszystkich pomiarów wynosi³a
0,23°C. Pozwala to twierdziæ, ¿e przybli¿enie jednowy-
miarowe jest zasadne w przypadku u¿ywanej formy. Nie-
mniej informacja o ubytku ciep³a przez œcianki formy po-
miarowej jest wykorzystywana w omawianym modelu
przewodnictwa ciep³a, poniewa¿ pozwala na lepsze uwa-
runkowanie problemu odwrotnego poprzez dodanie ogra-
niczeñ na funkcjê okreœlaj¹c¹ Ÿród³o ciep³a. W celu oceny
izolacyjnoœci formy wykonano pomiary temperatury sty-

gn¹cego piasku. Oszacowano, ¿e strata ciep³a S �

W

m 3

�
��

�
��

jest proporcjonalna do ró¿nicy pomiêdzy temperatur¹ me-
dium T, a temperatur¹ otoczenia Tot zgodnie ze wzorem:

S � 	 � 
( )51,5898 0,2394� � , (15)

gdzie � 	 �T Tot [ C]o .

3. WYNIKI BADAÑ

3.1. WYNIKI ANALIZY NUMERYCZNEJ

W celu sprawdzenia dok³adnoœci rozwi¹zania problemu
odwrotnego przeprowadzono analizê numeryczn¹ dla sy-
mulowanego rozk³adu temperatury w formie jednowy-
miarowej. Jako danych wejœciowych do modelu u¿yto na-
stêpuj¹cych funkcji:
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aim of confirming that, a series of measurements, in which
the temperature was measured at the axis of the mold and
by its wall, was conducted. The maximum variation did
not exceed 0.5°C, while the average difference for all mea-
surements was 0.23°C. Based on that, the one-dimensional
approximation is justified in the case of the applied mold.
However, information about the heat loss through the
walls of the mold is applied for this model of heat conduc-
tion because it enables a better conditioning of the inverse
problem by adding restrictions on the function determin-
ing the heat source. In order to evaluate the insulation
properties of the mold, the temperature measurements of
cooling of sand were conducted. It was estimated that the

loss of heat S �

W

m 3

�
��

�
��

was proportional to the difference

between the medium temperature T and the ambient tem-
perature Tot in accordance with the formula:

S � 	 � 
( )51.5898 0.2394� � , (15)

where � 	 �T Tot [ C]o .

3. RESULTS

3.1. RESULTS OF NUMERICAL ANALYSIS

In order to check the accuracy of the inverse problem solu-
tion, the numerical analysis of the simulated temperature
distribution in the one-dimensional mold was conducted.
As input data for the model, the following functions were
applied:
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Fig. 3. Photo of one-dimensional mold and its cross section
and schema with the location of the sensors. Hatched area
indicates the insulation
Rys. 3. Zdjêcie jednowymiarowej formy pomiarowej wraz
z przekrojem oraz schematem z zaznaczonymi czujnikami.
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Wspó³czynniki we wzorach (16) - (18) zosta³y dobrane
w ten sposób, aby ich wartoœci by³y zbli¿one do rzeczywi-
stych wartoœci wystêpuj¹cych w betonie. Dodatkowo do
wynikowej temperatury dodano bia³y szum gaussowski
o œredniej wartoœci 0°C i odchyleniu standardowym
0,09°C. Na Rys. 4 przedstawiono porównanie rozk³adu
temperatury obliczonej z u¿yciem funkcji zadanych wzora-
mi (16) - (18) oraz na podstawie wyznaczonych parame-
trów. Uzyskane wyniki pokrywaj¹ siê w znacznym stopniu.
W Tablicy 1 zestawiono za³o¿one wspó³czynniki okre-
œlaj¹ce ciep³o w³aœciwe i wspó³czynnik przewodnictwa
ciep³a z wartoœciami wyznaczonymi na podstawie roz-
wi¹zania problemu odwrotnego. W przypadku wspó³czyn-
nika przewodnictwa zgodnoœæ jest niemal idealna, zaœ dla
ciep³a w³aœciwego otrzymane rezultaty s¹ mniej dok³adne.
Na Rys. 5 przedstawiono porównanie zadanej funkcji opi-
suj¹cej Ÿród³o ciep³a (równanie 16) z wyznaczonymi para-
metrami z problemu odwrotnego. Osi¹gniêta zgodnoœæ po-
miêdzy zagadnieniem wprost i problemem odwrotnym jest
zadowalaj¹ca.
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The coefficients in Eq. (16) - (18) are chosen in the manner
which makes them approximate to the actual value occur-
ring in the concrete. The resultant temperature was en-
riched by the white Gaussian noise with an average value
of 0°C and a standard deviation of 0.09°C. Fig. 4 shows a
comparison of distribution of the temperature calculated
using the functions selected by the formulas (16) - (18) and
on the basis of the determined parameters. The obtained re-
sults correspond to each other to a large extent. Table 1
summarizes the selected coefficients determining the spe-
cific heat and the thermal conductivity coefficient with the
values calculated on the basis of the inverse problem solu-
tion. In the case of the conductivity coefficient, the compat-
ibility is almost perfect, whereas the results regarding the
specific heat are less accurate. Fig. 6 shows a comparison
of the given function describing the heat source (Eq. 16)
with the determined parameters based on the inverse prob-
lem. The achieved compatibility between the direct and the
inverse problem is satisfactory.
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Fig. 4. Comparison of temperature distributions: preset
temperature (colored lines) and temperature calculated on the
basis of the inverse model solution (black lines)
Rys. 4. Porównanie rozk³adu temperatury za³o¿onej (kolorowe
linie) oraz obliczonej na podstawie wyznaczonych parametrów
z modelu odwrotnego (czarne linie)
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Table 1. Comparison of selected coefficients describing the specific heat and the thermal conductivity coefficient
with the values determined by the inverse problem solution
Tablica 1. Porównanie zadanych wspó³czynników okreœlaj¹cych ciep³o w³aœciwe i wspó³czynnik przewodnictwa
ciep³a z wartoœciami wyznaczonymi za pomoc¹ rozwi¹zania problemu odwrotnego

Conductivity coefficient k
Wspó³czynnik przewodnictwa

Specific heat cp

Ciep³o w³aœciwe

bk [W/(m � K)] k� [W/(m � K)] bcp [J/(kg � K)] cp� [J/(kg � K)]

Assumed parameters / Parametry zadane 1.7 1.3 950 995

Calculated parameters / Parametry wyznaczone 1.701 1.323 934.59 1051.18



3.2. WYNIKI WERYFIKACJI
DOŒWIADCZALNEJ

Analiza numeryczna wykaza³a, ¿e rozwi¹zanie problemu
odwrotnego daje rezultaty zgodne z za³o¿eniami modelu.
W celu weryfikacji modelu przeprowadzono badania do-
œwiadczalne w przypadku trzech mieszanek betonowych.
Sk³ad mieszanek podano w Tablicy 2. Zastosowany po-
pio³ lotny wapienny by³ ubocznym produktem spalania
wêgla brunatnego w Elektrowni Be³chatów – sk³ad che-
miczny popio³u i w³aœciwoœci fizyczne podano w [21].
Przebieg zmian temperatury w czasie twardnienia beton-
ów w jednowymiarowej formie zosta³ przedstawiony na
Rys. 6, 7 i 8. Na Rys. 9 zestawiono wyznaczone wartoœci
ciep³a twardnienia dla trzech mieszanek, zaœ parametry
okreœlaj¹ce ciep³o w³aœciwe i wspó³czynnik przewodnic-
twa cieplnego dla trzech rozwa¿anych mieszanek betono-
wych zamieszczono w Tablicach 3 i 4. Z Rys. 9 widaæ, ¿e
iloœæ wydzielonego ciep³a podczas twardnienia betonu
jest zale¿na od iloœci zawartoœci cementu w mieszance.
Wartoœci ciep³a w³aœciwego s¹ porównywalne w przypad-
ku trzech rozwa¿anych mieszanek, zaœ w przypadku
wspó³czynnika przewodnictwa ciep³a jego wartoœæ maleje
wraz z zawartoœci¹ cementu.

3.2. RESULTS OF EXPERIMENTAL
VERIFICATION

The numerical analysis revealed that the solution to the in-
verse problem gave results in accordance with the assump-
tions of the model. In order to verify the model, the
experimental tests were performed on three concrete mix-
tures of compositions given in Table 2. The applied
high-calcium fly ash was a by-product generated during
the brown coal combustion in Belchatow Power Plant. Its
chemical composition and physical properties were given
in [21]. The temperature evolution during the hardening of
concrete in the one- dimensional mold is shown in Fig. 6, 7
and 8. Fig. 9 summarizes the determined values of the heat
of hardening for the three mixtures, whereas the parame-
ters defining the specific heat and the thermal conductivity
coefficient for the three tested concrete mixes are provided
in Tables 3 and 4. As Fig. 9 shows, the amount of the heat
generated during the hardening of concrete is dependent
on the amount of the cement content in the mixture. The
specific heat values are comparable in the case of the three
considered mixtures, meanwhile in the case of the heat
conduction coefficient, the value decreases with the con-
tent of cement.
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Fig. 5. Comparison of the heat source given by formula (16)
with the set values based on the inverse problem
Rys. 5. Porównanie Ÿród³a ciep³a zadanego wzorem (16)
z wyznaczonymi wartoœciami na podstawie problemu odwrotnego

Fig. 6. Temperature evolution in time during hardening
of concrete in 1D mold – the mixture PP50 0
Rys. 6. Przebieg zmian temperatury w czasie w betonie
twardniej¹cym w formie 1D – mieszanka PP50 0
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Table 2. Composition of concrete mixtures to study self-heating of concrete with high-calcium fly ash and with
granodiorite aggregates
Tablica 2. Sk³ad mieszanek betonowych do badania samonagrzewania betonu z dodatkiem popio³u lotnego
wapiennego oraz z kruszywem granodiorytowym

Components of concrete mixture
Sk³adniki mieszanki betonowej

Content of components in the mixture / Zawartoœæ sk³adników w mieszance [kg/m3]

PP50 0 P50 0 P50 60 Ws

Cement CEM I 42.5 R Góra¿d¿e
Cement CEM I 42,5R Góra¿d¿e

800 400 160

Sand 0-2 mm
Piasek 0-2 mm

290 580 547

Coarse aggregate 2-8 mm – crushed granodiorite
Kruszywo grube 2-8 mm – grys granodiorytowy

305 625 625

Coarse aggregate 8-16 mm – crushed granodiorite
Kruszywo grube 8-16 mm – grys granodiorytowy

295 615 615

High-calcium fly ash – Be³chatów Power Plant
Popió³ lotny wapienny – Elektrownia Be³chatów

0 0 240

Water
Woda

400 200 200

Fig. 7. Temperature evolution in time during hardening
of concrete in 1D mold – the mixture P50 0
Rys. 7. Przebieg zmian temperatury w czasie w betonie
twardniej¹cym w formie 1D – mieszanka P50 0

Table 3. The values of heat capacity for
the three concrete mixtures
Tablica 3. Wyznaczone wartoœci ciep³a w³aœciwego
dla trzech mieszanek betonowych

Mixture designation / Nazwa mieszankibcp [J/(kg � K)]cp� [J/(kg � K)]

PP50 0 915.77 919.93

P50 0 910.11 923.99

P50 60 Ws 912.15 917.40

Table 4. The values of thermal conductivity for
the three concrete mixtures
Tablica 4. Wyznaczone wartoœci wspó³czynnika
przewodnictwa dla trzech mieszanek betonowych

Mixture designation / Nazwa mieszankibk [W/(m � K)]k� [W/(m � K)]

PP50 0 1.628 1.476

P50 0 1.592 1.327

P50 60 Ws 1.398 1.269
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Fig. 8. Temperature evolution in time during hardening
of concrete in 1D mold – the mixture P50 60 Ws
Rys. 8. Przebieg zmian temperatury w czasie w betonie
twardniej¹cym w formie 1D – mieszanka P50 60 Ws
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4. WNIOSKI

Opracowana metoda wyznaczania parametrów termofi-
zycznych betonów w m³odym wieku, zosta³a oparta na au-
torskim algorytmie rozwi¹zuj¹cym zadanie przewodnic-
twa ciep³a metod¹ ró¿nic skoñczonych oraz na algorytmie
rozwi¹zywania zadania odwrotnego. Uzyskane na tej pod-
stawie rezultaty symulacji numerycznych potwierdzi³y
prawid³owoœæ proponowanego modelu. Stwierdzono, ¿e
wartoœci parametrów termofizycznych otrzymane na pod-
stawie analizy danych pomiarowych s¹ poprawne jako-
œciowo. Ich weryfikacja jest mo¿liwa poprzez porównanie
obliczonej oraz zmierzonej temperatury w obiektach o bar-
dziej skomplikowanej geometrii. Zalet¹ opracowanej me-
tody jest mo¿liwoœæ wyznaczenia ciep³a twardnienia
w przy padku dowolnej mieszanki betonowej bez potrzeby
znajomoœci jej dok³adnego sk³adu.
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