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PPLL AANN  PPRREEZZEENNTTAACCJJII   
 

· Motywacja 

· Stateczno��  przep
ywu cieczy w kanale (szczelinie) o niesko� czonej szeroko� ci 

(podsumowanie wcze�niejszych wyników) 

· Przep
yw niezaburzony w kanale o sko� czonej szeroko� ci  

· Stateczno��  wzgl� dem ma
ych zaburze� : metoda numeryczna i wybrane wyniki 

· Podsumowanie 
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MM OOTTYYWWAACCJJAA  ––  ZZWWII �� KK SSZZAANNII EE  EEFFEEKK TTYYWWNNOO�� CCII   MM II EESSZZAANNII AA  WW  
WWEEWWNN�� TTRRZZNNYYCCHH  PPRRZZEEPP		 YYWWAACCHH  LL AAMM II NNAARRNNYYCCHH  

 
WARUNEK EFEKTYWNO � CI : z
o� ona struktura wirowa przep
ywu + niestacjonarno��  
 

REALIZACJA : destabilizacja przep
ywu przy mo� liwie najni � szej liczbie Reynoldsa, bez – 
o ile to mo� liwe – nadmiernego zwi� kszania oporów ruchu 

 
 
 
 
 

Pofalowanie pod
u� ne jest skuteczne, ale przy wi� kszej 
amplitudzie znacznie rosn�  opory przep
ywu ... 

  
  
  
  
  
  

...mo� na jednak wprowadzi�  pofalowanie poprzeczne! 
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KK AANNAA		   ((SSZZCCZZEELL II NNAA))  OO  NNII EESSKK OO�� CCZZOONNEEJJ    SSZZEERROOKK OO�� CCII   
 

OBSZAR PRZEP	YWU  
 

, ,( ) ( )+ l =XD G D Gy x y x  

2 /l p a=X    -   podzia
ka 

H  - ½ � redniej wysoko� ci  

x1
2 G D0

[y (x) y (x)]dx
l

-�H =   

maxRe
n

=W H
  -  liczba Reynoldsa 

0max =
=

y
W W   (bez pofalowania) 

CI � NIENIE :           / 2 / Re= -Bdp dz    
 

PR� DKO�� :           0[0,0, ( , )]=vB W x y      ,     0 0, ,( ) ( )+ l =XW y W yx x  

 

0 0 0+¶ ¶ =xx yyW W      ,     0 0( ) ( ), ,( ) ( ) 0= =D Gx xW y W yx x  
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WWPP		 YYWW  PPOOFFAALL OOWWAANNII AA  PPOOPPRRZZEECCZZNNEEGGOO        
  

1. Redukcja oporów hydraulicznych gdy 6X Hl >    
 

   

2. Silnie zmienno��  warto��  pr� dko� ci 0W  w kierunku 
poprzecznym szczególnie dla pofalowania symetrycznego  
tj., gdy ( ) ( )DGy x y x= -  

      

 
3. Radykalne obni� enie granicy stateczno� ci wzgl� dem ma
ych zaburze	  dla 

( ) ( )DGy x y x= - ,  6 7X Hl » ¸  i amplitudy pofalowania (sinusoida) 0.4S H»  
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PPOOSSTTAA��   NNII EESSTTAABBII LL NNOO�� CCII   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Pole pr� dko� ci niestabilnego modu normalnego w p
aszczy� nie symetrii 0=y . 
Zaburzenie ma form�  fali biegn� cej (

0
0.9u

=
»

yf W ), tj. wprowadza OSCYLACJE ! 
 

z

x

mean flow direction

l  =2p/bz

l 
 =

2p
/a

x
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CCZZYY  ZZAACCHHOODDZZII   CCHHAAOOTTYYCCZZNNEE  MM II EESSZZAANNII EE??  

  
 
Trajektorie elemenów p
ynu w polu pr� dko� ci 
otrzymanym w wyniku superpozycji 
przep
ywu niezaburzonego oraz niestatecznego 
modu zaburze�  o amplitudzie równej 20% 
� redniej warto� ci pr� dko� ci w przep
ywie 
niezaburzony (tak skonstruowane pole nie jest 
rozwi
 zaniem równa	  N-S).   
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PPRRZZEEPP		 YYWW  WW  KK AANNAALL EE  ((SSZZCCZZEELL II NNII EE))  OO  SSKK OO�� CCZZOONNEEJJ  SSZZEERROOKK OO�� CCII   
 

 

0
2

0 0 Re0 ,2 , ( )
¶W

== - = -DW W P z z                          
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AANNAALL II ZZAA  SSTTAATTEECCZZNNOO�� CCII   ((11))  
 

 
Przep
yw zaburzony 
 
 

0( , , , ) ( , ) ( , , , ) [0,0, ]( , ) [ , , ]( , , , )t x y z x y t x y z W x y u w t x y zu= + = +0V V �   , 

0( , , , ) ( ) ( , , , )P t x y z P z p t x y z= +  

 
 

Równania ewolucji pola ma
ych zaburze	         
 
 

1
0 Re

1
0 Re

1
0 0 0 Re

( )

( )

( )

0

z x xx yy zzt

z y xx yy zzt

z x y z xx yy zzt

x y z

u W u p u

W p

w W w u W W p w

u w

u u u
u

u

�
�
��
�
�
�
��

¶ + ¶ = -¶ + ¶ +¶ +¶

¶ + ¶ = -¶ + ¶ +¶ +¶

¶ + ¶ + ¶ + ¶ = -¶ + ¶ +¶ +¶

¶ +¶ +¶ =

 

 

Warunki brzegowe              [ , , ] 0u wu
¶W

=  
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AANNAALL II ZZAA  SSTTAATTEECCZZNNOO�� CCII   ((22))  
  

Posta�  pola zaburze	  (postacie normalne) 
 
 

[ , , , ]( , , , ) [ , , , ]( , )exp[ ( )] . .ˆˆ ˆ ˆu u b w= - +u w p t x y z u w p x y i z t c c 
 
 

Zagadnienie w
asne dla postaci normalnych  
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0 Re

21
0 Re

21
0 0 0 Re

( )ˆ ˆ ˆ ˆ
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- + + ¶ + ¶ = - + D -
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Warunki brzegowe                   
[ , , ] 0ˆˆ ˆu wu

¶W
=  
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PPRROOCCEEDDUURRAA  NNUUMM EERRYYCCZZNNAA  ((11))  
 

Transformacja obszaru fizycznego w obszar obliczeniowy [ 1,1] [ 1,1]- ´ -  
 
 

 

1 cos( / )( ) ( ) ( )DG S M x Ly x H x y xp+ = -º =  

( ) ( ) ( )
x L
y H x H L L H

x
h h x h x

��
�
��

=
= = = �          ,          

/
/ ( ) / [ ( / )]

x L
y H x y LH x L

x
h

��
�
��

=
= = �  

 

Funkcje bazowe (metoda Galerkina) 
 

· pr � dko��      ( )
1 1 1

2 2

1 1

( , ) ( , ) (1 )(1 )I J IJb b d dx h x h x h x h d
-

- -

- - =� � v v
   ,     ( 1, ) ( , 1) 0I Ib bh x± = ± =v v

 

 

· ci� nienie   ( ) ( )( , ) ( ) ( )p
I i I j Ib t tx h x h=  
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PPRROOCCEEDDUURRAA  NNUUMM EERRYYCCZZNNAA  ((22))  
 

Algebraiczne zagadnienie w
asne          

1 1 1

2 2 2

3 3 1 1 2 2 3

1 1 2 2 3 3

i
i
i i

i

w
w
w b

b

�
�
�
�
�
�
�

- + + =
- + + =
- + + + + =

+ + =

u Cu D p 0
u Cu D p 0
u Cu B u B u D p 0

E u E u E u 0

 

 

                                              
21

Re( )ib b= - -C A K I  

Eliminacja wektora p 
 

1 3 1 1 2 3 2 1 3 3( ) ( )i i ib b b= - + - + -� p E C E B u E C E B u E Cu  

 

gdzie              2
1 1 2 2 3 3b= + -� E D E D E D  

 

Ostatecznie                                     1 1 2 2 3 3= + +p H u H u H u  
 

gdzie        

1
1 1 3 1

1
2 2 3 2

1
3 3

( )

( )

i

i

i

b
b

b

-

-

-

�
��
�
�
��

= - +

= - +

= -

H � E C E B

H � E C E B

H � E C
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PPRROOCCEEDDUURRAA  NNUUMM EERRYYCCZZNNAA  ((33))  
  

Po eliminacji p otrzymujemy zagadnienie w
asne (wymiar N = 3�Mblok, Mblok ~ 4000) 
 
 

1 1 1 2 1 3 1 1

2 1 2 2 2 3 2 2

1 3 1 2 3 2 3 3 3 3

w
b b b

� � � � � �
	 
 	 
 	 

	 
 	 
 	 

	 
 	 
 	 

� � � � � �

=
C+D H D H D H u u

D H C+D H D H u u
B + D H B + D H C+ D H u u

i
i i i

 

 

Obliczeniowo nieefektywne!  M blok-krotna zerowa warto��  w
asna! 
 
Zatem, eliminacja u3 ...                    1

3 3 1 1 2 2( )i
b

-= +u E E u E u  

 

Ostatecznie otrzymujemy zredukowane zagadnienie w
asne postaci  
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� � � � � �	 
 	 
 	 
	 
 � � � �	 
� �
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PPRROOCCEEDDUURRAA  NNUUMM EERRYYCCZZNNAA  ((44))  
  

Cel oblicze	  – poszukiwanie geometrii optymalnej, tj.: 
· minimalizuj� cej krytyczn�  liczb�  Reynoldsa, albo 
· maksymalizuj� cej tempo wzmocnienia pola zaburze�  (czyli warto��  w w=I �� ) przy 

zadanej  liczbie Reynoldsa 
 

Rozwa� amy ograniczona klas�  kszta
tów: pofalowanie sinusoidalne i symetryczne  
 

1 cos( / )( ) ( )DG S M x Ly x y xp+ = -=  
 

Analiza zmienno� ci parametrycznej w w=I ��  wzgl� dem: 
· liczby „komórek” M i szeroko� ci kana
u L (de facto 2L) 
· liczby falowej pola zaburze�  	  
· liczby Reynoldsa Re 
 

Problem efektywno� ci obliczeniowej: 
· zwykle nie ma potrzeby wyznaczania wi� cej ni�  jednej warto� ci/wektorów w
asnych 

(chyba, � e badamy „transient growth” ...) 
· zmiana warto� ci parametrów geometrycznych lub zmiana warto� ci liczby falowej 	  

powoduje konieczno��  obliczenia od nowa macierzy � , 1H ,.., 3H  itd. 
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PPRROOCCEEDDUURRAA  NNUUMM EERRYYCCZZNNAA  ((55))  
  

Podstawowym narz� dziem do � ledzenia zmienno� ci parametrycznej wybranej pary w
asnej 
(modu normalnego) zagadnienia = lAx Bx  jest Metoda Odwrotnych Iteracji (MOI) : 
 

Dane startowe:  przybli� ona para w
asna 0 0( , )l x . 

Dla k=0,1,2...: 

1) rozwi��   k 1 k
0( ) +- l =A B w Bx  ,  

2) wyznacz liczb�  k 1
maxw +  tak� , � e  { }k 1 k 1

max jw max w , j 1,..,dim( )+ += = A , 

3) oblicz k 1 k 1 k 1
max/ w+ + +=x w , 

4) oblicz k 1
k 1 maxp 1/ w +

+ = , 

5) je� eli k 1 kp p+ - > e  to i wró�  do kroku 1, 

w przeciwnym wypadku para w
asna to k 1
0 k 1p , +

+l = l + =x x . 

Koniec. 
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PPRROOCCEEDDUURRAA  NNUUMM EERRYYCCZZNNAA  ((66))  

Niech 0 1 2 3( ; , , , )w u u u p  to dost� pne przybli� enie wybranego modu normalnego. 

W ka� dej iteracji MOI trzeba rozwi� za�  uk
ad równa�    

1

2

3

1 1

2 2

3 1 1 2 2 3

1 1 2 2 3 3

w

w

w b
b

�
�
�
�
�
�
�

+ =
+ =
+ + + =
+ + =

C w D q u
C w D q u
C w B w B w D q u
E w E w E w 0

i
i

   ,     0
21

Re( )= - - -C A K I Ii iw b b w .   

Etap 1:    1 1 2 2 3 3, , ,ˆ ˆ ˆw w w= = =C w u C w u C w u  

Etap 2:    1 1 2 2 3 3ˆ ˆ ˆb= + +Sq E w E w E wi    ,    

gdzie      1 1 2 2 3 3

1 1 1
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2,, [ ( )] ,w w wb b- - -

= + +�
�

= = = - + +�

S E H E H E H

H C D H C D H C D B H B Hi
 

Etap 3:     

1 2 1 1 2 2 31 1 2 2 3 3, ,w w w b- - - - -= = =D q D q w B w B w D qC w u C w u C u i  
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WWYYNNII KK II   OOBBLL II CCZZEE��   ((11))  

 

Zale� no��  wyk
adnika wzmocnienia niestatecznego modu normalnego od liczby falowej 

b   i szeroko� ci kana
u L.
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WWYYNNII KK II   OOBBLL II CCZZEE��   ((22))  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Zmienno��  wyk
adnika wzmocnienia w funkcji liczby Reynoldsa 
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WWYYNNII KK II   OOBBLL II CCZZEE��   ((33))  
  
  

 

 

 

Dla dostatecznie wielkiej liczby Reynoldsa i 

amplitudy pofalowania mog
  wspó
istnie�  

dwa niestateczne mody normalne. W 

granicy S 0®   mody te odpowiadaj
  

najs
abiej t
umionym modom normalnym w 

kanale o przekroju prostok
 tnym. 
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WWYYNNII KK II   OOBBLL II CCZZEE��   ((44))  
  

Struktura pola pr � dko� ci NMN-1  
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WWYYNNII KK II   OOBBLL II CCZZEE��   ((55))  
  

Struktura pola pr � dko� ci NMN-2 
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PPOODDSSUUMM OOWWAANNII EE  
  

· Obecno��  bocznych � cian stabilizuje przep
yw 

· Efekt obecno� ci � cina bocznych s
abnie wraz ze wzrostem szeroko� ci kana
u 

· W obecno� ci � cian bocznych pofalowanie najsilniej destabilizuj� ce na nieco mniejsz�  

podzia
k�  ni�  w przypadku geometrii okresowej 

· Istnieje optymalna szeroko��  kana
u (przy ustalonej liczbie komórek M) i amplituda 

pofalowania sinusoidalnego. 

· Stwierdzono istnienie (przynajmniej) dwóch niestatecznych modów normalnych 
 

DDAALL SSZZEE  BBAADDAANNII AA  
 

· Uzupe
nienie analizy parametrycznej, obliczenie krzywych stateczno� ci neutralnej 

· Pofalowanie jednostronne (do porównania z eksperymentem) 

· Zbadanie wp
ywu nierównomierno� ci podzia
ki dla ma
ej liczby komórek (M=3, M=5) 

· Analiza stateczno� ci „przestrzenna” ( R, Cw bÎ Î ) 


