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Streszczenie

Celem pracy jest zbadanie wplywu sily magnetycznej generowanej przez aktuatory (si-
towniki) na poprzeczne drgania belki poddanej obciazeniu Sledzacemu. Najpierw zajeto sie
drganiami swobodnymi i wymuszonymi uproszczonego uktadu — oscylatora harmoniczne-
go z dotaczonymi aktuatorami magnetycznymi. Efektem jest potwierdzenie skutecznosci
ttumienia magnetycznego, iloSciowe oszacowanie wptywu histerezy magnetycznej na dy-
sypacje energii, poznanie nieliniowego charakteru ruchu oraz uogélnienie znanych réwnan
magnetodynamiki aktuatoréow na przypadek dowolnej krzywej magnesowania materiatu
rdzeni. Nastepnie pokazano, ze zastosowanie aktuatoréw w kolumnie Leipholza pozwala
uzyskac szereg pozytywnych efektéw: stabilizacje kolumny, zmniejszenie amplitudy drgan
okotokrytycznych i zmiane twardego samowzbudzenia w miekkie. Wymagato to udosko-
nalenia znanego narzedzia, jakim sg wzory na przyblizenie rozwigzania bifurkacyjnego.
Wykazano takze mozliwo$é¢ jeszcze wyrazniejszej stabilizacji kolumny przy pomocy ak-
tywnego sterowania napieciem zataczonym do aktuatoréw. Prace konczy badanie mo-
delu realnego uktadu — rury przenoszacej ptyn. Ograniczono sie do analizy liniowej, tj.
wplywu thumienia magnetycznego na krytyczng predkosé przeptywu. Analiza bifurkacyjna
tego uktadu, a takze zastosowanie aktuatoréow do stabilizacji, ttumienia drgan i zmiany
okotokrytycznego zachowania innych uktadéw — np. wirujacych watéw — beda naturalng

kontynuacjg badan.
Abstract

In this thesis, we investigate the influence of magnetic force generated by actuators on
lateral vibrations of a beam subjected to follower force. Firstly, we examine free and forced
vibrations of the simplified system — a harmonic oscillator with magnetic actuators atta-
ched. As a result, we confirm the efficiency of magnetic damping, estimate the influence
of magnetic hysteresis on energy dissipation, recognize nonlinear response of the system
and incorporate arbitrary magnetization curve into equations of magnetodynamics. Then
we show that applying actuators to the Leipholz column yields several positive effects:
stabilization of the column, decreasing of the amplitude of near-critical vibrations and
transformation of hard self-excitation into soft one. This analysis required improving ap-
proximate formulas of the bifuraction solution, which are known in the litarature. We
also prove that active control of the voltage applied to the actuators leads to even further
stabilization of the column. Finally, we study the model of a real system — a pipe conveying
fluid. The research is confined to the linear analysis, i.e. the influence of magnetic force
on the critical flow velocity. A possible further work may be bifurcation analysis of this
system and application of actuators to stabilization, vibration damping and modification

of near-critical behaviour of another systems, e.g. rotating shafts.
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1. Wprowadzenie

Celem pracy jest zbadanie mozliwosci wykorzystania magnetycznych elementow wy-
konawczych (sitownikéw, aktuator6w) do ttumienia poprzecznych drgan, stabilizacji oraz
modyfikacji okotokrytycznego zachowania belki obciazonej sitg sledzaca, tj. styczna do
ugietej osi. Interesuja nas dwa przyktady takiego uktadu: kolumna Leipholza, gdzie ob-
cigzenie Sledzace jest roztozone w sposéb ciggly wzdhuz kolumny oraz rura przenoszaca
ptyn, w ktérej sita ta wytwarzana jest wskutek wyrzucania ptynu (rys. . W pewnych
warunkach duze obcigzenie moze prowadzi¢ do utraty statecznosci belki i w rezultacie —

przy matym zaburzeniu réwnowagi — do drgan oscylacyjnych lub wyboczenia.

Z , (it

Rysunek 1.1. Badany uktad - kolumna z obcigzeniem sSledzacym.

Przyjmujemy, ze ruch uktadu odbywa sie w plaszczyzZnie oraz wychylenia sg na tyle
niewielkie, ze moga by¢ opisane jako funkcja dwéch zmiennych: czasu oraz odleglosci
od poczatku belki. Taki model jest powszechnie badany w literaturze, ktéra omawiamy
w kolejnym rozdziale.

Belka z umocowanymi do niej stalowymi (ferromagnetycznymi) rdzeniami umieszczona
jest pomiedzy dwoma elektromagnesami. Po zataczeniu statego napigcia kazdy z aktuato-
row przycigga belke do siebie, zatem wywiera efekt destabilizujacy srodkowe potozenie
rownowagi. Stabilizacja ukltadu moze by¢ dwojakiego rodzaju: pasywna lub aktywna.
Drgania belki zmieniajg szczelinge w obwodach magnetycznych, co prowadzi do zmian
pola magnetycznego w rdzeniach, a zatem rowniez elektromagnetycznych zjawisk indukeji
oraz histerezy, wywolujacych pasywny efekt hamujacy ruch. Thumienie aktywne polega
na odpowiednim sterowaniu napieciem zataczonym do aktuatorow w zaleznosci od stanu
uktadu.

Zjawiska indukcji oraz histerezy pokazane sa na rysunku [[.2] Jesli zamkniety obwod

umie$cimy w zmiennym polu magnetycznym, to — zgodnie z prawem indukcji Faradaya —
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Rysunek 1.2. Zjawiska elektromagnetyczne wykorzystane do dysypacji energii: indukcja

(z lewej) i histereza (z prawej).

poptynie w nim prad, ktérego pole magnetyczne przeciwdziala wyjsciowej zmianie (tzw.
reguta Lenza, bedaca konsekwencja zasady zachowania energii). Powstaje zatem magne-
tyczna sita hamujaca ruch, a jego energia rozpraszana jest w formie ciepta Joule’a indu-
kowanego pradu.

Histereza magnetyczna takze prowadzi do przeksztalcenia mechanicznej energii drgan
w cieplng. Zmiana pola magnetycznego H w ferromagnetycznych rdzeniach powoduje
indukowanie pradu wirowego, zmiane orientacji domen magnetycznych oraz inne zjawiska
zachodzace w mikroskali, ktorych wspolnym efektem jest ograniczenie wynikowej zmiany
namagnesowania probki B. Pelen cykl prowadzi wiec do powstania petli histerezy, ktorej
powierzchnia jest proporcjonalna do energii rozproszonej w formie ciepta.

W kolejnym rozdziale omawiamy geneze pracy, czyli zwiazek podjetych badan z aktu-
alnym stanem wiedzy oraz zarys historyczny tematow.

Rozdziat |3| zawiera sprawdzenie skutecznosci pasywnego thumienia magnetycznego
drgan swobodnych i wymuszonych, a takze oszacowanie wptywu histerezy magnetycznej
w rdzeniach na dysypacje energii ruchu. Ponadto analizujemy charakter drgan i stanéw
rownowagi pojawiajacych sie w wyniku efektu nasycenia magnetycznego rdzeni i nielinio-
wej zaleznosci sity magnetycznej od szerokosci szczeliny. Wykorzystujemy tutaj uprosz-
czony uktad oscylatora harmonicznego z umocowanymi do niego aktuatorami.

Rozdziaty [4] [f i [6] pos$wigcone sa kolumnie Leipholza. W rozdziale [] badamy stabil-
nos¢ i okotokrytyczne zachowanie ttumionej kolumny bez aktuatorow. Rozdzial 5| zawiera
omoOwienie wptywu sity magnetycznej na dynamike tego uktadu. Interesuje nas mozliwosé
zwickszenia krytycznego obcigzenia przy pasywnym dziataniu silownikéw, ograniczenie

amplitudy drgan okotokrytycznych, a takze ich statecznos$¢ orbitalna, w tym mozliwosé
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zmiany twardego samowzbudzenia ukladu w samowzbudzenie migkkie (bifurkacji pod-
krytycznej w nadkrytyczna). W rozdziale |§| zajmujemy sie aktywna stabilizacja kolumny
Leipholza. Szukamy mozliwosci zwigkszenia krytycznego obciazenia poprzez sterowanie
napieciem zataczonym do aktuatoréw w zaleznosci od stanu uktadu.

Rozdzial [7] to zwrécenie sie¢ w kierunku praktycznych zastosowan. Badamy wplyw
ttumienia magnetycznego na stabilnos¢ rury przenoszacej ptyn i mozliwos¢ zwickszenia
krytycznej predkosci przeptywu.

Prace konczy podsumowanie otrzymanych wynikow i wskazanie mozliwosci dalszych
badan.

Pomysty analizy uproszczonego uktadu oscylatora oraz sprawdzenia wptywu sit ma-
gnetycznych na zachowanie rury z przeptywem pochodzg od dr hab. inz. P. Przybytowicza.
Badanie kolumny Leipholza jest pomystem autora. Wszystkie zadania zostaly w catosci
wykonane przez autora, ale bardzo pomocne tu byty konsultacje P. Przybytowicza.

Wyniki przedstawione w rozdziale |3 zostaty opublikowane w artykutach [74], [75], [76].
Rezultaty z rozdziatéw [ [5 [6], [7] nie zostaly jeszcze opublikowane.
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2. Geneza

2.1. Niezachowawcze uklady sprezyste z obcigzeniem Sledzacym

Literatura dotyczaca dynamiki kolumn z przytozonymi do nich sitami sledzacymi, tj.
podazajacymi za ich ugietym ksztaltem, jest bardzo bogata. Jej wspotczesny krytyczny
przeglad zawiera artykul Elishakoffa [18]. Wérdd starszych warto wymienié prace Bolotina
[8] oraz Bogacza i Janiszewskiego [9].

Jedne z pierwszych badan w tym temacie zaprezentowal w 1939 roku Reut [81]. Rozwa-
zal zamocowang sztywno pionowa kolumne z dotaczong na swobodnym koncu platforma.
Na platforme dziatata skupiona sita, stale skierowana wzdtuz osi nieugietej kolumny w dét.
Obciazenie to nie jest $ledzace, jednak z uwagi na jego niezachowawczy charakter, pro-
blem Reuta zaliczany jest do omawianej klasy. Statyczne kryterium stabilnosci Eulera,
polegajace na badaniu zagadnienia brzegowego, doprowadzito do btednego wniosku, iz
dla dowolnej wartosci obciazenia uklad jest stabilny. W tym samym roku Nikolai [61]
zwrocit uwage na konieczno$é zastosowania dynamicznego kryterium uwzgledniajacego
bezwtadnosé uktadu. Podobnie Pfliiger [71], badajac po wojnie kolumne z przyltozona na
koncu sitg styczng do ugietej osi kolumny, stwierdzil, ze uktad jest zawsze stabilny. Btad
ten wskazal Beck [4], ktory wyliczyl krytyczna wartosé sity prowadzaca do flatteru.

Zagadnienie stosowalnosci obu kryteriow przy réznego rodzaju sitach przyciagato na-
ukowcéw przez wiele lat, zob. [7], [43], [73]. Poniewaz w uktadach rozwazanych w niniej-
szej pracy wystepuja zaréwno sity potencjalne (ciezar, statyczna sita magnetyczna), jak
i niezachowawcze (sita $ledzaca, Coriolisa, indukowana sita magnetyczna), konieczne jest
uwzglednienie dynamiki.

Pierwszy eksperyment potwierdzajacy zjawisko utraty statecznosci przez kolumne ob-
ciazona sita $ledzaca przeprowadzili w 1966 roku Yagn i Parshin [93]. Badali kolumne
wspornikowg z umocowanymi na koncu balonami wydmuchujacymi powietrze, uzyskujac
krytyczne obciazenie w przyblizeniu zgodne z wyliczeniami dla kolumny Becka z dodat-
kowa masa na koncu. W 1969 roku Wood i in. [92] zamiast balonéw uzyli specjalnie
zaprojektowanej dyszy wyrzucajacej dostarczang z zewnatrz ciecz (ruch kolumny ograni-
czony zostal do plaszezyzny). Uzyskane wyniki byly zgodne z teoria, jednak — z powodu

nieuwzglednienia wpltywu ttumienia wewnetrznego, zewnetrznego oraz przyspieszenia Co-
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riolisa ptynu w dyszy — roéwniez nie stanowily jednoznacznego jej potwierdzenia. Przepro-
wadzono szereg kolejnych doswiadczen. Jednym z ostatnich jest badanie Sugiyamy i in.
[85], ktorzy wykazali dynamiczna niestabilno$é kolumny wspornikowej z zamocowanym na
koncu silnikiem rakietowym na paliwo state. Krétki czas pracy silnika i nieréwny cigg nie
pozwolity na iloSciowe poréwnanie zmierzonego krytycznego obciazenia z teoretycznym.

Na chwile¢ obecng nie ma wiec eksperymentéw w pelni potwierdzajacych teoretyczne
wyliczenia krytycznej sity dla klasycznych probleméw Reuta, Becka i Leipholza. W tej
pracy ograniczamy si¢ do badania modeli matematycznych. Jednak caty czas mamy na
uwadze koniecznos$¢ empirycznej weryfikacji rezultatow, zatem wszystkie parametry dobie-
ramy tak, by miaty fizyczny sens, a uktady bylty mozliwie jak najprostsze do zbudowania.

W 1952 r. Ziegler [94] stwierdzit destabilizujacy efekt wprowadzenia niewielkiego tarcia
wewnetrznego do uktadu podwojnego wahadta z sitg Sledzaca. Przyczyna paradoksalnej
obserwacji byto wnioskowanie o statecznosci (w sensie Lapunowa) prawdziwego — nielinio-
wego — uktadu na podstawie uktadu zlinearyzowanego, gdy ten drugi jest stateczny, ale
nie asymptotycznie, co ma miejsce w sytuacji braku ttumienia. Wowczas warto$¢ wlasna
o najwiekszej czesci rzeczywistej jest czysto urojona. Obciazenie, przy ktoérym trajekto-
ria tej wartosci wtasnej wkracza na prawa potptaszczyzne zespolong moze by¢ inne od
obciazenia, przy ktérym nieliniowy uktad staje si¢ niestateczny.

W rzeczywisto$ci wewnetrzna dysypacja moze zarowno stabilizowaé¢, jak i destabi-
lizowa¢ uktad. Ten drugi efekt potwierdzony zostat teoretycznie i eksperymentalnie dla
problemu Reuta: w 1969 r. przez Feldta i in. [21] oraz w 1985 r. przez Qiu i Nemat-Nassera
[79]. Jednak przy dostatecznie duzych wartosciach tarcia wewnetrznego dalszy jego wzrost
zwieksza krytyczne obciazenie kolumny [50], [38], [88]. Tarcie to moze mie¢ takze charakter
stabilizujacy dla kolumn niejednorodnych [37].

Co wiecej — tarcie wewnetrzne jakosciowo zmienia zachowanie uktadu na elastycznym
podlozu. W 1972 r. Smith i Herrmann [83] stwierdzili, ze krytyczne obciazenie prowa-
dzace do flatteru niettumionej kolumny Becka nie zalezy od sztywnosci podtoza, mimo
ze sztywnos¢ ta wplywa na stabilno$¢ kolumny Fulera. Jesli jednak wprowadzimy do
modelu wiskotyczne tarcie wewnetrzne w kolumnie, to krytyczne jej obcigzenie zalezy od
sztywnosci podloza, nawet jesli podloze to nie ma charakteru dysypacyjnego [89].

Wiskotyczne tltumienie zewnetrzne ma zawsze charakter stabilizujacy, co wykazali
w 1970 r. Plaut i Infante [72] dla jednorodnej kolumny Becka, a nastepnie Kar [37] dla ko-
lumny o zmiennym przekroju. W 1983 r. Morgan i Sinhaa [60] pokazali stabilizujacy efekt
ttumienia dla trzech r6znych modeli podtoza: Kelvina-Voigta, Maxwella i standardowego
modelu liniowego.

7 powyzszego wynika, ze chcac realistycznie oceni¢ wpltyw sity magnetycznej genero-

wanej przez aktuatory na stabilnos¢ analizowanych uktadéw oraz badac te stabilnosé przy
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pomocy zlinearyzowanych réwnan, musimy uwzgledni¢ w modelu przede wszystkim tarcie
wewnetrzne, ale warto uwzgledni¢ takze i zewnetrzne.

Istotny dla stabilnosci elastycznych uktadow z obciazeniem sledzacym jest wptyw ze-
wnetrznych oddziatywan sprezystych oraz podpér. W 1976 r. Hauger i Wetter [26] poka-
zali, ze odpowiednie czedciowe ostabienie podtoza podpierajacego kolumne Becka pozwala
— co zaskakuje — zwickszy¢ krytyczne obciazenie. Z kolei czeSciowe podparcie kolumny
Becka podtozem winklerowskim moze zaréwno zwigkszy¢, jak i zmniejszy¢ krytyczne ob-
ciazenie, w zaleznosci od dtugosci czesci podpartej [20]. W 1990 r. De Rosa i Franciosi
[12] zbadali efekt zastosowania posredniej podpory w problemach Becka, Leipholza i Hau-
gera, przy braku ttumienia wewnetrznego. Odkryli, ze w zaleznosci od punktu podparcia
zachodzi dywergentna albo oscylacyjna utrata statecznosci. W 1996 r. Lee udowodnit
[53], ze w zaleznosci od sztywnoscei podtoza ttumienie wewnetrzne moze stabilizowaé albo
destabilizowa¢ kolumne Becka.

Wymienione wyzej wyniki wskazuja, ze statyczna sita magnetyczna, ktora aktuatory
przyciagaja kolumne — kazdy w swojg strone — moze istotnie zmieni¢ zachowanie uktadu
i efekt dynamicznej sity ttumiacej drgania.

Nieliniowa dynamike jednorodnej kolumny Becka badali w latach 80-tych XX w. Kolk-
ka [42] i Chen [II]. W 2007 r. Katsikadelis i Tsiatas [38] uogélnili wyniki na przypadek
kolumny ze zmienna wzdtuz jej dlugosci masa oraz sztywnoscia. We wszystkich przy-
padkach samowzbudne drgania flatterowe zachodzity wskutek miekkiego samowzbudze-
nia (bifurkacji nadkrytycznej). Z kolei bifurkacje podkrytyczna (twarde samowzbudzenie)
zaobserwowano po zamocowaniu dodatkowej masy na koncu jednorodnej kolumny [1].

Pierwsze badanie z uwzglednieniem nieliniowosci w sytuacji ciggtego rozktadu obcig-
zenia §ledzacego zaprezentowali w 1992 r. Kurnik i Pekalak [50]. Okazalo sie, ze Sciskana
kolumna Leipholza moze ulegaé¢ zaréwno miekkiemu samowzbudzeniu (stabe ttumienie
wewnetrzne), jak i twardemu (silne tlumienie), natomiast w sytuacji rozciagania zawsze
ma miejsce samowzbudzenie miekkie. W 1995 r. Kurnik i Przybylowicz [51] pokazali moz-
liwos¢ stabilizacji i ztagodzenia samowzbudzenia kolumny Leipholza przy pomocy aktu-
atorow piezoelektrycznych. W 2009 r. Tsiatas i Katsikadelis [88] rozwazali rézne rozktady
Sciskania $ledzacego oraz kolumny o zmiennym przekroju. W szczegdlnym przypadku sta-
tego rozktadu obciazenia i jednorodnej kolumny zaobserwowano — tak jak w zagadnieniu
Becka — bifurkacje nadkrytyczna. Niestety autorzy nie odnalezli wezesniejszych prac i nie
odniesdli sie do ich wynikow.

Omawiane wyzej modele niezachowawczych uktadéw byty wielokrotnie kwestionowane
[18]. Jak pisza Herrmann [28] i Walker [90], uktady te sa bardzo wrazliwe na niewielkie
zmiany parametréw oraz wprowadzenie nowych (np. tlumienia). Nigdy wiec nie wiado-

mo, czy gtowne czynniki destabilizujace zostalty uwzglednione w modelu z odpowiednia
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doktadnoscig. Koniecznosé uwzglednienia nawet sladowych, ale fizycznie mozliwych efek-
téw podkresla Ziegler [95]. Natomiast Koiter zauwazyt [41], ze obciazenia $ledzace zawsze
wymagaja zewnetrznego zrodta energii, na przyktad przeptywu ptynu, w zwigzku z czym
koncentrowanie sie na abstrakcyjnych sitach sledzacych niewiadomego pochodzenia jest
bezzasadne.

Dlaczego zatem sporo miejsca w tej pracy poswiecamy kolumnie Leipholza? Po pierw-
sze, w szczegdlnym przypadku zerowego napiecia na aktuatorach i przy pominieciu ich
masy, wyniki mozna odnie$¢ do istniejacych. Po drugie, nieliniowo$ci zwigzane ze zja-
wiskami magnetycznymi istotnie komplikuja réwnania. W pierwszym kroku warto wiec

zbada¢ uktad, ktorego model matematyczny jest mozliwie najprostszy.

2.2. Rury przenoszace ptyn

Waznym przyktadem uktadéw z obciazeniem Sledzacym sa rury z przepltywajacym
przez nie ptynem. Patrzac na réwnania dynamiki wida¢ podobienstwo do zagadnienia
Becka. Zrodtem $ciskajacej sity $ledzacej jest tutaj reakcja odrzutu wypltywajacego ptynu.
Roéznice stanowi sktadnik rownania zwiazany z przyspieszeniem Coriolisa przeptywu, ktory
jak sie okazuje zmienia wyraznie zachowanie uktadu.

Rury przenoszace ptyn sa wykorzystywane w domowych instalacjach wodnych, sys-
temach chtodzacych, rurociggach przesytajacych ptynne substancje na duze odlegtosci,
w urzadzeniach do wydobywanie rud metali z dna oceanu, itp. Jednak zjawiska ich drgan
samowzbudnych lub wyboczenia nie sa czesto spotykane. Przyczyna jest fakt, ze krytycz-
na predkos¢ przeptywu, przy ktorej nastepuje utrata statecznosci jest tym wieksza, im
wieksza jest sztywnos$¢ rury oraz masa ptynu w stosunku do masy rury [24]. Powoduje to
trudnosci z uzyskaniem odpowiednio duzych predkosci w stosunkowo lekkich i sztywnych
metalowych rurkach [25]. Znane z codziennego zycia zjawisko ,rzucania si¢” przy silnym
strumieniu wody swobodnego konca weza ogrodowego obserwujemy dzieki wiotkosci tego
przewodu.

Przeglad literatury tematu mozna znalezé artykule Ibrahima [31] i Paidoussisa [65]
oraz w monografiach drugiego z tych autoréw [63], [64].

Wedlug Paidoussisa i Issida [66], jedne z pierwszych badan teoretycznych dla rury dwu-
stronnie podpartej opublikowal w 1939 r. Bourrieres [10], wyprowadzajac m. in. poprawne
roOwnania dynamiki. Niestety praca byta opublikowana po francusku i pozostata niezauwa-
zona. Kolejne analizy teoretyczne z poczatku lat 50-tych pokazaty, ze przy dwustronnym
przegubowym podparciu rury dostatecznie duza predko$é¢ przepltywu zawsze prowadzi do
wyboczenia [22], [30]. Analogiczne wyniki, ale przy wiekszej predkosci przeplywu, otrzy-

mano dla obustronnie sztywnego podparcia [66]. Z kolei Gregory i Paidoussis udowodnili
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teoretycznie [24] i potwierdzili eksperymentalnie [25], ze rura wspornikowa podatna jest
zawsze na niestatecznosé flatterowa.

Przyczyna réznego typu destabilizacji w zaleznosci od mocowania lezy w zasadzie za-
chowania energii. W przypadku dwustronnego podparcia praca wykonywana przez ptyn
nad rura w czasie jednego cyklu potencjalnych drgan jest zerowa [66]. Jesli zatem po-
miniemy wewnetrzne i zewnetrzne ttumienie, to uktad jest zachowawczy i staje si¢ ukta-
dem zyroskopowo niezachowawczym w przypadku usuniecia jednej z podpér. Rezultat ten
otrzymano jednak dla liniowego rownania i drgan okresowych; wymagal on zatem potwier-
dzenia. W 1969 r. Thurman i Mote [87] oraz Holmes w 1978 1. [29] uwzglednili nieliniowosci
zwiazane z osiowym wydtuzeniem i wynikajace stad naprezenie podpartej z dwoch stron
rury. Okazato si¢, ze przewdd taki nie wykazuje zadnej niestabilnosci oscylacyjnej w za-
kresie nadkrytycznych predkosci przeptywu. Wynik ten potwierdzili Modarres-Sadeghi
i Paldoussis w 2009 r. [58], postugujac si¢ najbardziej kompletnym na dzien dzisiejszy
nieliniowym modelem dynamiki ptaskiego ruchu rury z przeptywem, zob. Semler i in.
[82]. Ponadto wykazali oni mozliwosé pojawienia sie podkrytycznej statycznej bifurkacji,
jesli nada¢ odpowiednie podtuzne naprezenie.

Thumienie w osrodku zewnetrznym i materiale rury zalezy od predkosci jej ugiecia, wiec
nie ma wplywu na dywergencje, ktéra jest bifurkacja statyczna. Sytuacja jest zupetnie
inna w przypadku zamocowania wspornikowego. W zaleznosci od stosunku mas ptynu
i rury, oba rodzaje thtumienia moga zaréwno stabilizowac uktad, jak i zmniejszaé krytyczna
predkos$¢ przeptywu [25].

W 1986 r. Lottati i Kornecki [57] zauwazyli, ze elastyczne podloze winklerowskie
dziata — odwrotnie niz w przypadku kolumny Becka — stabilizujaco na niettumiong rure
z przeptywem. Efekt czesciowego podparcia réoznymi rodzajami podtoza badany byt przez
Impollonie i Elishakoffa [32], [I9] na poczatku tego wieku. Okazalo sie, ze mozliwa jest
zaréwno stabilizacja, jak i zmniejszenie krytycznej predkosci przeptywu, a takze zmiana
typu utraty statecznosci (dywergentna, oscylacyjna).

Wptyw posredniej podpory sprezystej na statecznosé rur wspornikowych byt badany
teoretycznie i eksperymentalnie przez Sugiyame i in. w 1985 r. [84]. Dla liniowej sprezy-
ny zamocowanej w polowie dtugosci przewodu, przy niewielkiej statej sprezystosci uktad
zachowuje sie jak w przypadku podparcia jednostronnego, tj. traci statecznosé przez flat-
ter; przy dostatecznie duzej jej wartosci — ulega wyboczeniu. Wplyw potozenia prostej
(przegubowej) podpory takze okazal sie zgodny z przewidywaniami. Jesli znajduje sie ona
blisko zamocowania, to rura zachowuje sie jak wspornikowa, jesli blisko konca — zachodzi
widetkowa bifurkacja [I7]. Efekt dziatania uktadu kilku sprezyn oraz sprezyny skretnej
oméwiony jest w [63].

Ciekawy jest watek dotyczacy rur wspornikowych zasysajacych ptyn, czyli przenosza-
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cych go od swobodnego konca w gore, takich jak np. uzywane w morskim goérnictwie.
W 1985 r. Paidoussis i Luu stwierdzili [67], ze przy braku tlumienia uktad taki straci sta-
tecznos$¢ poprzez flatter przy dowolnie maltej predkosci przyptywu. Co wiecej, po wpro-
wadzeniu wewnetrznej dysypacji utrata statecznosci nadal zachodzita przy stosunkowo
niewielkim przeptywie. Przeczylo to fizycznym obserwacjom, poniewaz nigdy wczes$niej
nie zauwazono destabilizacji tego typu rury. W 2005 r. Kuiper i Metrikine [44] wykaza-
li, ze uwzglednienie zewnetrznego ttumienia w postaci oporu hydrodynamicznego osrodka
prowadzi do wyraznego zwiekszenia krytycznego przeptywu. Tego samego roku Paidoussis
iin. [70] zwrécili uwage na komplikacje zwiazane z opisem warunku brzegowego na swo-
bodnym koncu przewodu i zaproponowali rézne postacie tego warunku. W 2008 r. Kuiper
i Metrikine [45] opublikowali wyniki pierwszego eksperymentu, w ktérym doprowadzono
do destabilizacji rury zasysajacej ptyn. Mimo realistycznego opisu oporu hydrodynamicz-
nego [46], model teoretyczny nie pozwolil prawidtowo przewidzie¢ krytycznej predkosci
przeptywu, nie byt rowniez w stanie opisa¢ zlozonego pokrytycznego zachowania ukta-
du. Na dzien dzisiejszy problem jest nadal otwarty; przede wszystkim nie wiadomo jakie
doktadnie warunki brzegowe wystepuja na swobodnym koncu rury.

Pod koniec lat 80-tych zaczety pojawiaé¢ sie badania dotyczgce drgan chaotycznych
przewodéw z przeptywajacym przez nie ptynem. W 1988 r. Tang i Dowel [86] zbadali
uktad bardzo podobny do naszego: rure wspornikowa z zamocowanym paskiem stalowym,
ktory przyciagany byl przez znajdujace si¢ na zewnatrz magnesy trwate. Sita magne-
tyczna skutkowata wyboczeniem rury. W tych warunkach wysoka nadkrytyczna pred-
kosé przeptywu prowadzita do drgan chaotycznych. Ponadto Paidoussis i Moon [68] oraz
Paidoussis i in. [69] zbadali teoretycznie i eksperymentalnie dynamike przewodu zamoco-
wanego wspornikowo z nieliniowo (kubicznie) sprezystymi ograniczeniami ruchu. Réwniez
tutaj zwiekszanie predkosci przeptywu powyzej krytycznej predkosci flatteru prowadzito
do drgan chaotycznych. Jeszcze ciekawsze zachowanie wykazano teoretycznie dla uktadu,
w ktérym potaczono te same ograniczniki z rura przy pomocy liniowych sprezyn. Oka-
zato sie, ze dla odpowiednio dobranych parametréw punkt bifurkacyjny jest podwojnie
zdegenerowany, co prowadzi do jednoczesnej statycznej i flatterowej utraty statecznosci
i — przy dalszym zwiekszaniu przeptywu - do drgan chaotycznych [35], [36]. Watek konty-
nuowany byt przez Qiana i in., ktérzy w 2008 r. zbadali bardziej praktyczny uktad — rure
podparta sprezystym (liniowo-kubicznym) podtozem [78]. Wraz ze wzrostem przeplywu
w zakresie nadkrytycznym narastata amplituda drgan, pojawialy sie subcykle, nastepnie
srodek drgan przesuwal sie powodujac ich asymetryczny charakter, by w koncu uktad
przeszedt do chaosu.

W oméwionych do tej pory publikacjach badany byt model ptaskich drgan poprzecz-

nych z ewentualnym uwzglednieniem osiowego wydtuzenia. Pierwsze prace poswigcone nie-
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liniowej dynamice przestrzennego ruchu rury wspornikowej pojawity sie w latach 80-tych.
Bajaj i Sethna [3] stwierdzili, ze uklad taki traci statecznos$é¢ poprzez nadkrytyczna bi-
furkacje Hopfa, a pojawiajace sie drgania flatterowe moga by¢ ptaskie lub tréjwymiarowe
w zaleznosci od stosunku masy ptynu do masy rury z ptynem. Poniewaz rozwazali ru-
r¢ pozioma pomijajac wplyw grawitacji, a wickszosé¢ eksperymentéw prowadzona byta
dla przewodéw zamocowanych pionowo, wigc w 2008 r. temat podjety zostal na nowo
w pracy Modarresa-Sadeghi i in. [59]. Numeryczne rozwiazanie rownan bez uwzglednienia
grawitacji potwierdzito (choé¢ nie idealnie) wnioski Bajaja i Sethny. Wplyw grawitacji
nieco zmienit wyniki pod wzgledem iloSciowym, jednak nadal maly stosunek mas po-
wodowal samowzbudzenie ptaskich oscylacji, a duzy — drgan przestrzennych. Rezultaty
te okazaly si¢ tez zgodne z doswiadczeniami. Co wiecej uzyta metoda pozwolita zbadaé
zachowanie rury dla przepltywéw daleko przekraczajacych krytyczne. Okazato sig, ze dla
pewnych stosunkow mas wzrost predkosci przeptywu powoduje ,,przetaczenie sie” uktadu
miedzy oscylacjami 2-D i 3-D.

Dla rozwazanej w niniejszej pracy stalowej rury stosunek mas 0,35 powoduje ruch dwu-
wymiarowy i taki tez model uznajemy za wystarczajacy. Stosujemy go réwniez analizujac
wpltyw aktuatoréw na zachowanie ssacego przewodu wykonanego z PCV, mimo stosunku
mas rownego 0,86. Czynimy tak z dwoch powodéw. Po pierwsze, taki model uzyty zostat
przez Kuipera i Metrikina w 2008 r. [45] do opisu eksperymentéw przeprowadzonych z tym
samym przewodem — pierwszych, w ktorych zaobserwowano destabilizacje. Po drugie, brak
jest badan dotyczacych wymiaru ruchu dla wspornikowych rur ssacych, model 2-D jest
wiec pierwszym przyblizeniem.

Niemal wszystkie prace z omawianej dziedziny dotycza przewodoéw, ktorych diugosé
jest duza w stosunku do srednicy. Uzasadnione jest zatem pominiecie efektu $cinania
elementu rury i jego obrotu, zgodnie z hipotezg Bernoulliego—Eulera, co tez czynimy
w niniejszej pracy. Istnieja takze badania krétkich rur Timoszenki, zob. [56].

Jak pisze Paidoussis [65], zagadnienie dynamiki rur przenoszacych ptyn stato sie mo-
delowym problemem w dynamice — nowym paradygmatem. Opisujace je réwnanie demon-
struje podstawowe wtasnosci znacznie bardziej skomplikowanych uktadéw dynamicznych;
ponadto teoretyczne przewidywania moga by¢ stosunkowo tatwo zweryfikowane empi-
rycznie. W rezultacie problem ten moze by¢ wykorzystany jako narzedzie do zrozumienia
zachowania bardziej skomplikowanych uktadow, jak réwniez sposob poszukiwania nowych
zjawisk 1 nowych wtasnosci dynamicznych. Z tego powodu analiza mozliwosci zastosowa-
nia aktuatorow magnetycznych do stabilizacji i ttumienia drgan mechanicznych podjeta

zostata miedzy innymi na przyktadzie przewodow z przeptywajacym przez nie ptynem.

19



2.3. Zastosowanie aktuatoréw magnetycznych do tlumienia

drgan oraz stabilizacji ukltadéw mechanicznych

W latach 90-tych zostala zaproponowana przez Kurnika koncepcja tozyska hybrydo-
wego, czyli tradycyjnego tozyska slizgowego z dodatkowymi sitownikami magnetycznymi
stuzacymi do stabilizacji wirujacego watu. W pracy [47] przedstawiono metode polegaja-
ca na przesunieciu wirnika — przy pomocy poprzecznych sit magnetycznych generowanych
przez te aktuatory — do nowego potozenia, w ktorym poprawie ulega statecznos$é¢ uktadu,
tj. wzrasta krytyczna predkosé wirowania. W kolejnej pracy [48] wykazano mozliwosé
znacznego zwigkszenia skutecznosci stabilizacji, dzigki zastosowaniu aktywnego sterowa-
nia sitownikami w zamknietej petli sprzezenia zwrotnego.

Temat byt kontynuowany przez Dziedzica i Kurnika [16] oraz Dziedzica [15] z uwzgled-
nieniem zjawiska histerezy magnetycznej. Pokazano mozliwo$¢ zwigkszenia krytycznej
predkosci katowej wirnika przy pomocy sterowania pozycyjnego i predkosciowego oraz
stwierdzono ztagodzenie charakterystyki rezonansowej dla kinematycznego wymuszenia
wynikajacego z drgan tozysk. W obu przypadkach sterowanie predkosciowe okazato sie
skuteczniejsze.

W pracy [52] wykazano, ze pasywne dziatanie sitownikow pozwala zwiekszy¢ krytyczne
obciazenie kolumny Becka. Poprawa stabilnosci okazata si¢ szczegélnie wyrazna w przy-
padku rozciagania sledzacego, ale zachodzita takze dla obciazenia $ciskajacego.

Histereza magnetyczna zachodzaca w ferromagnetycznych rdzeniach aktuatoréw jest
jednym z dwoéch zjawisk wykorzystywanych do dysypacji energii drgan. Oznacza ona
zaleznos¢ namagnesowania probki od wartosci zewnetrznego pola magnetycznego jakie
wystepowato przez cala jej historig, jak réwniez od obrébki mechanicznej i termicznej
probki, jej geometrii, naprezen oraz temperatury. Fizycy wciaz poszukuja ogodlnej teorii
wyjasniajacej to zjawisko. Rozwazania na ten temat mozna znalezé w monografii Bertot-
ti’ego [5], Knoepfela [40] i Nicolaida [62]. Zaproponowany przez Bertotti’ego uproszczony
model histerezy wykorzystany zostat w pracach Dziedzica i Kurnika. Nie okreslono jed-
nak jaki udzial w rozpraszaniu energii drgan watu ma histereza, a jaki — drugie ze zjawisk
elektromagnetycznych, czyli indukcja pradu w uzwojeniach aktuatorow.

Nieliniowa zewnetrzna sita sprezysta moze prowadzi¢ do chaotycznych drgan rury prze-
noszacej ptyn . Analogicznego zachowania mozna spodziewaé si¢ po wprowadzeniu
aktuatorow, gdyz generowana przez nie sita magnetyczna zalezy nieliniowo od wychylenia
i predkosci belki. Poniewaz zjawisko chaosu deterministycznego obserwowano wczesniej
w znacznie prostszych uktadach — nieliniowym oscylatorze Duffinga oraz Van der Pola
— dlatego najpierw badamy zachowanie uproszczonego uktadu oscylatora z dotaczonymi

sitownikami, poddanego harmonicznemu wymuszeniu sitowemu.
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3. Magnetyczne tlumienie drgan

Rozdzial po$wiecony jest badaniu mozliwosci wykorzystania elektromagnetycznych
zjawisk indukcji i histerezy do thumienia drgan mechanicznych. Rozwazamy uproszczo-
ny uktad — klasyczny oscylator harmoniczny z dotgczonymi aktuatorami magnetycznymi.
W pierwszym punkcie sprawdzamy skutecznos¢ ttumienia drgan swobodnych i wymuszo-
nych przy pominieciu histerezy magnetycznej. Nastepnie szacujemy ilosciowo udziat tego
zjawiska w catkowitej dysypacji energii w uktadzie. Na zakonczenie analizujemy nielinio-
wa odpowiedz uktadu na wymuszenie sitg harmonicznie zmienna. Wyprowadzamy rézne
postacie rownan elektro-magnetodynamiki aktuatorow, wykorzystywane dalej w uktadach

ciagtych. Wyniki z tego rozdziatu zostaly w catosci opublikowane [74], [75], [76].

3.1. Dynamika oscylatora harmonicznego z dolgczonymi

aktuatorami magnetycznymi

3.1.1. Model fizyczny

Pomiedzy dwoma identycznym elektromagnesami umieszczony jest oscylator harmo-
niczny o sztywnosci k [N/m] i masie m = 0,9 kg (rys. B.1)). Wewnatrz oscylatora znaj-
duja sie zelazne rdzenie tworzace wraz z elektromagnesami obwody magnetyczne, oba
o dhugoéci I = 0,4 m i przekroju poprzecznym A = 0,000314 m?2. Na rdzen kazdego z elek-
tromagneséw nawinietych jest N = 1200 zwojow drutu o oporze R = 8,16 €2, do ktorych
podlaczone jest stale napiecie U [V]. Szczeliny pomiedzy zwora i elektromagnesami wyno-
sza 21 =0+ x, 25 =0 — x, gdzie § = 0,01 m, a = € [0, 0] jest ograniczonym mechanicznie
wychyleniem zwory w kierunku prawego elektromagnesu. Zmienianymi parametrami sa
sztywno$é sprezyny k i napiecie U.

Jako model pierwotnej krzywej magnesowania zelaza, z ktorego wykonane sg rdzenie

przyjmujemy funkcje

H —16
225

B(H) =1,7—1,65exp (— ) + poH, H> 16 (3.1)

1 Aby prostym wzorem opisa¢ dokladnie krzywa magnesowania zelaza w interesujacym nas zakresie

napieé¢ przyjmujemy H > 16 A/m, co oznacza, ze U musi byé powyzej 15 V.
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Rysunek 3.1. Oscylator z dotaczonymi sitownikami magnetycznymi.

W powyzszym wzorze H [A/m| oznacza natezenie pola magnetycznego, B [T] jest gesto-
$cig strumienia magnetycznego (indukcja pola), a po = 47-1077 Tm/A jest przenikalnoscig
magnetyczng prozni. Krzywa ta uwzglednia zjawisko nasycenia magnetycznego i pozwa-
la zdefiniowaé wzgledna przenikalno$é magnetyczna u(H) = B(H)/(puoH), méwiaca jak

silnie zelazo wzmacnia pole magnetyczne w stosunku do prézni (rys. |3.2)).

1.8+ 5000
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B [T] H
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0,47 1000 -

0,2

0 : . . . . . . 0 : : . . ‘ : .
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Rysunek 3.2. Pierwotna krzywa magnesowania i krzywa wzglednej przenikalnos$ci magne-

tycznej zelaza (model wyktadniczy).

3.1.2. Statyka — sily, przenikalno$¢ magnetyczna

Z praw Ampere’a oraz Gaussa dla pél magnetycznych wynika, ze natezenia pola ma-
gnetycznego w rdzeniach elektromagnesow dane sg rownaniami
Ni,

Ho= o
2u(Hp)zn +1

n=1,2 (3.2)
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gdzie i,, n = 1,2 oznaczaja prady w uzwojeniach elektromagneséw. Réwnanie to posiada
doktadnie jedno rozwiazanie H,, > 16, jesli i, jest dostatecznie duze.
Zmajac pole magnetyczne mozemy wyliczy¢ site, ktorg kazdy z elektromagneséw przy-

ciaga oscylator. Rézniczkujac energie potencjalna Up, zmagazynowana w polu magne-

tycznym szczeliny otrzymujemy
(3.3)

2
Fn:2dUB" _ o . n=12.
dzn MOA

Wypadkowa site magnetyczna F' = F, — F} oraz sit¢ od sprezyny przedstawia rys.

3.3 z lewej. Dla duzych wychylen oscylatora wystepuje nasycenie magnetyczne rdzenia,
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Rysunek 3.3. Sita magnetyczna i sita od sprezyny (z lewej) oraz wzgledna przenikalnosé

magnetyczna lewego rdzenia (z prawej) w zaleznosci od napiecia i wychylenia oscylatora

objawiajace si¢ spowolnieniem tempa wzrostu sily magnetycznej. Liczba i statecznos$é
potozen réwnowagi uktadu zmienia sie wraz z napieciem U. Mozliwe sa sytuacje: (1) zerowe
potozenie stateczne, (2) zerowe polozenie stateczne, dwa niezerowe polozenia niestateczne
i dwa stateczne, (3) zerowe potozenie niestateczne i dwa niezerowe polozenia stateczne.
Wykres wzglednej przenikalnosci magnetycznej zelaza w lewym rdzeniu (rys. , z pra-
wej) pokazuje, ze w pewnych warunkach mozliwe jest przyblizenie u(H) = p* = 4000.

Pozwala to wyrazi¢ natezenia pola magnetycznego w rdzeniach jawnymi wzorami.

3.1.3. Réwnania elektro-magnetodynamiki, drgania
Ruch oscylatora poddanego wymuszeniu sitowemu opisuje II prawo Newtona. Jesli
U = 0, to sity magnetyczne znikaja i oscylator wykonuje drgania niettumione. Jesli U > 0,
to elektromagnesy przyciggaja oscylator, a ponadto jego ruch indukuje w uzwojeniach
dodatkowy prad, ktory — zgodnie z reguta Lenza — wytwarza pole magnetyczne prze-
ciwdziatajace zmianie pola wywotanej ruchem. Pojawia si¢ sita tlumigca wyrazajaca si¢

poprzez odpowiednig zmiane sit magnetycznych Fy i Fs.
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Zgodnie z prawem indukcji Faradaya indukowana w obwodach sita elektromotoryczna
jest proporcjonalna do predkosci zmiany strumienia magnetycznego. Korzystajac z II pra-
wa Kirchhoffa mozemy zapisa¢ réwnanie na prad indukowany ruchem oscylatora. Otrzy-

mujemy nastepujacy nieliniowy uktad réwnan rézniczkowych w postaci niejawnej

T =

mo = M%A (@2 — B?) — kx + Fysin(wt) (3.4)
3.4

RiLQ - U - N(I)LQ

x(0) = zo, v(0) =wp, i1(0) =1i2(0) = U/R.

Powyzej ®,, = p(H,)poH, A, gdzie H,, = H,(z,(t),i,(t)) oznacza rozwiazanie réwnania
(3.2) dla danych w chwili ¢ wartosci pradéw i wychylenia oscylatora (szczeliny).
Na rys. widzimy, ze wzrost napiecia zwieksza skuteczno$é ttumienia drgan swo-

bodnych, az do nadkrytycznego wlacznie (drgania nie wystepuja).

0,004
0,003
x[m] 000241 A

0,001 -1 i}

-0,001

-0,002- i

-0,003 i e
210

U=30V ——U=50V —U=80V e U=30V —-U=50V —U=80V

Rysunek 3.4. Drgania oscylatora dla réznych napie¢ U; k = 80000 N/m, Fy = 0, xg =
0,004 m, vy = 0.

Kolejny rysunek przedstawia sytuacje kiedy napigcie jest na tyle duze, ze srodkowe
potozenie oscylatora jest niestateczne, natomiast wystepuja dwa symetryczne wychylone
polozenia stateczne. Drgania wymuszone odpowiednio dobrang sita harmoniczna maja

wowcezas charakter chaotyczny. To zachowanie jest doktadniej analizowane w punkcie |3.3]

3.1.4. Charakterystyki dynamiczne

Przyjmijmy stala przenikalno$¢ magnetyczna pu(-) ~ p* = 4000, co jest uzasadnio-

ne dla nastepujacych par napiecie / zakres wychylenia oscylatora: 30/ £ 0,0080, 50/ +
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Rysunek 3.5. Drgania oscylatora; U = 150 V, k = 110000 N/m, Fy = 150 N, w = 27 -

50 rad/s, xg = z*, vo = 0.

0,0065, 80/ =+ 0,0040 (rys. 3.3 z prawej). Dynamike uktadu mozna wéwczas zapisa¢ réw-

naniami w postaci jawnej

dr

il

dv _ poAN? l i3 S — i 2] — ﬁg; + @sin(wt)

dt m 20 —x)+ /) 20+z)+1/pw) m m

diy _ [ 20 B (2((5+x)—|—l/,u*)R1 it (20 +z)+1/p)U (3.5)
dt 200 +x) + 1/ p* poAN? fo AN?

diy 20 2060 —a)+l/p)R| . (200 —2)+1/p)U

at l_2(5 e 110 AN? ] t 110 AN?

z(0) = xg, v(0) =wp, i1(0) =1i2(0) = U/R.

Rozwiazujac numerycznie réwnania otrzymujemy charakterystyki dynamiczne
uktadu. Na rys. z lewej, widzimy krzywe rezonansowe oscylatora. Majg one przebieg
podobny jak w przypadku tlumienia wiskotycznego. Wzrost napiecia powoduje ztago-
dzenie rezonansu (az do zaniku tego zjawiska) oraz spadek czestotliwosci rezonansowej
ponize] czestotliwosci drgan wtasnych.

Thimienie magnetyczne przypomina wiskotyczne réwniez pod wzgledem logarytmicz-
nego dekrementu tlumienia (rys. z prawej). Kolejne punkty oznaczaja logarytmy
ilorazéw maksymalnych wychylen zwory rézniacych si¢ o jeden okres. Po kilku cyklach

nastepuje ich stabilizacja.

3.1.5. Statecznosé

Zbadamy statecznosé¢ srodkowego potozenia rownowagi uktadu, przy braku wymusze-
nia sitowego. Na rysunku przedstawione sg trajektorie wartosci wtasnych macierzy
uktadu zlinearyzowanego wokol potozenia © = v = 0, iy = iy = U/R, parametryzowane
napieciem U = 80...105 V, przy k = 80000 N/m.
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Rysunek 3.6. Krzywa rezonansowa (po lewej, Fy = 40 N, 2 = 0, vg = 0) i logarytmiczny

dekrement ttumienia (po prawej, Fop = 0 N, 2o = 0,005, vy = 0) dla réznych napieé¢ przy

k = 80000 N/m.
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Rysunek 3.7. Wartosci wlasne uktadu zlinearyzowanego.

Dla U < Uy = 97,6 V wszystkie cztery wartosci wlasne majg ujemne czesci rzeczy-
wiste, zatem $rodkowe potozenie jest asymptotycznie statecznym (w sensie Lapunowa)
rozwiazaniem statym uktadu . Nieduze jego zaburzenie wywota gasnace z upltywem
czasu drgania. Jesli natomiast U > Upy, to jedna z wartodci wlasnych ma dodatnig
czesé rzeczywisty, wiec rozwigzanie to jest niestateczne. Ponadto trajektoria decydujacej
warto$ci wlasnej przecina o$ urojong wzdhuz osi rzeczywistej, co oznacza, ze mamy do
czynienia z bifurkacja dywergentng — pojawiaja sie nowe rozwigzania réwnowagi z oscy-

latorem $ciggnietym w strone jednego z elektromagnesow.
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3.1.6. Whnioski

Uktad elektromagnetyczny umozliwia skuteczne ttumienie drgan oscylatora. Uzyskany
efekt jest podobny do thumienia wiskotycznego. Przyjecie statej przenikalno$ci magnetycz-
nej zelaza pozwala zapisa¢ rownania ruchu w jawnej postaci, co przyspiesza ich rozwigzy-
wanie, a jednoczesnie wnioski dotyczace ttumienia zostaja zachowane. Wprowadzenie sity
magnetycznej wptywa na zmiany wtasciwosci dynamicznych uktadu — pojawiaja sie nowe
punkty rownowagi i wystepuje zmiana statecznosci dotychczasowych. W pewnych wa-
runkach odpowiedZ uktadu poddanego wymuszeniu harmonicznemu przypomina drgania

chaotyczne.

3.2. Wplyw histerezy magnetycznej na dysypacje energii drgan

3.2.1. Uklad

Badany uklad jest analogiczny do omawianego w poprzednim punkcie (rys. [3.1)).
Sztywnos$é sprezyny oscylatora wynosi & = 15000 N/m, a jego masa m = 1,5 kg. We-
wnatrz oscylatora znajduja sie stalowe rdzenie tworzace wraz z elektromagnesami ob-
wody magnetyczne o dlugosci [ = 200 mm i $rednicy 2a = 3 mm kazdy. Na rdzenie
elektromagneséw nawinietych jest N = 320 zwojéw drutu o oporze R = 1,22 Q (drut
miedziany ¢ = 0,25 mm), do ktérych podtaczone jest stale napiecie U. Szczeliny w ob-
wodach magnetycznych wynosza z; = § + x, 20 = § — x, gdzie 6 = 1 mm, a = € [0, ]
jest ograniczonym mechanicznie wychyleniem zwory w kierunku prawego elektromagnesu.
Zmienianym parametrem jest napiecie U.

Przewodno$¢ elektryczna stali, z ktorej wykonane sa rdzenie (stop Si-Fe, zob. [5])
wynosi 0 = 2-10% (2m)~!. Natomiast do opisu jej wlasnoéci magnetycznych przyjmujemy
dwuliniowg charakterystyke magnesowania

(Bs/Hs)H, 0< H < H;
B=¢(H)= (3.6)
Bs + wo(H — Hy), H > Hg,
gdzie Hy = 500 A /m jest wartoscia pola magnetycznego, przy ktérej nastepuje nasycenie
rdzenia, B, = 1,5 T jest indukcja nasycenia, a py = 47-107" Tm/A oznacza przenikalnosé
magnetyczna prozni.

Krzywa B-H oraz pochodzaca od niej krzywa wzglednej przenikalnosci magnetycznej
pw= u(H) = ¢(H)/(uoH) przedstawione sa na rysunku Prawdziwa krzywa magne-
sowania ma bardziej skomplikowany ksztalt [5]. Jesli jednak drgania nie sa zbyt duze
i zalgczone napigcie nie jest zbyt wysokie, to zgodnie z wynikami poprzedniego punktu,

przyjecie liniowej charakterystyki materialu rdzenia nie zmienia w sposdb zauwazalny

27



1,6 7 3000 4

2000 7

B [T] 0,8 - u

0,6
1000 -
0.4

0,2 1

0

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 : ‘ : ‘ ‘ ‘ ‘
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 0 200 400 600 800 1000 1200 1400
H [A/m] H [A/m]

Rysunek 3.8. Pierwotna krzywa namagnesowania oraz wzgledna przenikalno$¢ magne-

tyczna stali (model biliniowy).

zachowania uktadu. Dwuliniowa charakterystyka magnesowania uwzglednia dodatkowo

zjawisko nasycenia magnetycznego, zostata takze uzyta np. w pracy [15].

3.2.2. Model histerezy

Zastosujemy zaproponowany przez Bertotti’ego [5] model wyjasniajacy zjawisko histe-
rezy magnetycznej stratami powodowanymi przez prady wirowe. Powtorzymy rachunki
Bertotti’ego dla probki o geometrii z jaka mamy do czynienia w naszym przypadku,
a nastepnie podamy zalozenie, przy ktérych otrzymane réwnanie dobrze przybliza rze-
czywistosc.

Pela posta¢ modelu Bertotti’ego pozwala opisa¢ zarowno statyczna, jak i dynamiczna
petle histerezy. Dla danej probki petla statyczna zalezy tylko od amplitudy zmiennego pola
magnetycznego; petla dynamiczna zalezy réwniez od czestotliwosci i postaci (sinusoidalna,
tréjkatna, itp.) tych zmian. Doktadny opis obu typ6w histerezy wymaga zidentyfikowania
kilku parametrow fizycznych wtasciwych wyltacznie badanej prébee. Z tego powodu po-
przestaniemy na modelu petli dynamicznej, dodatkowo pomijajac jego czes¢ zwiazang ze

struktura domen magnetycznych.

Straty energii
Gdybysmy znali gesto$¢ pradu wirowego j (7, t) w kazdym punkcie probki r i w kazdej
chwili czasu t, to mogliby$Smy policzy¢ energie cieplng tracong w jednym cyklu na jednostke
objetosci (J/m?, liczbowo réwna polu petli histerezy) ze wzoru
P Ui e, )
s dV/ CAULZINpH 3.7
f v /V 0 o (37)
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gdzie o jest przewodnodcig elektryczng materiatu probki, V' jest jej objetodcia, a f —
czestotliwoscia zmian pola.

Niestety opisanie rozktadu pradu wirowego jest bardzo trudne, poniewaz zalezy on nie
tylko od geometrii probki i statych materiatowych, ale rowniez od struktury domen ma-
gnetycznych. Zaproponowany przez Bertotti’ego model traktuje indukowany prad wirowy
jako sume pradéw wywotanych przez losowo pojawiajace si¢ skoki Barkhausena, czyli
lokalne zmiany struktury domen. Usrednienie wptywu indywidualnych skokéw prowadzi
do dekompozycji strat energii na trzy sktadniki: strate histerezowa (hysteresis loss),

klasyczng (classical) i dodatkowa (ezcess)

?:%+OJ+@Jﬁ (3.8)

Pierwszy sktadnik odpowiada za statyczng — niezalezna od czestotliwosci zmian pola
— petle histerezy. Dwa pozostale opisuja petle dynamiczna. State Cy i Cy wymagaja iden-
tyfikacji, natomiast statg C; mozna wyliczy¢ znajac geometrie¢ prébki, jej przewodnosé
elektryczng oraz funkcje opisujacg zmiany pola magnetycznego w czasie. Jak podaje Ber-
totti [ibid., rozdz. 1], w przypadku zbadanego paska blachy ze stopu Si-Fe o grubosci 0,21
mm umieszczonego wzdtuz sinusoidalnie zmiennego pola magnetycznego o maksymalnej
indukcji 1,5 T state wynosza: Cy = 33, C = 0,058, Cy, = 1,4.

Dla badanego w pracy uktadu oscylatora zastosujemy model opisujacy drugi, linio-
wy wzgledem czestotliwosci, sktadnik petli histerezy. Jest on rezultatem pradu wirowego
ptynacego w makroskali, kiedy material traktowany jest jako jednorodny. Od tej pory
bedziemy ten prad oznaczaé przez j, pamietajac, ze caltkowity indukowany prad wirowy

w prébee jest wiekszy.

Réwnania Maxwella

Korzysta¢ bedziemy z rownan Maxwella. Kolejno sg to: prawo Faradaya, Ampere’a
oraz prawo Gaussa dla pola elektrycznego i magnetycznego, w postaci rozniczkowej oraz
catkowej. W drugim réwnaniu wystepuje tylko jeden sktadnik, poniewaz w drganiach
mechanicznych mamy do czynienia ze stosunkowo matymi czestotliwosciami, przy ktorych

wplyw poprawki Maxwella do prawa Ampere’a jest nieistotny [ib., rozdz. 3.

rotE = —0B/0t J,E = —d®/dt
rotH = 3 S H =1
(3.9)
divD = p D = Jyp
divB =0 B =0

W powyzszych réwnaniach D [C/m?] to indukcja elektryczna, B [T] — indukcja ma-
gnetyczna, E [V/m| — natezenie pola elektrycznego, H [A/m]| — natezenie pola magne-
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tycznego, ® [Wb| — strumieni indukeji magnetycznej, j [A/m?] — gestosé¢ pradu, I [A] —
sumaryczny prad, p [C/m?] — gestod¢ tadunku. Przez  oznaczamy krzywa w przestrzeni,
a I — powierzchnie ograniczajaca obszar przestrzeni V' (krzywa i powierzchnia sa zamknie-
te oraz odpowiednio regularne).

Ponadto spetnione sg nastepujace dwa zwigzki:
D =¢E, j=0FE, (3.10)

gdzie € jest przenikalnoscia elektryczna osrodka (zaltozenie liniowosci elektryzowania ma-

teriatu rdzenia), a o jest jego przewodnoscia elektryczna.

Réwnanie konstytutywne rdzenia

Na rysunku [3.9| przedstawiony jest nieskonczenie dtugi rdzen stalowy, wzdtuz ktérego
przylozone jest zmienne w czasie zewnetrzne pole magnetyczne H, = (0,0, H,), H, =
H,(t). Niech H = (0,0,H), H = H(z,y,t) oznacza pole magnetyczne w rdzeniu, B =
(0,0,B), B = B(z,y,t) — indukcje odpowiadajaca temu polu, a j = (js, jy,0), jo =
Ju(2,y, 1), Jy = Jy(x,y,t) — gestos¢ indukowanego pradu wirowego. Jesli rdzenie obwodéw
magnetycznych sa dostatecznie dtugie, to model ten mozna zastosowa¢ do badanego przez
nas uktadu. Wowczas H, jest polem magnetycznym wytworzonym przez zwoje elektro-

magnesu.

Rysunek 3.9. Rdzen stalowy umieszczony w osiowo skierowanym zmiennym polu magne-

tycznym.

Roéwnania Maxwella w postaci rézniczkowej (3.9) oraz zaleznosci (3.10) prowadza do
nastepujacego zagadnienia opisujacego pole magnetyczne w rdzeniu
O’H O0*H 0B

5 9 = (3.11)
oH oH
H|8A(t) — Hll(t)v %(07 07 t) - 07 ?y(ou O7t) =0. (312)
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Zapisujac laplasjan we wspotrzednych biegunowych otrzymujemy

o 100 _ 0B
or? r@r_aat

(3.13)

oH

or

Zatézmy teraz, ze B i 0B/0t w niewielkim stopniu zmieniaja sie wraz z odlegtoscia

H(a,t) = H,(t), (0,1) = 0. (3.14)

od $rodka rdzenia r. Mozemy wiec zastapic je przez wartosci srednie w przekroju rdzenia,
oznaczone odpowiednio przez B i dB/dt. Rozwiazanie réwnania (3.13)) dane jest wowczas
wzorem

1, dB

f— —_— J— 2 [
H=H, 40(@ ) s (3.15)

Otrzymany paraboliczny rozktad pola magnetycznego w rdzeniu jest przyblizony. Rzeczy-
wisty rozktad znalez¢ mozna w [40].
Prawo Ampere’a w postaci rozniczkowej implikuje, ze gestos¢ pradu wirowego indu-

kowanego w rdzeniu wynosi

: 0H 1 dB
] = _E = —50'7"%, (316)

przy czym ujemny znak wynika z reguty Lenza — wyindukowany wskutek zmiany pola
magnetycznego prad wytwarza pole przeciwdziatajace wyjsciowej zmianie.
Obliczajac dla przekroju rdzenia $rednie wartosci obu stron réwnania otrzymu-
jemy
1 ,dB

H=H,— -ca*—. 3.17
87 at (3.17)

Srednia warto$é pola magnetycznego w rdzeniu H musi by¢ zgodna z prawem magneso-
wania materiatu H = ¢~!(B), co prowadzi do nastepujacego réwnania konstytutywnego

rdzenia

—UQQ—_ + ¢ YB) = H,. (3.18)

Analogiczne réwnanie dla geometrii plyty znajduje sie w [5]. Réznia sie one stala stojaca
przy dB/dt — jedli ptyta ma grubosé 2a, to zamiast 1/8 wystepuje 1/3.

W przypadku cienkiej ptyty rozwazanej przez Bertotti’ego dyfuzja pola w materiale
zachodzita szybko i zalozenie o matych zmianach B i 0B/0t na przekroju prébki byto
spetnione. W naszej sytuacji nie jest to oczywiste. Aby stwierdzi¢ kiedy zatozenie to
mozna przyjaé¢ uzyjemy pojecia warstwy skérnej rdzenia [40]. W warstwie skornej wydzie-
lana jest wiekszo$¢ ciepta pochodzacego z indukowanych pradow wirowych. Glebiej pod
nig amplituda pola magnetycznego jest znacznie mniejsza niz w jej obrebie. Ten efekt
ekranowania warstwy skérnej (shielding effect) wykorzystuje sie na przyktad w piecach

indukcyjnych do powierzchniowej obrobki cieplnej metali.
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Grubosé warstwy skérnej rdzenia (skin depth) znajdujacego si¢ w harmonicznie zmien-
nym polu magnetycznym o czestotliwosci f dana jest wzorem
1

d= Nez (3.19)

Na rysunku [3.10] widzimy, ze wraz ze wzrostem czestotliwosci zmian pola grubos¢ warstwy

skérnej maleje. Upraszczajace zatozenie mozna przyjac, gdy jej grubosé jest wieksza niz

5

10 20 30 40
f [Hz]

Rysunek 3.10. Grubos¢ warstwy skérnej rdzenia w harmonicznie zmiennym polu magne-

tycznym

promien rdzenia. Dla danej w tym punkcie geometrii oraz danych wtasnosci elektrycznych

i magnetycznych materiatu rdzenia oznacza to, ze f < 24 Hz.

3.2.3. ROéwnania stanu ukladu

Dla ustalenia uwagi analizowa¢ bedziemy lewy elektromagnes. Na poczatku utozymy
roOwnanie opisujace zjawiska elektromagnetyczne w rdzeniu. Rozpatrzmy krzywa ~ prze-
chodzaca prostopadle przez $rodek kazdego przekroju poprzecznego rdzenia. Stosujac do

niej prawo Ampere’a w postaci catkowej otrzymujemy, ze
[-H(0)+2(0+z)-H.,(0)=1. (3.20)

gdzie H, H, sa natezeniami pola magnetycznego w rdzeniu i szczelinie, a I jest catkowitym
pradem przeptywajacym przez obszar przestrzeni objety krzywa ~.

7 prawa Gaussa dla pdél magnetycznych w postaci catkowej wynika, ze przez kazdy
przekroj poprzeczny obwodu magnetycznego przeplywa taki sam strumien magnetyczny.
Poniewaz przekrdj poprzeczny rdzenia A jest staty, wiec indukcja magnetyczna w rdzeniu
jest taka sama jak w szczelinie. Zatem

H=¢"YB), H,= B (3.21)
Ho
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Calkowity prad I jest sumg pradu przeptywajacego przez uzwojenia elektromagnesu oraz

pradu wirowego w rdzeniu
[=Ni+ l/aj(r)dr — Ni—I(H, — H(0)), (3.22)
0

gdzie druga réwnosé¢ wynika z (3.16|). Podstawiajac H, H, oraz I do (3.20)) oraz zastepujac

H(0) i B(0) przez wartosci srednie w przekroju rdzeniu otrzymamy

log™"(B) +2(6 + x)f = Ni—I(H, — ¢""(B)). (3.23)

Korzystajac z (3.18) otrzymamy nastepujace réwnanie

. _
fala2d—B + 72(5 +2)
8 dt Mo

PrzejdZzmy do rownania opisujacego indukcje w obwodzie elektrycznym. Zgodnie z pra-

B +1¢~Y(B) = Ni. (3.24)

wem Faradaya indukowana sita elektromotoryczna jest proporcjonalna do predkosci zmia-

ny strumienia magnetycznego. Korzystajac z Il prawa Kirchhoffa mozemy zapisa¢
== ——. (3.25)

Wyprowadzimy teraz wzér na sile magnetyczna. Potraktujmy chwilowo $rednia war-
tos¢ indukcji w rdzeniu jako funkcje wytacznie szerokosci szezeliny, B = B(z). Odsuwajac
oscylator od przyciggajacego go elektromagnesu na odlegtos¢ z gromadzimy w polu ma-

gnetycznym wypetiajacym szczeline energie potencjalng o gestosci
(3.26)

Wzér ten wyprowadza si¢ dla idealnego solenoidu, ale jest on prawdziwy dla dowolnego
jednorodnego pola magnetycznego. Stad wynika, ze ilo$¢ energii zmagazynowanej w szcze-

linie o szerokosci z wynosi

z A z _
U(z) = / w(y)Ady = [ B(2)2d= (3.27)
0 2110 Jo
i w rezultacie sita magnetyczna z jaka elektromagnes przyciaga oscylator jest rowna
au A -
F=2—="PB 3.28
= e (3.28)

Podstawiajac (3.25)) do (3.24)) w celu wyrugowania pradu, a nastepnie zapisujac ana-

logiczne rownania dla prawego obwodu elektromagnetycznego, otrzymujemy nastepujace

zagadnienie opisujace dynamike uktadu

T ="

A,
m@:—(BS—Bf)—kx+F0sin(27rft)

Ho

_ 3.29)
AN? 1 dB1y  2(0 +x) 5 _ NU (
—ola® ’ Byio+ 1 (Brg) = —

(R +80a> o + o 12+ 1907 (B12) 7

ZL’(O) = 2o, U(O) = 9, Blyg(O) = (b(ﬁgl,g).
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gdzie na mocy (3.20]) i przy zalozeniu zerowego poczatkowego pradu wirowego P_IOLQ jest

rozwigzaniem rownania
B NU/R
QM(HOLZ)((S + .To) + l

(3.30)

Hoi o

Indeksem 1 oznaczylisSmy tu wszystkie wielkosci w lewym obwodzie, a indeksem 2 — w ob-
wodzie prawym. W dalsze] czedci pracy bedziemy pomija¢ — oznaczajace wartos¢ $rednia

na przekroju rdzenia — daszki nad indukcjg B i natezeniem pola magnetycznego H.

3.2.4. Ttumienie drgan swobodnych i wymuszonych

Na rysunku przedstawione sg drgania oscylatora, w chwili zerowej wychylonego
do potozenia xg = 0,5 mm, przy napieciu U = 1,7 V. Histereza powoduje nieznaczny, ale

zauwazalny wzrost skutecznosci ttumienia.

i

o TR

(=

MR U

‘ brak histerezy — histereza ‘

Rysunek 3.11. Drgania swobodne, o = 0,5 mm, vg =0, U = 1,7 V.

Logarytmiczny dekrement ttumienia zdefiniowany jest jako log[z(nT')/z((n+1)T)], n =
0,...,29, gdzie T jest okresem drgan (rys. . Wartos¢ dekrementu z uwzglednieniem
histerezy jest od 15 do 19% wicksza, niz gdy zjawisko histerezy nie jest uwzglednione.

Charakterystyka rezonansowa pokazuje zalezno$¢ maksymalnej zarejestrowanej am-
plitudy drgan od czestotliwosci wymuszenia harmonicznego. Chcac zachowaé¢ zgodnosé
z teorig drgan liniowych mozna tez patrze¢ na amplitude drgan ustabilizowanych. Jednak
to podejscie jest bardziej czasochlonne, bowiem dla czestotliwosci bliskich rezonansowej
pojawia sie dudnienie, ktére — z uwagi na przecietng skutecznosé ttumienia magnetycznego
dla przyjetych w tym punkcie parametréow — utrzymuje sie przez dtugi czas.

Uwzglednienie histerezy magnetycznej powoduje bardzo niewielkie ztagodzenie cha-
rakterystyki rezonansowej uktadu dla wszystkich badanych pozioméw napiecia na elek-

tromagnesach (rys. [3.13). Pozorna nieciggto$¢ charakterystyki rezonansowej wynika z nie-
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Rysunek 3.12. Logarytmiczny dekrement ttumienia, o = 0,5 mm, vy = 0.

liniowosci réwnan elektro-magnetodynamiki. W rzeczywistosci wystepuje w tym obszarze

cykl niestateczny.

amplituda [mm)]

12 13 14 15 16 17
f[Hz]

rrrr U=1V - U=1V(h) —U=1,7V —U=1,7V (h) --U=2,5V — U=2,5V (h)]

Rysunek 3.13. Charakterystyka rezonansowa, o = 0, vg = 0, Fy = 0,1 N.
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3.2.5. Wplyw histerezy

Chwilowa moc tracona w jednym rdzeniu wskutek histerezy wyraza sie¢ wzorem

g (r, ) 1, (dBY
Py (t) = / “——dV = —ma"lo| — 31
(1) L Vv gralol— |, (3.31)
natomiast chwilowa moc pradu indukowanego w jednym uzwojeniu wynosi (zob. wzor

(3:25))

NAdB\> 1 dB\>
P.(t) = ) = —7%20°Ne| = .32
+(0) R( R dt) 336" U(dt) ’ (3:32)

gdzie G jest przewodnodcia elektryczna materialu uzwojenia (u nas miedzi). Wyprowa-
dzajac drugi wzor zatozyliSmy, ze uzwojenie elektromagnesu sktada sie z drutu o srednicy
12-krotnie mniejszej niz Srednica rdzenia. Uzwojenie to nawinieto w dwoch warstwach.
Po podstawieniu przyjetych wartosci liczbowych otrzymujemy, ze chwilowe straty mocy
wynikajace z histerezy magnetycznej stanowig ok. 19% strat powodowanych przez prad

wyindukowany w uzwojeniu.

3.2.6. Podsumowanie

Przyjete zostaty inne niz w punkcie zmienne stanu uktadu. Zamiast pradu w uzwo-
jeniach elektromagneséw wybraliSmy indukcje pola magnetycznego w ich rdzeniach. Po-
zwolito to uwzgledni¢ w modelu zjawisko histerezy magnetycznej oraz opisa¢ stan uktadu
réwnaniami rézniczkowymi danymi w postaci jawnej dla dowolnej (odwracalnej) charak-
terystyki magnesowania.

Whplyw histerezy magnetycznej na thtumienie drgan jest niewielki, ale zauwazalny. Mo-
del nie uwzglednia strat histerezowych wynikajacych z pradéw wirowych indukowanych
w rdzeniu w skali odpowiadajacej domenom magnetycznym, wiec w rzeczywistosci wpltyw
histerezy jest silniejszy. Z drugiej strony, przy wyzszych czestotliwo$ciach daje o sobie
znaé efekt ekranowania, ktéry zmniejsza wahania pola magnetycznego w rdzeniu, a wiec
ogranicza straty histerezowe i tym samym zmniejsza skutecznos$é¢ ttumienia.

Uwzglednienie dwoch pozostalych typow strat histerezowych wymaga identyfikacji pa-
rametrow modelu dla fizycznie istniejacych rdzeni. Natomiast modelowanie efektu ekra-
nowania pociagga za soba koniecznos¢ uwzglednienia zmiennego rozktadu pola w przekroju

rdzeni, co bardzo komplikuje opis matematyczny.
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3.3. Nieliniowa odpowiedz oscylatora na wymuszenie silg

harmoniczng

3.3.1. Uklad

Rozpatrujemy ten sam uktad co w punkcie [3.2] zwiekszajac jedynie sztywnos$é sprezyn
do k& = 18000 N/m i ustalajac state napiecie zasilajace elektromagnesy U = 7 V. Zmienia-
nymi parametrami sg amplituda Fj i czestotliwosé f sitowego wymuszenia harmonicznego.

Ten sam jest rowniez materiat, z ktorego wykonane sa rdzenie. Jego charakterystyke

magnesowania opisujemy jednak inng funkcja
B = ¢(H) = arctan(H/400), H > 0. (3.33)

Krzywa B-H i krzywa wzglednej przenikalnosci magnetycznej p = pu(H) = ¢(H)/(puoH)
przedstawia rysunek [3.14] Doktadny ksztalt prawdziwej charakterystyki magnesowania

2000

1 500

B [T] 0.8 u

1000

0.6

0,41 500

0.2

0 : . : . 0 . ; ; :
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
H [A/m] H [A/m]

Rysunek 3.14. Pierwotna charakterystyka magnesowania i krzywa wzglednej przenikalno-

Sci stali, model (3.33).

moze by¢ okreslony tylko empirycznie. Zalezy on nie tylko od sktadu stopu, lecz réwniez
od jego obrébki cieplnej i mechanicznej. Wedtug prac [5] i [6], nasycenid?] stopu Si-Fe
rowne okoto By, = 1,5 T jest osiagane dla natezenia pola Hy z przedziatu 500 ...5000
A/m, tak wiec krzywa przedstawiona na rysunku wydaje si¢ by¢ dobrym modelem

rzeczywistosci.

2 Wedtug [40], istnieja dwie definicje indukcji nasycenia. Odnosimy sie tutaj do praktycznej i dosé
nieprecyzyjnej definicji, tj. indukeji przy ktorej krzywa B-H zaczyna si¢ wyplaszczaé. Teoretyczna definicja
nasycenia jako limpg_ (B — puoH) jest niepraktyczna, gdyz wymaga ogromnych pél magnetycznych, nie

spotykanych w naszym uktadzie.
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Powodem zmiany modelu krzywej B-H jest cheé¢ przyspieszenia obliczen wyktadnikow
Lapunowa. Ponadto metoda analizy bifurkacyjnej zastosowana dalej w pracy wymaga ana-
litycznosci prawa ruchu uktadu dynamicznego. Numeryczne symulacje drgan ttumionych
pokazujg, ze wszystkie rozwazane charakterystyki prowadza do podobnych rezultatow.

Roéwnania stanu ukltadu sa te same co w poprzednim punkcie (3.29). Przyjmujac w nich

dB1 2
dt

padkows site magnetyczng F,, =

= 0, mozemy wyliczy¢ indukcje¢ B; o w zaleznosci od wychylenia oscylatora x. Wy-
% (B2 — B?) i sile sprezysta F, = kx przedstawia ry-
sunek Istotny tutaj bedzie efekt nasycenia magnetycznego rdzeni, prowadzacy do

pojawienia sie nowych punktéw réwnowagi +x*.

15

Fm, Fe [N] /-’ ,
54 ‘,.(, p
y ’
/’ //
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Rysunek 3.15. Sily: magnetyczna F), i sprezystosci F, dziatajace na oscylator.

3.3.2. Trajektorie

Trajektorie dla ¢t = 0,1/(32f),...,100 s (prébkowanie z czestotliwoscia 32f 1 czas sy-
mulacji 100 s) oraz ¢t = 0,1/(4f),...,2000 s zostaly wygenerowane przy pomocy metody
Rungego-Kutty-Fehlberga zastosowanej do réwnan stanu . Wychylenie oscylatora
przy czestotliwosci wymuszenia f = 13 Hz i prébkowaniu 32f przedstawione jest na
rysunku Wida¢, ze amplituda wymuszenia Fy = 1,1 N prowadzi do chaotycznych
drgan oscylatora. Kiedy ustalimy Fy = 0,3 N, oscylator drga okresowo wokot jednego
z punktéw rownowagi 2 =~ 0,48 mm — polozenia, przy ktérym sita magnetyczna réwna
jest sprezystej, jak na rysunku |3.15]

Widmo czestotliwosciowe wychylenia otrzymane dla tych samych parametréow i prob-
kowania pokazane jest na rys.[3.17] Analizowane byly trajektorie dla chwil czasu pomiedzy

30...50 s, aby poming¢ nieustalony stan na poczatku symulacji. Ciaglte widmo po lewej
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Rysunek 3.16. Wychylenie oscylatora, amplituda Fy = 1,1 N (z lewej) i Fy = 0,3 N (z
prawej), czestotliwosé f = 13 Hz, probkowanie 32f.
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Rysunek 3.17. Widmo wychylenia, amplituda Fy = 1,1 N (z lewej) i Fy = 0,3 N (z prawej),
czestotliwo$¢ f = 13 Hz, probkowanie 32f.

(z pikiem dla czestotliwosci wymuszenia) jest charakterystyczne dla uktadéw chaotycz-
nych.

Podobne wnioski mozna wyciagnaé¢ obserwujac zachowanie uktadu w tréjwymiarowej
przestrzeni (z,v, By), rys.|3.18, Tutaj byly analizowane trajektorie dla chwil czasu pomie-
dzy 25...40 s, aby pominaé okres przejsciowy na poczatku symulacji i wyraznie pokazaé
chaotyczny atraktor. Z lewej strony widzimy, ze atraktor wyptaszcza si¢ u géry, co wynika
z efektu nasycenia magnetycznego. Ponadto trajektoria zbiega do zbioru granicznego,
ktory prawdopodobnie ma utamkowy wymiar Hausdorffa (jakkolwiek obliczenia wymiaru
nie zostaly wykonane).

Jakosciows analize nieliniowego zachowania oscylatora zamkniemy przekrojem Poin-

caré na plaszezyznie z-v dla chwil czasu t = 0,1/f,...,2000 s, rys. m

3.3.3. Wykladniki Lapunowa

Najsilniejszym dowodem na to, ze uktad dynamiczny prezentuje chaotyczne zacho-
wanie jest dodatnia wartos¢ najwickszego wyktadnika Lapunowa. Istnieje kilka metod
obliczania najwiekszego wykltadnika Lapunowa (lub nawet calego widma). Wedtug [2],
najbardziej popularny jest algorytm zaproponowany przez Wolfa i in. [91]. Zostal on uzyty
w badaniach wielu uktadéw drgajacych. Wsrod nich jest analiza matematycznego waha-

dta i oscylatora Duffinga poddanego harmonicznemu wymuszeniu z losowa (bialy szum)
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Rysunek 3.18. Atraktor 3-D w przestrzeni (z,v, By), amplituda Fy = 1,1 N (z lewej)
i Fy = 0,3 N (z prawej), czestotliwosé f = 13 Hz, probkowanie 32f.
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Rysunek 3.19. Przekréj Poincaré na plaszezyznie z-v dlat = 0,1/f,...,2000 s, amplituda
Fy =1,1 N (z lewej) 1 Fy = 0,3 N (z prawej), czestotliwosé f = 13 Hz, probkowanie 4f.

czestotliwoscia [27], oscylator Duffinga z bezwladnosciowym wymuszeniem pochodzacym
od niewywazonego wirnika dotaczonego do uktadu [I3] i drgania wirnika podpartego ak-
tywnymi tozyskami magnetycznymi [33].

Algorytm Wolfa jest obliczeniowo czasochtonny [2] i ,nie bardzo odporny” [23]. Zatem
opracowane zostaly nowe metody obliczania wyktadnikéw, czy ogoélniej, rozstrzygania
o chaotycznym zachowaniu uktadow. Elegancka metoda obliczania calego widma Lapuno-
wa, ktorg uzyjemy w tej pracy, zostala zaproponowana przez Rangarajana i in. [80]. Au-
torzy wyprowadzaja uktad réwnan rézniczkowych na wyktadniki Lapunowa, ktéry moze
by¢ bezposrednio rozwigzany numerycznie. Metoda zostata przetestowana na przyktadzie

klasycznego oscylatora Van der Pola z wymuszeniem harmonicznym oraz uktadu Loren-
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za, w obu przypadkach dajac dobra zgodnosé z numerycznymi rezultatami otrzymanymi
wczesniej przy pomocy innych metod. Przedstawimy ponizej opis tego algorytmu.

Prawo ruchu dane jest rownaniami (3.29)), a w postaci wektorowe;
u = F(u,t), (3.34)

gdzie u = (z,v, By, By). Przypus$émy, ze pewna trajektoria odniesienia ug(t) dana jest dla
wszystkich . Wyktadniki Lapunowa sa Scisle powiazane z ewolucja odchytek od trajektorii
odniesienia U (t) = u(t) — ug(t). Ewolucje te otrzymujemy linearyzujac (3.34) wokot ug

U = D, F(ug,t)-U, (3.35)

gdzie D, F(ug,t) oznacza pochodng F' wzgledem zmiennych w obliczona w punkcie wo(t)
i t. Rozwiazujac powyzsze rownanie wzdtuz trajektorii odniesienia, mozemy okresli¢ linio-
we przeksztatcenie M (t), ktore zastosowane do poczatkowej odchytki Upee, daje wartosé
odchytki w chwili ¢

U(t) = M(t) - Upoes. (3.36)

Roézniczkujac to rownanie otrzymujemy wyrazenie na macierz M
M = D,F - M. (3.37)

Wyktadniki Lapunowa uktadu rowne sg logarytmom warto$ci wtasnych macierzy
A = limy_ oo (MM ™)/ )

Zamiast rozwigzywa¢ réwnania , autorzy omawianego algorytmu stosuja twier-
dzenia algebry liniowej do faktoryzacji macierzy M, otrzymujac w ten sposob rownania
na wyktadniki Lapunowa i dodatkowe zmienne, ktére lepiej poddaja sie¢ numerycznemu
rozwigzaniu niz réwnania . W naszym przypadku podejscie to prowadzi do ukta-
du czterech rownan rézniczkowych dynamiki oscylatora z aktuatorami , czterech
rownan na wyktadniki Lapunowa oraz szesciu rownan na dodatkowe zmienne. Uktad ten
dany jest w postaci jawnej, nie zostanie jednak przytoczony, gdyz rownania na dodatkowe
zmienne sg bardzo dtugie.

Réwnania zostaly rozwiazane dla ¢ = 0,1/(32f),...,100 s przy pomocy metody
Rungego-Kutty-Fehlberga. Wyktadniki Lapunowa zbiegaja do swoich prawdziwych war-
tosci, gdy czas dazy do nieskoniczonosci — zob. rysunek [3.20] przedstawiajacy zbiezno$é
najwiekszego wyktadnika.

Estymatory wyktadnikéw zostaly policzone przez usrednienie ich wartosci dla chwil
czasu pomiedzy 80...100 s. Rezultaty przestawione sa w tab.

Do tej pory przyjmowalismy amplitude wymuszenia Fy = 1,1 N dla przypadku cha-
otycznych drgan uktadu i Fy = 0,3 N dla drgan okresowych. Zaleznos¢ charakteru drgan
od amplitudy przedstawiona jest na rysunku [3.21]
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Rysunek 3.20. Zbiezno$¢ najwiekszego wykladnika Lapunowa, amplituda Fy = 1,1 N (z
lewej) i Fy = 0,3 N (z prawej), czestotliwo$é f = 13 Hz, prébkowanie 32f.

Tabela 3.1. Wyktadniki Lapunowa, czestotliwo$¢ f = 13 Hz, probkowanie 32f.

wykt. Lapunowa | \; Ao A3 A4
Fp=1,1N | 11,7 |-14,0 | -3443 | -10202
Fr,=03N -0,6 | -0,8 | -3512 | -8406

3.3.4. Rezultaty

Wykazalismy, ze elektromagnetycznie ttumiony mechaniczny oscylator w pewnych wa-
runkach prezentuje chaotyczne zachowanie. Algorytm zaproponowany w pracy [80] oka-
zal sie efektywny w obliczaniu widma Lapunowa.

Chaotyczne drgania pojawiajg sie w sytuacji, kiedy srodkowe potozenie rownowagi jest
niestateczne. W praktycznych zastosowaniach niestatecznosé ta jest niepozadana. Mimo to
konieczne byto zbadanie dynamiki uktadu z sitownikami magnetycznymi w sposob wyczer-
pujacy, niezaleznie od tego czy chaotyczna odpowiedz pojawi sie w realnych warunkach,

czy nie.

I— a® & & @ & & & & & 2

sgn A

=1 . & & & & & & 2 8 & 2 8 8 5 8 & B 8 & @ . Y
0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50
Fy[N]

Rysunek 3.21. Znak najwickszego wyktadnika Lapunowa, czestotliwo$¢ f = 13 Hz, prob-
kowanie 32f.
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4. Statecznosc¢ i okolokrytyczne zachowanie

kolumny Leipholza

Tematem rozdzialu jest zagadnienie Leipholza [55] — problem dynamiki jednorod-
nej belki wspornikowej obciazonej rownomiernie roztozong sita sledzaca. Przy dostatecz-
nie duzej wartosci obcigzenia srodkowe potozenie rownowagi kolumny traci statecznosé.
Wowecezas mate zaburzenie réwnowagi prowadzi do samowzbudzenia w postaci okresowych
drgan poprzecznych, tj. flatteru.

Badamy klasyczny przypadek Sciskania sledzacego, jak rowniez uktad z obcigzeniem
rozciagajacym. Uwzgledniamy wewnetrzne i zewnetrzne ttumienie w uktadzie. Nieliniowe
czastkowe rownanie dynamiki w postaci bezwymiarowej poddajemy dyskretyzacji Galer-
kina z uzyciem pierwszych dwoéch funkcji wlasnych belki wspornikowej. Wyprowadzamy
wzory na krytyczne obciazenie ttumionej kolumny, ktére pozwalaja otrzymaé¢ nowe oraz
potwierdzi¢ znane wyniki dotyczace wpltywu ttumienia na stateczno$¢ uktadu. Wyprowa-
dzamy takze wzory na pierwsze i drugie przyblizenie rozwigzania bifurkacyjnego w oto-
czeniu krytycznego obci@Zeniaﬂ Poprawnos¢ wykonanej analizy bifurkacyjnej sprawdza-
my rozwiazujac numerycznie rownanie dla wybranych parametréw. Ponadto wyniki dla
pierwszego przyblizenia rozwigzania poréwnujemy ze znanymi w literaturze. Omoéwienie

istniejacych badan w tym temacie znajduje sie w punkcie pracy.

4.1. Nieliniowe réwnanie ruchu

Interesuje nas dynamika poprzecznego ruchu kolumny. Tak jak w wigkszosci prac przyj-
mujemy, ze ruch ten odbywa sie w ptaszczyznie. Wychylenia kolumny sa umiarkowane,
zatem moga by¢ opisane jako funkcja potozenia i czasu. Poniewaz badamy okotokrytycz-
ne zachowanie uktadu, uwzgledniamy nieliniowo$ci geometryczne zwigzane z krzywizng
ugiecia. Wymiary kolumny nie zmieniajg sie pod wpltywem obcigzenia. Wewnetrzne i ze-
wnetrze ttumienie kolumny opisuje liniowy model Kelvina—Voigta. Pominiety jest wptyw
grawitacji.

Bezwymiarowe réwnanie dynamiki jest postaci [50], [49]

. ) 0 1

T — . (1 + B&]—> [77”” (n/Q N 1) + 3n//3 + 877/77”77”/} + /“7”/6 <0a577/2 N 1) ’ (41)
1 Méwimy o przyblizeniu rzedu 2 i 4 rozwinigcia rozwiazania w szereg potegowy.
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gdzie n = n(&, 7) — wychylenie kolumny w stosunku do jej dtugosci, £, 7 — bezwymiaro-
we zmienne oznaczajace potozenie i czas, (3,7 — wspoOtczynniki ttumienia wewnetrznego
i zewnetrznego, u — bezwymiarowe obcigzenie. Znak ,+” przy obcigzeniu p odpowiada
Sciskaniu, przy rozciaganiu zmieniamy znak na ,—”, tak by wartos¢ obciazenia p byta
zawsze dodatnia.

Warunki brzegowe sa w postaci zlinearyzowanej

n(0,7) =7'(0,7) =n"(1,7) =n"(1,7) = 0. (4.2)

4.2. Dyskretyzacja Galerkina

Rozwigzanie rownania czastkowego (4.1)) rzutujemy metoda Galerkina na dwuwymia-

rowa przestrzen rozpieta przez unormowane funkcje wtasne belki wspornikowej (dodatek

A1)
0(E,7) = WA(E)T1(7) + Wal&)To(7), (4.3)

otrzymujac dwa rownania zwyczajne drugiego rzedu na funkcje 7j, 7 = 1,2

,Tj = —77} -+ <1 + ﬁ(%) (alel + a2jT2 + CL3jT13 + CL4jT12T2 + CL5jT1T22 + aﬁjT23> + (4 4)

+ 1% (blel + ijTQ + b3jT13 + b4jT12T2 + b5jT1T22 + b6]T23) .

Wspétezynniki a;j;, b;; zaleza tylko od funkeji bazowych. Powyzsze réwnania przeksztal-
camy w uktad czterech réownan pierwszego rzedu przez wprowadzenie nowych funkcji

up =11, ug =Ty, uz =T, ugy =15

7:L1 = U9
. 3 2 2 3
Uy = —YU2 + aj1uy + ao1Us3 + aziuq + a41U U3 -+ as1U1Us + CL61U3‘|‘
3 2 2 3
+ M<b1lu1 + borug + bsiuy + byujug + bsiugus + b61U3)+
3az U’ 2
+ ﬁ ai11Ug + 91Uy + aziuus + a41u1u2u;z,+
2 2 2 3 2
+ A41UTU4 + A51U2U3 - 2G51U1UU4 + OG61 Uz Ug
(4.5)
Uz = Uy
A 3 2 2 3
Uy = —YUy + a12u1 + agus + a32Uq + Ag2UU3 + a52U1Us + &62U3+
3 2 2 3
+ M(blgul + bgng + b32’u1 + b42U1U3 + b5QU1U3 + b62U3>+

2
+ ﬁ(Gng + GooUy + 3@321,61’&2 —+ 2@42U1U2U3+

2 2 2
—+ AU U4 + A52U2U5 + 2@52U1U3U4 + 3@62U3U4) .
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Przyjmijmy w = [uy,up, us, us]" oraz f = [f1, fo, f, fa]", gdzie f; = fi(u,u), i =
1,...,4 oznaczaja prawe strony powyzszych rownan. Traktujac obciagzenie p jako parametr

bifurkacyjny, mozna zapisa¢ uktad w postaci wektorowe;

w = f(p,u) (4.6)

Punkt zerowy jest potozeniem réwnowagi przy dowolnej rzeczywistej wartosci obciazenia,

tzn. f(p,0) = 0.

4.3. Krytyczne obcigzenie i czestos¢ flatteru

Srodkowe polozenie réwnowagi uktadu (4.6) traci stateczno$¢ przy pewnej wartosci
obciazenia p = .. Krytyczne obcigzenie wyznaczymy stosujac kryterium Hurwitza do

wielomianu charakterystycznego uktadu zlinearyzowanego
P(r)=r'+ar’ + cr’ + cr + . (4.7)

Wspbtezynniki tego wielomianu traktujemy jako funkcje obciazenia oraz wspotezynnikow
thumienia wewnetrznego i zewnetrznego, ¢; = ¢;(u, 5,7), p € R, >0, v>0,i=1...4.
Zaktadamy, ze uktad jest ttumiony, tzn. § > 0 lub v > 0. Wszystkie pierwiastki powyz-
szego wielomianu maja ujemne czesci rzeczywiste (co jest rOwnowazne asymptotycznej
statecznosci w sensie Lapunowa uktadu ) wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory
gtowne macierzy Hurwitza sa dodatnie

Dy =c; >0, Dy = cic9 — c3 > 0,

(4.8)

D3 = cicocs — 6%64 — c?,, > 0, Dy =c4Ds > 0.
Przy zalozeniu, ze uktad jest ttumiony otrzymujemy c¢; > 0 oraz ¢4 > 0. Zatem uktad
jest asymptotycznie stateczny wtedy i tylko wtedy, gdy Dy > 01 D3 > 0. Pierwszy z tych

warunkow mozna zapisa¢ w postaci
Ap+ B >0, (4.9)

gdzie A = A(B,v) < 0, B = B(f,7) > 0 sa wielomianami stopnia odpowiednio 1
i 3, o wspétezynnikach zalezacych wylacznie od funkcji bazowych (dodatek [A.2)). Stad

otrzymujemy goérne ograniczenie na obcigzenie

B
< o, fo = -1 0. (4.10)

Warunek D3 > 0 przyjmuje posta¢ nieréwnosci kwadratowej
ap® + b+ ¢ > 0, (4.11)
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przy czym a = a(f,7) € R, b =b(08,7) € R, ¢ = ¢(8,7) > 0 sa wielomianami stopnia
2, 414 (dodatek [A.2)). Wyréznik A = b? — 4ac jest zawsze dodatni, wige jesli a # 0, to
powyzszy trojmian ma dwa pierwiastki

_—b—VA b+ VA

=5 H2 %0

> (4.12)

Mozliwe sg trzy przypadki:

1. a>0 <= v>589125-0
Wéwezas b < 0. Poniewaz ¢ > 0, wiec v/A < [b|, zatem minor D3 ma dwa dodatnie
pierwiastki j1; o. Ponadto pierwiastek po minora Dy lezy pomiedzy nimi, 0 < p3 < pp <
. Stad wynika, ze uklad jest asymptotycznie stateczny dla p < py (w szezegdlnosei
obciazenie rozciagajace nigdy go nie destabilizuje), a krytyczne obciazenie Sciskajace

Wynosi

Heompr = H1- (413)

Graficznie ten przypadek zaznaczony jest na rysunku [£.I] Obszar nieistnienia kry-

0-7

T T T T T T T T
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014 0.016

B

Rysunek 4.1. Obszar nieistnienia krytycznego obcigzenia rozciggajacego.

tycznego obcigzenia rozciagajacego obejmuje stosunkowo mate wartosci (3, a z prawej
strony brzegu obszaru warto$é¢ tego obcigzenia dazy do nieskonczonosci. Z tych powo-
dow wyznaczenie granicy obszaru przez numeryczne obliczanie krytycznego obcigzenia
jest ktopotliwe — prawdopodobnie dlatego w pracy [50] stwierdzono nieskonczone ob-
ciazenie rozciagajace tylko dla 3 = 0.
2. a<0 <= v<589125.-p3

W tym przypadku vA > |b|, a wiec niezaleznie od znaku b trojmian ma ujem-
ny i dodatni pierwiastek. Ponadto pg jest wiekszy od obydwu, pus < 0 < py < ppo.
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Zatem uktad jest asymptotycznie stateczny dla ps < g < pq, a krytyczne obciazenia

— &ciskajace oraz rozciagajace — wynosza

Heompr = M1, Mtens = H2- (414)

Zerowanie sie wspotczynnika b oznacza sytuacje, kiedy krytyczne obcigzenie $ciskajace

rowne jest co do wartosci obcigzeniu rozciggajacemu, co ilustruje rysunek

14

0.754

#0.50

0254

U T T T T T T T T T T
0 005 010 015 020 025 030 035 040 045 050

B

Rysunek 4.2. Wspoétezynniki thtumienia, dla ktorych krytyczne obciazenie $ciskajace rowne

jest obciazeniu rozciggajacemu.

3. a=0 <= 7=>589125-3

Oczywiscie punkty (3,7), dla ktérych trzeci minor degeneruje sie, sa punktami ciagto-

Sci krytycznego obcigzenia Sciskajacego jako funkcji wspotczynnikéw ttumienia. Po-

nadto mozna pokazaé, ze krytyczne obciazenie rozciagajace nie istnieje.

Otrzymane z powyzszych wzoréw wartosci krytycznego obcigzenia jako funkcji tar-
cia wewnetrznego, dla wybranych wspotczynnikéw ttumienia zewnetrznego, przedstawia
rysunek oraz tabela Thtumienie wewnetrzne przy niewielkich wartosciach obniza
warto$¢ krytycznego obcigzenia, dla wiekszych — ma charakter stabilizujgcy. Thimienie
zewnetrzne zawsze stabilizuje uktad. Wyniki te sg potwierdzeniem rezultatow przedsta-
wionych w [50].

Trajektoria decydujacej o statecznosci uktadu (4.6) wartosci wtasnej przecina o$ uro-
jona poza osig rzeczywistg. Zatem uklad traci statecznos$é¢ przez flatter, tzn. zachodzi
bifurkacja Hopfa stalego potozenia réwnowagi w okresowy ruch oscylacyjny. Czestosé
samowzbudzenia réwna jest czedci urojonej decydujacej wartosci wtasnej. Thumienie ze-
wnetrzne zwieksza czestosé drgan — zarowno w przypadku $ciskania, jak i rozciggania.
Dzieje si¢ tak, poniewaz ttumienie to zwicksza krytyczne obciagzenie kolumny. Z kolei
wzrost tarcia wewnetrznego zmniejsza czestosé samowzbudzenia, za wyjatkiem przypadku

Sciskania kolumny o duzej wartosci tego tarcia (rys. [4.4)).
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Rysunek 4.3. Krytyczne obciazenie Sciskajace (z lewej) i rozciagajace (z prawej) w funkeji

tarcia wewnetrznego.

B Heompr Htens

0 40,7746
0,00001 | 40,4833
0,0001 | 35,7474
0,001 | 25,9780 116,488
0,01 22,4685 68,0005
0,04 22,8831 64,7096
0,1 27,2260 65,1614
0,2 42,2174 68,2671
0,5 134,828 79,0655

Tabela 4.1. Krytyczne wartosci obciazenia Sciskajacego i rozciagajacego, v = 0,01.

4.4. Analiza bifurkacyjna

Interesuje nas przede wszystkim typ samowzbudzenia oraz statecznos¢ orbitalna drgan
flatterowych dla obciazen bliskich krytycznemu. Samowzbudzenie jest miekkie (bifurkacja
nadkrytyczna), jesli amplituda pojawiajacych sie drgan wzrasta w sposob ciagly wraz
z obciazeniem oraz twarde (bifurkacja podkrytyczna), gdy dla krytycznej wartosci ob-

cigzenia pojawia si¢ nieciggltos¢. W praktycznie stosowanych uktadach mechanicznych
skokowy wzrost amplitudy jest duzo bardziej niebezpieczny.

Przyjmijmy, ze prawo ruchu uktadu dynamicznego jest postaci

f= {fb . -;fN}T = f(p,u), f:Rx RY - RY analityczna. (4.15)
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Rysunek 4.4. Czestosé flatteru w punkcie krytycznym dla obciazenia Sciskajacego (z lewej)

i rozciagajacego (z prawej) w funkcji tarcia wewnetrznego.

W naszym przypadku N = 4, a f jest prawa strona réwnania (4.6[), jednak wyprowadzone

zostana w pelni ogdlne wzory. Potrzebne beda pojecia operatoréw wieloliniowych

fu...u = [fu...u,h BRI fu...u,N}T

N N o f; (4.16)
fuu7,(a1||an)zz W aLkl...an’kn
M ki1=1 kn=1 ukl e uk" w=per, u=0
oraz
T
fu...uu...u - {fu...uu...,u,l? ceey fu...u,u,...p,N}
N N an—l—'rf,
fu...up. .. ,i(afl|---|an): : A1 fy - Ap e,y s
— £ K klz=1 knzzl Ouy, ... Ouy, Ou” P— !
(4.17)
gdzie
a,cCV j=1,... n (4.18)
Jedlia, = ... = a, = a € RY, to operator (4.16) wyraza warto$¢ pochodnej rzedu n

funkcji f(per, ) w punkcie w = 0 policzona na wektorze a. Jesli parametr potraktujemy
jako kolejng zmienng, to analogicznym uogdlnieniem pojecia pochodnej funkcji wektorowej
bedzie drugi z operatorow.

Metoda Ioossa i Josepha [34] oméwiona w pracy [49] polega na konstrukeji rozwigzania
bifurkacyjnego w postaci szeregu potegowego przy wykorzystaniu alternatywy Fredholma.
Otrzymane rozwigzanie opisane jest nastepujacymi wyrazeniami

o0

ult,e) =3 ;lu(") Q) 1) en, (4.19)

n=1

49



Qe) = Qo + Z anE", p(€) = o + Z E,unen, (4.20)
n=1"""

n=1"
gdzie ) — czesto$é rozwiazania okresowego, u™(-) — 2m-okresowe funkcje rézniczkowalne
o wartoéciach w RY, Q,,, i1, — wspotezynniki bifurkacyjne, € — dodatni parametr propor-
cjonalny do normy (amplitudy) pierwszego przyblizenia rozwiazania bifurkacyjnego.

Poczatkowe wyrazy powyzszych szeregdow pozwalajg opisa¢ zachowanie rozwigzania
w otoczeniu punktu krytycznego .. = . Ponizej przedstawiamy wzory na pierwsze
i drugie przyblizenie rozwiazania bifurkacyjnego otrzymane przy uzyciu w/w metody.
Wyprowadzenia wzorow sa dlugie, totez zostana pominiete.

Oznaczmy przez A(p) macierz uktadu (4.6) zlinearyzowanego w potozeniu zerowym.
Zatem A(pq)a = fu(a) dla dowolnego a € RY. Ponadto niech 7, (1) = a(p) + b(p)i,
gdzie a(per) = 0, b(per) = Qo > 0 bedzie decydujaca o statecznosci wartoscia wtasna.

Wektor wlasny g odpowiadajacy r; oraz wektor sprzezony q* sa rozwigzaniami rownan
[Ater) = 71(pter)I| g = 0 (4.21)

[AT(NCT) - Fl(:ucr)—[} q =0. (4.22)

Niech wektor sprzezony bedzie unormowany tak, ze (g, g*) = 1, gdzie (a,b) = 3 a;b; jest
iloczynem skalarnym w C”. Ponadto oznaczmy przez K i L wektory bedace rozwiaza-
niami liniowych réwnan

A(/vbcr)K - _2fuu(Q|q) (423)
[A (pter) — 20T |L = — fuu(qlq), (4.24)

Wowczas pierwsze przyblizenie rozwigzania bifurkacyjnego opisane jest wzorami

u=cuY = 2R {qemt} (4.25)
1, 1,
Q=0+ 5926 : W= o+ JHae (4.26)
R{Dy} 1
H2 = _3a/<,ucr)’ Qo = pob'(per) + 5% {D>} (4.27)
D, = 3<fuu (q|K> + fuu (Q|L) + fuuu (Q|Q|(]) 7q*>‘ (428)

Amplituda funkcji u; wynosi 2¢|g;| 1 mozna pokazaé, ze nie zalezy ona od wyboru wektora
wlasnego q. Z kolei faza poczatkowa wynosi arg ¢;, a wiec zalezy od wektora wtasnego —
co jest zgodne z teza tw. Hopfa, ktora méwi, ze rodzina rozwigzan okresowych okreslona
jest z doktadnoscig do fazy.

Otrzymane wzory réznig sie od przedstawionych w [49] i [50]. Doktadne rachunki oraz
poroOwnanie numerycznego rozwigzania pierwszego przyblizenia z teoretycznymi przewi-

dywaniami wskazuja, ze powyzsze wzory sa poprawne. Pierwsza roznica jest w wyrazeniu
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oznaczonym Ds. Jednak w przypadku bezwymiarowego zagadnienia Leipholza bez ak-
tuatorow K = L = 0 i btedny sktadnik znika (ale bedzie juz wystepowaé w uktadzie
z dotaczonymi aktuatorami), zatem blad ten nie wpltywa na wyniki z pracy [50]. Drugi
btad wystepuje we wzorze na {29, zatem réwniez nie wplywa na najwazniejsze wnioski
z wymienionej pracy, ktore dotycza typu samowzbudzenia.

Oznaczmy teraz przez M,V X wektory bedace rozwigzaniami réwnan
[Apter) = 39T |M = =3 fuu(a|L) = fuuu(alala) (4.29)

A(per)V = = 3 fuu( K| K) = 6 fuu(L|L) — 6 fuuu(qlg|L)+
~ 6 fuuu(@1G|L) = 12 fuuu(q1q| K) — 6 fuuuu(qlalgla)+ (4.30)
— 62 fup(K) — 12015 fuupn(99)
[A(pter) — 20| X = — 4 £, (q|M) — 6 £, (K| L)+
— 6 fuuu(@lq| K) = 12 fuun(q1@|L) — 4 funun(alalgla)+  (4:31)

- 6M2fuu<L) - 6:“/2fuuu<q|q) + 12927'-[/7
gdzie pa, 2y okreslone sa wzorami (4.27). Drugie przyblizenie rozwigzania bifurka-

cyjnego dane jest wyrazeniami

1 . 1 .
() 2 (2) it Lo 2 2i0t
U = eu +26u —26?)?{qe }+2€ K +e §R{Le } (4.32)
Q= Oy + 20 + L0t — o+ Sp12€ + e (4.33)
=0T 2€ Y 4€, H= Ho 2M2€ 24,U4€ .
R{D,} 1
- _ Oy = gt (ier) + = {D 4.34
= S () 1= pab (per) + 231 Da} (4.34)

Di = (5Fuu(@lV) + 5 (@ X) + 10 fua (LI M) +
+ 10 fuuu (@@ M) + 15 fuuu (g1 K | K) + 30 fuuu(q|LIL) + 30 fuuu(q| K| L)+
+ 30 fuuun (01911 K) + 30 funnun(q1@1G| L) + 10 fuuun(qlgla| L)+
+ 10 fuuuunu(qlqlqlglg)+

+ 30M2fuuu(Q|K) + 30“2fuuu((_I|L) + 30M2fuuuu(q|q|(_1) + 15Ngfuuu((I)a q*>'
(4.35)

W przypadku kolumny Leipholza bez aktuatoréw funkcje f;(uq,us, us, uy) zawieraja wy-
tacznie sktadniki rzedu 11 3, a wiec fuu = fuuwuww = fuvuuu = 0. Ponadto fuuu = fuuu = 0.
Zatem powyzsze wyrazenia znaczaco sie upraszczaja — w szczegélnosci K = L = 01 drugie
przyblizenie rozwigzania u jest rowne pierwszemu.

Amplituda przyblizenia rozwiazania bifurkacyjnego dla pierwszej postaci wtasnej na

koncu kolumny wyrazona jest wzorem
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Diagramy bifurkacyjne na rysunku [4.5 przedstawiaja wzajemng zalezno$¢ miedzy am-
plituda oraz okolokrytycznym obciazeniem, ustalona wzorem (4.33) na pu(e) dla réznych
wartosci wspotezynnikow ttumienia wewnetrznego, przy ttumieniu zewnetrznym v = 0,01.

Galaz odgieta w lewo oznacza dodatni wyktadnik Floqueta i niestatecznos¢ orbitalna okre-

0,20 =
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0,15 o
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—_ i
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: : : T 0,0 . . : : :
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Rysunek 4.5. Amplituda rozwiazania bifurkacyjnego w zaleznosci od obcigzenia Sciskaja-

cego (z lewej) i rozciagajacego (z prawej), v = 0,01.

sowego rozwigzania, galaz odgieta w prawo — asymptotycznie stateczny cykl graniczny.

W przypadku obcigzenia Sciskajacego zawsze ma miejsce bifurkacja nadkrytyczna.
Wraz ze wzrostem tlumienia wewnetrznego gataz bifurkacyjna staje sie coraz bardziej
stroma, co oznacza szybkie narastanie amplitudy drgan dla obcigzenia rosnacego powyzej
wartosci krytycznej. Ekstremalne potozenie osiggane jest prawdopodobnie dla tej samej
wartosci 3, przy ktorej krytyczne $ciskanie jest rowne rozcigganiu. Dalszy wzrost ttumienia
wewnetrznego prowadzi do stopniowego opadania gatezi. Zachowanie to opisuje wykres
wspolezynnika po w zaleznosci od thumienia wewnetrznego (rys. 4.6} po lewej). Zauwazmy,
ze w okolicach ekstremalnego potozenia gatyZ zagina sie w lewo, co oznacza istnienie
niestatecznego cyklu o bardzo duzej amplitudzie dla obcigzen bliskich krytycznemu.

Dla kolumny poddanej $ledzgcemu rozcigganiu mamy do czynienia z bifurkacja pod-
krytyczna niezaleznie od wspoétczynnika tarcia wewnetrznego. Oznacza to, ze nawet dla
obcigzen mniejszych od krytycznego, niewielkie zaburzenie srodkowego potozenia row-
nowagi kolumny moze spowodowaé gwaltowny wzrost amplitudy drgan. Dla obcigzen
nadkrytycznych taka sytuacja bedzie miata miejsce przy dowolnie matym zaburzeniu. Jak
wynika w przebiegu gatezi rozwigzania, amplituda statecznego cyklu jest daleko poza za-
kresem stosowalnosci modelu, ktéry wydaje sie by¢ ograniczony do amplitud maks. rzedu
~ 0,2. W praktyce drgania ustalityby si¢ na mniejszym poziomie lub doprowadzity do
zniszczenia konstrukeji. Wzrost ttumienia wewnetrznego — przy niewielkich jego warto-

sciach — tagodzi zjawisko twardego samowzbudzenia, tzn. katastrofalny wzrost wychylenia
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Rysunek 4.6. Wspoétezynnik us dla obciazenia Sciskajacego (z lewej) i rozciagajacego

(z prawej) w funkcji tarcia wewnetrznego.

nastepuje przy wiekszym poczatkowym zaburzeniu i dla wiekszego obcigzenia. Duze war-
tosci tarcia wewnetrznego przynoszg odwrotny skutek; podobnie negatywny — niezaleznie
od wewnetrznej dysypacji — jest tez wpltyw tarcia zewnetrznego (rys. 4.6, po prawej).
Jesli chodzi o czestosé statecznych drgan flatterowych, to jest sens o niej mowié tylko
dla Sciskania $ledzacego. Z wyjatkiem przypadku bardzo silnego ttumienia wewnetrznego,

wzrost obciazenia w zakresie nadkrytycznym powoduje spadek czestosci drgan (rys. .

=
L
0,00 P
W
k)
ko)
i
)
&
&
L)
-0,25 o
L}
s'.
aa
o o o
&
Eﬁﬁ e
-0,50 o eeegéﬁaéé***
...... o
000055“” - o
o o w7
DD *
DD *4(*
o
0,751 2—*
.
=} *
*
.
o
~1,00 +—* : : ‘
0,1 0,2 03

[- 70 ©y 001 oy01 »y03

Rysunek 4.7. Wspotezynnik €2, dla obciazenia $ciskajacego w funkcji tarcia wewnetrznego.

Powyzsze rezultaty sa inne od zaprezentowanych przez Kurnika i Pekalaka [50], gdzie
Sciskana kolumna mogta wykazywac¢ zaré6wno migkkie, jak i twarde samowzbudzenie, a w

przypadku rozciggania sledzgcego zawsze zachodzita bifurkacja nad-, a nie podkrytycz-
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na. Tsiatas i Katsikadelis [88] zbadali okotokrytyczne zachowanie tylko jednej kolumny
o statym przekroju, ze stalym ciggtym rozktadem Sciskajacego obciazenia sledzacego. Roz-
wigzujac numerycznie zdyskretyzowane réwnanie ruchu pokazali, ze zachodzi bifurkacja
nadkrytyczna. Jednak dla przyjetych parametréw autorzy pierwszej pracy przewidywali
ten sam typ samowzbudzenia, zatem watpliwosci pozostaty (tym bardziej, ze uktad w [8§]
opisano nieco innym réwnaniem — uwzgledniajacym osiowe odksztalcenie).

W zwiazku z powyzszym sprawdzona zostata poprawnos¢ wykonanej i opisanej w tym
rozdziale analizy bifurkacyjnej. Nieliniowy uktad rownan otrzymany przy uzyciu metody
Galerkina rozwigzany zostal numerycznie dla nadkrytycznego $ciskania i podkrytycznego
rozciggania. W pierwszym przypadku rozwigzanie zbiegato do wyznaczonego cyklu gra-
nicznego, dla poczatkowego zaburzenia zaréwno mniejszego, jak i wigkszego od prognozo-
wanej amplitudy, a wyznaczona numerycznie czestosé drgan zgadzalta sie z teoretyczna.
W sytuacji rozciggania $ledzacego poczatkowe zaburzenie o amplitudzie nizszej od dolnej
gatezi bifurkacyjnej powodowalo gasniecie drgan, a wyzsze — ich nieograniczone wzrost
(amplituda statecznego cyklu jest nieosiagalna w przyjetym modelu). Ponadto drugie
przyblizenie dalto lepsza zgodnos¢ wynikdéw niz pierwsze.

Przeprowadzony test jest zatem w 100% zgodny z teorig i potwierdza poprawno$é
wyprowadzonych wzoréw oraz wykonanej analizy bifurkacyjnej. Przyczyna niezgodnosci
wynikéw najprawdopodobniej jest btad w dyskretyzacji Galerkina w pracy [50] (bledy
znalezione we wzorach na pierwsze przyblizenie rozwigzania bifurkacyjnego nie wpltywaja

na gtéwne wyniki dotyczace typu samowzbudzenia).

4.5. Konkluzje

1. Wyprowadzone zostaty analityczne wzory na krytyczne obciazenie kolumny. Pozwolity
one wykazac, ze przy danym ttumieniu wewnetrznym krytyczne obcigzenie rozciggaja-
ce nie istnieje, jesli ttumienie zewnetrzne jest dostatecznie duze. Ponadto umozliwity
okreslenie parametrow ttumienia, przy ktérych krytyczne obciazenie rozciagajace row-
ne jest $ciskajacemu.

2. Potwierdziliémy fakt, ze wzrost ttumienia wewnetrznego przy niewielkich jego warto-
Sciach obniza krytyczne obciazenie, a przy duzych — stabilizuje uktad. Potwierdzilisémy
stabilizujacy wplyw ttumienia zewne¢trznego.

3. Wozrost tlumienia wewnetrznego zmniejsza czesto$é drgan samowzbudnych, z wyjat-
kiem przypadku Sciskania kolumny o duzej wartosci tego ttumienia. Tarcie zewnetrzne
zwicksza czestosé drgan samowzbudnych.

4. Kolumna poddana sciskajacemu obciazeniu $ledzacemu ulega migkkiemu samowzbu-

dzeniu. Wzrost obciazenia w zakresie nadkrytycznym powoduje zwiekszenie amplitudy
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drgan samowzbudnych i spadek ich czgstosci (stabe i umiarkowane tarcie wewnetrzne)
lub wzrost czestosci (silne tarcie wewnetrzne). Amplituda drgan samowzbudnych ro-
Snie wraz ze wzrostem tlumienia wewnetrznego, gdy jest ono stabe lub umiarkowane
lub spada, gdy ttumienie wewnetrzne jest silne. Tarcie zewnetrzne w niewielkim stop-
niu zwieksza amplitude drgan dla umiarkowanej wewnetrznej dysypacji i zmniejsza,
gdy jest ona staba lub silna.

Rozciaganie éledzace prowadzi do bifurkacji podkrytycznej. Orbitalnie stateczne drga-
nia okotokrytyczne znajduja sie poza zakresem stosowalnosci modelu. Wzrost ttu-
mienia wewnetrznego — przy niewielkich jego wartosciach — tagodzi zjawisko twarde-
go samowzbudzenia, tzn. katastrofalny wzrost wychylenia nastepuje przy wiekszym
poczatkowym zaburzeniu i dla wiekszego podkrytycznego obcigzenia. Umiarkowane
i duze wartosci tarcia wewnetrznego przynoszg odwrotny skutek; podobnie negatywny

— niezaleznie od wewnetrznej dysypacji — jest tez wpltyw tarcia zewnetrznego.
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5. Pasywne tlumienie magnetyczne kolumny

Leipholza

Badamy dynamike kolumny Leipholza z dotaczonymi sitownikami magnetycznymi,
zasilanymi stalym napieciem elektrycznym. Sprawdzamy wpltyw sitownikéw na krytycz-
ne obcigzenie i czesto$¢ samowzbudzenia. Analizujemy rozwigzanie bifurkacyjne uktadu,
w szczegdlnosci badamy mozliwos¢é wykorzystania sit magnetycznych do zmiany twardego

samowzbudzenia w miekkie oraz ograniczenia amplitudy drgan okotokrytycznych.

5.1. Réwnania dynamiki uktadu

Badanym uktadem jest kolumna Leipholza, czyli belka wspornikowa obcigzona si-
la Sledzaca o wartoéci ¢ [N/m], z dotaczonymi sitownikami magnetycznymi, rys. .

Przyjmujemy te same zalozenia co w rozdziale [4 Dodatkowo zaktadamy, ze czestotliwosé

w A
7 , b
- x,
C—— N
- * >

Rysunek 5.1. Kolumna Leipholza z dotaczonymi sitownikami magnetycznymi.

drgan jest na tyle niska, ze indukcja magnetyczna oraz predkosé jej zmiany sa w przybli-
zeniu state na przekroju poprzecznym rdzeni kazdego z dwoch obwoddéw magnetycznych,
co pozwala zastosowaé model Bertotti’ego histerezy magnetycznej (zob. podpunkt .

Kolumna jest zamocowana wspornikowo rura stalowa o dtugosci L = 2000 mm, sred-
nicy zewnetrznej D = 11,11 mm i wewnetrznej d = 10 mm. Przy tych parametrach
wyliczamy mase na jednostke dlugosci m i sztywnosé gietng EI. Wychylenia kolumny
opisuje funkcja w = w(z,t).

Kazdy z dwoch obwodow magnetycznych sktada si¢ z rdzenia elektromagnesu, na ktory

nawinietych jest N = 1000 zwojéw drutu miedzianego o oporze R = 2,38 () oraz czesci
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rdzenia na stale zamocowanej do kolumny. Masa tej czesci stanowi ok. 4% masy calego
uktadu, zatem mozna pominaé¢ jej wptyw na dynamike. Dhugosé obwodu magnetycznego
wynosi [ = 300 mm, promiefi kotowego przekroju a = 2 mm, a jego pole A = ma?.
Szczelina w obwodach magnetycznych (tj. miedzy rdzeniami zamocowanymi na kolumnie
i elektromagnesami) w srodkowym potozeniu kolumny wynosi z = 4 mm. Inne zbadane
wartosci — 0,13 mm i 1 mm — prowadza do jakosciowo takich samych rezultatéw.

Zewnetrznym osrodkiem jest powietrze (wspdtezynnik ttumienia v* = 0,00097 kg/m /s
oraz masa powietrza przyspieszanego ruchem kolumny, na jednostke dtugosci, M, =
0,00018 kg/m) lub woda (0,17086, 0,11158). Parametry osrodkéow oraz stala ttumienia
wewnetrznego kolumny £* = 0,00019 s zostaly wyznaczone przy pomocy wlasnych pro-
cedur, ktére opisane sa w rozdziale [7]

Przewodno$é¢ elektryczna wlasciwa stali wynosi o = 2 - 10° (Qm)~!, a jako model
charakterystyki magnesowania przyjmujemy funkcje B = ¢(H) = arctan(H/400) T,
uwzgledniajaca efekt nasycenia magnetycznego oraz gtadka. Przenikalno$¢ magnetyczna
prézni wynosi o = 47 - 1077 Vs/(Am).

Zmienianymi parametrami sg: odlegtos¢ zamocowania aktuatorow od podstawy z.,
ktora wynosi 33%, 50%, 67% 1 100% dtugosci kolumny oraz zalaczone do nich napiecie U.

Przy tych oznaczeniach dynamika kolumny oraz zmiany indukcji w obwodach opisane
sa nastepujacymi réwnaniami (zob. [50] i rownanie (3.29)):

0
(m + Ma)lb = —~v*i + <1 _i_ﬁ*&) EI [w//// (w/2 _ 1) + 3w + 8w/w//w///} +

L A
+ w”/ 0.5uw? —1) + = (B2 — B 5., 5.1
4q ; ( ) Mo( 2 1) (5.1)
AN? 1 dB12  2(z £w(zx.,t)) NU
—ola® ’ C 2 Bia+ 17 (Brg) = —.
( R +80a> 7 + o 12 107 (Bi2) R

Zmak ,+” przy obciazeniu ¢ odpowiada Sciskaniu, przy rozcigganiu zmieniamy znak
na ,—", tak by wartos¢ obciazenia ¢ byta zawsze dodatnia.

Analogicznie jak w rozdziale |4, rozwigzanie réwnania czastkowego rzutujemy
metodg Galerkina na dwuwymiarows przestrzen, ktérej baza sg dwie pierwsze funkcje
wtlasne belki wspornikowej (oczywiscie funkcje te sa przeskalowane na cata dlugosé ko-

lumny i unormowane)

w(z, t) = Wy(2)T1(t) + Wa(z)Ta(t). (5.2)

Otrzymujemy dwa réwnania zwyczajne drugiego rzedu na funkcje 77 o, ktére sprowadzamy
do uktadu czterech réwnan rzedu pierwszego przez wprowadzenie funkcji uy = 11, ug =

Tl, ug = Th, uy = Ty. Oznaczajac dodatkowo us = B1— By oraz ug = By — By, gdzie By jest
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indukcjg w obwodach magnetycznych dla srodkowego potozeniu kolumny, otrzymujemy

ostatecznie uktad szesciu rownan zwyczajnych, zapisany w postaci wektorowej
w = f(q,u) (5.3)

Punkt zerowy jest potozeniem réwnowagi przy dowolnym obciazeniu ¢, tzn. f(q,0) =0
oraz q = (.- jest krytyczng wartoscig tego parametru, przy ktorej potozenie to traci sta-
tecznos¢. Analize bifurkacyjng wykonujemy przy pomocy tych samych wzoréw co w roz-
dziale {4} zastepujac bezwymiarowe obciazenie p przez parametr ¢ wyrazony w [N/m)]

i pamietajac, ze wymiar zagadnienia wynosi teraz N = 6.

5.2. Statecznos¢ i okolokrytyczne drgania Sciskanej kolumny

Leipholza z aktuatorami

Przy zerowym napieciu na aktuatorach umieszczony w powietrzu uktad traci statecz-
noé¢ dla obciazenia q.. = 146,0 (250,6 w wodzie) N/m, przy czestosci drgan Qq = 26,15
(32,35) rad/s. Czesto$¢ drgan jest wyzsza w wodzie, poniewaz dla ich samowzbudze-
nia wymagane jest znacznie wigksze obciazenie. Wspotezynnik bifurkacyjny ¢ = 0,250
(1,023) N/m jest dodatni, co oznacza bifurkacje nadkrytyczna. Wartosci wspodtezynnika
Qy = —0,016 (—0,068) rad/s oznaczaja, ze wraz ze wzrostem obciazenia powyzej krytycz-
nego czestosé drgan flatterowych maleje.

Zastosowanie aktuatoréw magnetycznych pozwala zwiekszy¢ q... Szczegdlnie wyrazna
poprawa statecznosci zachodzi w powietrzu oraz po zamocowaniu aktuatoréw w okoli-
cach 67% dtugosci kolumny. Dla uktadu umieszczonego w wodzie, zamocowanie ich blisko

podstawy lub na koricu kolumny dziala destabilizujaco (rys. [5.2)).
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Rysunek 5.2. Krytyczne obciazenie $ciskajace: powietrze (z lewej), woda (z prawej).
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Jesli chodzi o czestos¢ drgan samowzbudnych, to w powietrzu rosnie ona wraz ze
wzrostem napiecia, natomiast w wodzie — maleje (rys. . Dzieje si¢ tak niezaleznie od
punktu zamocowania aktuatorow. Zachowanie to mozna wyjasni¢ interpretujac ttumienie
magnetyczne jako wiskotyczne ttumienie osrodka o gestosci i lepkosci posredniej miedzy

powietrzem a woda.
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Rysunek 5.3. Czestosé flatteru dla obciazenia réwnego krytycznemu, powietrze (z lewej),

woda (z prawej), Sciskanie $ledzace.

Analogicznie jak w przypadku kolumny bez aktuatoréow (4.36)), amplituda pierwsze-
go przyblizenia rozwiazania bifurkacyjnego dla pierwszej funkcji bazowej — tym razem

w punkcie zamocowania aktuatoréw — wynosi
Ao = 2¢|qn| - Wi (). (5.4)

Poniewaz pierwsze cztery wspotrzedne wektoréw K i L sg zerowe dla rozwazanego ukta-
du, wiec powyzszy wzor okresla takze amplitude drgan drugiego przyblizenia rozwiaza-
nia. Uwzgledniajac drugie przyblizenie okotokrytycznej parametryzacji obciazenia ,
mozemy zredukowa¢ parametr € i wyprowadzi¢ zalezno$¢ miedzy amplituda oraz obcia-
zeniem, ktora przedstawiaja diagramy bifurkacyjne na rysunku

Decydujace dla tych diagraméw wartosci wspotezynnika bifurkacyjnego ¢o pokazane
sa na kolejnym rysunku. Dla uktadu umieszczonego w powietrzu, dodatnie i bardzo duze
(skala logarytmiczna) wartosci ¢o oznaczaja, ze sitowniki magnetyczne znacznie zmniej-
szaja amplitude drgan pokrytycznych. Skutecznos$é ich jest tym wieksza, im dalej od
podstawy kolumny sa zamocowane.

Zanurzenie kolumny w wodzie czyni sytuacje bardziej ztozong. Jesli zamocujemy ak-

tuatory w 33% dtugosci kolumny, to wspétezynnik go kilkakrotnie zmienia znak w funkcji
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Rysunek 5.5. Wspolezynnik bifurkacyjny go, powietrze (z lewej), woda (z prawej), $ciska-

nie sledzace.

napiecia i jest mniejszy od wartosci dla U = 0. Zatem nie jest mozliwe ograniczenie

amplitudy cyklu, co gorsza w pewnym zakresie napie¢ zachodzi bifurkacja podkrytyczna.

Odsuniecie aktuatorow poprawia sytuacje, bowiem dla z, = 0,50L i z, = 0,67L ttumie-

nie magnetyczne pozwala wyraznie (jednak nie tak bardzo jak w powietrzu) zmniejszy¢

amplitude drgan pokrytycznych. Jednak zamocowanie ich na koncu kolumny przynosi jed-

noznacznie negatywny efekt — twarde samowzbudzenie, ktére wraz ze wzrostem napiecia

pojawia sie przy coraz mniejszym obcigzeniu i ma coraz wicksza amplitude.

Dla uktadu umieszczonego w powietrzu zastosowanie sitownikéw magnetycznych spra-

wia, ze czestosé nadkrytycznego flatteru rosnie wraz z obciazeniem. W wodzie sytuacja



jest odwrotna, z wyjatkiem przypadku, kiedy aktuatory zamocowane sa w 2/3 dlugosci

kolumny (rys. [5.6)).
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Rysunek 5.6. Wspotezynnik bifurkacyjny €2y, powietrze (z lewej), woda (z prawej), Sci-

skanie sledzace.

5.3. Przypadek rozciggania Sledzacego

Jedli ttumienie zewnetrzne jest dostatecznie silne (w tym wypadku oznacza to wode
jako osérodek otaczajacy uktad), wowczas nie istnieje krytyczne obciazenie rozciagajace
kolumny; zostalto to wykazane w rozdziale [4

Uklad umieszczony w powietrzu traci stateczno$é dla obciazenia ¢, = 454,5 N/m,
przy czestosci drgan Qy = 14,21 rad/s. Wspotezynnik bifurkacyjny go = —5,286 N/m jest
ujemny, co oznacza bifurkacje podkrytyczna (odwrotnie niz przy Sciskaniu $ledzacym).
Warto$¢ wspotezynnika 2y = —0,441 rad/s jest takze ujemna, zatem mozna by spodzie-
wac sie, ze — tak samo jak w sytuacji Sciskania $ledzgcego — czestosé flatteru bedzie malata
wraz z obciazeniem. Pamietajmy jednak, ze amplituda statecznych drgan znajduje si¢ po-
za zakresem stosowalnos$ci modelu, tutaj dodatkowo ograniczonym szerokoscig szczeliny
z miedzy kolumng a elektromagnesami.

Obszar statecznosci na plaszezyznie (¢, U) przedstawiony jest na rysunku . Zamoco-
wanie aktuatorow w punkcie z, = 0,33L zmniejsza krytyczne obciazenie. W pozostatych
przypadkach nastepuje poprawa statecznosci, tym wyrazniejsza, im dalej od podstawy
kolumny znajduja sie aktuatory.

Czestos¢ samowzbudzenia — analogicznie jak przy Sciskaniu — ro$nie wraz napieciem

na aktuatorach, z wyjatkiem sytuacji, kiedy destabilizuja one uktad (rys. .
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Rysunek 5.8. Czestosé flatteru dla krytycznego obciazenia, rozcigganie $ledzace.

Diagramy bifurkacyjne na rysunku pokazujg negatywny efekt zamocowania ak-
tuatorow w 33% dhlugosci kolumny (wieksze napiecie poglebia twarde samowzbudzenie)
i pozytywny efekt zamocowania ich w potowie dlugosci kolumny (wzrost napiecia po-
woduje przejscie od samowzbudzenia twardego do miekkiego oraz dalsze zmniejszanie
amplitudy nadkrytycznych drgan flatterowych). Patrzac na warto$ci wspotezynnika g, na
kolejnym rysunku widzimy, ze skutecznos¢ aktuatoréw rosnie jesli odsuwamy je od pod-

stawy kolumny, co jest analogicznym wnioskiem jak w przypadku Sciskania sledzacego.

Jesli chodzi o czestosé drgan nadkrytycznych, to wprowadzenie ttumienia magnetycz-
nego powoduje — podobnie jak przy Sciskaniu — ze ros$nie ona, gdy zwickszamy obcigzenie

powyzej krytycznego, z wyjatkiem sytuacji z. = 0,33L (wtedy samowzbudzenie jest twar-
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Rysunek 5.10. Wspotezynniki bifurkacyjne go (z lewej) i Qg (z prawej) w zaleznosci od

napiecia, rozcigganie $ledzace.

de, a amplituda statecznego cyklu przekracza dopuszczalne wychylenie, rowne szeroko$ci

szczeliny z).

5.4. Wyniki

Poniewaz w uktadzie bez aktuatoréow wiele sposrod sktadnikéw wystepujacych we wzo-

rach na przyblizenie rozwigzania bifurkacyjnego znika, wigc porownanie numerycznej sy-

mulacji oraz teoretycznych wyliczen przeprowadziliSmy réwniez dla uktadu ttumionego

magnetycznie. Wyniki potwierdzaja poprawnosé¢ wykonanego badania.
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Zastosowanie sitownikéw magnetycznych pozwala zwiekszy¢ krytyczne obcigzenie. Sta-
bilizacja jest najwyrazniejsza, gdy sitowniki umieszczone sa w okolicach 2/3 dtugosci
kolumny liczonej od podstawy.

. W sytuacji Sciskania sledzacego kolumny stabo ttumionej zewnetrznie (powietrze), cze-
stos¢ drgan samowzbudnych wzrasta wraz z napigciem na aktuatorach. Przy silnym
thumieniu (woda) obserwujemy odwrotna zaleznosé. Umieszczona w powietrzu i rozcia-
gana kolumna takze zwykle zwigksza czestos¢ drgan samowzbudnych wraz z napigciem,
chociaz zamocowanie aktuatoréow blisko podstawy — a wiec wtedy, gdy destabilizuja
one uktad — przynosi odwrotny efekt.

Sitowniki magnetyczne pozwalaja znaczaco zmniejszy¢ amplitude drgan nadkrytycz-
nych powstajacych w wyniku samowzbudzenia migkkiego $ciskanej kolumny.

. W przypadku rozciagania sledzacego, ttumienie magnetyczne pozwala zmienié¢ nieko-
rzystne samowzbudzenie twarde w miekkie, a przy jeszcze wiekszym napieciu — ogra-
niczy¢ amplitude drgan nadkrytycznych.

. Wplyw aktuatorow na okotokrytyczne drgania kolumny wyraznie zalezy od tego w ja-
kiej odlegtosci od podstawy kolumny sa one zamocowane. W pewnych warunkach ich
uzycie powoduje pojawienie sie niebezpiecznej bifurkacji podkrytycznej.

Efekt dziatania sitownikow silnie zalezy od zewnetrznego ttumienia uktadu. Wyzsza
skutecznos¢ — zaréwno w stabilizacji uktadu, jak i ograniczaniu amplitudy drgan oko-

tokrytycznych — obserwujemy dla kolumny umieszczonej w powietrzu, niz w wodzie.
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6. Aktywna stabilizacja magnetyczna

kolumny Leipholza

W rozdziale tym sprawdzamy mozliwos¢ aktywnego stabilizowania kolumny Leipholza
przy pomocy aktuatoréw magnetycznych. Celem jest wyznaczenie takiego sterowania na-
pieciem zataczonym do aktuatorow, ktore pozwoli zwigkszy¢ krytyczne obcigzenie ko-
lumny. Rozwazamy sterowanie w petli sprzezenia zwrotnego, tj. zalezne od stanu uktadu
i niezalezne od czasu. Dokladniej mowigc, badamy liniowe sterowania napieciem, ktore

zalezg od: polozenia kolumny, jej predkosci oraz pradu w uzwojeniach elektromagneséw.

6.1. Matematyczny model uktadu

W praktyce pomiar indukcji w obwodach magnetycznych jest trudny, dlatego zamiast
niej do opisu stanu elektromagneséw uzywany bedzie prad ptynacy w ich uzwojeniach.
Przy takim wyborze zmiennych konieczne jest pominiecie wplywu histerezy magnetycznej
i przyjecie liniowej charakterystyki magnesowania. Ttumiacy efekt histerezy jest niewielki
(choé¢ zauwazalny), a krzywa B-H mozna aproksymowaé liniowo, jesli napiecie na elek-
tromagnesach nie jest zbyt duze (nie modeluje ona bowiem nasycenia magnetycznego
rdzeni), zob. rozdziat . Zatem oba te uproszczenia sa dopuszczalne, a numeryczne roz-
wigzanie réwnan pokazuje, ze w bardzo niewielkim stopniu zmieniaja one male drgania
kolumny ttumionej magnetycznie. Dotychczas stosowana krzywa B(H) = arctan(H /400)
zastepujemy przez styczna w zerze, tj. B = p*uoH, gdzie wzgledna przenikalnos¢ rdzenia
1 = 1989, a pg jest przenikalnosciag magnetyczng prézni.

Dynamike uktadu opisujg réwnania analogiczne do (j5.1)), z ta réznica, ze stan aktuato-
row okresla prad w ich uzwojeniach, tak jak w . Czastkowe réwnanie ruchu kolumny
poddajemy dyskretyzacji Galerkina w ten sam sposéb, co w rozdziale [5] Definiujemy
use = 112 — Up/R, gdzie Uy jest napieciem na kazdym z dwoch elektromagneséow dla
kolumny znajdujacej si¢ w srodkowym — poczatkowym — potozeniu réwnowagi, a i35 —
pradem w uzwojeniu pierwszego i drugiego elektromagnesu. Sterowaniem bedzie odchytka
napiecia y; 2 = Uy 2 — Up. Otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan, w ktérym pomijamy

zwigzane z krzywizna ugiecia jednomiany stopnia 3, poniewaz nie wplywajg one na sta-
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tecznos$¢ potozenia réwnowagi

al = U9
Uy = m—l—lj\/[< — Y uy + EI(ELHM + 6~L21U3> + q(511U1 + l~?21“3>+

+ BBl (an + aa) + Fuli(2,) )
ag = Uy
Uy = m—|—1]\/[( — Y uq + ET (6712101 + C~L22U3) + q@mm + 522U3)+

+ 8Bl (fnati + taus) + Fua(.) )
. 21, 2(z +w. ) + 4 U 2z +w. ) + L
= (2(2+5) L ( qu1272 . R) <u5+RO> " ( qu.7272 ’ (y1+U0)

e IJ’*

. Qi 2(z —we) + k& U\ 2(2—we) + -k
Ug = (— 2(2_5)+l — (ZMOZ]zm L R) <U6+RO> + ( ,UOA]\>/2 " (yQ—l-Uo)

)t s

(6.1)

gdzie w,, w, oznaczajg wychylenie i predko$é¢ kolumny w punkcie zamocowania aktuatoréw
We = Wl (xe)ul + Wg(xe)u3, we = Wl(l’e)ﬂa + WQ(ZE8>U4, (62)

a wypadkowa sita magnetyczna w kierunku drugiego elektromagnesu F;, wynosi

F, = 11gAN? < R l) —< L (6.3)
2(Z we) + o 2(Z + we) + ur

Wspétezynniki a;;, l;ij wyrazone sa analogicznymi wzorami jak w dodatku , z ta 167-

nica, ze catkowanie odbywa sie po dtugosci kolumny L (funkcje bazowe przeskalowane sg
na calg jej dlugosé i unormowane). Parametry fizyczne uktadu sa takie same jak przyjete

do analizy bifurkacyjnej.

6.2. Sterowanie w petli sprzezenia zwrotnego

Wprowadzmy wektorowe zmienne stanu w = [uy, ..., ug)" i sterowania y = [y, yo]*.
Ponadto niech f = [fi,..., f¢|*, gdzie fi = fi(u,y,q), i = 1,...,6 oznaczaja prawe stro-

ny réwnan (6.1). Wowcezas badany uktad dynamiczny mozna zapisa¢ w postaci wektorowej
y

Zerowy stan oraz sterowanie (u, y) = (0, 0) sa punktem réwnowagi przy dowolnej wartosci
obciazenia ¢, tzn. £(0,0,q) = 0, a g = g. jest krytyczna wartoscia obciazenia, przy ktorej

srodkowe potozenie traci statecznosc.
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Niech 1 bedzie rézniczkowalng funkcjg okreslong na zbiorze stanéw U C R® o war-
todciach w R?, spelniajaca 1(0) = 0. Szukamy takiego sterowania y = 1p(u), by uktad
byt stabilny w punkcie zerowym przy danym obcigzeniu g. Oznaczmy }(u,q) =
f(u,v¥(u), q). Asymptotyczna stabilnosé uktadu (6.4]) jest réwnowazna stabilnosci macie-
rzy pochodnej w zerze A funkcji }

N_af
A 87u( ,q) =

of
ou

of O

50 (0:0.0) + 5 (0.0.0) 5 (0) (65)

Wida¢ wiec, ze bez utraty ogoélnosci mozemy analize ograniczy¢ do liniowych sterowan
y = Ku, (6.6)

gdzie K = (K;j)axe jest pewna macierza rzeczywista, nazywang macierza sterowania.

Poniewaz przyjety model dobrze przybliza realny uktad pod warunkiem, ze indukcja
w rdzeniach nie jest zbyt duza, wigc normy rozpatrywanych macierzy musza by¢ ogra-
niczone. Przedstawione w dalszej czesci sterowania przy typowych drganiach uktadu nie
prowadza do nadmiernego wzrostu indukcji.

Obserwowany w rzeczywistosci ruch zdominowany jest przez pierwsza funkcje bazowa,
totez sterowanie nie powinno zaleze¢ od potozenia us i predkosci uy drugiej funkcji. Przyj-
mujemy zatem K3 = K1y = Koz = Ky = 0. Zbadamy efektywnos¢ trzech najprostszych

rodzajow sterowania.

1. Sterowanie zalezZgce od potozenia
W tym przypadku niezerowe sa jedynie elementy K7, i Ko macierzy sterowania K.

Kazdy ze wspoétczynnikéw wielomianu charakterystycznego macierzy A jest postaci
C(Ky — Ko) + D, (6.7)

gdzie C' i D nie zaleza od sterowania, przy czym jedna z nich moze by¢ rowna 0.
Wynika stad, ze K17 i Ky powinny mie¢ przeciwne znaki, gdyz w przeciwnym razie
sterowania pierwszym i drugim elektromagnesem dziatatyby przeciwko sobie. Ponadto,
dowolne wartosci wspotczynnikow tego wielomianu mozna osiagnaé przyjmujac K3 =

— K5 = Ky. Zatem macierz sterowania jest postaci

w 000 00
Ko=| " . (6.8)
—ky 00 0 0 O
2. Sterowanie zalezgce od predkosci
Analogicznie jak w powyzszym przypadku, otrzymujemy macierz sterowania
0 kK, 0000
K, = . (6.9)
0 —k, 00 0 O
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3. Sterowanie zalezZgce od prgdu
Ten rodzaj sterowania jest w praktyce najwazniejszy, bo tatwiej jest mierzy¢ prad
w uzwojeniach elektromagneséw, niz potozenie — a tym bardziej predkos¢ — kolumny.
Poniewaz uktad jest symetryczny, wiec sterowanie napieciem zalgczonym do pierw-
szego elektromagnesu w zaleznosci od pradu w jego uzwojeniu jest takie samo, jak
sterowanie napigciem zataczonym do drugiego elektromagnesu w zaleznosci od pradu
w drugim uzwojeniu, tj. K15 = Ko = ks. Tak samo jest w przypadku krzyzowego ste-
rowanie stanem wybranego aktuatora w zaleznosci od stanu drugiego, Ko5 = K6 = Ke.

Wspbtezynniki wielomianu charakterystycznego macierzy A sg postaci
Cks + Dk + E(k2 — K2), (6.10)

gdzie state C; D i E (inne niz w pierwszym przypadku i oczywiscie inne dla kazdego
wspolezynnika) nie zaleza od sterowania. Dla uproszezenia zbadamy osobno sterowanie

proste (k. =0) i krzyZowe (ks = 0), ktére wyrazaja macierze

0000 ks O 0000 0 &
K, = . K.= . (6.11)
0000 0 kK 0000 ke O

Potaczenie kilku rodzajoéw sterowania moze przyniesc¢ lepszy efekt, jednak czyni analize

bardziej skomplikowana. W tej pracy ograniczamy sie do najprostszych przypadkow.

6.3. Stabilizacja kolumny obcigzonej Sciskajgco

Na poczatku zbadamy sytuacje, kiedy pasywne dziatanie sity magnetycznej poprawia
stateczno$é kolumny. Aktuatory sg zamocowane w 33% diugosci kolumny liczac od jej
podstawy, a caty uktad umieszczony jest w powietrzu.

Niech sterowanie zalezy od potozenia kolumny. Na rysunku z lewej strony po-
kazana jest zaleznos$¢ krytycznego obcigzenia od statego napiecia na aktuatorach: przy
braku aktywnego sterowania, przy statym sterowaniu k,, = —300 V oraz przy sterowaniu
dobieranym kazdorazowo do danego napiecia tak, by ¢.. bylo maksymalne mozliwe do
osiggniecia. Aktywne sterowanie pozwala bardzo wyraznie poprawié¢ stateczno$é¢ uktadu.

Na rysunku obok, pokazujacym zaleznosé¢ miedzy krytycznym obciazeniem i sterowa-
niem przy napieciu Uy = 1 V widac¢, ze maksymalne obcigzenie osiggane jest przy sterowa-
niu prowadzacym do niestatecznosci nieobciazonej kolumny. Znak x,, jest ujemny, a wiec
sterowanie zwieksza napiecie na tym elektromagnesie, w kierunku ktorego wychylona jest
kolumna, co nie jest intuicyjnym wynikiem.

Rysunek dotyczy aktywnego sterowania zalezacego od predkosci. Jego skutecznosé

jest mniejsza niz sterowania zalezacego od potozenia, ale za to optymalne sterowanie nie
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Rysunek 6.1. Krytyczne obciazenie $ciskajace ze sterowaniem zalezacym od polozenia
i bez sterowania (z lewej) oraz zaleznos$¢ tego obciazenia od sterowania dla Uy = 1 V

(z prawej), x. = 0,33L, powietrze.

destabilizuje nieobciazonej kolumny. W tym wypadku wspétczynnik x, > 0, co jest zgodne
z intuicjg — ruch kolumny w kierunku ktoregos z aktuatoréw wymaga zwiekszenia napiecia

z przeciwnej strony.
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Rysunek 6.2. Krytyczne obciazenie $ciskajace ze sterowaniem zalezacym od predkosci
i bez sterowania (z lewej) oraz zalezno$¢ tego obciazenia od sterowania dla Uy = 1 V

(z prawej), x. = 0,33L, powietrze.

Jesli chodzi o proste sterowanie zalezace od pradu (rys. , to przy nieduzym napie-
ciu jest ono najmniej skuteczne ze wszystkich, przy wickszym — przynosi podobny efekt
jak sterowanie zalezace od predkosci. Ruch kolumny w kierunku ktoregos z aktuatorow
powoduje wzrost pradu w uzwojeniu znajdujacym sie z przeciwnej strony (reguta Lenza),

stabilizujace sterowanie powinno wzmacnia¢ ten efekt, zatem w; > 0.
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Rysunek 6.3. Krytyczne obcigzenie Sciskajace z prostym sterowaniem zalezacym od pradu

i bez sterowania (z lewej) oraz zaleznos$¢ tego obciazenia od sterowania dla Uy = 1 V

(z prawej), x. = 0,33L, powietrze.

Sterowanie krzyzowe stabilizuje uktad tak samo efektywnie jak proste, cho¢ przy in-

nych wartos$ciach wspotezynnika k..

Jesli ten sam uklad umiescimy w wodzie, wowczas pasywne ttumienie magnetyczne

destabilizuje kolumne. Mimo to, sterowanie ,potozeniowe” i ,predkosciowe” pozwalaja

zwiekszy¢ krytyczne obciazenie ponad warto$¢ dla uktadu bez aktuatoréow (to drugie —

w znacznie mniejszym stopniu i tylko wéwezas, kiedy napiecie nie jest zbyt duze), rys. 6.4

W tym wypadku obydwa rodzaje sterowania zalezacego od pradu jedynie zmniejszaja
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Rysunek 6.4. Krytyczne obcigzenie Sciskajace ze sterowaniem zalezacym od polozenia

(z lewej) i od predkosci (z prawej), z. = 0,33L, woda.

destabilizujacy efekt pasywnego dziatania aktuatoréw. Ciekawa jest tez w ich przypad-

ku zaleznos¢ efektywnosci sterowania od wartosci wspotczynnikéw kg, k. przy roéznych
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poziomach napiecia. Przyktadowo, przy niskim napieciu proste sterowanie poprawia sta-
tecznosé, jesli kg jest ujemne. Jesli jednak dodatnia wartos¢ kg jest dostatecznie duza, to
roOwniez moze nastapi¢ wzrost krytycznego obciazenia do identycznego poziomu. Z kolei
wieksze napiecie odwraca zaleznosé, z ta réznica, ze ujemne wartosci K, zawsze pogarszaja
statecznosc.

Pasywne dziatanie aktuatoréw umieszczonych w punkcie x. = 0,67L stabilizuje za-
rowno uktad umieszczony w powietrzu, jak i w wodzie. Zastosowanie sterowania prowadzi
do jakosciowo identycznych wnioskow jak w przypadku x, = 0,33L i niskiego ttumienia

zewnetrznego o$rodka.

6.4. Aktywne sterowanie przy rozcigganiu Sledzacym

Zajmiemy si¢ wytacznie uktadem umieszczonym w powietrzu, poniewaz w wodzie nie
istnieje krytyczne rozciaganie $ledzace i kolumna jest zawsze stateczna.

Tak jak w poprzednim punkcie, najpierw sprawdzimy aktywne sterowanie w przypad-
ku, kiedy pasywne tlumienie magnetyczne zwicksza krytyczng site sledzaca. Inaczej niz
przy Sciskaniu, konieczne jest tu wicksze odsuniecie aktuatoréw od podstawy, przyjmijmy
x. = 0,50L. Zarowno sterowanie zalezace od potozenia, jak i proste sterowanie zalezace
od pradu, bardzo wyraznie poprawiaja pasywne dzialanie aktuatoréow. Ostatnie pozwala
osiagnac wieksze krytyczne obcigzenie, ale wymaga to duzego napiecia. Sterowanie zale-

zace od potozenia ma tu réwniejsze dziatanie i jest bardzo skuteczne takze przy niskim

Uy (rys. [6.5).
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Rysunek 6.5. Krytyczne obciazenie rozciagajace ze sterowaniem zalezacym od potozenia

(z lewej) i od pradu (z prawej), x. = 0,50L, powietrze.
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Jesli chodzi o sterowanie predkosciowe, to jest ono — odwrotnie niz przy $ciskaniu —
nieco bardziej skuteczne od potozeniowego. Natomiast krzyzowe sterowanie zalezace od
pradu prowadzi do identycznego q.,. jak sterowanie proste.

Tak samo jak w sytuacji Sciskania sledzacego, optymalna stabilizacja zalezgca od po-
tozenia destabilizuje nieobcigzong kolumne. Znak wspotczynnika k,, jest w tym przypad-
ku przeciwny niz przy Sciskaniu, tj. dodatni. Sterowanie predkosciowe i oba sterowania
pradowe sg pod tym wzgledem bezpieczniejsze, tzn. jesli q.. = 0, to sterowany uktad
jest stateczny. W ich przypadku wspotczynniki sterowania maja ten sam znak, co przy
Sciskaniu.

Przejdzmy teraz do sytuacji, kiedy pasywne dziatanie aktuatoréw destabilizuje ko-
lumne, przyjmujac z. = 0,33L. Na rysunkach [6.0] [6.7] i [6.§ przedstawione sa zaleznosci
miedzy krytycznym rozcigganiem oraz sterowaniem zalezacym od — odpowiednio — poto-

zenia, predkosci i pradu (proste), przy réznych poziomach napiecia. W dwéch pierwszych
2000 2000
1500 - 1500 -
>3
1000 = 10001
R

5004 500

0 T T T 1 0 K/u
500 1000 1500 2000 500 1000 1500 2000
¢, [Nm] \ 4 INm]
-500-

-500-

Rysunek 6.6. Relacja miedzy krytycznym rozcigganiem i sterowaniem zalezacym od po-

tozenia dla Uy = 0,5 V (z lewej) i Uy = 3 V (z prawej), x. = 0,33L, powietrze.

przypadkach mozna teoretycznie osiggnac¢ stabilno$é¢ przy dowolnie duzej sile rozciggaja-
cej. Zatem jako Ky przyjmiemy maksymalng przy danym Uy wartosé¢ k., przy ktorej
nieobcigzona kolumna jest jeszcze stateczna. Jesli chodzi o znaki wspotczynnikéw sterowa-
nia poprawiajacego statecznosé, to s, jest dodatnie (znéw przeciwnie niz przy sciskaniu).
Natomiast znak stabilizujacego k, s zalezy od napiecia U.

Rysunek przedstawia mozliwe do osiggniecia w tej sytuacji krytyczne rozcigganie
sledzace ze sterowaniem zalezacym od potozenia i prostym sterowaniem zalezagcym od
pradu. Sterowanie predkosciowe jest nieco mniej skuteczne od potozeniowego, a krzyzowe
— od prostego. Tak jak przy sciskaniu, jedynie mechaniczne rodzaje sterowania pozwalaja
skompensowaé catkowicie pasywna destabilizacj¢ ttumienia magnetycznego, zwickszajac

krytyczne obcigzenie powyzej wartosci bez aktuatorow.
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Rysunek 6.7. Relacja miedzy krytycznym rozcigganiem i sterowaniem zalezacym od pred-

kosci dla Uy =1V (z lewej) i Uy = 3 V (z prawej), . = 0,33L, powietrze.
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Rysunek 6.8. Relacja miedzy krytycznym rozcigganiem i prostym sterowaniem zalezacym

od pradu dla Uy = 0,5 V (z lewej) i Uy = 3 V (z prawej), z. = 0,33L, powietrze.
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Rysunek 6.9. Krytyczne obciazenie rozciagajace ze sterowaniem zalezacym od potozenia

(z lewej) i od pradu (proste, z prawej), . = 0,33L, powietrze.
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6.5. Uwagi podsumowujace

Wykazalismy mozliwosé efektywnej stabilizacji kolumny Leipholza przy pomocy ma-
gnetycznych elementow wykonawczych. Skutecznosé poszczegdlnych metod sterowania
wyraznie zalezy od punktu zamocowania aktuatoréw, napiecia zasilajacego elektroma-
gnesy, tlumienia zewnetrznego oraz rodzaju obciazenia (Sciskajace lub rozciagajace).

Najefektywniej dziataja sterowania mechaniczne, tj. zalezace od potozenia albo pred-
kosci. Pozwalaja na osiagniecie najwickszych krytycznych obcigzen, ktore przekraczaja
krytyczne obciazenia kolumny bez aktuatoréw rowniez w przypadku destabilizujacego
pasywnego dziatania sity magnetycznej. Co wiecej, ich skutecznosé jest wysoka rowniez
przy niewielkim napieciu zasilajacym elektromagnesy.

Proste i krzyzowe sterowania zalezace od pradu dziataja bardzo podobnie do siebie.
Rowniez pozwalaja na zwickszenie krytycznego obciazenia, ale ich uzycie ma sens tylko
wtedy, gdy chodzi o wzmocnienie pasywnej stabilizacji uktadu przez aktuatory magne-

tyczne. Wymagaja tez wyzszego napiecia zasilajacego.
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7. Krytyczna predkosé¢ przeptywu w rurze

z dotaczonymi aktuatorami magnetycznymi

W tym rozdziale badamy mozliwoéé stabilizacji rury przenoszacej ptyn przy pomo-
cy ttumienia elektromagnetycznego. Sensownos¢ uzycia sitownikdéw ograniczona jest do
rur wykonujacych drgania o niewielkiej amplitudzie, a wiec metalowych i plastikowych.
Oznacza to konieczno$¢ uzycia ekstremalnych przeptywow, zatem rowniez odpowiedniego
doboru parametréw uktadéw tak, by otrzymane wyniki mogly by¢ w przysztosci potwier-
dzone eksperymentalnie. Przedstawione wyniki zostalty zreferowane na konferencji [77],

ale nie zostaly jeszcze opublikowane.

7.1. Uklad

Badanym uktadem jest rura, do ktorej zamocowane sa aktuatory magnetyczne (rys.

. Rura zawieszona jest wzdtuz pola grawitacyjnego g i przeptywa w niej woda z pred-

a0
I

Rysunek 7.1. Uktad — rura z przeptywem i dotaczonymi sitownikami magnetycznymi.

koscia V. Podparcie jest wspornikowe, dwustronne przegubowe albo dwustronne sztywne.
Woda pompowana jest w dot lub zasysana do gory. Parametry badanych uktadéw znaj-
duja sie w tabeli Sa to: L — dlugo$¢ rury, d — érednica wewnetrzna, D — $rednica
zewnetrzna, a — promien rdzenia obwodu magnetycznego aktuatora, [ — dtugos¢ obwo-

du magnetycznego, n — liczba warstw uzwojenia elektromagnesow, b — promien drutu
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Tabela 7.1. Parametry badanych uktadéw (rur i aktuatorow).

parametr | rura stalowa | rura PCV | jednostka

L 2000 4750 mm
d 10 70 mm
D 11,11 75 mm
a 2 3 mm
300 600 mm

n 4 5 ]
b 0,2 0,3 mm
Te 300 800 mm
z 0,13 1 mm

U 0,08 0,37 \Y

uzwojenia, x. — odlegto$¢ zamocowania aktuatorow od goérnego konca rury, z — szczelina

w obwodach magnetycznych w srodkowym potozeniu réwnowagi oraz U — napiecie na

elektromagnesach.

Ten sam uktad stalowej rury z sitownikami (przy innej tylko szerokosci szczeliny z)

badany byt w rozdziatach poswieconych kolumnie Leipholza. Z kolei parametry rury pla-

stikowej sa takie jak w eksperymentalnej pracy [45].

7.1.1. Rura

Material z jakiego wykonana jest rura oraz jej wymiary okreslajg dopuszczalne cisnie-
nie, pod ktérym dostarczana jest woda. Z kolei to cidnienie i geometria rury determinuja

predkosé¢ przeptywu. Potrzebne stale materialowe i parametry fizyczne pltynéw zamiesz-

czone sg w tabeli[7.2]

Tabela 7.2. State materiatowe i parametry fizyczne osrodkow.

gestosé modut naprezenie kinematyczny
materiat / ptyn | p [kg/m3| | Younga | uplastyczniajace | wsp. lepkoSci
E [GPa] Oyiela [MPal v [m?/s]
stal 7850 200 250 —
PCV 1060 24 40 —
woda 20°C 998 — — 1,004 - 1076
powietrze 20°C 1,204 — — 1,516 - 107°

Najwigksze naprezenie wystepuje na wewnetrznej Sciance rury przy goérnym koncu,
niezaleznie od tego czy woda jest pompowana w dot, czy zasysana. Warunek wytrzyma-

tosciowy okreslamy za pomocg hipotezy Hubera, tak jak w grubosciennej rurze z denkami
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w duzej odlegtosci od nich. Wyliczona ze wspoétczynnikiem bezpieczenstwa 2 maksymalna
dopuszczalna wartos¢ bezwzgledna réznicy pomiedzy ci$nieniem w gornej czesci rury oraz

ciSnieniem otoczenia wynosi

L oviea d\’
Pmaz = ﬁ 9 (1 - (D) ) . (71)

Predkos¢ przeptywu w rurze przy bezwzglednej réznicy cisnien wynoszacej p oblicza-

my z rOwnania Bernoulli’ego, zaktadajac brak strat lokalnych

LV?
S R ek (7.2)
Py 2dg
gdzie znak ,+" wystepuje gdy woda pompowana jest w dot, a ,—” pojawia si¢ w przypad-

ku ssania. Wspotcezynnik liniowych oporow tarcia A okreslony jest zaleznoscia Blasiusa

A =0,3164Re™ /4, (7.3)
gdzie
Re = ‘I//d (7.4)

jest liczba Reynoldsa przeptywu. Zalezno$é¢ Blasiusa stosuje sie do rur hydraulicznie gtad-
kich i przeptywéw turbulentnych, doktadniej 2300 (4000) < Re < 10°. Ostatecznie pred-

koS¢ przeptywu dana jest wzorem

4/7
2 (d\"*d D
(= (%) Y(xrg+?)) . .
v (0,3164 (,,) L< g+p> (7:5)

Szczegblnie trudne bylto znalezienie stalowej rury, dla ktérej warunek wytrzymatoscio-
wy pozwoli osiggnaé¢ wymagang do utraty statecznosci — duzg w tym wypadku — predkosé¢
krytyczna, a jednocze$nie predkosé ta nie spowoduje przekroczenia géornego ograniczenia
na liczbe Reynoldsa przeptywu, przy ktorej mozna jeszcze stosowac zaleznosé Blasiusa.

W przypadku rury ssacej dodatkowym problemem jest kawitacja. Temperatura wrze-
nia wody pod ci$nieniem 123,5 hPa wynosi 50 °C. Przyjmujemy zatem, ze ci$nienie w gor-

nej czesci rury nie moze by¢ mniejsze niz 10% cisnienia atmosferycznego.

7.1.2. Aktuatory

Dla wybranej rury szukamy aktuatora optymalnie ttumiacego drgania swobodne przy
podparciu wspornikowym. Potrzebne parametry elektromagnetyczne znajduja si¢ w tabeli
7.3l

W chwili poczgtkowej wolny koniec rury wypelnionej woda wychylamy o 20% ze-
wnetrznej $rednicy do potozenia w(L, 0). Przyjmujemy, ze ugiecie nastepuje wedtug pierw-

szej funkcji wlasnej belki wspornikowej. Nastepnie szukamy parametrow a, [, n, b, x.,z1 U,
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Tabela 7.3. Charakterystyki elektromagnetyczne materiatéw i osrodkow.

parametr wartosé

krzywa magnesowania stali B = ¢(H) = arctan(H/400) T
przewodnosé elektryczna wlasciwa rdzeni (stal) o =2-10°1/(Ohm - m)
przewodnosé elektryczna wlasciwa uzwojenia (miedz) 58,6 - 105 1/(Ohm - m)
przenikalnos¢ magnetyczna prézni po = 41 - 1077 Vs/(Am)

przy ktérych po 10 cyklach amplituda drgan swobodnego konca jest minimalna. Optyma-

lizacje wykonujemy metoda systematycznego przeszukiwania. Parametry a,l,n,b,x, i U

przebiegajg pewng arbitralnie wybrang kostke, a szerokosé¢ szczeliny z zmienia sie w za-

leznoéci od punktu zamocowania aktuatoréow z.. Kazdy okredlony w ten sposdb wektor
parametrow staje si¢ rozwigzaniem dopuszczalnym, gdy spetnione sa nastepujace warunki:

1. Masa rdzeni zamocowanych na rurze nie przekracza 5% masy wypelnionej wodg rury
z rdzeniami.

2. Przynajmniej jedna z indukcji w obwodach magnetycznych B » jest nie wigksza niz
70% indukcji nasycenia.

3. Wartosé¢ wypadkowej sity magnetycznej od aktuatorow przy maksymalnie wychylonej
rurze (tj. w chwili poczatkowej) nie przekracza 50% wartosci sity sprezystej wytwa-
rzanej przez rure w punkcie ich zamocowania.

4. Wartos¢ wypadkowej sity magnetycznej od aktuatoréw w zaleznosci od wychylenia
rury w punkcie ich zamocowania w(z.,-) albo jest funkcja wypukta na przedziale
[0, w(xe,0)], albo nie jest funkcja wypukta i w zadnym punkcie nie przekracza sity
sprezystej ugietej rury.

Pierwszy warunek oznacza, ze wpltyw — nie uwzglednianej w réwnaniach — masy si-
townikow na dynamike jest niewielki. Drugi prowadzi do odrzucenia uktadow, w ktorych
indukcja jest bliska poziomu nasycenia, zatem nie zmienia si¢ istotnie podczas drgan i tym
samym daje niewielki efekt tlumiacy. Dwa ostatnie warunki wyjasnia rysunek [7.2] Oba
aktuatory przyciagaja rure w przeciwnych kierunkach sitami, ktore zaleza od szeroko-
Sci szezelin z + w(x,, ). Wypadkowa sita magnetyczna jest zerowa tylko w srodkowym
potozeniu rury i wraz z jej wychyleniem ro$nie nieliniowo. Przy niskich napieciach ten
wzrost w przedziale [0, w(z., 0)] opisuje funkcja wypukta, przy duzych — wklesta; mozliwe
sg tez bardziej ztozone przypadki. Jednoczesnie wraz z wychyleniem rosnie liniowo sita
sprezysta rury, dla ktorej stata proporcjonalnosci mozna wyliczy¢ jak przy klasycznym
zginaniu belki. Jesli sita ta jest co do wartosci wyzsza od sity magnetycznej, to srodko-
we polozenie rownowagi jest stateczne — to wladnie gwarantuja warunki trzeci i czwarty.
W warunku trzecim zadamy stosunkowo niskiej wartosci sity magnetycznej, poniewaz war-

tos¢ sity sprezystej wyliczona ze wzoréw znanych z wytrzymatosci materiatow stosuje sie
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Rysunek 7.2. Wypadkowa sita magnetyczna dla réznych napiec i sita sprezysta w zalez-

nosci od wychylenia przyktadowej rury

w naszym uktadzie jedynie w przyblizeniu. Wynika to stad, ze punktowemu obcigzeniu
odpowiada ugiecie belki opisane wielomianem, podczas gdy przyjelismy ugiecie wedtug
pierwszej postaci wtasnej.

Zmnalezione parametry sitownikéw optymalnie ttumiacych drgania swobodne pokazane
sa w tabeli[7.1] Wplyw tlumienia magnetycznego na swobodne drgania wypelnionej woda

stalowej rury umieszczonej w powietrzu przedstawiony jest na rysunku [7.3]

w(L,t) [mm]

Rysunek 7.3. Wychylenie konca wypetionej woda stalowej rury z dotaczonymi aktuato-

rami optymalnie ttumigcymi drgania.

Im blizej podparcia umieszczone sa aktuatory, tym mniejsze wychylenie rury oraz
wigksza silta sprezysta, co pozwala zmniejszy¢ poczatkowa szczeling w obwodach magne-
tycznych i zwiekszy¢ zataczone napiecie. Okazuje sie, ze poprawia to skuteczno$é ttumienia
— optymalna wartos¢ x. to dolne ograniczenie na ten parametr. Ograniczenie to zostato
ustalone z tego powodu, ze w rzeczywistosci rdzenie maja pewng niezerowg dtugosé i kazdy
z aktuatoréw dziala para sil, co moze mie¢ niezaniedbywalny wptyw, gdy umieszczony

zostanie bardzo blisko podparcia.
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7.2. Dynamika

7.2.1. Zalozenia

1. Rura
a) Ruch odbywa sie w plaszczyznie x —w, poniewaz zgodnie z istniejacym stanem wie-
dzy (zob. rozdzial [2) dwuwymiarowy model jest wystarczajacy do prognozowania
zjawiska niestabilnosci.
b) Wymiary rury nie zmieniaja sie pod wplywem wewnetrznego ci$nienia ptynu ani
tarcia wywotanego przeptywem.
¢) Drgania sa niewielkie, rura jest smukta, zatem mozna zastosowaé liniowy model
belki Bernoulli’ego-Eulera.
d) Material jest wiskoelastyczny i wewnetrzna dysypacje opisuje model Kelvina-Voigta.
2. Sitowniki magnetyczne
a) Czestotliwo$¢ drgan rury jest na tyle niska, ze indukcja magnetyczna oraz pred-
kos¢ jej zmiany sg w przyblizeniu state na przekroju poprzecznym rdzeni kazdego
z dwoch obwodéw magnetycznych, co pozwala zastosowaé Bertotti’ego model hi-
sterezy magnetycznej [75].
b) Niewielkie drgania rury skutkuja duzymi wahaniami indukcji magnetycznej w ak-
tuatorach, totez konieczne jest uzycie nieliniowych réwnan magnetodynamiki.
3. Przeptyw
a) Plyn jest lepki i niedcisliwy.
b) Przeptyw jest w peli rozwiniety turbulentny, a wiec mozna modelowaé go jako

tzw. plug flow — nieskonczenie elastyczny pret poruszajacy sie w rurze.

7.2.2. Rownania stanu

Rura obustronnie podparta lub wspornikowa przenoszaca ptyn w kierunku

swobodnego konca

Dynamike opisuje liniowe réwnanie czastkowe drgan poprzecznych rury sprzezone

z nieliniowym réwnaniem zwyczajnym zmian indukcji w obwodach magnetycznych

L0 o'w 9 0*w 0*w
<1+5 at> Bl + (MV?— (m+ M)g(L— )| g T 2MV o

_|_

ow ow Pw A
SR M+ M, — = — (B? — B? 7.6

AN? 1 dB 2 (2 + w(w,,t i NU
( ) 2 | ( ( ))31,2 + ¢~ (Bip) = —-.

Zola?
R T87Y) T 10 R

+ (m+ M)

W pierwszym réwnaniu S* i v* to wspotezynniki ttumienia wewnetrznego i zewnetrznego

wyznaczone wg. procedur opisanych w punktach i[7.4 EI — sztywnos$¢ gietna rury,
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m, M, M, — masa rury, przeptywajacej cieczy oraz ptynu otaczajacego rur¢ i przyspie-
szanego jej ruchem, na jednostke dtugosci, A — pole przekroju poprzecznego obwoddw
magnetycznych, N — liczba zwojow kazdego z elektromagneséw, R — opér drutu uzwojenia.
Pozostate oznaczenia wyjasnione sg wczesniej.

Réwnanie dynamiki rury znane jest od wielu lat, np. [66]. Oméwimy jego sktadniki
pogrupowane wedtug pochodnych wychylenia rury.

Pierwszy sktadnik znany jest z liniowej teorii belki i oznacza sity sprezystosci oraz sity
ttumienia wewnetrznego na jednostke dhugosci rury.

Sktadnik MV? - 90%*w/0z* zwiazany jest z bezwladnoscia przeptywajacej cieczy wy-
nikajaca ze zmiany jej kierunku ruchu. Jesli w przyjetym uktadzie wspotrzednych dany
fragment rury opisuje wypukta funkcja, to ciecz dziata siltg skierowana od srodka krzywi-
zny. Podobny sktadnik pojawi sie, gdy przylozymy na koncu rury sciskajace obcigzenie
sledzace (problem Becka), bowiem wyplywajaca ciecz wytwarza site odrzutu. Zatem wy-
wiera on efekt destabilizujacy rure. Jego warto$¢ zmniejszona jest wskutek ciezaru czesci
rury i cieczy ponizej danego punktu.

Kolejny sktadnik, tj. 2MV - 9%w/dz0t opisuje efekt przyspieszenia Coriolisa ptynu
znajdujacego sie w rurze. Jesli jego element przeptywa przez fragment rury o rosnacym
w czasie kacie wychylenia, czyli wykonujacy obrot przeciwny do wskazowek zegara, to
predkosé tego elementu w poziomie rosnie, a wiec dziata on na Scianki rury sitg skierowang
w lewo. Zatem ten sktadnik ma efekt stabilizujgcy rure. Poniewaz rosnie on liniowo wraz
z predkoscig przeptywu, czyli wolniej niz sktadnik bezwtadnosciowy, wiec przy matych
predkosciach dominuje ustatecznianie (numeryczne rozwiazanie réwnania potwierdza, ze
drgania zanikaja wowczas znacznie szybciej niz przy braku przeptywu), ale przy duzych
przeptywach destabilizacja bierze gore i uktad traci stateczno$¢ analogicznie do kolumny
Becka.

Dalej znajduja sie sktadowe sity ciezkosci rury i przeptywajacego przez nia plynu,
ktore przywracaja uktad do potozenia srodkowego.

Sktadnik *-0w /0t opisuje wiskotyczne thumienie osrodka (u nas: powietrza lub wody),
w ktéorym znajduje sie uktad, jednak w przyjetym modelu stata v* zalezy od czestosci
drgan rury.

Sktadniki zwigzane z sitami magnetycznymi oraz rownania zmian indukcji w obwodach

magnetycznych sg takie same jak omdéwione wcze$niej w pracy.

Warunki poczatkowe i brzegowe

Przyjmujemy, ze w chwili poczatkowej rura wygicta jest wedlug pierwszej postaci

wtlasnej dla danego typu podparcia, jej wychylenie w punkcie zamocowania aktuatorow
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wynosi wy, a predko$é w kazdym punkcie jest zerowa

ow
0 =0 (7.7)

Bi15(0) = ¢(Ho12), NU/R =2¢(Ho12) (2 £ wo) /o + 1 Hor .

w(z,,0) = wo,

Warunki brzegowe zaleza od wybranego podparcia

ow 0*w Pw .
w(0,t) = %(O,t) o2 5 (L,t) = a—(L t) =0, wspornikowe (7.8)
w(0,t) = w(L,t) = g(O,t) Ou ( t) =0, dwustronnie sztywne (7.9)
x
0*w 82
w(0,t) = w(L,t) = 92 —(0,t) = o2 — (L, t) =0 dwustronnie przegubowe.  (7.10)
T

W przypadku dwustronnego podparcia zaktadamy dodatkowo, ze rura moze przesuwac sie

osiowo, tj. podparcie nie generuje reakcji wzdtuz rury.

Rozwigzanie

Zaktadamy, ze przyblizone rozwigzanie uktadu jest postaci
w(z,t) = Wi (x)T1(t) + Wa(z)Ta(t), (7.11)

gdzie WLQ sg unormowanymi wzgledem calek z kwadratéw funkcjami wtasnymi belki
dla wybranego typu podparcia. Stosujac metode Galerkina, otrzymujemy uktad 6 nieli-
niowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu na funkcje 77 o, TLQ i DB o.
Roéwnania te rozwigzujemy algorytmem Rungego-Kutty-Fehlberga, wykorzystujac warun-
ki poczatkowe oraz jedne z warunkéw brzegowych , lub . Statecznosé
srodkowego potozenia rownowagi badamy przy pomocy wartosci wtasnych uktadu zline-

aryzowanego.

Wspornikowa rura ssgca

Odwrdécenie przeptywu w rurze wspornikowej zmienia znak predkosci w rownaniu
i sita Coriolisa ma efekt destabilizujacy. Pierwsze teoretyczne prace przewidywaly, ze
przy braku tlumienia rura traci statecznosé¢ poprzez flatter przy dowolnie matej predkosci
przeptywu [67]. Eksperymenty nie pokazaly jednak niestatecznosci. Kuiper i Metrikine
stwierdzili, ze czynnikiem stabilizujacym moze by¢ ttumienie osrodka zewnetrznego [44].

Inne wyjasnienie zaproponowali Paidoussis i in. [70]. Zwrdcili uwage, ze w przypadku
przewodu ssacego na jego wlocie zmienia sie ped ptynu, co generuje reakcje. Spojrzmy na
rysunek [7.4. W kazdym z czterech przypadkéw ciagle strzatki we wnetrzu rury oznaczaja
wzgledna predkosé pltynu V' oraz pozioma predkosé swobodnego konica rury dw/0t(L,t),
a strzatka kropkowana oznacza predkos¢ wypadkowa. Tuz ponizej konca ciggle strzatki

oznaczajg sktadowe usrednionej przestrzennie predkosci ptynu.
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Rysunek 7.4. Strumien ptynu na koncu rury wspornikowej - wyrzut ptynu oraz trzy mo-

dele ssania, szkic wedtug [45].

W pierwszym przypadku — rury wyrzucajacej strumien — ptyn nie zmienia predkosci
na wylocie i podaza za swobodnym koncem, zatem nie wytwarza na tym koncu reakcji.
W kazdym z pozostatych trzech przypadkoéw rury ssacej ptyn jest przyspieszany na wlo-
cie, totez powoduje powstanie rozciggajacej reakcji stycznej do konca rury. Z rownania
Bernoulli’ego wynika, ze dodatkowy sktadnik ma wartos¢ —1/2 - MV?2 . 9%w/0x?, wiec
zmniejsza o potowe efekt sit bezwladnosci ptynu wewnatrz przewodu [70].

Ro6znice miedzy modelami dotyczg reakcji poprzecznej wywieranej przez ptyn na wlot
rury. Na drugim rysunku strumien jest styczny do ugietego konca i podaza za nim, zatem
nie wywotuje reakcji poprzecznej. W kolejnych dwoch sytuacjach strumien nie podaza za
wlotem do rury i albo jest pionowy, albo styczny do ugietego konca, w obu przypadkach
generujac reakcje poprzeczna.

Nie jest wiadome, ktory model wladciwie opisuje zachowanie ptynu na wlocie. Ekspery-
ment opisany w [45] pokazuje, ze utrata statecznosci nastepuje przez flatter, zatem model
przedstawiony na trzecim rysunku jest btedny, gdyz prowadzi do dywergencji. Model
drugi i czwarty prognozujg flatter, jednak pierwszy niedoszacowuje predkosé¢ krytyczna,
a drugi ja przeszacowuje. Przyjmujemy model czwarty, cho¢ ze $wiadomoscia, ze rze-
czywiste zachowanie ptynu w okolicy wlotu jest bardziej ztozone. Poprzeczng reakcje na
swobodnym koncu mozna wlaczy¢ do rownania poprzez delte Diraca nie zmieniajgc
klasycznych warunkéw brzegowych dla rury wspornikowej. Odpowiedni sktadnik wynosi
+MVoy - Ow/ox [10].

Ostatecznie dynamike drgan poprzecznych rury ssacej opisuje réwnanie

L0 Mw 1., 0w 0w
ow ow ow Pw A
M —+ M — — + (M + M, — = (B2 - B?)g.,.
(M m) g5+ MV, S 720+ (M M, +m) & uo( 3 — BY) .

(7.12)
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7.3. Ttumienie wewnetrzne

Stata wiskotycznego ttumienia wewnetrznego S* obliczamy wykorzystujac wspotezyn-
nik pochtaniania (tlumienia wtasciwego) materiatu. Wspotezynnik ten zdefiniowany jest
jako stosunek energii rozproszonej w formie ciepta na skutek oporéw wewnetrznych do
catkowitej energii odksztaltcenia [14].

Ustalmy rure wspornikows o interesujacej nas geometrii, bez aktuatoréw i cieczy we-
wnatrz oraz w warunkach braku ttumienia zewnetrznego i grawitacji. Wowczas jej drgania
opisuje réwnanie . \ )
aiif;t + Ef(;;ff + m%;” —0. (7.13)

Przyjmujac rozwigzanie w postaci iloczynu funkcji

B*EI

w(z,t) =W(x)T(t), 0<z<L, t>0, (7.14)

otrzymujemy dwa niezalezne réwnania zwyczajne. Rozwiazaniem réwnania na W (zx) jest
ciag funkcji wlasnych W; opisujacych ksztalt ugiecia rury, ktérym odpowiadaja warto-
Sci wlasne k; (1 = 1,...,00). Interesuje nas pierwsza posta¢ wlasna, poniewaz wartosci
wspotezynnika pochtaniania podane sg dla proby zginania. Drgania tej postaci opisuje

drugie z réwnan otrzymanych w wyniku rozdzielenia zmiennych
mT\(t) + BEIKIT(t) + EIKIT(t) = 0. (7.15)

Jest to rownanie ruchu oscylatora harmonicznego z ttumieniem, dla ktérego mozna ob-
liczy¢ logarytmiczny dekrement tlumienia. Z drugiej strony dekrement ten jest réwny
polowie wspotezynnika pochtaniania materiatu . Laczac te wielkosci wyznaczamy stata
ttumienia wewnetrznego

g = 1\/Ww. (7.16)

BVET Ji 4 024

Wartos¢ wspotezynnika pochtaniania dla stali zawiera sie w przedziale 0,01 . ..0,03, przyj-
mujemy wartos¢ ¢ = 0,02. Niestety nie udato si¢ znalezé¢ w literaturze wartosci ¢ dla
PCV, wiec przyjmujemy warto$é¢ érednig ze wspodtczynnika stali oraz twardej gumy, tj.
1 = 0,1. Obliczone w ten sposdéb wartosci statej ttumienia wewnetrznego dla badanych
rur znajduja sie w tabeli [7.4]

7.4. Thumienie zewnetrzne

Uzyty jest model thumienia zewnetrznego opisany w [39] (znany byl i stosowany weze-
$niej). Wspotezynnik thumienia 4* i masa ptynu przyspieszanego drganiami rury M, wyli-

czane sa ze wzorow wyprowadzonych z analitycznego rozwigzania rownania Naviera—Stokesa
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Tabela 7.4. Obliczone parametry ttumienia wewnetrznego * oraz zewnetrznego v* i M,

dla wybranych rur i osrodkow

rura stalowa rura PCV

powietrze | woda | powietrze woda

v* [kg/m/s] | 0,000966 | 0,170864 | 0,002753 | 0,477095

M, [kg/m] | 0,000180 | 0,111576 | 0,006244 | 4,644865
B* [s] 0,000192 0,002646

dla optywu rury przez ptyn osrodka. W modelu tym zaktada sie, ze rura wykonuje niewiel-
kie drganie harmoniczne o czestosci w oraz umieszczona jest daleko od $cian zbiornika.
Kinetyczna liczba Reynoldsa optywu Re moze by¢ niewiele wieksza od jednosci, zatem

konieczne jest uzycie wzorow w bardziej skomplikowanej postaci

1 4K1(Oé) 1 4K1(0z)
f=——mpD’wS (1 M, = ~mpD*R 14+ ———= 1
v LD ( + aKO(a)> , 7P R ( + ako(a) ) (7.17)
gdzie
D2
a=+ViRe, Re= %T (7.18)

oraz Ky i K sg zmodyfikowanymi funkcjami Bessela drugiego rodzaju, odpowiednio ze-
rowego i pierwszego rzedu.

Problemem jest to jaka czesto$é drgan w nalezy przyjac¢. Poniewaz celem jest zbadanie
obszaréw statecznosci, totez powinna to by¢ czestos¢ spodziewanego flatteru. Ttumie-
nie zewnetrzne zmienia te czestosé, zatem konieczna jest procedura iteracyjna. Niestety
rura z przeptywajacym plynem moze traci¢ statecznos¢ wedtug kilku postaci wtasnych
jednoczesnie, co nie gwarantuje zbieznosci takiej metody i czyni ja ktopotliwa [46]. Auto-
rzy wspomnianej pracy zaproponowali nowy model oporu hydrodynamicznego, w ktérym
uniezalezniaja sie czestosci. Jednak zakres jego stosowalnosci ograniczony do duzych war-
tosci liczby Reynoldsa optywu.

Stosujemy tutaj inne podejscie, ktore bazuje na numerycznie wyznaczonej czestosci
drgan swobodnych srodka rury wypetnionej nieruchoma ciecza. Model rury uwzglednia
wyznaczone wezesniej ttumienie wewnetrzne, natomiast pomija wpltyw aktuatorow. Pod-
parcie rury jest wspornikowe, poniewaz tylko w takiej sytuacji utrata statecznosci nastepu-
je przez flatter. Punktem startu dla procedury iteracyjnej jest obliczona ze wzoru czestosé
drgan swobodnych pierwszej postaci wtasnej w warunkach braku ttumienia zewnetrznego.
W kolejnych krokach wyliczana jest numerycznie na podstawie pierwszych 10 cykli cze-
stos¢ drgan w potowie dtugosci rury oraz parametry v* i M,. Procedura zatrzymuje sie,
gdy wzgledna zmiana ~* staje sie¢ mniejsza niz 1%, co nastepuje po kilku iteracjach.

Otrzymane wartosci wspotczynnika ttumienia zewnetrznego oraz mase doltaczonego

ptynu dla obu wybranych rur oraz osrodkéw przedstawia tabela [7.4] Ich wartosci oraz
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symulacje pokazuja, ze wpltyw ttumienia zewnetrznego na drgania oraz na utrate statecz-
nosci jest bardzo istotny. Model uzyty w niniejszej pracy oraz przez Kuipera i in. [40]

zawieraja uproszczenia nie pozwalajace na doktadne prognozowanie krytycznej predkosci
przeptywu.

7.5. Statecznosé

Zbadamy wptyw aktuatoréw magnetycznych na statecznosé uktadow. Rysunki w kolej-

nych podpunktach przedstawiaja granice obszaréw statecznosci na ptaszezyznie (V, U) dla
rur: stalowej z podparciem dwustronnym, stalowej wspornikowej przenoszacej ptyn w doét

oraz ssacej wspornikowej z PCV. Punkty na wykresach oznaczaja krytyczna predkosé
przeptywu dla danego napiecia. Zostala ona obliczona przez badanie znaku najwigkszej

rzeczywistej czesci wartosci wlasnych uktadu zlinearyzowanego na wybranej siatce punk-
tow.
7.5.1. Podparcie dwustronne

Rozwazamy uktad stalowej rury z dotaczonymi sitownikami o parametrach podanych
w tabeli [7.I] z ta rdznica, ze szczelina w obwodach magnetycznych wynosi 1 mm. Na

rysunku [7.5|pokazane sg obszary statecznosci dla umieszczonej w powietrzu rury podparte;j

z dwbch stron — przegubowo (z lewej) i sztywno (z prawej). Kolejne wykresy odpowiadaja
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Rysunek 7.5. Stateczno$¢ rury stalowej, podparcie dwustronne przegubowe (z lewej)

i sztywne (z prawej), powietrze, z = 1 mm.

roznej odleglodci aktuatoréw od gornego konca rury. W obu przypadkach ma miejsce
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utrata statecznosci przez wyboczenie, a sztywne podparcie dwukrotnie zwicksza krytyczna
predkos$¢ przeptywu. Sa to znane wyniki [66].

Na bifurkacje statyczng nie wplywaja sity ttumigce zalezne od predkosci. Potwierdzajg
to, juz nie pokazywane, identyczne rysunki z woda jako zewnetrznym osrodkiem. Z tego
tez powodu nie ujawnia sie dynamiczny (reguta Lentza) efekt ttumiacy sitownikow, a je-
dynie efekt destabilizujacy zwigzany z przycigganiem rury przez kazdy z nich. W zwiazku
z tym wzrost napiecia pogarsza statecznosé uktadow, tym silniej, im blizej potowy dtugosci
przewodu zamocowane sg aktuatory.

Rysunek pokazuje, ze wplyw grawitacji na poprawe stateczno$ci rur podpartych

dwustronnie przegubowo i sztywno jest minimalny:.
0.8
0.6 "u

0.4+ Dg!

0.2

0
40 60 80
V [m/s]

‘ * g7981. przeg. © g=0,przeg. * g=9.81.utw. 0O g=0, utw. ‘

T
0 20

Rysunek 7.6. Statecznos¢ rury stalowej — wptyw grawitacji, podparcie dwustronne, po-

wietrze, z = 1 mm, x. = 0,50L.

7.5.2. Rura wspornikowa pompujaca ptyn w dét

W tym podpunkcie przedstawione sa wyniki dla stalowej rury z aktuatorami (tab.
7.1) zamocowanej sztywno na gérnym jej koncu. Udowodnione jest, ze wspornikowa rura
pompujaca ptyn w dot traci statecznosé przez flatter [24], [25], co pozwala ujawnié sie
sitom ttumigcym w uktadzie.

Na rysunku i pokazany jest wptyw aktuatorow magnetycznych na obszar sta-
tecznosci, odpowiednio dla rury zawieszonej w powietrzu i w wodzie. Przekroczenie prawej
granicy obszaru prowadzi do flatteru, a granicy gérnej — do dywergencji.

Wida¢, ze aktuatory moga zarowno stabilizowac, jak i destabilizowa¢ uktad. Jesli
umieszczone sg na swobodnym koncu rury, to zdecydowanie pogarszajg statecznosé. Za-
pewne rura jest na tyle wiotka, ze ich statyczny wptyw destabilizujacy dominuje nad

ttumigcym. Trudno na podstawie wykresow wskaza¢ optymalne potozenie aktuatorow.
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Rysunek 7.7. Stateczno$é¢ rury stalowej — mate napiecie, podparcie wspornikowe, powie-

trze, z = 0,13 mm (z lewej), z = 1 mm (z prawej).
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Rysunek 7.8. Statecznosé¢ rury stalowej — mate napiecie, podparcie wspornikowe, woda,

z=0,13 mm (z lewej), z = 1 mm (z prawej).

Wazne jest to, ze najbardziej praktyczne zamocowanie ich w gornej czesci (mniejsze
wychylenia rury, latwiejsza realizacja techniczna) réwniez pozwala wyraznie zwiekszy¢
predkosé krytyczna.

Przy zerowym napieciu krytyczna predkosé przeptywu dla uktadu zanurzonego w wo-
dzie jest mniejsza niz dla ukladu umieszczonego w powietrzu (dany stosunek mas cieczy
i rury sprawia, ze tlumienie zewnetrzne ma charakter destabilizujacy), i tam tez wyraz-
niej objawia si¢ stabilizacja po zalaczeniu napiecia. Dla tej samej rury ze Sciskajacym

obciazeniem $ledzacym wzrost sity krytycznej réwniez byt wickszy w sytuacji, kiedy ttu-
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mienie zewnetrzne prowadzito do mniejszej jej wartosci, co jednak miato miejsce dla ukta-
du umieszczonego w powietrzu (tlumienie zewnetrzne ustateczniato). Ponadto generalnie
efektywnos$¢ magnetycznej stabilizacji kolumny Leipholza byta znacznie wyzsza.
Zmniejszenie szerokosci szczeliny w obwodach magnetycznych poprawia dziatanie si-
townikow. Ten wniosek oraz fakt wzrostu skutecznosci ttumienia drgan swobodnych wraz
ze zmniejszaniem szczeliny oznaczaja, ze sitowniki sg szczegélnie skuteczne dla uktadéw
podatnych na drgania o niewielkiej amplitudzie. Z tego powodu badamy stosunkowo
sztywng rure stalowa oraz rure z PCV, zupelnie pomijajac gumowe przewody, mimo
ze znacznie tatwiej doprowadzi¢ do ich destabilizacji. Ponadto potencjalnym obszarem
zastosowan sitownikéw moze by¢ stabilizacja i thumienie drgan wirujacych watéw [47].
Wzrost napiecia na aktuatorach powoduje zwiekszenie sity magnetycznej, z jaka przy-
ciggaja one rure. Przy dostatecznie duzej jej wartosci sSrodkowe potozenie rury jest niesta-
teczne. Dalszy wzrost napiecia prowadzi do nasycenia magnetycznego rdzeni. Wowczas sita
magnetyczna zmienia si¢ niewiele przy wychylaniu rury i srodkowe potozenie odzyskuje
statecznos¢. Rysunek pokazuje odpowiadajace nasyceniu rdzeni obszary stateczno-
sci dla szczeliny 0,13 mm oraz ukladu umieszczonego w powietrzu (z lewej) i w wodzie
(z prawej). W tym drugim przypadku mozna uzyskaé zwiekszenie krytycznej predkosci
przeptywu. Poprawa statecznosci jest jednak mniejsza niz dla matych napieé¢, a sitowniki

pracujg poza swoim optymalnym zakresem, zatem przypadek duzego napigcia jest mniej

interesujacy.
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Rysunek 7.9. Statecznos¢ rury stalowej — duze napiecie, podparcie wspornikowe, powietrze

(z lewej), woda (z prawej), z = 0,13 mm.

Uzycie szerszej szczeliny magnetycznej daje niemal identyczny efekt.
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Podobnie jak w przypadku dwustronnego podparcia, grawitacja w minimalnym tylko

stopniu zwigksza krytyczng predkos¢ przeptywu.

7.5.3. Wspornikowa rura ssgca

Na zakonczenie przedstawiamy wyniki dla thumionej magnetycznie rury PCV (tabela
, przez ktora woda zasysana jest do gory. Stateczno$é identycznej rury zostata zbadana
teoretycznie i eksperymentalnie przez Kuipera i Metrikine’a [45]. Zaobserwowana krytycz-
na predkos¢ przeptywu dla rury czeSciowo — na gltebokos¢ 1,95 m — zanurzonej w wodzie
wyniosta pomiedzy 2,1-2,4 m/s, a utrata statecznosci nastepowata poprzez flatter. Pred-
kos¢ krytyczna prognozowana przez model z konwencjonalnymi warunkami brzegowymi
(brak reakcji poprzecznej na wolnym koncu — sytuacja druga na rys. [7.4)) wyniosta 0,73
m/s. Z kolei uzycie warunkéw brzegowych generujacych reakcje poprzeczna na wolnym
koncu (tych samych co w niniejszej pracy — sytuacja czwarta na rys. przeszacowywato
obserwacje, bowiem wyliczony krytyczny przeptyw wyniost 6,8 m/s. W obu przypadkach
model prawidtowo przewidywat niestatecznos¢ oscylacyjna.

Rysunki i pokazuja obszar statecznosci dla przewodu umieszczonego odpo-
wiednio w powietrzu i w wodzie, dla dwoch réznych szczelin w obwodach magnetycznych:

z=1mmiz =4 mm. Przy zerowym napieciu krytyczna predkosé¢ przeptywu w powie-
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Rysunek 7.10. Stateczno$¢ ssacej rury PCV, podparcie wspornikowe, powietrze, z = 1

mm (z lewej), z = 4 mm (z prawej).

trzu wynosi ok. 2,2 m/s, a dla wody jako zewnetrznego o$rodka ttumiacego — ok. 4,5 m/s.
Zatem predkosé krytyczna w modelu przewodu cze$ciowo zanurzonego w wodzie (tak jak
w do$wiadczeniu Kuipera i Metrikine’a) wyniostaby okoto 3,5-4 m/s, co jest wartoscia

blizsza zaobserwowanej, niz warto$¢ wyliczona w [45].
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Rysunek 7.11. Stateczno$¢ ssacej rury PCV, podparcie wspornikowe, woda, z = 1 mm

(z lewej), z = 4 mm (z prawej).

Przyczyng roznicy jest uzycie innego modelu oporu hydrodynamicznego. Kuiper i Me-
trikine uzyli opracowanego przez siebie i Battjesa [46] modelu liniowo—kwadratowego, ze
wspotczynnikami niezaleznymi od czestosci drgan. Model taki nie wymaga iteracyjnej pro-
cedury szacowania wspotczynnikéw. Poniewaz jednak o utracie statecznosci decyduje czesé
liniowa funkcji opisujacej uktad dynamiczny, wiec w niniejszej pracy zostat wykorzystany
znany model liniowy, ktérego wspotezynnik szacujemy iteracyjnie.

Dodatnie napiecie ujawnia pozytywny wplyw ttumienia magnetycznego, ktére wyraz-
nie zwigksza przeptyw niezbedny do destabilizacji. Tak jak w przypadku rury wsporni-
kowej pompujacej ptyn w dot, poprawa jest wyrazniejsza dla uktadu majacego mniejsza
predko$é¢ krytyczna bez aktuatoréw — jednak w tym wypadku jest uktad umieszczony
w powietrzu, a nie w wodzie (tak samo jak dla kolumny Leipholza, zewnetrzne ttumienie
ma charakter ustateczniajacy).

Mniejsza szczelina oznacza wigksza skutecznosé thumienia magnetycznego.

Na efektywnosc¢ sitownikow wptywa ich punkt zamocowania. Bez dodatkowej analizy
trudno okresli¢ optymalne potozenie. Istotne z praktycznego punktu widzenia zamoco-
wanie sitownikéw w gornej czesci rury pozwala wyraznie poprawié¢ stateczno$é¢. Co cie-
kawe, sitowniki umieszczone na swobodnym koncu nadal zwigkszaja krytyczny przeptyw,
podczas gdy takie ich zamocowanie w kazdym przypadku pogarszato statecznos¢ rury
pompujacej wode w dot.

Jesli chodzi o wptyw grawitacji, to odwrotnie niz w przypadku rury pompujacej ptyn

w dol, destabilizuje ona uktad. Cho¢ efekt jest silniejszy anizeli poprzednio, to jednak
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spadek predkosci krytycznej nadal jest niewielki, w zwiazku z czym nie pokazujemy ry-

sunkéw.

7.6. Wnioski

Zastosowanie sitownikéw magnetycznych destabilizuje rure podparta z obu koncow,
ale moze wyraznie poprawié¢ statecznos¢ rury wspornikowej. Wynika to stad, ze dyna-
miczna utrata statecznosci pozwala ujawni¢ si¢ magnetycznej sile ttumiacej, natomiast
przy dywergencji sitowniki generuja jedynie statyczny efekt destabilizujacy.

Skutecznosé¢ magnetycznej stabilizacji silnie zalezy od punktu zamocowania sitowni-
kow. Istotne z praktycznego punktu widzenia zamocowanie w goérnej czesci rury takze
pozwala zwigkszy¢ krytyczny przeptyw, ale znalezienie optymalnego potozenia wymaga
osobnych badan.

Poprawa statecznosci jest silniejsza dla zewnetrznego osrodka dajacego mniejszg kry-
tyczng predkosé przeptywu. W przypadku rury pompujacej wode w dot jest to woda, dla
rury ssacej — powietrze.

Mniejsza szczelina w obwodach magnetycznych prowadzi do zwigkszenia efektywnosci
dziatania sitownikow.

Sitowniki pracuja optymalnie w zakresie niskich napie¢, kiedy nie nastepuje nasycenie
magnetyczne ich rdzeni.

Uwzglednienie grawitacji w réwnaniach dynamiki nie ma duzego wptywu na obszar
statecznosci. Grawitacja minimalnie zwieksza predkos¢ krytyczng w przypadku dwustron-
nego podparcia oraz rury wspornikowej pompujacej wode w dot, natomiast — nieco wy-
razniej — zmniejsza ja dla rury ssacej.

Uzyty, dobrze znany, model oporu hydrodynamicznego pozwala doktadniej prognozo-
waé krytyczng predko$é przeptywu, niz model zaproponowany w [46] (ten drugi jednak
lepiej nadaje si¢ do badania pokrytycznego zachowania ukltadu).

Destabilizacja wszystkich rozwazanych rur zachodzi przy bardzo duzych przeptywach.
Takie ekstremalne przeptywy nie sa spotykane na codzien w technice i s bardzo trudne

(ale mozliwe) do osiagniecia.
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8. Uwagi koncowe

Zbadana zostata metoda ttumienia drgan mechanicznych przy pomocy aktuatoréw
magnetycznych.

Wyprowadzono w jawnej postaci réwnania opisujace stan aktuatorow zamocowanych
do drgajacego uktadu, przy realistycznie dobranej i gltadkiej charakterystyce magnesowa-
nia materiatu rdzeni, z uwzglednieniem zjawiska histerezy magnetycznej. Na przyktadzie
oscylatora harmonicznego wykazano, ze sity magnetyczne pozwalaja skutecznie ttumié
drgania. Za efekt ttumiacy odpowiada przede wszystkim indukcja pradu w uzwojeniach
elektromagnesow. Udziat histerezy magnetycznej w dysypacji energii jest znacznie mniej-
szy, cho¢ zauwazalny. Nieliniowy charakter sity magnetycznej moze w pewnych warunkach
prowadzi¢ do chaotycznego zachowania oscylatora.

Stwierdzono mozliwo$¢ efektywnej stabilizacji magnetycznej niezachowawczych ukta-
dow sprezystych — kolumny Leipholza i rury z przeptywem. Pasywne oddziatywanie aktu-
atorow umozliwia zwigkszenie krytycznych wartosci parametrow, tj. obciazenia kolumny
lub predkosci przeptywu cieczy w rurze.

Aktywne sterowanie napieciem na silownikach pozwala jeszcze bardziej stabilizowaé
kolumne Leipholza. Szczegélnie skuteczne jest sterowanie zalezace od potozenia i predkosci
kolumny, nieco mniej — sterowanie zalezace od pradu.

Wyprowadzone zostaly wg. metody loossa i Josepha wzory na I i II przyblizenie roz-
wigzania bifurkacyjnego uktadu dynamicznego, ktorych poprawnosé zostata potwierdzona
wynikami numerycznego rozwigzania rownan stanu. Przy ich pomocy zbadano okoto-
krytyczne zachowanie kolumny Leipholza. Sitowniki magnetyczne pozwalaja ograniczy¢
amplitude drgan pokrytycznych, a takze zmieni¢ niekorzystne samowzbudzenie twarde
w bifurkacje nadkrytyczna.

Na skutecznosé stabilizacji bardzo wyraznie wptywa miejsce zamocowania aktuatorow.
W niektérych ich potozeniach statecznosé uktadow pogarsza sie, moze tez pojawic sie nie-
bezpieczna bifurkacja podkrytyczna. Bardzo istotny jest takze wpltyw ttumienia zewnetrz-
nego. Stabilizacja jest wyrazniejsza w oSrodku, w ktérym krytyczne wartosci parametréow
sa nizsze.

Bardziej szczegdétowe lub mniej istotne wyniki znajduja sie w podsumowaniach kolej-
nych rozdziatow.

Wszystkie teoretyczne badane modele maja parametry dobrane w ten sposéb, by opisy-
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waly uktady mogace by¢ fizycznie zbudowane. Umozliwia to eksperymentalna weryfikacje
wynikow tej pracy.

Dalsze badania moga obja¢ okolokrytyczne zachowanie rury przenoszacej ptyn oraz
zastosowanie aktuatorow magnetycznych do stabilizacji i poprawy okotokrytycznego za-

chowania wirujacych waléw.
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A. Nieliniowe bezwymiarowe zagadnienie

Leipholza

A.1. Dyskretyzacja Galerkina — funkcje bazowe oraz

wspolczynniki uktadu

W;(§) = (sinh k; + sin k;) (cosh k;€ — cos k;€) — (cosh k; + cos k;) (sinh ;€ — sin k;§)

coshkcosk = —1

ky = 1,87510 ko = 4,69400

Wie) = Wi/ [ wp gelo

ay = — /O S,
ay =~ | W,
asj = /0 1 (WPW" 4 3WY 4 8W{W/W) W
s = /0 1 (20 W W5 + WS + OW{P WY + SWIWIWY -+ 8WIWY" WY + SW/W{" W) W
a5 = /01 (W W32+ 2W W W5 4 OWTW3™ 4 SWIW W+ 8WY W3 W3 + 8" W31y ) W
as; = | (WEWL 4 3WI 4 SWIWIWL) W
blj = /01 Wlﬁ(f - 1)Wj
b2j = /01 Wé,(f - 1)Wj
by = 0,5/01 Wy (/; WE )W,
by = /01 (W{’/; WIW, +o,5w;/€1 Wl’?) W,
by — /01 <0,5W1” /; W2+ W /; W{WQ’) W,

1 1
by = 0,5/ Wy (/ W2’2> W,
JO I3
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ay = —ki aip =0 by = —0,42912 by = —1,18178
asn =0 agy = —kj by = 4,33714 by = 6,64714
as1 =0 ags = —168,182 bs1 = 1,42070 by = 3,71821
as = 168,182 ase = 1855,83 by = —22,4374 biy = —39,3342
as; = 8146,33 a5y = —5907,71 bs1 = 99,2435 bsy = 146,935
ag1 = 1840,05 agy =0 be1 = —137,067 bes = —180,441

Uwaga: W obliczeniach numerycznych uzyte zostaty wspotczynniki wyznaczone z do-

ktadnoscig do 12 cyfr.

A.2. Wspétczynniki minoréw macierzy Hurwitza dla uktadu

zlinearyzowanego

A(B, ) = —3222,016 — 6,21802~

B(3,7) = 2,98836 - 10°3% + 2,59890 - 10°y* + 1493,64~3 + 2,00000>+
+2,35881 - 10°3 + 497,881y

a(B,7) = —9,70002 - 10°3? + 14723,037 + 29,5713~>

b(B,7v) = +3,77049 - 1083 + 1,42092 - 10733y — 1,42754 - 10°3%*y* — 9035,1657°+
—12,43607* — 4,01926 - 107 3% — 3,33399 - 10°3y — 6696,36~>

c(B,7) = +3,58733 - 10*°8* 4- 4,60765 - 10° 33y + 1,47325 - 1083242 + 7,67666 - 10° 37>+
+995,7627* 4 1,34375 - 10°6% + 1,11464 - 10% 3y + 2,23877 - 10°~?
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