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Oznaczenia i symbole

Oznaczenia :

(̂.) – wskazuje na zmodyfikowany parametr konstrukcyjny, np.: Â, Ê,

(̃.) – wielkości harmoniczne w funkcji czasu, np.: ũi(t), ε̃α(t),
L

(.) – dotyczy liniowej części danej wielkości pochodzącej od obciążenia zewnętrznego,
np. przemieszczenia L

ui lub odkształcenia L
εα

R

(.) – oznacza rezydualną część danej wielkości, będącej wynikiem wstępnego wirtual-
nego sprężenia dystorsjami modelującymi modyfikacje konstrukcji

0

(.) – dotyczy dystorsji wirtualnej
M

(.) – stanowią wielkości otrzymane z pomiarów doświadczalnych lub symulowane nu-
merycznie dla konstrukcji zmodyfikowanej

(.)e lub (.)e – oznacza wielkości związane z elementem skończonym, określone w lokal-
nym układzie odniesienia

Ważniejsze symbole :

1γ – wektor o jednostkowych składowych

Aαβ – macierz wykorzystywana do wyznaczania pola dystorsji wirtualnych i ich gra-
dientów

Bε
iαω, B

p
ikω – macierze wpływu, których kolumny stanowią amplitudy przemieszczeń

wywołanych wprowadzeniem harmonicznych jednostkowych dystorsji, odpowied-
nio 0

εα i 0
pk, o kolejnych częstościach ze zbioru Ω

Cij – globalna macierz tłumienia konstrukcji

Dαβ – odkształceniowa macierz wpływu lub krótko – macierz wpływu
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Dε
αβω, D

p
αiω – macierze wpływu, których kolumny stanowią amplitudy odkształceń

wywołanych wprowadzeniem harmonicznych, jednostkowych dystorsji, odpowied-
nio 0

εα i 0
pi, o kolejnych częstościach ze zbioru Ω

D̆Aβ – uogólniona macierz wpływu,

D̆ε
Aβω, D̆

p
Aiω – macierze wpływu, których kolumny stanowią amplitudy wybranych od-

powiedzi wywołanych wprowadzeniem harmonicznych jednostkowych dystorsji,
odpowiednio 0

εα i 0
pi, o kolejnych częstościach ze zbioru Ω

δαβ – macierz jednostkowa

Φ
(.)
αγ – macierz transformacji wektora parametrów konstrukcji ϑ(.)

γ do wektora parame-
trów modyfikacji µα

εe
ε, ε

e
κ, ε

e
χ – składowe odkształcenia ramowego elementu skończonego

εα – wektor składowych odkształceń konstrukcji modelowanej dystorsjami; w przy-
padku kratownicy, jego wymiar jest równy liczbie elementów

L
εα – wektor składowych odkształceń konstrukcji początkowej wywołany obciążeniem

zewnętrznym
R
εα – wektor składowych odkształceń konstrukcji modelowanej dystorsjami wywołany

stanem sprężonym (wprowadzeniem dystorsji wirtualnych)

εαω – macierz składowych amplitud odkształceń konstrukcji modelowanej dystorsjami,
której kolejne kolumny są związane z częstością wymuszenia

L
εαω – macierz składowych amplitud odkształceń konstrukcji początkowej wywołany

obciążeniami zewnętrznymi o kolejnych częstościach ze zbioru Ω

R
εαω – macierz składowych amplitud odkształceń konstrukcji modelowanej dystorsjami

wywołany stanami sprężonymymi
0
εα – wektor składowych dystorsji wirtualnych nałożonych na konstrukcję

F – funkcja celu problemu optymalizacji

∇γF – gradient funkcji celu

Fi – wektor obciążeń węzłowych konstrukcji

fA – wybrane odpowiedzi konstrukcji np. przemieszczenia lub odkształcenia w lokali-
zacjach A

(.)

gα̃γ – gradient dystorsji wirtualnych względem zadanego wektora parametrów kon-
strukcji ϑ(.)

γ
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Kij – globalna macierz sztywności konstrukcji

ke
EA, k

e
EJ – sztywność osiowa i zgięciowa elementu skończonego

Le
αi – lokalna macierz odkształceń

Le
αQ – globalna macierz odkształceń

λ(k) – w optymalizacji: długość kroku (promienia)

λ – w podrozdziale 2.3.2 oznaczono wartości własne macierzy sztywności Ke
ij ramowe-

go elementu skończonego

λα – wektor parametrów intensywności uszkodzeń konstrukcji

M e – moment zginający w skończonym elemencie

Mij – globalna macierz macierz mas konstrukcji
A

Mijγ oraz
J

Mijγ – trójwymiarowa macierz macierz mas, której kolejne przekroje stano-
wią macierze mas elementu γ w globalnym układzie uogólnionych współrzędnych
zależną wyłącznie odpowiednio od jego pola przekroju poprzecznego Aγ i mo-
mentu bezwładności Jγ

µα – wektor parametrów modyfikacji ustroju, którego wymiar jest zgodny z liczbą
składowych dystorsji wirtualnych wprowadzonych do konstrukcji

N e – siła podłużna w skończonym elemencie

Ω – zbiór częstości wymuszeń, którym poddawana jest konstrukcja

ω – częstość wymuszenia
0
pi – wektor składowych dystorsji wirtualnych modelujących zmiany bezwładności kon-

strukcji

qei – wektor uogólnionych przemieszczeń węzłowych elementu skończonego

Se
iα – lokalna macierz parametrów sztywności

SPα – globalna macierz parametrów sztywności

σα – wektor składowych naprężeń konstrukcji modelowanej dystorsjami
L
σα – wektor składowych naprężeń konstrukcji początkowej wywołany obciążeniem ze-

wnętrznym
R
σα – wektor składowych naprężeń konstrukcji modelowanej dystorsjami wywołany sta-

nem sprężonym
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T e – siła poprzeczna w skończonym elemencie

TjQ – macierz transformacji do układu globalnego

ϑ
(.)
γ – wektor modelowanych parametrów konstrukcji, np. modułów Young’a: ϑEγ

ui – wektor uogólnionych przemieszczeń węzłowych konstrukcji

Indeksy :

(.)α, (.)β, (.)δ – związany ze składowymi odkształcenia, wektora modyfikacji parame-
trów konstrukcji

(.)γ – związany z elementami skończonymi konstrukcji; w przypadku kratownic jest on
równoważny z indeksowaniem składowych odkształcenia

(.)ω – przebiega po kolejnych częstościach wymuszenia

(.)i, (.)j, (.)k – związany ze stopniami swobody konstrukcji lub elementu skończonego

(.)A, (.)N – związany ze wybranymi lokalizacjami pomiarowymi np. fA, DAα; w szcze-
gólności mogą odnosić się do określonych stopni swobody



Rozdział 1
Wstęp

1.1 Zarys literatury

Problem będący tematem niniejszej rozprawy należy do dziedziny zajmującej się ba-
daniem i oceną stanu technicznego konstrukcji (Structural Health Monitoring, SHM)
intensywnie rozwijającej się w ostatnich latach. Wyczerpującą definicję i zakres podej-
mowanych problemów przez SHM można znaleźć w pracy [1].

Zależnie od zakresu prowadzonych badań jej celem jest wykrycie obecności, lo-
kalizacji, a także intensywności pojedynczego lub wielokrotnych uszkodzeń. Bardziej
zaawansowane metody pozwalają oszacować czas, przez który konstrukcja może być
jeszcze użyteczna. Metody monitorowania konstrukcji możemy podzielić na lokalne –
wywodzących się z tzw. badań nieniszczących (Non-Destructive Testing, NDT) oraz
globalne. Pierwszą grupę – ze względu na rodzaj wykorzystywanych zjawisk fizycznych
– możemy podzielić na następujące metody:

• emisji akustycznej (Acoustic Emission, AE) – badanie zanikającej fali spręży-
stej, będącej efektem gwałtownego wyzwolenia energii nagromadzonej w mate-
riale przez propagujące się mikro uszkodzenia [2], [3]. Obecność naprężeń reszt-
kowych wywołuje – pod wpływem zewnętrznego obciążenia – wyzwolenie energii
sprężystej i następuje emisja ciągu zanikających fal sprężystych;

• ultrasonograficzne (Ultrasonic Testing, UT) – wykorzystuje zjawisko rozchodze-
nia się, rozpraszania, odbicia, osłabienie fali ultradźwiękowej [4]. Do identyfikacji
uszkodzeń najczęściej stosowane są fale Lamba (guided Lamb waves) rozcho-
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dzącej się w ośrodku stałym ograniczonym dwoma powierzchniami (blachy, pły-
ty), którego grubość jest porównywalna z długością fali. Wady konstrukcyjne są
wykrywane poprzez analizę zaburzeń fali ultradźwiękowej. Badania akustyczno-
ultrasonograficzne łączą techniki wykorzystywane w AE i UT, których przykłady
można znaleźć w [5], [6]. Zjawisko rozchodzenia się fal o wyższych częstotliwo-
ściach efektywnie jest modelowane Metodą Elementów Spektralnych (Spectral
Element Method, SEM) [7], w której macierz sztywności zdefiniowana jest w
domenie częstotliwości;

• prądów wirowych (Eddy Currents, EC) – jest metodą powierzchniową i elek-
tromagnetyczną, stosowaną dla materiałów metalowych do głębokości kilku lub
kilkunastu milimetrów. Analiza wartości zmian pola elektromagnetycznego, am-
plitudy oraz przesunięcia fazowego napięcia i natężenia pozwala na bardzo precy-
zyjną ocenę stanu badanego materiału, występujących nieciągłości w postaci np.
pęknięć, ubytków erozyjnych lub korozyjnych, ocenę ich wielkości oraz głębokości;

• radiograficzne (Radiographic Testing, RT) – wykorzystywane do badań wewnętrz-
nej struktury materiałów przy wykorzystaniu promieniowania jonizującego (głów-
nie rentgenowskiego), lub promieni gamma;

• inne: magnetyczno-proszkowe (Magnetic Particle Inspection, MPI), penetracyjne
(Penetrant Testing);

Badania przeprowadzane tymi metodami charakteryzują się wysoką dokładnością
identyfikacji wad materiałowych oraz ograniczonym zasięgiem – wymagają określenia z
góry monitorowanej strefy (m.in. w przemyśle lotniczym do wykrywania pęknięć np. w
skrzydle samolotu). Przegląd metod wysokoczęstotliwościowych można znaleźć w pracy
[8].

Podstawą metod globalnych, do której zalicza się sformułowanie prezentowane w
niniejszej pracy, jest analiza drgań konstrukcji o niskiej częstotliwości, poniżej 5 kHz
(Vibration-Based Methods, VB). Zazwyczaj identyfikacja uszkodzeń wymaga wykali-
browanego modelu numerycznego z monitorowanym obiektem. Uszkodzenie wywołuje
zmianę parametrów fizycznych lub/i geometrycznych, które z kolei prowadzi do zmia-
ny dynamicznej odpowiedzi badanego obiektu. Proces identyfikacji polega na dostoso-
waniu modelowanych parametrów konstrukcji do jej aktualnego stanu. Te zmiany są
rejestrowane przez układ odpowiednio rozmieszczonych sensorów na konstrukcji podda-
nej określonemu wymuszeniu, które jest powtarzane w pewnych odstępach czasowych.
Przegląd metod niskoczęstotliwościowych można znaleźć w pracy [9].

Zależnie od metody stosowane są różne kryteria oceny uszkodzeń: analiza zmian
częstotliwości i modów własnych [10, 11], częstotliwości antyrezonansowych [12], krzy-
wizn modalnych [13], energii odkształceń modalnych (Modal Strain Energy) [14, 15],
kinematycznej energii modalnej (Modal Kinetic Energy) [16]. Ciekawą alternatywą jest
metoda obliczeń bezpośrednich sztywności (Direct Stiffness Calculation, DSC) [17].
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Oprócz techniki MES, stosowana jest Medota Elementów Brzegowych (Boundary Ele-
ment Method, BEM) [18, 19] oraz wspomniana powyżej Metoda Elementów Spektral-
nych.

Część zagadnień SHM jest oparta na sztucznej inteligencji (Artificial Intelligence,
AI), wykorzystując przy tym: transformacje falkowe ([20, 21]), sztuczne sieci neuronowe
[19, 22, 23], algorytmy genetyczne [24] oraz analizy statystyczne [25, 26, 27]. Choć
sztuczna inteligencja stanowi dość efektywne narzędzie, to jednak pomija interpretację
fizyczną analizowanych sygnałów (odpowiedzi) konstrukcji.

SHM znalazły już zastosowanie głównie w branży lotniczej: samoloty [28], satelity
[29] oraz inżynierii lądowej: mosty [30, 31, 32, 33], budowle: [34]. Inne aplikacje to: sieci
wodne [35], rurociągi [36] oraz konstrukcje kompozytowe [37].

1.2 Metoda Dystorsji Wirtualnych – historia i apli-
kacje

Modelowanie defektów materiałowych przy wykorzystaniu pól deformacji wstępnych
została zaprezentowana w pracy [38], a następnie [39], które zostało wykorzystane do
opisu stanów naprężeń w jedno- i wielofazowych ośrodkach sprężystych (por. [40, 41,
42, 43]). Optymalne przeprojektowywanie konstrukcji sprężystych z wykorzystaniem
wirtualnych pól deformacji zostało przedstawione w pracach [44, 45, 46]. Ten problem
jest podejmowany w [47] oraz wraz z analizą wrażliwości w pracy doktorskiej [48].
Analiza postępującego zniszczenia i niezawodności konstrukcji jest stosowana przy wy-
korzystaniu Metody Dystorsji Wirtualnych w komercyjnym oprogramowaniu RASOS.

Metoda Dystorsji Wirtualnych (MDW) znalazła zastosowanie do modelowania na-
prężeń konstrukcji adaptacyjnych [49, 50], a praca [51] do tego celu podejmuje temat
optymalnego położenia aktywatorów. Podobne zagadnienie podejmowane były w pra-
cach [52, 53, 50, 49] i dedykowane aktywnemu sterowaniu konstrukcji. Rozpraszanie
energii w konstrukcjach adaptacyjnych za pomocą MDW opisane zostało w publika-
cjach [54, 55, 56].

Prace [57, 58, 59, 60] poświęcone są monitorowaniu obiektów historycznych z zasto-
sowaniem modelowania dystorsyjnego. Oryginalną aplikację Metody Dystorsji Wirtu-
alnych przedstawiono również w publikacji [61] do monitorowania wycieków w sieciach
wodnych. Wykorzystano tutaj analogię topologiczną pomiędzy kratownicami a sieciami
wodnymi modelowanymi za pomocą grafów oraz analogie między prawami opisującymi
te systemy. Analogię praw mechaniki i praw elektrycznych wraz z MDW zastosowano
do monitorowania ciągłości obwodów elektrycznych [62, 63].

W rozprawie doktorskiej [64] poruszony został problem identyfikacji delaminacji
oraz wykorzystanie delaminacji do tłumienia drgań w wiotkich konstrukcjach. Z kolei,
identyfikacja obciążenia o charakterze impulsowym za pomocą MDW została opisana
w pracy [65]. Praca doktorska [66] dotyczy identyfikacji uszkodzeń w konstrukcjach
prętowych przy zastosowaniu impulsowych dystorsji wirtualnych.
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1.3 Cele pracy

Głównym celem rozprawy jest opracowanie metody (VDM-F, bazującej na Metodzie
Dystorsji Wirtualnych) szybkiej reanalizy konstrukcji obciążanej wymuszeniem har-
monicznym o ustalonej częstotliwości oraz wykorzystanie tej metody do identyfikacji
defektów w konstrukcjach szkieletowych. Dotychczas stosowane podejście sformułowa-
ne w domenie czasowej (Metoda Impulsowych Dystorsji Wirtualnych, VDM-T) pozwala
na przeprowadzenie takich reanaliz, jednak wymaga znacznych nakładów obliczenio-
wych i jest zadaniem czasochłonnym [66]. Alternatywne sformułowanie VDM-F ma na
celu istotną redukcję tych kosztów.

Celami szczegółowymi są:

• opracowanie podstaw teoretycznych metody VDM-F wraz z algorytmami w ujęciu
Metody Dystorsji Wirtualnych oraz Metody Elementów Skończonych. Będą one
głównie dotyczyć wyznaczania pól dystorsji wirtualnych modelujących zmiany
parametrów poszczególnych elementów ustroju, analizy wrażliwości tych pól oraz
identyfikacji tych parametrów na podstawie wykonanych uprzednio pomiarów
tzw. konstrukcji referencyjnej i zmodyfikowanej.

• rozwiązanie zadania odwrotnego identyfikacji defektów (w sensie identyfikacji pa-
rametrów strukturalnych) sformułowanego jako problem gradientowej optymali-
zacji. Minimalizowana będzie funkcja celu zdefiniowana poprzez różnicę odpowie-
dzi konstrukcji modelowanej dystorsjami i konstrukcji zmodyfikowanej. Wynikiem
tego zadania będzie rozkład parametrów modelowanych polem dystorsji wirtual-
nych w całej konstrukcji lub jej części, zależnie od zdefiniowanego problemu

• stworzenie przy wykorzystaniu opracowanych algorytmów zorientowanego obiek-
towo narzędzia numerycznego realizującego powyżej opisane zadania. Celem tego
oprogramowania ma być istotna redukcja kosztów obliczeniowych w porównaniu
do VDM-T, przy jednoczesnym zachowaniu dokładności otrzymywanych wyni-
ków.

• weryfikacja numeryczna oraz doświadczalna nowo stworzonego narzędzia nume-
rycznego VDM-F na przykładzie trójwymiarowego dźwigara kratownicowego.

Motywacją do podjęcia opisanych wyżej badań jest opracowanie nowej, efektyw-
nej metody monitorowania stanu technicznego (z ang. Structural Health Monitoring,
SHM) mostów stalowych i jej przetestowanie na oprzyrządowanym moście kolejowym
w Nieporęcie k. Warszawy (rys. 1.1).

1.4 Koncepcja rozprawy

Układ pracy został podzielony na cztery główne części, w których będzie poruszana
tematyka w następującej kolejności:
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Rysunek 1.1: Most kolejowy w Nieporęcie k. Warszawy.

• Podstawy Metody Dystorsji Wirtualnych – stanowi pierwszą część i jest
wprowadzeniem do Metody Dystorsji Wirtualnych. Omówione zostały tutaj pod-
stawowe pojęcia oraz koncepcja tej metody na przykładzie konstrukcji kratowej
obciążonej statycznie. Podano związki łączące parametry modyfikacji konstruk-
cji i dystorsje wirtualne. Przedstawiono macierz wpływu, jej rolę, budowę i cechy
oraz szczególny przypadek tej macierzy – uogólnioną macierz wpływu. Osobny
rozdział został poświęcony konstrukcji ramowej, w którym jej deformację opisano
za pomocą składowych pól odkształceń i powiązanych z nimi dystorsji wirtual-
nych modelujących zmiany parametrów konstrukcji.

• Metoda Dystorsji Wirtualnych w domenie częstości – ta część stanowi
wprowadzenie do drgań harmonicznych na przykładzie drgającej masy o jednym
stopniu swobody. Przeprowadzono również dyskusję wpływu tłumienia na drgania
tego układu. W dalszej części przedstawiono koncepcję jednoczesnego modelowa-
nia zmian masy i sztywności konstrukcji, która determinuje wprowadzenie nowego
typu dystorsji wirtualnej. Ten typ dystorsji ma charakter bezwładnościowy i jest
stowarzyszony z przemieszczeniową macierzą wpływu, również omawianą w tej
części. Podano związki wiążące dystorsje wirtualne dwojakiego typu z parametra-
mi konstrukcji. Rozdział kończy analiza wrażliwości tych pól dystorsyjnych wraz
z podanym algorytmem pozwalającym na ich wyznaczanie.

• Zastosowanie VDM-F do identyfikacji defektów – w tej części został sfor-
mułowany problem identyfikacji uszkodzeń jako zadanie optymalizacji gradien-
towej. Zaproponowano minimalizowaną funkcję celu (wraz z analizą jej wraż-
liwości) jako różnicę odpowiedzi konstrukcji otrzymanej z pomiarów i modelo-
wanej dystorsjami wirtualnymi. Podano i porównano dwie gradientowe metody
optymalizacyjne: metodę największego spadku i metodę gradientów sprzężonych.
Przedstawiony dalej algorytm identyfikacji uszkodzeń jest jednym z najbardziej
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istotnych elementów tego rozdziału. Na zakończenie omówione zostały wady i
zalety metody VDM-F oraz porównano je ze sformułowaniem zadania w domenie
czasowej VDM-T.

• Weryfikacja doświadczalna – stanowi eksperymentalne potwierdzenie skutecz-
ności prezentowanej metody (VDM-F) na przykładzie trójwymiarowej kratowni-
cy. W tej części opisane zostało stanowisko badawcze, rodzaj użytych materiałów,
czujników pomiarowych, sposób realizacji obciążenia harmonicznego, tor pomia-
rowy, itp., oraz sposób realizacji uszkodzenia. Istotnym elementem identyfikacji
defektów jest model numeryczny badanej konstrukcji, któremu poświęcony jest
osobny podrozdział. Ta część zawiera również dyskusję otrzymanych wyników z
przeprowadzonej analizy.

Rozprawę kończą wnioski ogólne dotyczące identyfikacji uszkodzeń oraz oryginal-
nych osiągnięć przedstawionych w pracy.



Rozdział 2
Podstawy Metody Dystorsji

Wirtualnych

2.1 Wprowadzenie

Rozdział ten przedstawia podstawy Metody Dystorsji Wirtualnych w ujęciu statycznym
i jest podzielony na dwie części. W pierwszej wprowadzone są podstawowe pojęcia z
nią związane, a następnie omówione na przykładzie konstrukcji kratowej. Druga część
stanowi uogólnienie jej idei na ustroje ramowe.

Przedstawiona jest tu koncepcja reanalizy konstrukcji o zmodyfikowanych parame-
trach przy wykorzystaniu pola dystorsji wirtualnych i macierzy wpływu. Pozwala ona
na obliczenie zaktualizowanej odpowiedzi konstrukcji będącej pod wpływem ustalonego
obciążenia, której parametry podlegają zmianom. Te zmiany są modelowane przez pole
dystorsji wirtualnych nałożone na konstrukcję, bez konieczności powtórnego obliczania
macierzy sztywności.

2.2 Koncepcja Metody Dystorsji Wirtualnych

Zachowanie konstrukcji będącej pod działaniem pewnego obciążenia zależy od bardzo
wielu czynników (np. geometrii, materiału poszczególnych jej elementów jak i warun-
ków środowiskowych) i zazwyczaj jest dość złożone. Dlatego też buduje się modele,
które pozwalają na matematyczny opis śledzenia jej deformacji pod wpływem zadane-
go wymuszenia. Modele, u których podstaw leży Metoda Elementów Skończonych, są
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jednym z najbardziej powszechnie stosowanych i uznanych modeli nie tylko w mecha-
nice konstrukcji, lecz także modelowane są procesy termiczne, przepływy płynów. Dla
zadanych parametrów fizycznych, geometrycznych oraz obciążenia budowany jest mo-
del numeryczny konstrukcji, który pozwala na prognozowanie jej deformacji w wyniku
rozwiązania układu równań różniczkowych.

Zadanie modelowania układu Metodą Elementów Skończonych (MES) staje się
uciążliwe i czasochłonne w przypadku, gdy istnieje potrzeba wielokrotnego tworzenia
modeli o zmienionych parametrach konstrukcyjnych. Przykładowo, zmiana jednego lub
kilku parametrów w elementach ustroju, powoduje w tradycyjnym podejściu koniecz-
ność budowy nowego modelu, a co się z tym wiąże, macierzy opisujących rozpatrywa-
ny układ i ponownego rozwiązania układu równań różniczkowych. Metoda Dystorsji
Wirtualnych ma na celu usprawnić ten proces poprzez nałożenie na model pierwotny
wstępnych deformacji (dystorsji wirtualnych), które są zależne od przyjętych modyfi-
kacji poszczególnych elementów modelu i jak się później okaże od obciążenia zewnętrz-
nego. Dla tak zmodyfikowanego modelu jego odpowiedź, dzięki zastosowaniu zasady
superpozycji, jest liniową kombinacją odpowiedzi modelu pierwotnego oraz odpowie-
dzi pochodzących od wstępnych deformacji jednoznacznie określonych poprzez zmiany
parametrów konstrukcyjnych.

Przedstawione w niniejszej pracy sformułowanie Metody Dystorsji Wirtualnych do-
tyczy kratownic płaskich i przestrzennych oraz ram płaskich. Modelowane parametry
elementów tych konstrukcji mogą wpływać nie tylko na sztywność konstrukcji (moduł
Young’a), lecz także na jej zachowanie bezwładnościowe (pole przekroju poprzecznego,
moment bezwładności). Ten rozdział jest wprowadzeniem do MDW i dotyczy on za-
gadnień statycznych, a zatem przypadek zmiany bezwładności konstrukcji nie będzie
tutaj omawiany.

2.2.1 Podstawowe pojęcia

Zanim przejdziemy do omówienia koncepcji Metody Dystorsji Wirtualnych (MDW)
przedstawione zostaną podstawowe pojęcia dotyczące konstrukcji kratowych. Wraz z
omawianiem konstrukcji ramowych będą uogólniane w dalszej części pracy. W przypad-
ku kratownic będziemy stosować umowę, zgodnie z którą elementy, składowe odkształ-
cenia, naprężenia są oznaczane dolnym, greckim indeksem (.)α lub (.)β. Wspomniane
terminy to:

• dystorsja wirtualna 0
εα – jest to wstępne odkształcenie nałożone na element

skończony α modelujące zmianę modułu Young’a lub przekroju poprzecznego.
W zależności od problemu dystorsje wirtualne mogą modelować zmiany zarów-
no w pojedynczym elemencie konstrukcji, w pewnym jej zbiorze elementów, jak
i w całym ustroju. W tym ostatnim przypadku indeks α przebiega po wszyst-
kich elementach kratownicy. Z dystorsją wirtualną stowarzyszone jest obciążenie
kompensacyjne, przyłożone do wyizolowanego elementu α z konstrukcji, które
wywołuje stan dystorsyjny (lub stan sprężony).



2.2. Koncepcja Metody Dystorsji Wirtualnych 17

• jednostkowa dystorsja wirtualna 0
εα = 1 – jest to dystorsja wirtualna, która

wywołuje jednostkowe odkształcenie elementu α myślowo wyjętego z konstruk-
cji. Wprowadzenie jednostkowej dystorsji w konstrukcji generuje stan sprężony,
w którym odkształcenie elementu α (jak i we wszystkich elementach ustroju) jest
mniejsze od jedności. W przypadku układów statycznie wyznaczalnych jednostko-
wa dystorsja wirtualna wywołuje jedynie deformację (jednostkowe odkształcenie)
tylko w tym elemencie konstrukcji, w którym została ona wprowadzona.

• macierz wpływu Dαβ – zawiera odkształcenia elementu α wywołane nałoże-
niem na element β dystorsji jednostkowej 0

εβ = 1. Macierz wpływu jest obliczana
dla tych elementów (w szczególności wszystkich elementów konstrukcji), dla któ-
rych przemodelowywane są parametry fizyczne lub geometryczne. Istotną cechą
tej macierzy jest jej kwadratowa budowa, a ponadto: nie jest symetryczna (w
ogólności), poszczególne wyrazy są mniejsze od jedności, a największe wartości
wyrazów znajdują się na głównej przekątnej.

• uogólniona macierz wpływu D̆Aα – jej kolumny zawierają wybrane odpo-
wiedzi konstrukcji fA wywołane nałożeniem na element α dystorsji jednostkowej
0
εα = 1. Odpowiedzi fA stanowią tutaj pewne wielkości (np. przemieszczenia
węzłów) i są najczęściej odniesione do wielkości pomierzonych w konstrukcji rze-
czywistej. Macierz ta jest konstruowana wówczas, gdy za pomocą dystorsji wir-
tualnych mają być modelowane te odpowiedzi fA, z którymi stowarzyszony jest
odczyt z sensora.

• obciążenie kompensacyjne – jest to obciążenie jakie należy przyłożyć do wę-
złów wyizolowanego elementu skończonego, aby wywołać w nim dystorsję wirtu-
alną 0

εα.

• konstrukcja modelowana dystorsjami – numeryczny model konstrukcji, w
którym nałożono dystorsje wirtualne na wybrane bądź wszystkie elementy skoń-
czone.

• konstrukcja początkowa – rzeczywista konstrukcja bez defektów, dla której
jest tworzony i kalibrowany model numeryczny (tzw. model pierwotny).

• konstrukcja zmodyfikowana – rzeczywista konstrukcja o zmienionych para-
metrach fizycznych lub/i geometrycznych (w odróżnieniu od konstrukcji począt-
kowej)

• parametr modyfikacji µα – jest to stosunek parametru fizycznego lub/i geo-
metrycznego zmodyfikowanego elementu skończonego α konstrukcji do począt-
kowego. Zbiór parametrów modyfikacji poszczególnych elementów tworzy wektor
parametrów modyfikacji konstrukcji.

• intensywność uszkodzenia λα – bezwymiarowa wielkość opisująca stopień de-
gradacji modelowanego parametru elementu skończonego i jest ściśle związana
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przez parametr modyfikacji: λα = 1α − µα. Wszystkie składowe wektora 1α są
jednostkowe. Zbiór intensywności uszkodzenia elementów tworzy wektor inten-
sywności uszkodzenia.

2.2.2 Stan dystorsyjny konstrukcji

Jak już wspomniano w poprzednim podrozdziale, stan dystorsyjny (sprężony) konstruk-
cji powstaje w wyniku nałożenia na nią dystorsji wirtualnych. W celu dokładniejszego
zobrazowania idei MDW rozpatrzmy prostą konstrukcję przedstawioną na rys. 2.1 zło-
żoną z 3 elementów kratowych o długościach odpowiednio: L1, L2, L3. Sztywności
osiowe tych elementów wynoszą odpowiednio: E1A1, E2A2, E3A3, a sposób podparcia
w A, B, C oraz D jest zilustrowany na rys. 2.1.

(a)

(b)

(c)

(d)

(e)

L3L2L1

E1A1 E3A3E2A2 P

L1(
L
ε1 + R

ε1) L2(
L
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ε2)

A B C D

L1ε1 −L3ε3 L2ε2
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L
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−L3
R
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R
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−L3
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0
ε1E1A1

0
ε1

Rysunek 2.1: Koncepcja Metody Dystorsji Wirtualnych. (a)–konstrukcja pierwotna,
(b)–deformacja konstrukcji pierwotnej wywołana obciążeniem zewnętrznym P , (c)–
konstrukcja sprężona, (d)–konstrukcja modelowana dystorsjami, (e)–konstrukcja zmo-
dyfikowana.
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Konstrukcja ta jest poddana statycznemu obciążeniu siłą osiową P na podporze
C rys. 2.1(a), które wywołuje stan deformacji opisany poprzez następujące wektory
odkształceń i naprężeń (por. rys. 2.1(b)):

L
εα =

 L
ε1
L
ε2
L
ε3

 =
1

M

 E2A2L3

E1A1L3

−(L1E2A2 + E1A1L2)

P, L
σα =

 E1
L
ε1

E2
L
ε2

E3
L
ε3

 , (2.1)

gdzie przyjęto M = E1A1E2A2L3 + L1E2A2E3A3 + E1A1L2E3A3, a α jest indeksem
oznaczającym numer elementu. Wprowadźmy na wyjęty myślowo z konstrukcji począt-
kowej element nr 1 pewne odkształcenie wstępne 0

ε1 (dystorsję wirtualną), z którym
stowarzyszone jest samozrównoważone obciążenie kompensacyjne,

0

N1 = E1A1
0
ε1, wy-

wołujące to odkształcenie, por. rys. 2.1(c). Element ten stanowi jednak część konstruk-
cji i dozna innego (mniejszego) odkształcenia (oznaczmy je przez R

ε1) niż wprowadzona
dystorsja wirtualna 0

ε1. Stan ten wynika z warunku ciągłości przemieszczeń ustroju.
Co więcej, wprowadzona dystorsja wirtualna wywołuje deformacje w pozostałych ele-
mentach konstrukcji: R

ε2,
R
ε3. Stan odkształceń i naprężeń konstrukcji sprężonej jest

wyrażony przez wektory:

R
εα =

1

M

 E2A2L3 + L2E3A3

−L1E3A3

−L1E2A2

E1A1
0
ε1,

R
σα =

 E1

(
R
ε1 − 0

ε1

)
E2

R
ε2

E3
R
ε3

 (2.2)

Równania (2.2) możemy zapisać w uproszczonej formie:

R
εα =

 D11

D21

D31

 0
ε1,

R
σα =

 E1 (D11 − 1)
E2D21

E3D31

 0
ε1, (2.3)

gdzie wykorzystano oznaczenie:

Dα1 =
1

M

 E2A2L3 + L2E3A3

−L1E3A3

−L1E2A2

E1A1. (2.4)

Warto tutaj dodać, że w wektorze Dα1 drugi indeks wskazuje na element, w którym
wprowadzono dystorsję wirtualną (tutaj: 1) a jego składowe wyrażają odkształcenia
wywołane wprowadzeniem jednostkowej dystorsji wirtualnej 0

ε1 = 1 (w odróżnieniu od
R
εα, które określa stan sprężony wywołany niejednostkową dystorsją wirtualną 0

ε1).
W ramach liniowej teorii krat dopuszczalne jest stosowanie tzw. zasady superpozy-

cji, a zatem w rozważanym przypadku całkowite pola odkształceń εα (naprężeń σα)
ustroju jest sumą pól odkształceń (naprężeń) konstrukcji pierwotnej i sprężonej, co po
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uwzględnieniu równań (2.3) oraz (2.1) prowadzi do związków:
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L
εα +
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0
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 , σα =
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)
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(
L
ε2 +D21

0
ε1

)
E3

(
L
ε3 +D31

0
ε1

)

(2.5)

Odkształcenie εα i naprężenie σα odnoszą się do konstrukcji modelowanej dystorsją 0
ε1,

zilustrowanej na rys. 2.1(d). W zależności od wartości dystorsji wirtualnej 0
ε1 nałożonej

na element nr 1 konstrukcji początkowej mogą być modelowane różne pola odkształceń
i naprężeń spełniające warunek ciągłości przemieszczeń.

Wprowadźmy teraz pewną zmianę modułu Young’a E1 w elemencie nr 1 konstruk-
cji początkowej i niech wynosi teraz Ê1. W tej chwili nie precyzujemy jego wzrostu
czy spadku wartości. Otrzymaną w ten sposób konstrukcję zmodyfikowaną pokazano
na rys. 2.1(e). Pole odkształceń i naprężeń wywołane działaniem siły P może zostać
obliczone ze wzorów (2.1) po uprzednim podstawieniu zależności: L

εα = ε̂α, E1 = Ê1,
L
σα = σ̂α, co można zapisać w postaci:

ε̂α =
1

M̂

 E2A2L3

Ê1A1L3

−
(
L1E2A2 + Ê1A1L2

)
P, σ̂α =

 Ê1 ε̂1

E2 ε̂2

E3 ε̂3

 , (2.6)

przy czym: M̂ = Ê1A1E2A2L3 + L1E2A2E3A3 + Ê1A1L2E3A3, a wielkości ε̂α oraz
σ̂α określają wektor odkształcenia i naprężenia konstrukcji zmodyfikowanej. Następnie
żądamy spełnienie następującego postulatu:

Postulat 2.1 : Konstrukcja zmodyfikowana oraz konstrukcja modelowana dystorsja-
mi są tożsame w sensie równości ich uogólnionych pól odkształceń i sił wewnętrznych.

Oznacza to, że muszą zachodzić równości: ε̂α = εα, σ̂α = σα we wzorach (2.5) oraz
(2.6), co prowadzi do zależności:

σ̂α = σα =

 Ê1 ε1

E2 ε2

E3 ε3

 =
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)
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 . (2.7)

Pierwsze z równań (2.7) przyjmuje postać:

σ1 = Ê1 ε1 = E1

(
ε1 − 0

ε1

)
, (2.8)

a pozostałe dwa spełnione są tożsamościowo. Związek (2.8) wygodnie jest przedstawić
w postaci:

µ1
def
=
Ê1

E1

=
ε1 − 0

ε1

ε1

, (2.9)
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gdzie µ1 jest parametrem modyfikacji, zdefiniowanym jako stosunek modułów Young’a
elementu nr 1 konstrukcji zmodyfikowanej i początkowej. Innymi słowy oznacza to, że
konstrukcja modelowana oraz konstrukcja zmodyfikowana będą opisane tymi samymi
polami odkształceń i naprężeń jeśli związek (2.9) będzie spełniony. Zauważmy tutaj,
że odkształcenie ε1 zależy od wprowadzonej dystorsji wirtualnej 0

ε1 (por. 2.5(a)), a za-
tem wzór (2.9) jest nieliniowy. Odwracając problem, znając odkształcenie ε1, możemy
znaleźć taką wartość dystorsji wirtualnej 0

ε1, której odpowiada zadany parametr mo-
dyfikacji sztywności µ1:

0
ε1 = (1− µ1) ε1. (2.10)

Zgodnie z postulatem (2.1) w rozważanym przykładzie równorzędnie możemy sto-
sować również siły w prętach (w miejsce naprężeń). Podstawiając w równaniach (2.8)
odpowiednie zależności σα =

Nα
Aα

oraz jednocześnie modelując zmianę pola przekroju
poprzecznego A1 elementu nr 1, związek (2.9) przyjmie postać:

µ1 =
k̂EA1

kEA1

=
Ê1Â1

E1A1

=
ε1 − 0

ε1

ε1

. (2.11)

Jak łatwo można zauważyć, w przypadku gdy nie jest rozważana modyfikacja modułu
Young’a, Ê1 = E1, parametr modyfikacji sztywności µ1 jest określony tylko poprzez
zmianę pola powierzchni przekroju poprzecznego i jest równy µ1 = Â1

A1
. Jeśli modelu-

jemy jednocześnie modyfikację pola przekroju poprzecznego A1 i modułu Young’a E1

wygodnie jest je opisywać poprzez zmianę sztywności osiowej µ1 =
k̂EA1

kEA1
.

Wynika to z faktu, że p-krotna zmiana modułu Young’a w danym elemencie wywo-
łuje taki sam stan uogólnionych odkształceń i sił wewnętrznych jak i p-krotna zmiana
pola przekroju poprzecznego w tym elemencie. Z punktu widzenia stanu deformacji
statycznej konstrukcji kratowej zmiany te nie są rozróżnialne.

Powyższe rozważania dotyczą modelowania i modyfikacji elementu nr 1 konstruk-
cji, z którym związany jest stan dystorsyjny. Oczywiście, nie jest to jedyny możliwy
stan tego ustroju. Nakładając dystorsje wirtualne na pozostałe elementy konstrukcji w
analogiczny sposób, możliwe jest jednoczesne modelowanie parametrów we wszystkich
elementach konstrukcji, co będzie przedmiotem rozważań w następnym podrozdziale.

2.2.3 Macierz wpływu

W poprzednim podrozdziale pokazano, że wprowadzenie dystorsji wirtualnej pozwala
na modelowanie zmiany pola przekroju poprzecznego A1 lub/i modułu Young’a E1 tego
elementu. Oczywiście, opisany powyżej algorytm poprzez analogię można zastosować
do pozostałych elementów ustroju i – wykorzystując zasadę superpozycji – modelować
te zmiany we wszystkich elementach tej konstrukcji. Wprowadźmy zatem dystorsje
wirtualne w pozostałej części konstrukcji: 0

ε2 i 0
ε3. Wywołają one pole odkształceń od-
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powiednio:

R
εα =

 D12

D22

D32

 0
ε2 +

 D13

D23

D33

 0
ε3, (2.12)

gdzie:

Dα2 =
1

M

 −L2A3E3

A1E1L3 + L1A3E3

−E1A1L2

E2A2, (2.13)

Dα3 =
1

M

 −E2A2L3

−E1A1L3

E1A1L2 + L1E2A2

E3A3, (2.14)

a M jest określone jak we wzorze (2.1). Wektor Dα2 jest wektorem odkształcenia wy-
wołanym przez nałożenie jednostkowej dystorsji wirtualnej 0

ε2 = 1 w elemencie nr 2,
podczas gdy wektor Dα3 wywołuje jednostkowa dystorsja wirtualna 0

ε3 = 1 w elemen-
cie nr 3. Uwzględniając związek (2.3(a)) oraz (2.12) możemy obliczyć odkształcenia w
konstrukcji sprężonej R

εα wywołany wprowadzeniem dowolnego wektora dystorsji wir-
tualnych 0

εα:

R
εα =

 D11 D12 D13

D21 D22 D23

D31 D32 D33

 0
ε1
0
ε2
0
ε3

 = Dαβ
0
εβ. (2.15)

Macierz Dαβ nosi nazwę macierzy wpływu i jest fundamentem Metody Dystorsji
Wirtualnych. W związku (2.15) pominięto znak sumowania po indeksie β – zakłada-
my konwencję sumacyjną Einsteina. Indeksy, po których nie należy sumować, będą
podkreślone. Biorąc pod uwagę (2.4), (2.13) oraz (2.14) pełna postać macierzy Dαβ

przedstawia się następująco:

Dαβ =
1

M

 k1 (k2L3 + L2k3) −k2L2k3 −k2L3k3

−k1L1k3 k2 (k1L3 + L1k3) −k1L3k3

−k1L1k2 −k1k2L2 (k1L2 + L1k2) k3

 , (2.16)

przy czym zastosowano oznaczenie kα = EαAα. Jej β-ta kolumna stanowi wektor
odkształceń konstrukcji wywołany wprowadzeniem jednostkowej dystorsji wirtualnej
0
εβ = 1 w konstrukcji. Innymi słowy, wyraz macierzy Dαβ opisuje odkształcenie ele-
mentu α wywołane działaniem jednostkowej dystorsji wirtualnej w elemencie β.

Wymiar macierzy wpływu Dαβ dla omawianej tutaj 3-elementowej konstrukcji jest
[3× 3], a jej wyznaczenie nie stwarza problemów obliczeniowych. Czasami jednak kon-
strukcja bywa dość złożona, lub też zachodzi potrzeba modelowania parametrów mo-
dyfikacji w wybranym jej obszarze D. Wówczas macierz wpływu Dαβ obliczana jest
tylko dla tej wybranej części konstrukcji (podzbioru elementów): jednostkowe dystor-
sje wirtualne nakładane są na elementy ze zbioru D i dla nich obliczane są składowe
wektora odkształceń. Niezależnie od tego, czy rozważamy całą konstrukcję czy też jej
fragment statyczna macierz wpływu Dαβ posiada pewne szczególne cechy:



2.2. Koncepcja Metody Dystorsji Wirtualnych 23

• kwadratowa budowa,

• dla β-tej kolumny największą wartość ma wyraz znajdujący się na jej głównej
przekątnej, lecz nie większą od jedności,

• w ogólności nie jest symetryczna,

• dla konstrukcji statycznie wyznaczalnej zachodzi Dαβ = δαβ (macierz jednostko-
wa) – jednostkowa dystorsja wirtualna 0

εβ = 1 wywołuje jedynie odkształcenie
(jednostkowe) Dββ = 1 tylko w tym elemencie, w którym dystorsja wirtualna
została wprowadzona.

Wektory odkształceń εα i naprężeń σα konstrukcji modelowanej dystorsjami może-
my wyrazić (analogicznie do (2.5)) posługując się zbudowaną powyżej macierzą wpły-
wu:

εα =
L
εα +Dαβ

0
εβ, σα =

L
σα +

R
σα = Eα

(
εα − 0

εα
)
, (2.17)

Jeśli jest znane pole dystorsji wirtualnych modelujących modyfikacje parametrów kon-
strukcji µα, to ze związków (2.17) może zostać obliczone pole odkształceń i naprężeń
bez powtórnego obliczenia macierzy sztywności konstrukcji.

2.2.4 Uogólniona macierz wpływu

Wyprowadzone w poprzednim paragrafie związki (2.17) pozwalają przy zadanym polu
dystorsji wirtualnych 0

εα na natychmiastowe obliczenie pól odkształceń εα i naprę-
żeń σα konstrukcji, po uprzednim wyznaczeniu macierzy wpływu Dαβ. W pewnych
przypadkach zachodzi jednak potrzeba szybkiej reanalizy innych wielkości niż pole od-
kształceń czy naprężeń np. przemieszczeń węzłowych na podporze B lub podporze C
(por. rys. (2.1)). Załóżmy teraz, że naszym celem jest modelowanie tych przemieszczeń
węzłowych (oznaczmy je odpowiednio przez u1 i u2) za pomocą dystorsji wirtualnych
0
εα. Interesujące nas przemieszczenia w stanie sprężonym wywołanym poprzez wprowa-
dzenie pola dystorsji 0

εα są wyrażone następująco:

R
uA = D̆Aα

0
εα, (2.18)

gdzie R
uA =

[
R
u1

R
u2

]T , a D̆Aα jest uogólnioną macierzą wpływu. Macierz ta, o wymia-
rze 2× 3, określa wpływy jednostkowych dystorsji wirtualnych na te przemieszczenia,
a jej α-kolumna określa przemieszczenia węzłowe na podporach B i C wywołane wpro-
wadzeniem dystorsji jednostkowej w elemencie α. Używając oznaczeń z poprzedniego
paragrafu macierz tę możemy zapisać w postaci:

D̆Aα =
1

M

[
k1L1 (k2L3 + L2k3) −L1k2L2k3 −L1k2L3k3

k1L1k2L3 k1k2L2L3 − (k1L2 + L1k2) k3L3

]
, (2.19)
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W związku z tym, ponownie stosując zasadę superpozycji, modelowane przemieszczenia
konstrukcji są wyrażone wzorem:

uA =
L
uA + D̆Aα

0
εα (2.20)

gdzie L
uA =

[
L
u1

L
u2

]T stanowią przemieszczenia konstrukcji początkowej wywołane
obciążeniem P . Warto w tym miejscu dodać, że modelowane mogą być te wielkości,
które są liniowo zależne od pola dystorsji 0

εα. A zatem możliwe jest modelowanie wiel-
kości będących również kombinacją liniową (np. przemieszczeń: fA = 2u1 + u2), przy
czym wyrazy każdej w kolumnie uogólnionej macierzy wpływu D̆Aα muszą stanowić
odpowiedzi odniesione do modelowanych wielkości fA. Niewątpliwie korzyścią takie-
go postępowania jest możliwość modelowania tych wielkości, które są stowarzyszone z
pomiarami.

2.3 Modelowanie parametrów konstrukcji ramowych

W podrozdziale 2.2.2 przedstawiona została koncepcja Metody Dystorsji Wirtualnych
na przykładzie konstrukcji kratowej. Konstrukcja kratowa stanowi dobry punkt wyj-
ściowy do omówienia idei modelowania zmian parametrów fizycznych czy geometrycz-
nych w poszczególnych elementach skończonych z uwagi na występującą pojedynczą
składową pola odkształcenia i – co się z tym wiąże – naprężenia.

W analizie konstrukcji ramowych analiza stanów dystorsyjnych jest nieco bardziej
złożona z uwagi na pojawianie się dodatkowych składowych odkształcenia w elemencie
skończonym, a w konsekwencji i dodatkowych składowych dystorsji wirtualnych. W
następnych podrozdziałach bliżej zajmiemy się tym zagadnieniem.

2.3.1 Podstawowe równania belek

Rozważania nad modelowaniem parametrów konstrukcji ramowych rozpocznijmy od
uwag wstępnych, dotyczących założeń, które będziemy stosować analizując konstrukcje
belkowe w tym i następnych podrozdziałach:

• równania sformułowane w ramach teorii I-go rzędu;

– rozdzielenie stanu rozciągania osiowego od stanu zgięciowego;

– wykorzystanie zasady „zesztywnienia” – równania równowagi układane są w
konfiguracji nieodkształconej belki;

– zasada superpozycji;

• kinematyczna hipoteza Bernoulliego: przekroje belki pozostają płaskie i prosto-
padłe do jej osi po deformacji;
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Nx + dNxNx

Mz + dMzMz

Ty + dTyTy

pydx

pxdx

mzdx

dx

x

y

Rysunek 2.2: Infinitezymalny wycinek belki wraz z działającymi na niego siłami we-
wnętrznymi.

Na rys. (2.2) został przedstawiony infinitezymalny fragment belki o długości dx
wraz z działającymi na niego uogólnionymi siłami wewnętrznymi: siłą osiową Nx, si-
łą poprzeczną Ty, momentem zginającym Mz. Wielkości te są zdefiniowane poprzez
wyrażenia całkowe:

Nx =

∫
A

σx dA, Ty =

∫
A

τxy dA, Mz =

∫
A

σx y dA. (2.21)

Następnie żądamy, aby wycinek ten pozostawał w równowadze, co prowadzi do równań:∑
X =

dNx

dx
+ px = 0,

∑
Y =

dTy
dx

+ py = 0,
∑

Z =
dMz

dx
+ Ty +mz = 0.

(2.22)

Ponadto, zachodzą związki geometryczne pomiędzy przemieszczeniami i odkształce-
niem osiowym oraz krzywizną wynikające z postulatu Bernoulliego:

ε(x) =
du

dx
, κ(x) =

dϕ

dx
, przy czym: ϕ(x) =

dw

dx
. (2.23)

Związki fizyczne wiążące siły przekrojowe z odkształceniami wyrażone są w postaci:

Nx(x) = EAε(x), Mz(x) = EJκz(x). (2.24)

Podstawiając wzory (2.23) oraz (2.24) do (2.22) otrzymamy równia równowagi wyra-
żone w przemieszczeniach:

EAu′′(x) + px(x) = 0, EJ wIV (x)− py(x) +mz(x) = 0. (2.25)

Powyższe równania zostały wyprowadzone przy założeniu, że geometria przekroju po-
przecznego belki nie jest zależna od zmiennej x.
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l

y

0 l x

Rysunek 2.3: Lokalny układ współrzędnych elementu skończonego.

2.3.2 Składowe dystorsji wirtualnych elementu ramowego

Związki fizyczne (2.24) elementu skończonego w układzie przedstawionym na rys. 2.3
zapiszmy w postaci:

N e = EAεe
ε = const, M e = EJεe

κ, oraz T e = −dM
e

dx
, (2.26)

gdzie N e, M e, T e są siłami przekrojowymi, w których w odróżnieniu do poprzedniego
podrozdziału pominięto dolne indeksy związane z układem współrzędnych, i wprowa-
dzono oznaczenie (.)e wskazujące wielkości dotyczą elementu skończonego. Natomiast
odkształcenie osiowe zastąpiono przez εe

ε, a krzywiznę przez εe
κ. Jednocześnie należy

zwrócić uwagę, że równania (2.26) są prawdziwe w przypadku, gdy pomijamy obciąże-
nia ciągłe (por. 2.25). Modelowanie modyfikacji sztywności elementu pozwala przyjąć
takie założenie, co będzie pokazane w dalszej części tego rozdziału.

Podstawowe składowe deformacji ramowego elementu skończonego, które będziemy
stosować do opisu dystorsyjnego, możemy określić rozpatrując problem własny macie-
rzy sztywności Ke

ij tego elementu. Macierz ta ma postać:

Ke
ij =



EA
l

0 0 −EA
l

0 0

0 12EJ
l3

6EJ
l2

0 −12EJ
l3

6EJ
l2

0 6EJ
l2

4EJ
l

0 −6EJ
l2

2EJ
l

−EA
l

0 0 EA
l

0 0

0 −12EJ
l3

−6EJ
l2

0 12EJ
l3

−6EJ
l2

0 6EJ
l2

2EJ
l

0 −6EJ
l2

4EJ
l


(2.27)

Wyprowadzenie tej macierzy można znaleźć w wielu publikacjach, np. [67, 68, 69].
Zagadnienie własne macierzy sztywności Ke

ij jest wyrażone w następującej formie:(
Ke
ij − λ δij

)
qe
j = 0. (2.28)

W równaniu (2.28) λ jest wielkością skalarną, δij – macierzą jednostkową, a qe
j – wek-

torem uogólnionych przemieszczeń węzłowych elementu skończonego w układzie lokal-
nym. W nietrywialnym przypadku, gdy qi 6= 0i równanie (2.28) jest spełnione jeśli
prawdziwy jest związek:

det
(
Ke
ij − λ δij

)
= 0. (2.29)
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Rozwinięcie wyznacznika (2.29) prowadzi do tzw. równania charakterystycznego, któ-
rego pierwiastki są rzeczywiste, co wynika z symetrycznej budowy macierzyKe

ij. W roz-
ważanym przypadku obliczone wartości własne wynoszą:

λ1 = λ2 = λ3 = 0, λ4 =
2

l
EA, λ5 =

2

l
EJ, λ6 =

6 (l2 + 4)

l3
EJ. (2.30)

Pierwsze trzy wartości własne są zerowe – λ1, λ2, λ3 – generują uogólnione przemiesz-
czenia stowarzyszone z ruchami sztywnymi elementu skończonego, a zatem nie ulega
on deformacji. Wektory tych uogólnionych przemieszczeń mogą zostać wyznaczone z
dokładnością do stałej i mogą zostać zapisane w następującej formie:

qe
i (1) =


u
0
0
u
0
0

 , qe
i (2) =


0
w
0
0
w
0

 , qe
i (3) =


0
−lϕ
ϕ
0
0
ϕ

 . (2.31)

Ruchy sztywne opisane wzorem (2.31) – dwa translacyjne oraz obrót przedstawione
zostały na rys. 2.4.

(a) (b) (c)

u

l

u

w

l w

l

ϕ

Rysunek 2.4: Ruchy sztywne ramowego elementu skończonego: (a) – przesunięcie po-
ziome, (b) – przesunięcie pionowe, (c) – obrót.

W celu określenia podstawowych, jednostkowych deformacji elementu skończonego
będziemy rozważać wektory własne, którym odpowiadają niezerowe wartości własne,
a mianowicie: λ4, λ5 oraz λ6. Tym wartościom własnym odpowiadają wektory uogól-
nionych przemieszczeń węzłowych:

qe
i (4) =


−u

0
0
u
0
0

 , qe
i (5) =


0
0
−ϕ

0
0
ϕ

 , qe
i (6) =


0

2
l
ϕ
ϕ
0

−2
l
ϕ
ϕ

 . (2.32)

Wektor przemieszczeń qe
i (4) przedstawia rozciąganie osiowe elementu, zaś pozostałe

dwa – qe
i(5) i q

e
i(6) są związane ze zginaniem. Uwzględniając związek problemu własnego

w postaci:

F e
i = Kij q

e
j = λ qe

i , (2.33)
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możemy napisać następujące zależności na siły węzłowe:

F e
i (4) =

2EA

l
qe
i (4), F e

i (5) =
2EJ

l
qe
i (5), F e

i (6) =
6 (l2 + 4)

l3
EJ qe

i (5). (2.34)

Wystarczy teraz przeskalować przemieszczenia węzłowe tak, aby odpowiadały one jed-
nostkowym deformacjom. Wygodnie jest to wykonać przyjmując nowy, lokalny układ
odniesienia związany z bezwymiarową współrzędną ξ, który został przedstawiony na
rys. (2.5). Związek łączący ten układ z przedstawionym na rys. (2.5) ma postać:

l

y
−1 1

ξ

Rysunek 2.5: Bezwymiarowy układ współrzędnych elementu skończonego.

ξ =
2x

l
− 1, przy czym:

dξ

dx
=

2

l
. (2.35)

W tym celu rozpatrzmy wektory obciążeń elementu indywidualnie dla odpowiada-
jącej wartości własnej opisujące następujące stany:

• rozciąganie osiowe (opisane wzorem (2.34a)) stałą siłą o wartości:

N e =
2EA

l
u = EAεe

ε. (2.36)

Wynika stąd, że dla jednostkowego odkształcenia εe
ε = 1 otrzymamy wartość

przemieszczenia u = l
2
.

• zginanie – stała wartość momentu M e (por. 2.34b), któremu towarzyszy stała
krzywizna κe:

M e =
2EJ

l
ϕ = EJεe

κ = EJεe
κ. (2.37)

We wzorze (2.37) przyjęto ważne oznaczenie stałej krzywizny εe
κ = εe

κ, której bę-
dziemy używać w dalszych rozważaniach jako składowej odkształcenia elementu
skończonego. Wykonując podstawienie εe

κ = 1 wyznaczymy wartość węzłowego
kąta obrotu ϕ = l

2
.

• zginanie – liniowo zmienny moment M e(ξ), stała wartość siły poprzecznej T e

(por. (2.34c)):

T e = −dM
e

dx
= −dM

e

dξ

dξ

dx
= − l

2

6(l2 + 4)

l3
2

l
= −EJ(εe

κ)
′(ξ) = −EJεe

χ. (2.38)
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We wzorze (2.38) skorzystaliśmy z proporcjonalnej zależności pomiędzy momen-
tem zginającym a krzywizną. Ponadto, została wprowadzona trzecia składowa
odkształcenia εe

χ:

εe
χ = (εe

κ)
′(ξ). (2.39)

Zauważmy, że w przypadku nieobecności obciążenia ciągłego (py(ξ) = 0), a taki
rozważamy tutaj przypadek, εe

χ przyjmuje stałą wartość. Gdy εe
χ = 1 wartość kąta

obrotu znajdujemy w postaci: ϕ = l3

6(l2+4)
.

Możemy teraz przedstawić kompletny zestaw obciążeń kompensacyjnych wraz z
odpowiadającymi im jednostkowymi deformacjami.

εe
ε =1, F e

i (4) = EA [−1 0 0 1 0 0]T ,

εe
κ =1, F e

i (5) = EJ [0 0 − 1 0 0 1]T ,

εe
χ =1, F e

i (6) = EJ

[
0

2

l
1 0 − 2

l
1

]T
.

(2.40)

Zdefiniujmy jeszcze składowe odkształceń εe
ε, εe

κ, εe
χ elementu skończonego w zależ-

ności od jego przemieszczeń węzłowych. Wracając do równań równowagi (2.25) oraz
układu współrzędnych pokazanego na rys. 2.3 i przyjmując brak obciążeń ciągłych,
rozwiązania tych równań możemy zapisać jako funkcje wielomianowe:

u(x) = A1 x+ A2, w(x) = B1 x
3 +B2 x

2 +B3 x+B4. (2.41)

Żądając spełnienia następujących warunków:

u(0) = u1, w(0) = w1, w′(0) = ϕ1,

u(l) = u2, w(l) = w2, w′(l) = ϕ2,
(2.42)

otrzymujemy poszukiwane związki w postaci:

u(x) =
u2 − u1

l
x+ u1 (2.43)

w(x) =
1

l2

[
ϕ1 + ϕ2 +

2

l
(w2 − w1)

]
x3+

+
1

l

[
−(2ϕ1 + ϕ2) +

3

l
(w1 − w2)

]
x2 + ϕ1 x+ w1.

(2.44)

Należy teraz podstawić związki (2.43), (2.44) do wzorów (2.23), aby otrzymać od-
kształcenia podłużne i krzywiznę wyrażone przez uogólnione przemieszczenia węzłowe
w zależności od zmiennej x:

εe
ε(x) =

u2 − u1

l
, (2.45)

εe
κ(x) =

6

l2

[
ϕ1 + ϕ2 +

2

l
(w2 − w1)

]
x+

2

l

[
−(2ϕ1 + ϕ2) +

3

l
(w1 − w2)

]
, (2.46)
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lub zmiennej ξ (por. rys. 2.5):

εe
ε(ξ) =

u2 − u1

l
, (2.47)

εe
κ(ξ) =

6

l

[
ϕ1 + ϕ2

2
+
w2 − w1

l

]
ξ +

ϕ2 − ϕ1

l
. (2.48)

Wzór na odkształcenie osiowe (por. (2.45), (2.47)) nie zależy od wybranej parametryza-
cji elementu skończonego, natomiast wyrażenie (2.48) możemy zapisać w uproszczonej
postaci:

εe
κ(ξ) = εe

χξ + εe
κ, (2.49)

w której zdefiniowano pozostałe dwie składowe odkształcenia ramowego elementu skoń-
czonego:

εe
χ =

6

l

[
ϕ1 + ϕ2

2
+
w2 − w1

l

]
, oraz εe

κ =
ϕ2 − ϕ1

l
. (2.50)

Składowe odkształceń określone przez związki (2.47) oraz (2.50) zilustrowano na
rys. 2.6.

u l u

N
(e)
ε N

(e)
ε

ϕ ϕ
l

M
(e)
κ M

(e)
κ

l

w
wϕ

ϕM
(e)
χ

M
(e)
χ

T
(e)
χ

T
(e)
χ

Rysunek 2.6: Podstawowe składowe deformacji ramowego elementu skończonego.

Dowolną deformację ramowego elementu skończonego w ramach przyjętych założeń
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możemy rozłożyć na trzy niezależne składowe odkształceń: εe
ε, εe

κ oraz εe
χ:

εe
α =

εe
ε

εe
κ
εe
χ

 =

 u2−u1

l
ϕ2−ϕ1

l
6
l

[
ϕ1+ϕ2

2
+ w2−w1

l

]
 =

−1
l

0 0 1
l

0 0
0 0 −1

l
0 0 1

l

0 − 6
l2

3
l2

0 6
l2

3
l



u1

w1

ϕ1

u2

w2

ϕ2

 , (2.51)

lub krócej:

εe
α = Le

αi q
e
i . (2.52)

We wzorze (2.52) Le
αi jest lokalną macierzą odkształceń:

Le
αi =

−1
l

0 0 1
l

0 0
0 0 −1

l
0 0 1

l

0 − 6
l2

3
l2

0 6
l2

3
l

 . (2.53)

Związki fizyczne (2.26) możemy wyrazić w funkcji otrzymanych wyżej składowych od-
kształceń we współrzędnej bezwymiarowej ξ:

N e = EAεe
ε, M e = EJ

(
εe
χ ξ + εe

κ
)
, T e = −2

l
EJεe

χ. (2.54)

Związki (2.54) w zależności od parametrów węzłowych elementu skończonego mają
postać:

F e
i =


N e

1

T e
1

M e
1

N e
2

T e
2

M e
2

 =


−EA 0 0

0 0 2
l
EJ

0 −EJ EJ
EA 0 0
0 0 −2

l
EJ

0 EJ EJ


−1

l
0 0 1

l
0 0

0 0 −1
l

0 0 1
l

0 − 6
l2

3
l2

0 6
l2

3
l



u1

w1

ϕ1

u2

w2

ϕ2

 , (2.55)

lub używając notacji indeksowej:

F e
i = Se

iαL
e
αj q

e
j = Ke

ij q
e
j = Se

iα ε
e
α, (2.56)

gdzie Se
iα jest lokalną macierzą parametrów sztywności:

Se
iα =


−EA 0 0

0 0 2
l
EJ

0 −EJ EJ
EA 0 0
0 0 −2

l
EJ

0 EJ EJ

 , (2.57)

a Ke
ij macierzą sztywności elementu ramowego (zob. 2.27). Istotny jest tutaj fakt, że

możemy przedstawić związek pomiędzy uogólnionymi siłami węzłowymi F e
i , a składo-

wymi odkształcenia elementu εe
α (zob. 2.56).
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2.3.3 Związki dystorsji wirtualnych z modyfikacją sztywności

Na belkowy element skończony możemy zatem nałożyć trzy dystorsje wirtualne odpo-
wiadające składowym odkształceń, czyli: 0

εe
ε,

0
εe

κ i 0
εe
χ. Zgodnie z postulatem 2.1, kon-

strukcje zmodyfikowana i modelowana dystorsjami wirtualnymi mają tożsame pola
odkształceń i uogólnionych naprężeń, zatem możemy napisać poniższe równania:

N e = ke
EA(εe

ε −
0
εe
ε) = k̂e

EA ε
e
ε,

M e = ke
EJ

(
(εe
χ −

0
εe
χ) ξ + εe

κ −
0
εe

κ
)

= k̂e
EJ(εe

χ ξ + εe
κ),

T e = −2

l
ke
EJ(εe

χ −
0
εe
χ) = −2

l
k̂e
EJ ε

e
χ,

(2.58)

w których oznaczono k̂e
EA = ÊÂ zmodyfikowaną sztywność podłużną oraz k̂e

EJ = ÊĴ
– zmodyfikowaną sztywność zgięciową. Z równań (2.58) wynikają następujące definicje
parametrów modyfikacji elementu skończonego:

ϑEAe
def
=
k̂e
EA

ke
EA

=
ÊÂ

EA
, ϑEJe

def
=
k̂e
EJ

ke
EJ

=
ÊĴ

EJ
. (2.59)

W skończonym elemencie ramowym będziemy rozumieć parametr modyfikacji jako ϑEAe

oraz ϑEJe . Uwzględniając powyższe zależności w równaniu (2.58) otrzymamy związki
łączące parametry modyfikacji i dystorsje wirtualne, w postaci:

ϑEAe εe
ε = εe

ε −
0
εe
ε, (2.60)

ϑEJe (εe
χξ + εe

κ) = (εe
χ −

0
εe
χ) ξ + εe

κ −
0
εe

κ, (2.61)

ϑEJe εe
χ = εe

χ −
0
εe
χ. (2.62)

Podstawiając równanie (2.62) do (2.61) znajdujemy związki pomiędzy składowymi wek-
tora dystorsji wirtualnych a parametrami modyfikacji w następującej formie:

ϑEAe =
εe
ε −

0
εe
ε

εe
ε

, ϑEJe =
εe

κ −
0
εe

κ
εe

κ
, ϑEJe =

εe
χ −

0
εe
χ

εe
χ

. (2.63)

Tworzą one wektor parametrów modyfikacji elementu skończonego:

µe
α =

[
ϑEAe , ϑEJe , ϑEJe

]T
. (2.64)

Precyzując modelowane parametry, tj. moduł Younga E, pole przekroju poprzecznego
A i moment bezwładności J otrzymamy:

µe
α =

[
ϑEe , ϑ

E
e , ϑ

E
e

]T
, lub : µe

α =
[
ϑAe , ϑ

J
e , ϑ

J
e

]T
, (2.65)

gdzie: ϑEe = Ê
E
, ϑAe = Â

A
, ϑJe = Ĵ

J
. Jak widać, wektor modyfikacji parametrów elementu

skończonego µe
α może być zdefiniowany dwojako w zależności od modelowanych zmian
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w konstrukcji. W przypadku szczególnym, gdy mamy do czynienia z jednoczesną mo-
dyfikacją 3 parametrów (E, A, J) wygodniej jest posługiwać się sztywnością osiową
ke
EA i sztywnością zgięciową ke

EJ elementu. Wynika to z tego, że składowa druga i
trzecia wektora modyfikacji parametrów są tożsame, a zatem jednoznacznie mogą być
modelowane co najwyżej dwa parametry w ramowym elemencie skończonym.

Kratowy element skończony charakteryzuje pojedyncze pole dystorsji wirtualnych,
odkształceń i sił wewnętrznych, a całkowita ich liczba jest tożsama z liczbą mode-
lowanych elementów konstrukcji. Zwróćmy tutaj uwagę, że używając wprowadzonej
powyżej notacji w elemencie kratowym zachodzi relacja µe

α = [ϑEAe ]. Element skoń-
czony ramy płaskiej opisują trzy składowe dystorsji, odkształceń i uogólnionych sił
wewnętrznych i należy tutaj sprecyzować formalny opis modelowania. Wprowadzamy
umowę, że dolny indeks „(.)α” wskazuje składowe wektora odkształceń i parametrów
modyfikacji. Tylko w przypadku konstrukcji kratowych te składowe korespondują z
elementem α. Występujące oznaczenia „e ” lub „e ” wskazują, że dane wielkości dotyczą
elementu skończonego. Oczywiście, liczba składowych każdego z tych wektorów wy-
nosi tutaj 3. Natomiast występujące w składowych wektora modyfikacji parametrów
dodatkowe dolne oznaczenie „ (.)” wskazuje na rodzaj modelowanego parametru. Do-
datkowo, składowe wektora dystorsji wirtualnych 0

εe
α i odkształceń εe

α są rozróżnialne
przez odpowiednie dolne oznaczenia: „(.)ε”, „(.)κ” oraz „(.)χ”.

2.3.4 Macierz wpływu konstrukcji ramowej

W poprzednim podrozdziale omówione zostały składowe odkształceń i dystorsji wir-
tualnych pojedynczego elementu skończonego. Konstrukcja jest złożona z wielu takich
elementów, więc zachodzi potrzeba globalnego opisu jej deformacji. Rozpatrzmy zatem
składowe odkształcenia kolejnych n ramowych elementów skończonych konstrukcji:

ε1
β =

ε1
ε

ε1
κ
ε1
χ

 , ε2
β =

ε2
ε

ε2
κ
ε2
χ

 , . . . , εn
β =

εn
ε

εn
κ
εn
χ

 . (2.66)

Globalny wektor odkształceń konstrukcji możemy teraz utworzyć z kolejnych wektorów
odkształceń elementów skończonych (por. (2.66)):

εα =
[
ε1
β, ε

2
β, . . . , ε

n
β

]T
, (2.67)

lub uwzględniając wszystkie ich składowe w postaci:

εα =
[
ε1
ε, ε

1
κ, ε

1
χ, ε

2
ε, ε

2
κ, ε

2
χ, . . . , ε

n
ε , ε

n
κ, ε

n
χ

]T
. (2.68)

Należy zwrócić uwagę, że we wzorze (2.68) dolny indeks (.)α występuje jako skła-
dowa odkształcenia, podczas gdy dla konstrukcji kratowych był skojarzony również z
elementem skończonym. W przypadku konstrukcji złożonej wyłącznie z n ramowych
elementów skończonych przyjmuje wartości: α = 1, 2, . . . 3n. Przyjęcie takiej definicji
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wektora odkształceń konstrukcji jest wygodne dla dalszych rozważań. Analogicznie do
wektora odkształceń definiujemy wektor dystorsji wirtualnych 0

εα:

0
εα =

[
0
ε1
ε,

0
ε1

κ,
0
ε1
χ,

0
ε2
ε,

0
ε2

κ,
0
ε2
χ, . . . ,

0
εn
ε ,

0
εn

κ,
0
εn
χ

]T
. (2.69)

Obliczenie zaktualizowanego wektora odkształceń εα konstrukcji ramowej na którą na-
łożyliśmy pole dystorsji wirtualnych 0

εα przebiega podobnie jak zostało pokazane na
przykładzie konstrukcji kratowych, a mianowicie (por. (2.17a)):

εα =
L
εα +

R
εα =

L
εα +Dαβ

0
εβ, (2.70)

gdzie Dαβ jest tutaj macierzą wpływu konstrukcji ramowej. Macierz ta jest konstru-
owana dla kolejnych składowych jednostkowych dystorsji wirtualnych 0

εα, a jej kolumny
stanowią składowe wektora odkształceń wywołane działaniem tych dystorsji. Liczba
składowych odkształcenia skończonego εα elementu ramowego jest 3-krotnie większa
w odniesieniu do elementu kratowego, natomiast w przypadku macierzy wpływu Dαβ

liczba wyrazów jest 9-krotnie większa. Ma ona postać:

Dαβ =



0
ε1ε=1

0
ε1κ=1

0
ε1χ=1

0
ε2ε=1 ...

0
εnχ=1

ε1
εε ε1

εκ ε1
εχ ε1

εε . . . ε1
εχ

ε1
κε ε1

κκ ε1
κχ ε1

κε . . . ε1
κχ

ε1
χε ε1

χκ ε1
χχ ε1

χε . . . ε1
χχ

ε2
εε ε2

εκ ε2
εχ ε2

εε . . . ε2
εχ

...
...

...
... . . . ...

εn
χε εn

χκ εn
χχ εn

χε . . . εn
χχ


(2.71)

Algorytm 2.1 przedstawia kolejne etapy obliczeń koniecznych do wyznaczenia ma-
cierzy wpływu konstrukcji ramowej lub kratowej.

Algorytm 2.1:

A. określić zbiór elementów skończonych konstrukcji D podlegających modelowaniu;

B. obliczyć przemieszczenia wywołane jednostkowymi dystorsjami wirtualnymi:

(1) wyznaczyć globalną macierz obciążeń kompensacyjnych Qiα, realizujące kolejne
jednostkowe stany dystorsyjne 0

εα w elementach ze zbioru D;
(2) rozwiązać n = dim (

0
εα) układów równań:

Kij ujα = Qiα, (2.72)

gdzie ujα stanowi macierz rozwiązań;
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(3) transformować uogólnione przemieszczenia ujα z układu globalnego do lokalne-
go qjα;

C. obliczyć odpowiednie składowe odkształcenia elementów skończonych na podstawie
wyznaczonych przemieszczeń lokalnych ze wzorów (2.51) i umieścić je w odpowiednich
komórkach macierzy wpływu Dαβ.

Wielokrotne rozwiązywanie układów równań w postaci (2.72) wygodnie jest rozwią-
zywać dokonując rozkładu Cholesky’ego macierzy sztywności Kij na macierz górno- i
dolnotrójkątną. Choć algorytm tej metody jest numerycznie efektywny, to czasami by-
wa niestabilny. Wówczas alternatywą jest algorytm oparty na rozkładzie singularnym
(Singular Value Decomposition, SVD).

2.3.5 Modelowanie parametrów modyfikacji konstrukcji

Dotychczas omówiony został wektor modyfikacji µe
α na poziomie pojedynczego ele-

mentu skończonego. Modelowanie sztywności całej konstrukcji wymaga zdefiniowania
wektora µα analogicznie do wektora odkształceń εα i dystorsji wirtualnych 0

εα. Postępu-
jąc tak, jak w poprzednim paragrafie, wektory modyfikacji parametrów poszczególnych
elementów skończonych mają postać:

µ1
β =

ϑ1
EA

ϑ1
EJ

ϑ1
EJ

 , µ2
β =

ϑ2
EA

ϑ2
EJ

ϑ2
EJ

 , . . . , µe
β =

ϑn
EA

ϑn
EJ

ϑn
EJ

 . (2.73)

Wektor modyfikacji parametrów konstrukcji jest utworzony z kolejnych wektorów mo-
dyfikacji parametrów elementów skończonych (2.73):

µα =
[
µ1
β, µ

2
β, . . . , µ

n
β

]T
, (2.74)

lub:

µα =
[
ϑ1
EA, ϑ

1
EJ , ϑ

1
EJ , ϑ

2
EA, ϑ

2
EJ , ϑ

2
EJ , . . . , ϑ

n
EA, ϑ

n
EJ , ϑ

n
EJ

]T
. (2.75)

Docelowo wektor µα należy przedstawić w zależności od modelowanych parametrów
(por. (2.65)) – np. moduł Young’a. Związek (2.75) jest ogólny i wyrażony w funkcji
sztywności osiowej i zgięciowej elementów skończonych.

Wszystkie składowe wektora odkształceń konstrukcji modelowanej dystorsjami i
konstrukcji modyfikowanej muszą być tożsame (por. postulat 2.1), co prowadzi do
związku:

µα εα = εα − 0
εα. (2.76)

Dodajmy, że w równaniu (2.76) nie występuje sumowanie względem podkreślonych in-
deksów. Możemy teraz wyznaczyć wektor dystorsji wirtualnych 0

εα oraz zaktualizowany
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wektor odkształceń εα dla zadanego wektora parametru modyfikacji µα ze związków
(2.76) i (2.70): {

µα εα = εα − 0
εα,

εα =
L
εα +Dαβ

0
εβ.

(2.77)

Eliminując wektor odkształceń εα z układu (2.77) wektor dystorsji wirtualnych 0
εα

można wyznaczyć z równania:

Aαβ
0
εβ = (1α − µα)

L
εα, (2.78)

gdzie Aαβ = δαβ − (1α − µα)Dαβ. Natomiast wektor odkształceń εα może być wyzna-
czony z dowolnego równania układu (2.77).

Wektor parametrów modyfikacji a wektor parametrów konstrukcji. Na za-
kończenie określmy związki pomiędzy wektorem parametrów modyfikacji konstrukcji µα
a modyfikacjami elementów ϑ

(.)
γ (górne oznaczenie (.) odnosi się tutaj do modelowanego

parametru). Składowe wektora ϑ(.)
γ zawierają parametry modyfikacji kolejnych elemen-

tów γ. Zatem wymiar wektora ϑ(.)
γ jest równy liczbie elementów, w których modelowane

są zmiany – w odróżnieniu od wektora parametrów modyfikacji µα zdefiniowanego przez
związek (2.75).

W celu określenia związków pomiędzy wektorami µα i ϑ(.)
γ wprowadzimy macierz

transformacji Φ(.)
αγ w postaci:

µα = Φ(.)
αγ ϑ

(.)
γ . (2.79)

W szczególności postaci macierzy transformacji zależą od modelowanych parametrów,
natomiast nie zależą od topologii konstrukcji. W celu zobrazowania jej budowy weźmy
pod uwagę 2-elementową konstrukcję ramową. Istotne jest, że mamy do czynienia z
dwoma elementami ramowymi (to determinuje dim(µα) = 6 oraz dim(ϑγ) = 2), a ma-
cierz transformacji Φ(.)

αγ ma wymiar 6×2. Macierz ta jest zależna od typu modelowanych
parametrów, i utworzymy ją dla trzech przypadków:

• modelowanie modułu Young’a:

µα = ΦEαγ ϑ
E
γ ⇒


µ1

µ2

µ3

µ4

µ5

µ6

 =


1 0
1 0
1 0
0 1
0 1
0 1


[
ϑE1
ϑE2

]
; (2.80)
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• modelowanie pola przekroju poprzecznego:

µα = ΦAαγ ϑ
A
γ ⇒


µ1

µ2

µ3

µ4

µ5

µ6

 =


1 0
0 0
0 0
0 1
0 0
0 0


[
ϑA1
ϑA2

]
; (2.81)

• modelowanie momentu bezwładności przekroju poprzecznego:

µα = ΦJαγ ϑ
J
γ ⇒


µ1

µ2

µ3

µ4

µ5

µ6

 =


0 0
1 0
1 0
0 0
0 1
0 1


[
ϑJ1
ϑJ2

]
; (2.82)

W następnym rozdziale będą wykorzystane te zależności do analizy wrażliwości
modelowanych odpowiedzi konstrukcji. Na zakończenie warto tutaj dodać, że gradienty
wektorów parametrów modyfikacji względem parametrów konstrukcji mają postać:

∂µα

∂ϑ
(.)
γ

= Φ(.)
αγ. (2.83)

W przypadku konstrukcji kratowych wektor modyfikacji parametrów jest tożsamy z
wektorem parametrów konstrukcji, a gradient wektora modyfikacji jest równy macierzy
jednostkowej.





Rozdział 3
Metoda Dystorsji Wirtualnych

w domenie częstości

3.1 Wprowadzenie

Dokonując pomiarowej analizy konstrukcji w domenie częstości zwykle rozumie się
przez to transformację danych pomierzonych w domenie czasu do domeny częstości przy
zastosowaniu FFT (Fast Fourier Transformation). W ten sposób uzyskuje się wiedzę
o rozkładzie poszczególnych częstości drgającej konstrukcji. Przedstawiane podejście
w niniejszej pracy jest oparte na analizie konstrukcji poddanej wymuszeniu harmo-
nicznemu, o ustalonej nierezonansowej częstości. Tak sformułowany problem pozwala
na redukcję kosztów numerycznych analizy konstrukcji, ograniczając ją do określenia
amplitud drgań.

3.1.1 Drgania układu o jednym stopniu swobody

Rozpatrzmy układ mechaniczny o jednym stopniu swobody przedstawiony na rys. 3.1,
obciążony siłą P̃ (t), złożony z masym, sprężyny k oraz układu tłumiącego c. Rozważania
bardziej złożonych układów można znaleźć w pracach m.in. [70, 71]. Wówczas ruch tego
układu jest opisany równaniem:

m¨̃u(t) + c ˙̃u(t) + kũ(t) = P̃ (t). (3.1)
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m

kc

P̃ (t)

ũ(t)

Rysunek 3.1: Układ drgający o jednym stopniu swobody.

Obciążenie P̃ (t) przyłożone do masy m przyjmijmy w harmonicznej postaci:

P̃ (t) = P sin(ωt), (3.2)

gdzie ω jest częstością kołową wymuszenia, a P – amplitudą siły wymuszającej.

Drgania układu bez tłumienia

Zakładając brak tłumienia (c = 0) oraz wymuszenie w postaci związku (3.2) równanie
ruchu (3.1) przyjmuje w postać:

m¨̃u(t) + kũ(t) = P sin(ωt). (3.3)

Zajmijmy się rozwiązaniem ogólnym równania różniczkowego (3.3), w którym prawa
strona jest równa zeru (równanie różniczkowe jednorodne). Wówczas mamy do czynie-
nia z równaniem opisującym drgania swobodne układu, a rozwiązanie ogólne jest dane
w postaci:

ũ(t) = A sin

(√
k

m
t

)
+B cos

(√
k

m
t

)
lub ũ(t) = A1 sin (ω0 t) + A2 cos (ω0 t)

(3.4)

gdzie ω0 =
√

k
m

jest częstością kołową drgań własnych układu, a A1 i A2 są stałymi
zależnymi od warunków początkowych.

Rozwiązanie szczególne równania (3.3), możemy przedstawić jako odpowiedź har-
moniczną układu drgającego o częstości zgodnej z częstością wymuszenia ω:

ũ(t) = B1 sin (ω t) . (3.5)

Stałą B1 wyznaczymy podstawiając równanie (3.5) do (3.3) i porównując człony po-
wstałe przy wyrazach sin(ω t) otrzymujemy:

B1 =
P

k − ω2m
lub B1 =

P

k
(

1− ω2

ω2
0

) =
P

k

1

(1− β2)
, (3.6)
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w którym przyjęto oznaczenie β = ω
ω0
.

W związku z powyższym możemy teraz wyznaczyć rozwiązanie ogólne równania
niejednorodnego (3.3), korzystając z twierdzenia o superpozycji rozwiązań równania
różniczkowego, i przedstawić jako sumę rozwiązań (3.4) i (3.5):

ũ(t) = A1 sin (ω0 t) + A2 cos (ω0 t) +
P

k

1

(1− β2)
sin (ω t) (3.7)

Przyjmując zerowe warunki początkowe: ũ(0) = 0, ˙̃u(0) = 0 wyznaczany stałe A1 i A2:

A1 = −Pβ
k

1

1− β2
, A2 = 0, (3.8)

a po podstawieniu do wzoru (3.7) oraz dokonaniu przekształceń otrzymujemy:

ũ(t) = ũ1(t) + ũ2(t) = u (−β sin (ω0 t) + sin (ω t)) , (3.9)

gdzie u = P
k

1
(1−β2)

, a wyrażenie P
k
określa statyczne przemieszczenie masy m wywołane

siłą P . We wzorze (3.9) przemieszczenia ũ1(t) są determinowane warunkami początko-
wymi wywołującymi drgania o częstości rezonansowej ω0, podczas gdy wielkość ũ2(t)
odpowiada za drgania wywołane siłą wymuszającą, które są z nią zgodne w fazie:

ũ1(t) = −P
k

β

(1− β2)
sin (ω0 t) , ũ2(t) =

P

k

1

(1− β2)
sin (ω t) , (3.10)

o amplitudach wynoszących odpowiednio: u1 = −P
k

β
(1−β2)

oraz u2 = P
k

1
(1−β2)

A.

Przykład 3.1 : W celu zilustrowania związku (3.9) przyjmijmy, że układ przedstawio-
ny na rys. (3.1), w którym nie występuje tłumienie (c = 0), opisują następujące parametry:

m= 12 [kg] , k= 1200
[
N
m

]
, ω0 =

√
k
m

= 10
[
rad
s

]
,

P = 100 [N ] , ω= 3
[
rad
s

]
, β= ω

ω0
= 3

10
.

Na pierwszym rys. (3.2) pokazano drgania układu ũ1(t), o częstości ω0 = 10
[
rad
s

]
,

wywołane wprowadzeniem zerowych warunków początkowych mających charakter drgań
swobodnych. Brak tłumienia powoduje, że amplituda przemieszczeń u1 jest stała w czasie.
Przemieszczenia ũ2(t) (wykres środkowy), wywołane przez siłę zewnętrzną, charakteryzuje
ta częstość ω, z którą działa siła wymuszająca P̃ (t). Natomiast drgania całkowite układu
ũ(t) (wykres dolny) są superpozycją drgań ũ1(t) oraz ũ2(t).

Drgania układu z uwzględnieniem tłumienia

Rozpatrzmy teraz bardziej ogólny przypadek, kiedy występuje tłumienie w rozpatry-
wanym układzie. Stosując podstawienie c

m
= 2ξω0 oraz wymuszenie harmoniczne (3.2)

równanie ruchu (3.1) możemy zapisać w postaci:

¨̃u(t) + 2ξω0
˙̃u(t) + ω2

0 ũ(t) =
P

m
sin(ωt). (3.11)
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Rysunek 3.2: Przemieszczenie masy w czasie: ũ1(t) – drgania zależne od warunków począt-
kowych, ũ2(t) – drgania ustalone, ũ(t) – drgania całkowite.

Wielkość ξ jest określana jako współczynnik tłumienia. Rozwiązanie ogólne równania
jednorodnego (3.11) (prawa strona równa zeru) jest dane w postaci:

ũ1(t) = e−ξω0t [A1 cos (ωDt) + A2 sin (ωDt)] , (3.12)

podczas gdy rozwiązanie szczególne wygląda następująco:

ũ2(t) = B1 sin(ω t) +B2 cos(ω t). (3.13)

We wzorze (3.12) ωD = ω0

√
1− ξ2 jest częstością drgań tłumionych. W ogólnym

przypadku drgania układu tłumionego nie są zgodne w fazie z siłą wymuszającą, co
powoduje konieczność występowania drugiego członu we wzorze (3.13). Podstawiając
związek (3.13) do równania (3.11) otrzymujemy układ równań:

[
−B1 ω

2 − 2B2 ξ ω ω0 +B1 ω
2
0

]
sin(ω t) =

P

m
sin(ω t), (3.14)[

−B2 ω
2 + 2B1 ξ ω ω0 +B2 ω

2
0

]
cos(ω t) = 0, (3.15)
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z którego wyznaczamy stałe B1 i B2, podstawiając przy tym zależności ω0 =
√

k
m

oraz
β = ω

ω0
:

B1 =
P

k

1− β2

(1− β2)2 + (2ξβ)2 , B2 =
P

k

−2ξβ

(1− β2)2 + (2ξβ)2 . (3.16)

Reasumując, rozwiązanie ogólne równania niejednorodnego (3.11) jest sumą rozwiązań
(3.12) oraz (3.13):

ũ(t) = ũ1(t) + ũ2(t) = e−ξω0t [A1 cos (ωDt) + A2 sin (ωDt)]

+
P

k

1

(1− β2)2 + (2ξβ)2

[(
1− β2

)
sin(ω t)− 2ξβ cos(ω t)

]
. (3.17)

Przemieszczenia ũ1(t) opisują tłumione drgania swobodne, a stałe A1, A2 znajdzie-
my zadając warunki początkowe, podobnie jak w poprzednim paragrafie, ũ(0) = 0,
˙̃u(0) = 0:

A1 =
2Pβξ

k
(
(1− β2)2 + (2ξβ)2) , A2 =

Pω (2ξ2 + β2 − 1)

k ωD
(
(1− β2)2 + (2ξβ)2) (3.18)

Uwzględniając wyznaczone powyżej stałe A1 oraz A2 we wzorze (3.17), całkowite prze-
mieszczenie masy m możemy zapisać w postaci:

ũ(t) =
Pe−ω0ξt

k
(
(1− β2)2 + (2ξβ)2) [2βξ cos (ωDt) + ω

(
2ξ2 + β2 − 1

)
sin (ωDt)

]
− 2βξ cos(ωt)− (1− β2) sin(ωt)

(1− β2)2 + (2ξβ)2 (3.19)

Przykład 3.2 : Rozważmy teraz ponownie układ przedstawiony na rys. 3.1, przyj-
mując parametry podane w przykładzie 3.1 oraz parametr tłumienia c = 12

[
kg·rad
s

]
, co

odpowiada współczynnikowi tłumienia o wartości ξ = 0.05.
W tym przypadku drgania ũ1(t) wywołane warunkami początkowymi dość szybko zani-

kają w czasie i mają wpływ na całkowite przemieszczenia ũ(t) tylko w początkowej fazie
tego procesu. Zauważmy jednocześnie, że drgania harmoniczne ũ2(t), przy nieznacznym
tłumieniu, mają niewielkie przesunięcie fazowe oraz nieznaczną zmianę amplitudy i są bli-
skie drganiom uzyskanym w poprzednim przykładzie. Dokładniejszą analizę tego zjawiska
ilustruje rys. 3.4.

Na rys. 3.4 kolorem niebieskim oznaczono drgania, w których nie występuje tłumienie.
Nawet przy niewielkim wzroście współczynnika tłumienia (ξ2 = 0.1) istotnie wytłumiane
są drgania ũ1(t) będące wynikiem wprowadzenia warunków początkowych. Ten efekt po-
głębia się wraz ze wzrostem ξ. Przemieszczenia ũ2(t) nie są już tak wrażliwe na zmianę
współczynnika tłumienia ξ, a jego modyfikacja w przedziale 〈0, 0.1〉 praktycznie w spo-
sób niezauważalny wpływa na te przemieszczenia. Widoczną różnicę daje się zaobserwować
dopiero przy ξ > 0.4 – następuje zmiana zarówno amplitudy przemieszczeń jak i fazy w
odniesieniu do układu nietłumionego.
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Rysunek 3.3: Przemieszczenie masy w czasie: ũ1(t) – drgania wywołane warunkami począt-
kowymi, ũ2(t) – drgania ustalone, ũ(t) – drgania całkowite.

3.1.2 Drgania podłużne pręta

Będziemy teraz rozważać drgania podłużne pręta, o stałym przekroju poprzecznym
A. W tym celu rozpatrzmy układ sił działających na wycinek pręta o długości dx
przedstawiony na rys. 3.5.

Korzystając z zasady d’Alemberta możemy zapisać równanie równowagi tego wy-
cinka w postaci:

N(x, t) +
∂N(x, t)

∂x
dx+ dB(x, t) + p(x, t) dx−N(x, t) = 0, (3.20)

przy czym zachodzą związki:

dB(x, t) = −ρAdx ∂
2u(x, t)

∂t2
, N = EA

∂u(x, t)

∂x
. (3.21)

Wykonując podstawowe przekształcenia otrzymujemy równanie drgań pręta:

c2 ∂
2u(x, t)

∂x2
− ∂2u(x, t)

∂t2
= −p(x, t)

ρA
, (3.22)
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Rysunek 3.4: Wpływ współczynnika tłumienia ξ na przemieszczenie masy w czasie: ũ1(t) –
drgania wywołane warunkami początkowymi, ũ2(t) – drgania ustalone

Nx + ∂Nx

∂x dxNx

Mz + ∂Mz

∂x dxMz

Ty + ∂Ty

∂x dxTy

dB

pydx

dm
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x

y

Rysunek 3.5: Układ sił działających na wycinek pręta dx

gdzie c2 = E
ρ
. Otrzymaliśmy zatem równanie różniczkowe drugiego rzędu typu hiper-

bolicznego. W dalszej części tego podrozdziału zajmiemy się drganiami swobodnymi
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kładąc p(x, t) = 0. Biorąc to pod uwagę oraz postulując rozwiązanie w postaci:

u(x, t) = U(x)T (t), (3.23)

równanie (3.22) zapisujemy w następującej formie:

c2 1

U(x)

d2U(x)

dx2
=

1

T (t)

d2T (t)

dt2
. (3.24)

Zmienne x oraz t są niezależne, więc każda ze stron jest równa pewnej stałej, którą
oznaczmy jako liczbę ujemną −ω2, co prowadzi do nietrywialnego rozwiązania u(x, t) 6=
0 (zagadnienie Sturma-Liouville’a). W związku z tym możemy z równania (3.24) wy-
odrębnić dwa liniowe równania różniczkowe:

d2U(x)

dx2
+ k2 U(x) = 0,

d2T (t)

dt2
+ ω2 T (t) = 0, (3.25)

gdzie k = ω
c
. Rozwiązując je niezależnie odpowiednio względem zmiennej x oraz t

otrzymujemy:

U(x) = A sin(kx) +B cos(kx), T (t) = C sin(ωt) +D cos(ωt), (3.26)

a stałe A, B wyznaczane są z warunków brzegowych, natomiast stałe C, D – z wa-
runków początkowych. Poszukiwane rozwiązanie jednorodnego równania różniczkowego
(3.22) znajdziemy podstawiając znalezione powyżej związki (3.26) do (3.23).

3.2 Dystorsje wirtualne w dziedzinie częstości

3.2.1 Równania ruchu

Równanie ruchu Metody Elementów Skończonych jest wyrażone następująco:

Mij
¨̃uj(t) + Cij ˙̃uj(t) +Kij ũj(t) = F̃i(t). (3.27)

We wzorze (3.27) oznaczono: ũj(t) – przemieszczenie j-tego stopnia swobody, Mij –
macierz mas, Cij – macierz tłumienia, Kij – macierz sztywności. Zakładamy, że te
macierze nie zależą od czasu t, a wielkość F̃i(t) jest wektorem obciążenia konstrukcji.

Naszym celem jest badanie konstrukcji poddanych obciążeniom harmonicznym, dla-
tego też siłę wymuszającą przyjmiemy wg zależności:

F̃i(t) = Fi sin(ωt), (3.28)

w której Fi jest amplitudą siły wymuszającej, działającej w i-tym stopniu swobody,
zaś ω – częstością obciążenia. Ponadto, jak już wspomniano o tym wcześniej, będziemy
zaniedbywać tłumienie przyjmując Cij = 0.
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Przyjęcie obciążenia w postaci (3.28) determinuje harmoniczną odpowiedź kon-
strukcji (zaniedbując wpływ warunków początkowych), którą postulujemy w postaci:

ũi(t) = ui sin(ωt), (3.29)

gdzie ui jest amplitudą przemieszczenia i-tego stopnia swobody. Zarówno amplituda
siły Fi jak i przemieszczenia ui są tutaj wielkościami niezależnymi od czasu. Podsta-
wiając zależności (3.28) i (3.29) do równania (3.27) oraz uwzględniając brak tłumienia
otrzymujemy równanie równowagi konstrukcji wyrażone przez amplitudy siły i prze-
mieszczeń:

−ω2Mij uj +Kij uj = Fi. (3.30)

Z uwagi na harmoniczny charakter drgań układu wektor odkształceń opisany jest w
postaci:

ε̃α(t) = εα sin(ωt). (3.31)

Wobec tego równanie (3.30) wygodnie jest przedstawić w postaci:

−ω2Mij uj + TiPSPαLαQTQj uj = Fi, lub: − ω2Mij uj + TiPSPα εα = Fi,
(3.32)

gdzie:

εα = LαQTQj uj, (3.33)

stanowi wektor składowych odkształceń konstrukcji, LαQ jest globalną macierzą od-
kształceń zbudowaną z macierzy lokalnych (por. (2.53)), TQj jest macierzą transformacji
z układu lokalnego do globalnego, SPα jest globalną macierzą parametrów sztywności
złożoną z podmacierzy elementowych (por. (2.57)). We wzorach (3.32), (3.33) dolne
indeksy oznaczone dużymi, łacińskimi literami odnoszą się do składowych lokalnych
utworzonych dla kolejnych elementów skończonych. Warto dodać, że amplitudy od-
kształceń również nie są zależne od czasu, aczkolwiek zależą od częstości wymuszenia
ω (podobnie jak amplitudy przemieszczeń).

3.2.2 Harmoniczne dystorsje w elemencie skończonym

W poprzednim rozdziale za pomocą dystorsji wirtualnych 0
εα modelowana była zmiana

sztywności elementu wywołana modyfikacją modułu Young’a lub przekroju poprzecz-
nego. W zadaniach dynamiki zmiana geometrii przekroju poprzecznego elementu ramo-
wego powoduje zmianę nie tylko macierzy sztywności Kij, lecz również macierzy mas
Mij, co może mieć istotny wpływ na zachowanie całego układu (szczególnie w przypad-
kach drgań o wyższej częstości). Modelowanie tych zmian tylko za pomocą dystorsji
wirtualnych w postaci:
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0

ε̃α(t) =
0
εα sin(ωt), (3.34)

okazuje się niewystarczające. Z tego względu zachodzi potrzeba globalnego modelowa-
nia zmiany bezwładności układu. Zmiany te będziemy realizować przez wprowadzenie
dodatkowych, globalnych sił węzłowych zgodnie z kierunkami kolejnych stopni swobody
i według harmonicznej zależności:

0

p̃i(t) =
0
pi sin(ωt). (3.35)

Rozpatrzmy teraz konstrukcję zmodyfikowaną oraz modelowaną amplitudami dystorsji
wirtualnych 0

εα oraz 0
pi. Równania je opisujące mają postaci:

−ω2M̂ij uj + TiP ŜPα εα = Fi, −ω2Mij uj + TiPSPα (εα − 0
εα) = Fi +

0
pi, (3.36)

gdzie:

M̂ij = Mij + ∆Mij, ŜPα = SPα + ∆SPα, (3.37)

są zmodyfikowanymi macierzami odpowiednio mas i parametrów sztywności.

3.2.3 Modyfikacje parametrów konstrukcji a dystorsje wirtual-
ne

Podobnie jak w przypadku zadań statyki związki pomiędzy wektorem dystorsji wir-
tualnych 0

εα a wektorem parametrów modyfikacji µα znajdziemy żądając spełnienia
postulatu 2.1. Dla drgań harmonicznych oznacza to, że amplitudy uogólnionych sił
węzłowych oraz amplitudy składowych odkształcenia konstrukcji muszą być tożsame.
Zaznaczmy tutaj, że nakładać będziemy zarówno amplitudy dystorsji wirtualnych 0

εα
na kolejne elementy skończone oraz globalnie amplitudy sił 0

pi. Jednakże, żądamy speł-
nienia postulatu 2.1 dla każdego elementu skończonego konstrukcji modelowanej i zmo-
dyfikowanej:

N e = k̂e
EA ε

e
ε = ke

EA(εe
ε −

0
εe
ε),

M e = k̂e
EJ(εe

χ ξ + εe
κ) = ke

EJ

(
(εe
χ −

0
εe
χ) ξ + εe

κ −
0
εe

κ
)
,

T e = −2

l
k̂e
EJ ε

e
χ = −2

l
ke
EJ(εe

χ −
0
εe
χ).

(3.38)

Należy pamiętać, że składowe odkształcenia w elemencie skończonym konstrukcji
modelowanej są funkcjami amplitud dystorsji wirtualnych nie tylko wprowadzonych do
tego elementu, ale również nałożonych na inne elementy. Wzory (3.38) są analogiczne do
wyrażeń (2.58), lecz zachodzi tutaj istotna różnica: w elemencie skończonym amplitudy
uogólnionych sił węzłowych N e, T e,M e i składowych odkształcenia εe

ε, εe
κ, εe

χ są zależne



3.2. Dystorsje wirtualne w dziedzinie częstości 49

nie tylko od częstości wymuszenia, ale również od dystorsji wirtualnych 0
pi modelujących

zachowanie zmiany bezwładności konstrukcji:

εe
α = εe(

0
εβ(ω),

0
pi(ω)). (3.39)

Z równań (3.38) wynikają następujące związki na składowe wektora parametrów mo-
dyfikacji elementu skończonego:

ϑe
EA =

εe
ε −

0
εe
ε

εe
ε

, ϑe
EJ =

εe
κ −

0
εe

κ
εe

κ
, ϑe

EJ =
εe
χ −

0
εe
χ

εe
χ

, (3.40)

lub ogólniej:

µα εα(
0
εβ,

0
pi) = εα(

0
εβ,

0
pi)− 0

εα(
0
εβ,

0
pi). (3.41)

Amplitudy pól dystorsji wirtualnych 0
εα i 0

pi są sprzężone, a zatem potrzebujemy jeszcze
dodatkowej zależności, aby jednoznacznie określić związki pomiędzy wektorem parame-
trów modyfikacji µα, a wektorami amplitud dystorsji wirtualnych 0

εα i 0
pi. Zależność tę

możemy wyznaczyć odejmując równanie (3.36b) od (3.36a):

0
pi = −ω2∆Mij uj, (3.42)

gdzie ∆Mij = Mij−M̂ij jest różnicą macierzy mas konstrukcji początkowej i zmodyfiko-
wanej oraz wykorzystano równość amplitud sił sprężystych konstrukcji zmodyfikowanej
i modelowanej amplitudami dystorsji wirtualnych 0

εα:

TiP SPα(εα − 0
εα) = TiP ŜPα εα. (3.43)

Różnicę macierzy mas ∆Mij, w przypadku konstrukcji ramowych, możemy zapi-
sać rozkładając ją na część zależną od pól przekrojów oraz momentów bezwładności
poszczególnych elementów w postaci:

∆Mij = (1γ − ϑAγ )
A

Mijγ + (1γ − ϑJγ )
J

Mijγ. (3.44)

W równaniu (3.44) kolejne przekroje γ macierzy
A

Mijγ oraz
J

Mijγ stanowią elementowe
macierze mas zapisanych w globalnym układzie uogólnionych współrzędnych. Zostały
one zdekomponowane na część zależną od pola przekroju poprzecznego Aγ oraz momen-
tu bezwładności Jγ i dotyczą elementu skończonego γ. Globalną macierz mas możemy
przedstawić w postaci:

Mij =
l.e.∑
γ=1

(
A

Mijγ +
J

Mijγ

)
, (3.45)

gdzie sumowanie dotyczy wszystkich elementów konstrukcji. Ponadto, parametry mo-
dyfikacji sztywności we wzorze (3.44) wyrażone są jako zmiany wielkości geometrycz-
nych przekroju poprzecznego:

ϑAγ =
Âγ

Aγ
, ϑJγ =

Ĵγ

Jγ
. (3.46)
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3.3 Macierze wpływu
Istotę i wyznaczanie macierzy wpływu konstrukcji przedstawiono już w przypadku za-
dań statyki w rozdziale 2. Przypomnijmy, że w celu jej wyznaczenia należy rozwiązać
równania równowagi konstrukcji, na którą nałożono obciążenia kompensacyjne równo-
ważne jednostkowym dystorsjom wirtualnym.

W przypadku drgań ustalonych będziemy nakładać harmoniczne obciążenie kom-
pensacyjne, o jednostkowych amplitudach:

0
εα(t, ω) = 1 · sin(ωt),

0
pi(t, ω) = 1 · sin(ωt). (3.47)

W związku z tym, że mamy teraz dystorsje wirtualne dwojakiego rodzaju, będą one
generować dwie macierze wpływu odpowiednio Dε

αβ oraz Dp
αi. Kolumny tych macie-

rzy zawierają amplitudy składowych odkształceń wygenerowanych poprzez nałożenie
na konstrukcję początkową kolejnych jednostkowych dystorsji wirtualnych. Dzięki tym
macierzom możemy obliczyć amplitudy składowych odkształceń konstrukcji modelo-
wanej dystorsjami:

εα =
L
εα +Dε

αβ
0
εβ +Dp

αi
0
pi. (3.48)

W związku (3.42) występuje wektor zaktualizowanych uogólnionych przemieszczeń
węzłowych, który należy określić, aby wyznaczyć dystorsje wirtualne modelujące mody-
fikacje konstrukcji. Do tego celu posłużą nam przemieszczeniowe macierze wpływu Bε

iα,
Bp
ik, których kolumny zawierają przemieszczenia obliczone na odpowiednie jednostkowe

dystorsje wirtualne (wyznaczane analogicznie do macierzy wpływu Dε
αβ i Dp

αi):

ui =
L
ui +Bε

iα
0
εα +Bp

ik
0
pk. (3.49)

W celu obliczenia zaktualizowanych pól przemieszczeń (3.49) i odkształceń (3.48)
należy uprzednio wyznaczyć amplitudy pól dystorsji wirtualnych 0

εα i 0
pi.

3.4 Konstrukcja modelowana dystorsjami
W tym rozdziale pokażemy wyznaczanie amplitud sprzężonych dystorsji wirtualnych
0
εα i 0

pi w zależności od wektora modyfikacji parametrów µα.
Wykorzystując wzory (3.41) i (3.42) oraz związki pozwalające obliczać zaktualizo-

wane odpowiedzi konstrukcji (3.49) i (3.48) otrzymujemy układ czterech równań:
µα εα = εα − 0

εα,
0
pi = −ω2∆Mij uj,
ui =

L
ui +Bε

iα
0
εα +Bp

ik
0
pk,

εα =
L
εα +Dε

αβ
0
εβ +Dp

αi
0
pi.

(3.50)

Niewiadomymi są tutaj amplitudy pól dystorsji wirtualnych 0
εα i 0

pi oraz amplitudy
zaktualizowanych przemieszczeń ui oraz odkształceń εα. Rugując z układu równań te
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dwa ostatnie pola otrzymujemy układ równań, z którego możemy wyznaczyć amplitudy
dystorsji wirtualnych:[

δαβ − (1− µα)Dαβ − (1− µα)Dαk

−ω2∆MijBjβ −δik − ω2∆MijBjk

] [
0
εβ
0
pk

]
=

[
(1− µα)

L
εα

ω2∆Mij
L
uj

]
. (3.51)

Układ (3.51) można przedstawić w uproszczonej postaci:

Aeαeβ 0

deβ = bLeα, (3.52)

w której przyjęto następujące oznaczenia:

Aeαeβ =

[
δαβ − (1− µα)Dαβ − (1− µα)Dαk

−ω2∆MijBjβ −δik − ω2∆MijBjk

]
,

0

deβ =

[
0
εβ
0
pk

]
, bLeα =

[
(1− µα)

L
εα

ω2∆Mij
L
uj

]
,

(3.53)

gdzie wymiar macierzy Aeαeβ wynosi (dim(εα) + dim(ui))× (dim(εα) + dim(ui)).
Jak wiadomo, macierz mas ramowego elementu skończonego γ jest zależna od je-

go długości lγ, ale co ważniejsze od pola przekroju poprzecznego Aγ oraz momentu
bezwładności Jγ. W zależności od kształtu przekroju poprzecznego oraz od sposobu
jego modyfikacji różnie może to wpływać na zmianę momentu bezwładności. Przykła-
dowo, załóżmy że prostokątnemu przekrojowi poprzecznemu (Aγ = bγ hγ) przypiszemy
zmodyfikowaną szerokość b̂γ = 0.9 bγ. Modyfikacje parametrów elementu γ wyniosą
ϑAγ = ϑJγ = 0.9. Natomiast, gdy równomiernie zmodyfikujemy wysokość modyfikacje
parametrów przyjmą wartości: ϑAγ = 0.9, ϑJγ = 0.729. Jak widzimy, identycznym mody-
fikacjom pola przekroju mogą towarzyszyć różne modyfikacje momentów bezwładności.
Dlatego też w pracy zostanie utrzymany ten poziom ogólności, który pozwala traktować
zmiany pól przekrojów poprzecznych i momentów bezwładności niezależnie.

Szczególny przypadek występuje, gdy zachodzi potrzeba modelowania wyłącznie
elementowych zmian modułu Young’a Eγ. Brak modyfikacji ϑAγ oraz ϑJγ naturalnie
narzuca ∆Mij = 0 (por. (3.44)). Ponadto, ze związku (3.42) otrzymujemy 0

pi = 0, a
zatem dystorsje wirtualne 0

εα i 0
pi są rozprzężone, a do wyznaczenia mamy tylko 0

εα.
Wyznaczyć je można, jeśli podstawimy związek (3.48) do wzoru (3.41):[

δαβ − (1− µα)Dε
αβ

]
0
εβ = (1− µα)

L
εα, (3.54)

lub:

Aαβ
0
εβ = (1− µα)

L
εα. (3.55)

Związek (3.54) jest analogiczny do (2.78), lecz należy pamiętać, że mamy tu do czy-
nienia z amplitudami dystorsji wirtualnych 0

εβ, zależnymi od częstości wymuszenia ω,
a macierz Dε

αβ zawiera amplitudy odkształceń otrzymane z rozwiązania równań (3.30).



52 3. Metoda Dystorsji Wirtualnych w domenie częstości

3.5 Analiza wrażliwości
W poprzednim podrozdziale wyznaczono amplitudy dystorsji wirtualnych 0

εα oraz 0
pi

modelujących wprowadzone do konstrukcji modyfikacje ϑ(.)
α . Teraz zajmiemy się bada-

niem zmian amplitud odkształceń i przemieszczeń na wprowadzone pewne, niewielkie
zaburzenie wektora parametrów modyfikacji, co jest przedmiotem analizy wrażliwości.
Analiza ta, w tym przypadku, polega na obliczeniu pochodnych amplitud odkształceń i
przemieszczeń względem modelowanych parametrów konstrukcji. Uogólniając ten pro-
blem będziemy również rozpatrywać amplitudy dowolnej odpowiedzi konstrukcji fN .

Przypomnijmy, że amplitudy przemieszczeń i odkształceń konstrukcji modelowanej
są wyrażone następująco:

εα =
L
εα +Dε

αβ
0
εβ +Dp

αi
0
pi, ui =

L
ui +Bε

iα
0
εα +Bp

ik
0
pk, (3.56)

oraz w przypadku modelowania amplitud dowolnych odpowiedzi:

fN =
L

fN + D̆ε
Nα

0
εα + D̆p

Ni
0
pi. (3.57)

Analizę wrażliwości przeprowadzimy dla dwóch przypadków:

• względem parametrów modyfikacji wyrażonych przez moduły Young’a,

• względem parametrów modyfikacji wyrażonych przez pola i momenty bezwład-
ności przekrojów poprzecznych.

Takie rozróżnienie jest istotne ze względu na fakt, że w pierwszym przypadku amplitudy
dystorsji wirtualnych 0

pi są zerowe.

Wrażliwość względem modyfikacji parametrów modułu Young’a. W celu
określenia gradientów wektora amplitud odkształceń i przemieszczeń względem pa-
rametrów modyfikacji ϑEγ zróżniczkujemy równania (3.56), traktując je jako funkcje
złożone:

∂εα
∂ϑEγ

=
∂εα

∂
0
εβ

∂
0
εβ

∂ϑEγ
= Dε

αβ

∂
0
εβ

∂ϑEγ
,

∂ui
∂ϑEγ

=
∂ui

∂
0
εα

∂
0
εα

∂ϑEγ
= Bε

iα

∂
0
εα

∂ϑEγ
. (3.58)

Pozostaje jeszcze we wzorach (3.58) do określenia gradient amplitud dystorsji wirtu-
alnych ∂

0
εα

∂ϑEγ
. Ten gradient może zostać wyznaczony z równania (3.54) (już uwzględnia-

jącego brak modyfikacji bezwładności konstrukcji) przez zróżniczkowanie go względem
ϑEγ . Wówczas po przekształceniach algebraicznych otrzymujemy:

[δαβ − (1γ − µα) Dαβ]
∂

0
εβ

∂ϑEγ
= −ΦEαγ εα, lub : Aαβ

∂
0
εβ

∂ϑE
γ

=
E

bεαγ, (3.59)

gdzie ΦEαγ określa związek (2.79), a po lewej stronie występuje ta sama macierz Aαβ,
która jest wykorzystywana do wyznaczenia amplitud dystorsji wirtualnych 0

εα w rów-
naniu (3.54), natomiast po prawej stronie w równaniu (3.59b) wprowadzono oznaczenie
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E

bεαγ = −ΦEαγ εα. Niezależnie od metody rozwiązania układu równań (3.59) (SVD, dekom-
pozycja Cholesky’ego) gradienty amplitud pola odkształceń i przemieszczeń możemy
przedstawić w postaci:

∂εα
∂ϑEγ

= Dε
αβA

−1
δβ

E

bεδγ,
∂ui
∂ϑEγ

= Bε
iαA

−1
βα

E

bεβγ. (3.60)

Przeprowadzając analogicznie rozważania dotyczące analizy wrażliwości wybranych
amplitud odpowiedzi fN konstrukcji uzyskamy gradienty w postaci:

∂fN
∂ϑEγ

= D̆ε
NαA

−1
δα

E

bεδγ. (3.61)

Wrażliwość względem modyfikacji parametrów pola przekroju poprzecznego
i momentu bezwładności. Modyfikacje geometrii przekroju poprzecznego elemen-
tów skończonych wpływają zarówno na zmianę sztywności jak i bezwładności kon-
strukcji. Dlatego też, analiza wrażliwości musi być przeprowadzona z uwzględnieniem
amplitud dystorsji wirtualnych 0

εα oraz 0
pi. Przeprowadźmy teraz analizę wrażliwości

dotyczące tylko modyfikacji pola przekroju poprzecznego ϑAγ :

∂εα
∂ϑAγ

=
∂εα

∂
0
εβ

∂
0
εβ

∂ϑAγ
+
∂εα

∂
0
pi

∂
0
pi

∂ϑAγ
= Dε

αβ

∂
0
εα

∂ϑAγ
+Dp

αi

∂
0
pi

∂ϑAγ
, (3.62)

∂ui
∂ϑAγ

=
∂ui

∂
0
εα

∂
0
εα

∂ϑAγ
+
∂ui

∂
0
pk

∂
0
pk

∂ϑAγ
= Bε

iα

∂
0
εα

∂ϑAγ
+Bp

ik

∂
0
pk

∂ϑAγ
. (3.63)

Do określenia pozostają gradienty ∂
0
εα

∂ϑAγ
oraz ∂

0
pi

∂ϑAγ
, które możemy wyznaczyć z układu

równań otrzymanego po zróżniczkowaniu związków (3.51):

[
δαβ − (1− µα)Dαβ − (1− µα)Dαk

−ω2∆MijBjβ −δik − ω2∆MijBjk

]  ∂
0
εβ

∂ϑAγ

∂
0
pk

∂ϑAγ

 =

 −ΦAαγ εα
ω2 ∂∆Mij

∂ϑAγ
uj

 , (3.64)

lub zwięźle:

Aeαeβ A
geβγ =

A

beαγ, (3.65)

gdzie:

A
geβγ =

 ∂
0
εβ

∂ϑAγ
∂

0
pk

∂ϑAγ

 =

[
A
gεβγ
A
gp
kγ

]
,

A

beαγ =

[
−ΦAαγ εα
ω2 ∂∆Mij

∂ϑAγ
uj

]
. (3.66)
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Występująca po lewej stronie macierz Aeαeβ w równaniu (3.65) jest identyczna z macierzą
wykorzystywaną do wyznaczenia amplitud dystorsji wirtualnych (por. (3.51)), (3.53a).
Zatem, do określenia amplitud dystorsji wirtualnych i ich gradientów wystarczy jedno-
krotnie obliczyć macierz Aeαeβ oraz prawe strony równań (3.51) i (3.65). Po rozwiązaniu
układu równań (3.64) i podstawiając je do wzorów (3.63) możemy obliczyć gradienty
amplitud odkształceń i przemieszczeń według zależności:

∂εα
∂ϑAγ

= Dε
αβ

A
gεβγ +Dp

αi
A
gp
iγ,

∂ui
∂ϑAγ

= Bε
iα

A
gεαγ +Bp

ik
A
gp
kγ. (3.67)

Powtarzając powyższe rozumowanie dla analizy wrażliwości względem wektora ϑJγ
otrzymamy zależności:

∂εα
∂ϑJγ

= Dε
αβ

J
gεβγ +Dp

αi
J
gp
iγ,

∂ui
∂ϑJγ

= Bε
iα

J
gεαγ +Bp

ik
J
gp
kγ,

∂fN
∂ϑJγ

= D̆ε
Nα

J
gεαγ + D̆p

Nk
J
gp
kγ,

(3.68)

w których gradienty J
gεαγ i J

gp
kγ są rozwiązaniami równania:

Aeαeβ J
geβγ =

J

beαγ, (3.69)

gdzie prawa strona jest wyrażona następująco:

J

beαγ =

[
−ΦJαγ εα
ω2 ∂∆Mij

∂ϑJγ
uj

]
. (3.70)

W celu obliczenia gradientów amplitud dystorsji wirtualnych J
geβγ muszą zostać

uprzednio określone nie tylko amplitudy dystorsji wirtualnych 0
εα i 0

pi, lecz także am-
plitudy zaktualizowanych amplitud odkształceń i przemieszczeń (por. (3.66), (3.70)).
Występujące w tych związkach wyrażenia ∂∆Mij

∂ϑAγ
, ∂∆Mij

∂ϑJγ
można określić wprost ze wzoru

(3.44):

∂∆Mij

∂ϑAγ
= −

A

Mijγ,
∂∆Mij

∂ϑJγ
= −

J

Mijγ. (3.71)



Rozdział 4
Zastosowanie VDM-F do identyfikacji

defektów

4.1 Wprowadzenie

Problem identyfikacji uszkodzeń jest nierozerwalnie związany z analizą odwrotną – od-
powiedzi konstrukcji zmodyfikowanej i początkowej są podstawą do oszacowania zmian
parametrów konstrukcji. Istnieją dwa główne nurty stosowane do identyfikacji defek-
tów. Pierwszy z nich to pattern recognition wykorzystujący metody sztucznej inteli-
gencji. Budowane są bazy danych opisujące rozmaite scenariusze uszkodzeń i badane
są ich kombinacje. Model numeryczny nie jest tu konieczny. Drugi nurt jest oparty na
aktualizacji wykalibrowanego modelu numerycznego (tzw. model updating) przy wyko-
rzystaniu metod gradientowych. Przedstawiane w pracy podejście należy właśnie do
tej drugiej grupy metod identyfikacji uszkodzeń.

4.2 Sformułowanie problemu optymalizacji

Konstrukcja, której parametry ulegają zmianie pod wpływem rozmaitych czynników
(np. środowiskowych, normalnego zużycia, przeciążenia), zmienia dynamiczną odpo-
wiedź. Zmiany rejestrowanych sygnałów (przemieszczeń, prędkości, przyspieszeń, itp.)
pod wpływem zadanego obciążenia konstrukcji początkowej i zmodyfikowanej stanowią
fundament do identyfikacji defektów. Celem tej analizy jest identyfikacja aktualnych
parametrów konstrukcji i jest sformułowana jako problem optymalizacji. Identyfikacja
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parametrów jest określana poprzez wyznaczenie takich pól amplitud dystorsji wirtual-
nych 0

εα,
0
pi nałożonych na model pierwotny, które dają odpowiedzi możliwie zgodną z

konstrukcją zmodyfikowaną. Oczywiście, te pola są jednoznacznie związane z parame-
trami konstrukcji i zależą nie tylko od lokalizacji, lecz także od częstości wymuszenia.
A zatem analizując określony zbiór:

Ω = [ω1, ω2, . . . , ωn] , (4.1)

wzbogaca się wiedza o zachowaniu dynamicznym badanej konstrukcji. Jednocześnie,
dla każdej częstości ze zbioru Ω należy wyznaczyć amplitudy dystorsji wirtualnych:

0
εαω =

0
εα(Ω),

0
piω =

0
pi(Ω), (4.2)

oraz macierze wpływu:

Dε
αβω = Dε

αβ(Ω), Dp
αiω = Dp

αi(Ω), Bε
iαω = Bε

iα(Ω), Bp
ikω = Bp

ik(Ω). (4.3)

We wzorach (4.2) i (4.3) występujący dodatkowy indeks (.)ω jest związany z kolejnymi
częstościami i przyjmuje wartości ω = 1, 2, . . . n, gdzie n jest liczbą częstości wymuszeń
harmonicznych. W związku z tym, amplitudy dystorsji wirtualnych będą przechowy-
wane w postaci macierzy prostokątnych, a macierze wpływu będą miały dodatkowy,
trzeci wymiar związany z liczbą częstości wymuszenia.

4.2.1 Funkcja celu

Formułując problem optymalizacji będziemy uwzględniać dyskretny zbiór częstości
(4.1). Minimalizowaną funkcję celu przyjmiemy jako unormowaną miarę w postaci:

F (ϑ(.)
γ ) =

∑
ω

∑
N

[
fNω(

0
εαω,

0
piω)−

M

fNω
M

fNω

]2

=
∑
ω

∑
N

G2
Nω, (4.4)

gdzie przyjęto oznaczenie:

GNω =
∆fNω

M

fNω
=
fNω(

0
εαω,

0
piω)−

M

fNω
M

fNω
. (4.5)

We wzorach (4.4) i (4.5) wielkości fNω i
M

fNω opisują amplitudowe odpowiedzi kon-
strukcji modelowanej dystorsjami i zmodyfikowanej (odpowiednio) w lokalizacjach po-
miarowych N na kolejne częstotliwości wymuszenia ze zbioru Ω. Występująca w liczni-
ku różnica ∆fNω = fNω −

M

fNω w istocie stanowi macierz prostokątną, której elementy
są podzielone („wyraz przez wyraz”) przez elementy

M

fNω. Numeryczną odpowiedź fNω
konstrukcji modelowanej dystorsjami 0

εαω,
0
piω obliczamy ze związku:

fNω(
0
εαω,

0
piω) =

L

fNω + D̆ε
Nβω

0
εβω + D̆p

Niω
0
piω, (4.6)
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gdzie D̆ε
Nβω, D̆

p
Niω są trójwymiarowymi macierzami wpływu, których kolumny stanowią

odpowiedzi stowarzyszone z wielkościami pomiarowymi
M

fNω i są obliczone na jednost-
kowe dystorsje wirtualne nałożone na konstrukcję – dla kolejnych częstości ze zbioru
Ω.

4.2.2 Analiza wrażliwości funkcji celu

Gradient funkcji celu względem wybranego parametru konstrukcji ϑ(.)
γ otrzymamy róż-

niczkując związek (4.4):

∇γF =
∂F

∂ϑ
(.)
γ

=
∂F

∂fNω

∂fNω

∂ϑ
(.)
γ

= 2GNω
∂fNω

∂ϑ
(.)
γ

, (4.7)

gdzie macierz GNω jest określona wzorem (4.5). Z uwagi na występującą w równaniu
(4.7) konwencję sumacyjną Einsteina pominięto znak sumy. Gradienty amplitud od-
powiedzi określa wzór (3.61) lub (3.68c) w zależności od modelowanych parametrów
konstrukcji. Należy jednak pamiętać, że te wzory odnoszą się do pojedynczej często-
ści, a pełną macierz gradientów fNω

∂ϑ
(.)
γ

uzyskamy wyznaczając dla wszystkich częstości
ze zbioru Ω. W konkretnym przypadku, amplitudy odpowiedzi konstrukcji fNω wy-
stępujące w funkcji celu (4.4) mogą zostać zastąpione amplitudy odkształceń εαω lub
przemieszczeń uiω.

4.2.3 Metoda największego spadku

Metoda największego spadku (MNS) polega na iteracyjnym wyznaczaniu lokalnych
kierunków największego spadku funkcji celu dla aktualnego wektora modelowanych
parametrów ϑ

(.)(k)
γ :

d(k)
γ = −∇γF

(k). (4.8)

Te kierunki wyznaczają kolejne gradienty funkcji celu ∇γF
(k), a wektory parametrów

określane są według zależności:

ϑ(.)(k+1)
γ = ϑ(.)(k)

γ − λF (k) ∇γF
(k)

[∇δF
(k)]T∇δF

(k)
, (4.9)

gdzie górne oznaczenia (k) i (k+ 1) wskazują na wartości odpowiednio w poprzedniej i
bieżącej iteracji. Stała λ jest długością kroku i najczęściej przyjmuje się ją z przedziału
0.1÷0.3. We wzorze (4.9) w mianowniku występuje iloczyn skalarny wektora gradientu
∇δF

(k).
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4.2.4 Problem optymalizacji kierunkowej (line search)

Iteracyjne poszukiwanie rozwiązania problemu optymalizacji w równaniu (4.9) wymaga
ustalenia długości kroku λ. Tę długość kroku (promienia) można również zoptymali-
zować zmniejszając jednocześnie nakłady związane z całkowitą liczbą iteracji i oblicza-
niem gradientów funkcji celu, żądając spełnienia warunku:

F (ϑ(.)(k)
γ − λ(k)d(k)

γ ) = min. (4.10)

Dla k-tego wektora modyfikacji ϑ(.)(k)
γ i kierunku poszukiwań d(k)

γ oraz wybranego
przedziału (a, b) 3 λ(k) znajdziemy przybliżenie λ(k)

0 , które minimalizuje (4.10). W
tym cząstkowym problemie optymalizacyjnym zmienną jest parametr λ(k). Zazwyczaj
wystarczające jest kilkukrotne obliczenie funkcji celu dla kolejnych λ(k).

Algorytm 4.1:

A. z przedziału (a, b) = (a1, b1) wybieramy dwa punkty

p1 = a1 + (1− Λ)(b1 − a1), q1 = a1 + Λ(b1 − a1), (4.11)

gdzie Λ = 1
2

(√
5− 1

)
odpowiada złotemu podziałowi odcinka;

B. znajdujemy odpowiednie funkcje celu F (p1), F (q1) i badamy przypadki:

(1) jeśli F (p1) < F (q1) ⇒ a2 = a1, b2 = q1, q2 = p1,

(2) jeśli F (p1) ≥ F (q1) ⇒ a2 = p1, b2 = b1, p2 = q1;

C. procedura jest powtarzana dopóki bn − an ≥ δ, gdzie δ jest dokładnością z jaką
chcemy wyznaczyć minimalny promień λ(k).

W stworzonym pakiecie jvdmf przyjęto początkowy przedział, w którym optymali-
zowany jest parametr λ, w postaci (0, 0.5), oraz δ = 0.005.

4.3 Algorytm identyfikacji uszkodzeń
Algorytm 4.2 przedstawia identyfikację parametrów elementów konstrukcji w ujęciu
Metody Dystorsji Wirtualnych, sformułowanej w domenie częstości. Podstawą do jej
przeprowadzenia są odpowiedzi (amplitudy) konstrukcji poddanej obciążeniu harmo-
nicznemu, rejestrowane dla wybranego zbioru częstości wymuszeń nierezonansowych.
Identyfikacja parametrów jest realizowana przez gradientową minimalizację odpowied-
nio zdefiniowanej funkcji celu.
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Algorytm 4.2:

A. Wstępne dane i założenia:

(1) zbiór częstości nierezonansowych Ω = [ω1, ω2, . . . , ωn];

(2) konstrukcja obciążona harmonicznie o amplitudach siły Fiω;

(3) pomierzone amplitudy odpowiedzi zmodyfikowanej konstrukcji
M

fNω;

(4) zbiór elementów D, dla których identyfikowane są parametry ϑ(.)
γ ;

(5) początkowy wektor modyfikacji elementów ϑ
(.)
γ (zwykle jednostkowy).

B. Obliczenia wstępne:

(1) amplitudy odpowiedzi
L

fNω dla początkowego wektora modyfikacji ϑ(.)
γ oraz am-

plitud odkształceń L
εαω i przemieszczeń L

uiω;

(2) macierze wpływu Dε
αβω, D

p
αkω B

ε
iαω, B

p
ikω oraz uogólnionych macierz wpływu

D̆Nαω, D̆Nkω dla każdej częstości ze zbioru Ω;

(3) składowe macierzy mas
A

Mijγ

J

Mijγ;

(4) amplitudy dystorsji wirtualnych 0
εαω oraz 0

pkω dla początkowego wektora mody-
fikacji elementów ϑγ;

(5) zaktualizowane amplitudy odkształceń εαω, przemieszczeń uiω i wybranych od-
powiedzi fNω – jednostkowe wektory ϑ(.)

γ prowadzą do zależności: εαω =
L
εαω,

uiω =
L
uiω, fNω =

L

fNω przy czym: 0
εαω = 0, 0

pkω = 0.

C. Obliczenia powtarzalne na każdej iteracji i:

(1) funkcja celu F wg (4.4);

(2) gradient funkcji celu ∇γF wg (4.7)

a. gradient amplitud dystorsji wirtualnych wg (3.59) lub (3.66) i (3.69);
b. gradient amplitud odpowiedzi wg (3.61) lub (3.65) i (3.68c) ;

(3) wektor modyfikacji elementów ϑ
(.)(k+1)
γ = ϑ

(.)(k)
γ + λ(k)d

(k)
γ ;

(4) waruek zakończenia obliczeń k = F (1)

F (i) < 10−3.

Algorytm ten uwzględnia zarówno modelowanie modułu Young’a oraz pola prze-
kroju poprzecznego i momentu bezwładności elementów. W trzeciej części algorytmu
muszą zostać w tym celu obliczone odpowiednie pola gradientów, pamiętając o tym,
że modyfikacja wyłącznie modułu Young’a prowadzi do zerowych amplitud dystorsji
wirtualnych

0

p̃iω.
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4.4 Podstawy Metody Impulsowych Dystorsji Wirtu-
alnych

Metoda Impulsowych Dystorsji Wirtualnych (MIDW, VDM-T) jest metodą reanalizy
konstrukcji w domenie czasowej, w której odpowiedzi, dystorsje wirtualne, macierze
wpływu są zależne od czasu [66]. Jej podstawą jest metoda impulsowej funkcji przej-
ścia, w której obciążenie jest reprezentowane przez sumę elementarnych impulsów siły
z wykorzystaniem funkcji delta Diraca δ(t − τ). Odpowiedź poszukiwanej wielkości
dla analizowanego przedziału czasu 〈0, t〉 uzyskuje się przez superpozycję rozwiązań
otrzymanych dla kolejnych wymuszeń impulsowych:

F̃ (t) = Fτ δ(t− τ), ũi(t) =

∫ t

0

hij(t− τ) F̃j(τ)dτ. (4.12)

We wzorze (4.12) Fτ oznacza średnią wartość impulsu w chwili τ , a macierz hij(t) zawie-
ra odpowiedzi i-tego uogólnionego przemieszczenia konstrukcji wywołanego działaniem
impulsu w kierunku j-tego przemieszczenia uogólnionego w chwili τ = 0.

Dyskretyzując przestrzeń czasową t = 0, 1, . . . n i przez analogię do impulsowych
funkcji przejścia hij(t) autor w pracy [66] wprowadza pojęcie impulsowej macierzy
wpływu Dαβ(t) oraz impulsowej uogólnionej macierzy wpływu D̆Nβ. W istocie stanowi
ona trójwymiarową macierz, której przekrój dla chwili t zawiera odpowiedzi składowych
odkształcenia wywołane kolejno wprowadzanymi impulsami jednostkowych dystorsji
wirtualnych 0

εβ(t). Ten impuls jest realizowany przez nałożenie na element skończony
samozrównoważonych uogólnionych sił kompensacyjnych:

F̃i(t) = F 0
i δ(t). (4.13)

Obciążenie kompensacyjne F 0
i jest tutaj identyczne z opisanym dla problemów sta-

tyki. Impuls opisany wzorem (4.13) na mocy prawa zachowania pędu jest zastąpiony
przez warunki początkowe nałożone na konstrukcję: tzw. wektor adekwatnych prędkości
początkowych ṽ0

j = ṽj(0) oraz zerowych przemieszczeń początkowych ũ0
j = ũj(0):

Mij ṽ
0
j = F 0

j ∆t, ũ0
j = 0. (4.14)

Impulsowy wektor wpływu macierzy Dαβ(t) jest obliczany na podstawie przemiesz-
czeń, które są wynikiem całkowania jednorodnych równań ruchu bez uwzględnienia
tłumienia:

Mij
¨̃uj(t) +Kij ũj(t) = 0, (4.15)

z warunkami początkowymi (4.14).
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Posługując się impulsowymi macierzami wpływu zaktualizowane odpowiedzi kon-
strukcji wyrażone w odkształceniach εα(t) i dowolne wielkości fN(t) w wybranych lo-
kalizacjach analogicznie do (4.12) są wyrażone w postaci:

εα(t) =
L
εα(t) +

R
εα(t) =

L
εα(t) +

t∑
τ=0

Dαβ(t− τ)
0
εβ(τ), (4.16)

fN(t) =
L

fN(t) +
R

fN(t) =
L

fN(t) +
t∑

τ=0

D̆Nβ(t− τ)
0
εβ(τ), (4.17)

gdzie oznaczono sumowanie względem zdyskretyzowanej zmiennej czasowej τ , ponieważ
nie występuje jawnie jako indeks.

Związki pomiędzy składowymi odkształcenia i dystorsji wirtualnych w domenie
czasowej, jak łatwo się domyśleć, są podobne do zależności (2.76) i (3.41):

µα εα(t) = εα(t)− 0
εα(t), (4.18)

przy czym wszystkie wielkości są zależne od czasu oprócz współczynnika µα. Dlatego
właśnie jest on zmienną w optymalizacji, a nie 0

εα(t)

Wyznaczenie dystorsji wirtualnych 0
εα(t) na zadany wektor parametrów modyfikacji

µα otrzymuje się ze związków (4.16) oraz (4.18) i przebiega dwuetapowo odpowiednio
dla chwili t = 0 i chwil t > 0:

Aαβ
0
εβ(0) = (1α − µα)

L
εα(0),

Aαβ
0
εβ(t) = (1α − µα)

[
L
εα(t) +

t−1∑
τ=0

Dαβ(t− τ)
0
εβ(τ)

]
,

(4.19)

gdzie

Aαβ = δαβ − (1α − µα)Dαβ(0), (4.20)

jest macierzą obliczaną dla chwili t = 0. Dla kolejnych chwil t dystorsje wirtualne
0
εα(t) są wyznaczane sekwencyjnie z układu równań (4.19b) i są zależne od ich historii.
Ze względu na dużą liczbę układów równań do rozwiązania (kwadratowa zależność
od liczby dyskretyzacji czasowej) obliczenie dystorsji wirtualnych wiąże się z dużym
nakładem obliczeniowym.

Dodatkowe obciążenie kosztów numerycznych stanowi określenie gradientów dys-
torsji wirtualnych, które są wyznaczane przez zróżniczkowanie układów równań (4.19)
względem wektora µδ:

Aαβ
∂

0
εβ(t)

∂µδ
= εα(t) + (1α − µα)

t−1∑
τ=0

Dαβ(t− τ)
∂

0
εβ(τ)

∂µδ
. (4.21)
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Układ równań (4.21), podobnie jak (4.19), jest rozwiązywany sekwencyjnie, z uwzględ-
nieniem gradientów dystorsji w poprzednich chwilach czasowych τ . Funkcja celu pro-
blemu identyfikacji oraz jej gradient są zdefiniowane jako:

F =
∑
N

∑
t

[
fN(t,

0
εα)−

M

fN(t)
]2

, (4.22)

∂F

∂µγ
=

∂F

∂fN

∂fN

∂
0
εβ

∂
0
εβ
∂µδ

= 2
∑
N

∑
t

[
fN(t,

0
εα)−

M

fN(t)
] t∑
τ=0

D̆Nβ(t− τ)
∂

0
εβ(τ)

∂µδ
. (4.23)

We wzorach (4.22) i (4.23) przez
M

fN(t) oznaczono pomiary dla konstrukcji rzeczywi-
stej w wybranych lokalizacjach N . Proces minimalizacji funkcji celu w opracowaniu
[66] przeprowadzono metodą największego spadku (por. 4.9). Przykłady, wady i zale-
ty identyfikacji uszkodzeń metodami VDM-F i VDM-T omówione zostały w dalszych
rozdziałach.

4.5 Problem lokalizacji wymuszeń i selekcji częstości
W prezentowanym podejściu wykonanie identyfikacji uszkodzeń jest oparte na analizie
pomiarów (amplitud) dokonanych na konstrukcji pierwotnej (kalibracja modelu nume-
rycznego) i uszkodzonej. Lokalizacja uszkodzenia w różny sposób wpływa na zaburzenia
rejestrowanych sygnałów przy zadanym obciążeniu konstrukcji. Z drugiej strony, odpo-
wiedni wybór położenia i częstości siły wymuszającej może sprawić, że zadany defekt
jest „widoczny” tj. pojawiają się istotne różnice pomiarowe konstrukcji początkowej
i zmodyfikowanej.

Zilustrujmy ten problem na numerycznym przykładzie belki wspornikowej przed-
stawionej na rys. 4.1, o długości L = 1m i polu przekroju poprzecznego b × h =
2× 0.5 [cm2].

ϑA
6

MIII
26

L = 1 m

ϑA
13 ϑA

20

ϑJ
20ϑJ

13ϑJ
6

MII
16MI

8

Rysunek 4.1: Belka wspornikowa wraz z niezależnie wprowadzanymi defektami i obcią-
żeniami.

Ponadto przyjęto moduł Young’a o wartości E = 210GPa oraz gęstość ρ = 7800 kg
m3 .

Konstrukcja ta została podzielona na 25 elementów skończonych o jednakowej długości,
a jej pierwsze częstotliwości własne mają wartości:

f 0
n = [4.19 26.26 73.54 144.1 238.2 355.8]T [Hz]. (4.24)

Do identyfikacji uszkodzeń będziemy unikać obciążeń o częstotliwościach rezonanso-
wych wywołujących nieskończone deformacje belki (brak tłumienia). Dlatego też, aby
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uniknąć rozwiązywania źle uwarunkowanych układów równań, weźmy pod uwagę pe-
wien, arbitralnie wybrany zbiór częstości wymuszeń pozarezonansowych:

ωn = 2πfn = 2π [10 40 80 135 155 250]T
[
rad

s

]
. (4.25)

Będziemy teraz rozpatrywać wpływ lokalizacji i częstości obciążenia na różnice am-
plitud węzłowych przemieszczeń pionowych konstrukcji początkowej i zmodyfikowa-
nej. Konstrukcja zmodyfikowana jest tutaj rozważana jako konstrukcja początkowa,
w której zredukowano o 60% pole przekroju poprzecznego i moment bezwładności
(ϑA

γ = ϑJ
γ = 0.4) pojedynczego elementu. Będziemy rozważać 3 niezależne przypadki

uszkodzenia, w których wprowadzono modyfikacje w elementach: 6 (przypadek I), 13
(przypadek II), 20 (przypadek III). Dla każdej z tych konfiguracji uszkodzenia testo-
wano kolejne obciążenia momentem zginającym o jednostkowej amplitudzie w węzłach
8, 16, 26 o częstościach wg (4.25). Wyniki tych numerycznych badań zilustrowano na
rys. 4.2-4.4.

Ilustracja 4.2 przedstawia porównania amplitud przemieszczeń węzłowych konstruk-
cji początkowej (kolor niebieski) i zmodyfikowanej (kolor czerwony) – uszkodzenie ele-
mentu nr 6 (przypadek I). Pierwsza kolumna dotyczy amplitud przemieszczeń wywo-
łanych momentem o jednostkowej amplitudzie, przyłożonym w węźle nr 8 o kolejnych
częstościach określonych przez (4.25). Kolejne kolumny grupują odpowiedzi konstrukcji
(początkowej i zmodyfikowanej) obciążonych w węzłach 16 i 26. Analizując porówna-
nia odpowiedzi belki możemy określić najbardziej wrażliwą kombinację lokalizacji i
częstości wymuszenia na uszkodzenie w elemencie nr 6. Czwarty wiersz odpowiada
częstości f4 = 135Hz, a różnice pomiędzy amplitudami są widoczne zarówno dla wy-
muszenia w węźle 8, 16 jak i 26. Obciążenia o częstości f3 = 80Hz w węźle 8 stanowi
również potencjalnie dobrą kombinację do przeprowadzenia analizy odwrotnej. Należy
się tu spodziewać, że uszkodzenie w sąsiednich elementach wywoła podobny efekt, co
sugeruje właściwą kombinację lokalizacji wymuszenia i częstości do przeprowadzenia
identyfikacji uszkodzenia w tych strefach. Zauważmy przy tym, że bliska lokalizacja ob-
ciążenia o innych częstościach (np. f6 = 250Hz) i defektu nie musi oznaczać istotnej
różnicy amplitud przemieszczeń.

Na podstawie ilustracji 4.3 i 4.4, prezentujących porównania amplitud dla uszkodze-
nia elementu 13 i 20, można przeprowadzić analogiczne rozumowanie w celu wyboru
optymalnej lokalizacji i częstości obciążenia. I tak, dla uszkodzenia w elemencie 13
z rys. 4.3 możemy wybrać częstotliwość wymuszenia f4 = 135Hz lub/oraz f1 = 10Hz
w węzłach 8, 16, 26, bądź f5 = 155Hz w węzłach 8, 26. Bogatszy zestaw konfiguracji
wymuszenia daje uszkodzenie w końcowej części belki (por rys. 4.4). Dla każdej często-
tliwości możemy wybrać odpowiednią lokalizację wymuszenia i odwrotnie – dla każdej
lokalizacji wymuszenia możemy wskazać właściwą częstotliwość wymuszenia.

Oczywiście, poruszony tutaj problem optymalnego wyboru lokalizacji i częstości
wymuszenia jest bardzo ważny i zależy niego zbieżność procesu optymalizacji. Sfor-
mułowanie tego zadania będzie celem przyszłych badań i nie jest głównym nurtem w
niniejszej pracy.
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Rysunek 4.2: Porównanie amplitud przemieszczeń pionowych belki początkowej i uszko-
dzonej w elemencie 6.



4.5. Problem lokalizacji wymuszeń i selekcji częstości 65

0 1
−5

0

5

10

15

20
x 10

−4

0 1
0

0.5

1

1.5

2
x 10

−3

0 1
0

0.5

1

1.5

2
x 10

−3

0 1
−4

−2

0

2

4
x 10

−4

0 1
−2

0

2

4

6
x 10

−4

0 1
−6

−4

−2

0

2

4

6
x 10

−4

0 1
−5

0

5

10

15
x 10

−5

0 1
−6

−4

−2

0

2

4
x 10

−4

0 1
−1

−0.5

0

0.5

1
x 10

−3

0 1
−4

−2

0

2

4
x 10

−4

0 1
−6

−4

−2

0

2

4

6
x 10

−4

0 1
−1

−0.5

0

0.5

1
x 10

−3

0 1
−2

−1

0

1

2

3

4
x 10

−4

0 1
−4

−2

0

2

4
x 10

−4

0 1
−4

−2

0

2

4

6
x 10

−4

0 1
−3

−2

−1

0

1

2

3
x 10

−4

0 1
−6

−4

−2

0

2

4

6
x 10

−5

0 1
−4

−2

0

2

4
x 10

−4

Rysunek 4.3: Porównanie amplitud przemieszczeń pionowych belki początkowej i uszko-
dzonej w elemencie 13.
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Rysunek 4.4: Porównanie amplitud przemieszczeń pionowych belki początkowej i uszko-
dzonej w elemencie 20.
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4.6 Przykłady numeryczne
Rozważania przeprowadzone w powyższych rozdziałach zilustrujemy na wybranych
przykładach. Wszystkie odpowiedzi konstrukcji są symulowane numerycznie.

4.6.1 Kratownica płaska

Dana jest płaska kratownica jak na rys. 4.5, której całkowita długość wynosi 4m, a sze-
rokość i wysokość pojedynczej sekcji 1m. Przyjęto, że wszystkie jej elementy wykonane
są ze stali o module Younga E = 210GPa i gęstości ρ = 7800 kg

m3 , a pola przekrojów
poprzecznych wynoszą A = 10−4m2.
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Rysunek 4.5: Kratownica wraz z wprowadzonymi modyfikacjami i lokalizacjami senso-
rów dla metody VDM-T

Konstrukcja zmodyfikowana została zasymulowana przez zastąpienie pól przekro-
jów elementów Aγ przez Âγ, których szczegóły znajdują się w tab. 4.1

Tabela 4.1: Wprowadzone modyfikacje elementów kratownicy rys. 4.5

Nr elementu γ Âγ · 10−4[m2] ϑAγ = µAγ = Âγ
Aγ

8 3.0 0.75
12 1.4 0.35
15 3.0 0.75
18 2.0 0.50

Przykład 4.1 : Identyfikacja uszkodzeń metodą VDM-F

Identyfikacja uszkodzeń kratownicy na rys. 4.5 zostanie przeprowadzona dla 3 przypad-
ków:

• przypadek I: dla jednej częstości ω = 700 rad
s
;

• przypadek II: dla czterech częstości ωi = Ω = [100 700 2100 3650]T rad
s
;
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• przypadek III: dla czterech częstości jak wyżej z uwzględnieniem wygenerowanego
numerycznie szumu;

W każdym z tych przypadków siła wymuszająca (lokalizacja na rys. 4.5) ma postać:

Pi = 200 sin(ωit). (4.26)

Przyjęto, że funkcja celu problemu identyfikacji tego zadania wyrażona będzie przez
amplitudy odkształceń we wszystkich jej elementach fNω = εαω oraz

M

fNω =
M
εαω, co ogólnie

możemy zapisać:

F =
∑
ω

∑
α

[
εαω − M

εαω
M
εαω

]2

. (4.27)

Jest to równoznaczne z rozmieszczeniem sensorów mierzących odkształcenia we wszystkich
elementach kratownicy. Amplitudy odkształceń εαω i M

εαω zostały wygenerowane numerycz-
nie dla każdego z opisanych powyżej przypadków.

Wektor parametrów modyfikacji µα (dla kratownic µα = ϑγ) w przypadku I został
wyznaczony po 157, a w przypadku II po 51 iteracjach. W każdym z tych przypadków spadek
funkcji celu wynosił 3 rzędy wielkości, a optymalizacja została przeprowadzona metodą
największego spadku. Porównanie wyników zostało zaprezentowane na rys. 4.6, czas obliczeń
w tych przypadkach był podobny i wyniósł poniżej 1 minuty.
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Rysunek 4.6: Wyniki identyfikacji uszkodzeń dla przypadku I i II oraz rzeczywiste modyfi-
kacje.

Uwzględnienie tylko pojedynczej częstości daje pewne niedoszacowania lub przeszaco-
wania wielkości defektów, jednakże dają ogólną wiedzę o intensywności uszkodzenia. Nato-
miast w przypadku II (4 częstości wymuszenia) dają precyzyjną informację o degradacji pól
poprzecznych elementów dzięki większej ilości pomierzonych danych.

Rzeczywiste pomiary drgań konstrukcji obarczone są pewnym błędem, a zatem uzasad-
nione jest uwzględnienie tego efektu w obliczonych amplitudach odkształceń. Przypadek
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III dotyczy właśnie tego problemu. Towarzyszący pomiarom szum jest tutaj zrealizowany
przez dodanie do obliczonych odpowiedzi M

εαω pewnych, przypadkowych wartości według
zależności:

M

ε̃αω =
M
εαω (1αω + rαω) (4.28)

gdzie rαω przyjmuje wygenerowaną wartość z przedziału 〈−0.1, 0.1〉, a we wzorze (4.27)
wartości M

εαω należy zastąpić przez
M

ε̃αω. Na rysunku 4.7 zostały przedstawione obliczone
amplitudy odkształceń konstrukcji początkowej i zmodyfikowanej z uwzględnieniem wyge-
nerowanych odchyłek dla wybranej częstości ω2 = 700 rad

s
.
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Rysunek 4.7: Porównanie amplitud odkształceń kratownicy początkowej i zmodyfikowanej
z uwzględnieniem modelowania błędów.

Proces optymalizacji funkcji celu w przypadku III został zatrzymany po 300-tu iteracjach,
dając spadek funkcji celu o 2 rzędy wielkości, przy jednoczesnym braku tendencji do dalszej
poprawy wyniku. Pomimo tego, otrzymany rozkład modyfikacji parametrów w konstrukcji
można uznać za poprawny.

Na rysunku 4.8 przedstawiono porównanie wyników identyfikacji uszkodzeń dla przypad-
ku II i III z rzeczywistymi defektami.

Przykład 4.2 : Identyfikacja uszkodzeń metodą (VDM-T)

W poprzednim przykładzie zademonstrowano analizę odwrotną metodą VDM-F, której
podstawą były obliczone amplitudy odkształceń w każdym elemencie kratownicy. Metoda
Impulsowych Dystorsji Wirtualnych (VDM-T) umożliwia taką analizę na podstawie odpo-
wiedzi zależnych od czasu, a zatem więcej informacji o zachowaniu konstrukcji jest zapamię-
tywanych. Skutkuje to mniejszą liczbą niezbędnych sensorów do identyfikacji parametrów
konstrukcji.

Będziemy teraz rozpatrywać taki sam rozkład defektów jak w przypadku metody VDM-F,
lecz modelowanym parametrem w każdym elemencie będzie moduł Young’a, tj. µα =

Êα
Eα

(por. tab 4.1).
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Rysunek 4.8: Porównanie wyników analizy odwrotnej dla przypadku II i III.

Na rysunku (4.9a) przedstawiono przebieg obciążenia konstrukcji – trójkątnie modulo-
wana funkcja sinus o amplitudzie P = 200N .

Dla czterech sensorów (pionowe elementy, por rys. 4.5) obliczono odkształcenia kon-
strukcji początkowej. Przykładową odpowiedź dla elementu 1 (konstrukcji początkowej i
zmodyfikowanej) przedstawiono na rys. 4.9b. Wynik analizy odwrotnej zilustrowano i po-
równano na rys. 4.9c. Czas obliczeń potrzebny na wykonanie tego zadania wyniósł ok. 300
minut.

4.6.2 Belka wspornikowa

Następny przykład dotyczy belki wspornikowej o przekroju prostokątnym, w której
modelowanymi parametrami będzie pole przekroju poprzecznego Aγ, oraz moment bez-
władności Jγ. Nie precyzujemy rodzaju uszkodzenia przekroju poprzecznego (zmiany
jego geometrii), a wielkości Aγ i Jγ będą modelowane niezależnie.

Przykład 4.3 : Belka wspornikowa

Rozważmy belkę wspornikową przedstawioną na rys. 4.10 o długości L = 1m i wymia-
rach przekroju poprzecznego 2 × 0.5 [cm], którego pole wynosi A = 1 cm2 oraz moment
bezwładności J = 2.0833 · 10−4 cm4. Konstrukcja jest obciążona siłą osiową i momentem
zginającym:

Pi = 100 sin(ωit) [N ], M = 1 sin(ωit) [Nm], (4.29)

gdzie ωi = 2π [10 40 155 250]T rad
s
.

Została ona podzielona na 25 elementów skończonych o jednakowej długości i w każdym
z nich modelowane są modyfikacje pola przekroju ϑAγ i momentu bezwładności ϑJγ . Zakła-
damy, że sensory rozłożone są we wszystkich elementach skończonych i możemy mierzyć
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Rysunek 4.9: Analiza dynamiczna kratownicy: (a) – obciążenie dynaniczne, (b) – odkształ-
cenia elementu nr 1, (c) – porównanie rozkładu defektów uzyskanych z metod VDM-T i
VDM-F.
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Rysunek 4.10: Testowana belka wspornikowa.

składowe odkształceń wzdłużnych i giętnych. Te odpowiedzi dla konstrukcji początkowej i
zmodyfikowanej zostały numerycznie zasymulowane. Identyfikację uszkodzeń wykonano dla
dwóch przypadków:

• przypadek I: bez symulacji błędów pomiarowych;



72 4. Zastosowanie VDM-F do identyfikacji defektów

• przypadek II: z uwzględnieniem symulacji błędów pomiarowych;

W przypadku II błędy pomiarowe były symulowane analogicznie jak w przykładzie 4.1:
każdą amplitudę składowych odkształceń konstrukcji zmodyfikowanej M

εαω) zaburzono o
przypadkową wartość do 10% jej początkowej wartości według zależności (4.28). Iden-
tyfikację parametrów przeprowadzono formułując funkcję celu analogicznie do (4.27), z
uwzględnieniem wszystkich składowych odkształceń.
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Rysunek 4.11: Identyfikacja parametrów ϑAγ dla odpowiedzi symulowanych numerycznie z
uwzględnieniem modelowania błędów pomiarowych.
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Rysunek 4.12: Identyfikacja parametrów ϑJγ dla odpowiedzi symulowanych numerycznie z
uwzględnieniem modelowania błędów pomiarowych.

Wyniki analizy odwrotnej zostały zaprezentowane na rys. 4.11 oraz 4.12 odpowiednio
dla parametrów modyfikacji ϑAγ i ϑJγ . Spadek funkcji celu osiągnął wartość 10−4 po 417
iteracjach (metoda największego spadku). Taką samą liczę iteracji zastosowano podczas
analizy odwrotnej dla przypadku II, a czas obliczeń każdego z tych zadań wynosił ok. 10
minut.
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4.7 Porównanie metod VDM-F i VDM-T
Do identyfikacji uszkodzeń z powodzeniem można stosować numeryczne narzędzia ba-
zujące na Metodzie Dystorsji Wirtualnych: VDM-F i VDM-T. Tablica 4.2 zawiera
porównanie podstawowych cech i wielkości tych sformułowań. Metody te dają porów-
nywalne wyniki analizy odwrotnej, choć istnieją istotne różnice, które dotyczą głównie
czasu analizy i liczby sensorów. Ze względu na quasi-statyczne sformułowanie metody
VDM-F jest ona numerycznie efektywna, nawet w przypadku analizy o kilku często-
ściach wymuszeń. Z drugiej strony wymaga ona znacznie więcej informacji o konstrukcji
– liczba sensorów jest tutaj znacząco większa niż w przypadku sformułowania VDM-T.

; zawierają amplitudy odpowiedbich wielkości

Tabela 4.2: Porównanie metod VDM-F i VDM-T.

VDM-F VDM-T

sposób
wymuszenia

wymuszenie harmoniczne,
nierezonansowe o ustalonej
częstości; problem quasi-
statyczny

obciążenie i odpowiedzi są
funkcjami czasu; problem dy-
namiczny

dystorsje
wirtualne

harmoniczne dystorsje
0

ε̃α(ω, t),
0

p̃i(ω, t); zmiany
parametrów modelowane są
przez ich amplitudy

dystorsje wirtualne εα(t), 0
p(t)

są funkcjami czasu

macierze
wpływu

są obliczane niezależnie dla
zadanych częstości, w tym
odkształceniowe Dε

αβω, Dp
αiω

przemieszczeniowe Bε
iαω, B

p
ikω

i ogólne D̆ε
Nβω, D̆

p
Nkω macierze

wpływu

jest obliczana odkształcenio-
wa Dαβ(t), przemieszczeniowa
Bαβ(t) i ogólna D̆Nβ(t) ma-
cierz wpływu; macierze te są
wyznaczane w każdym kroku
czasowym

sensory duża liczba sensorów, dla kra-
townic porównywalna z liczbą
elementów; zwiększenie zbio-
ru częstości i lokalizacji wy-
muszeń może pomniejszyć ich
liczbę

niewielka liczba sensorów;
2 lub 3 sensory optymalnie
umieszczone na konstrukcji
o kilkunastu elementach wy-
starczają do przeprowadzenia
analizy odwrotnej
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VDM-F VDM-T

czas analizy
zadania

odwrotnego

stosunkowo krótki czas obli-
czeń zadania odwrotnego na-
wet w przypadku kilku często-
tliwości

długi czas obliczeń, silnie za-
leżny od liczby dyskretyzacji
czasowej

uwagi wymaga odpowiedniego wybo-
ru częstotliwości i lokalizacji
wymuszeń

problem optymalnego przebie-
gu wymuszenia i lokalizacji
wymuszenia, lokalizacja senso-
rów



Rozdział 5
Weryfikacja doświadczalna

5.1 Wprowadzenie

Tematem niniejszego rozdziału jest identyfikacja uszkodzeń w konstrukcjach w ujęciu
eksperymentalnym. W pierwszej części rozdziału poruszony jest przeglądowo problem
wyboru podstawowych elementów systemu monitorowania konstrukcji takich jak wzbu-
dzanie drgań, rodzaj stosowanych sensorów, akwizycja danych, czy też wybór algoryt-
mu identyfikacji uszkodzeń. Druga część jest poświęcona doświadczalnej identyfikacji
uszkodzeń Metodą Dystorsji Wirtualnych zaprezentowanej w rozdziale 4 na przykła-
dzie trójwymiarowej kratownicy. Defekty tej kratownicy zrealizowano poprzez wymianę
dwóch jej elementów o zmodyfikowanym polu przekroju poprzecznego.

5.2 Elementy systemu monitorowania konstrukcji

Proces budowania systemu monitorowania konstrukcji wymaga już na wstępie okre-
ślenia kilku podstawowych jego elementów i jest zależny m.in. od rodzaju obiektu,
czynników środowiskowych, diagnozowanych parametrów konstrukcji. Te elementy z
kolei determinują algorytm identyfikacji uszkodzeń. Ogólnie rzecz ujmując studia nad
tym systemem można podzielić na cztery etapy:

• sposób pobudzenia konstrukcji do drgań – w przypadku dużych konstrukcji (mo-
sty) ekonomiczne względy przemawiają za wykorzystywaniem drgań konstrukcji
wynikających z normalnego jej użytkowania (Ambient Vibration, AV). Są one
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związane z ruchem pojazdów, taboru kolejowego, mogą być także wywołane ob-
ciążeniami środowiskowymi (obciążenie wiatrem, trzęsienia ziemi). Zaletą wy-
korzystania AV są niskie koszty, lecz w pewnych pasmach częstotliwości drgania
konstrukcji mogą nie zostać wywołane i wobec tego wymagane są dodatkowe tech-
niki, np. – hydrauliczne siłowniki, uderzająca masa. Natomiast do konstrukcji o
stosunkowo niewielkich rozmiarach mogą być stosowane mechaniczne wzbudniki
drgań, aktywatory piezoelektryczne czy też młotek modalny itp..

• wybór czujników pomiarowych – dużą grupę stanowią sensory piezoelektryczne
ze względu na niską cenę (płytki ceramiczne) oraz możliwość ich stosowania w
roli aktywatorów. Dodatkowym atutem są różne wielkości fizyczne, które można
mierzyć za ich pomocą: siła, odkształcenie, ciśnienie, przyspieszenie. Powszech-
nie stosowane są również włókna optyczne, które można klasyfikować zależnie
od zastosowania: na zewnątrz konstrukcji (sensory interferometryczne) bądź we-
wnątrz – włókna Bragg’a (Fibre Bragg Grating, FBG). Charakteryzują się dużą
wrażliwością na deformacje (odkształcenie). Ponadto używane są jako sensory
przetworniki elektromagnetyczne, elektromechaniczne (Micro-Electro Mechanical
Systems, MEMS), mierniki laserowe (Laser Doppler Vibrometer, LDV).

• akwizycja danych i układ pomiarowy – obecnie najczęściej stosowany układ po-
miarowy zbudowany jest ze scentralizowanego systemu akwizycji danych, do któ-
rego przewodowo podłączony jest zestaw czujników pomiarowych odpowiednio
rozmieszczonych na konstrukcji. Rejestrowane sygnały analogowe są zamieniane
na cyfrowe (przetworniki analogowo-cyfrowe) i przekazywane do jednostki ana-
lizującej dane. Budowa układu pomiarowego jest ściśle powiązana z rodzajem
użytych czujników i metodologią identyfikacji uszkodzeń.

• zastosowanie algorytmu identyfikacji uszkodzeń – przed rozpoczęciem procesu
identyfikacji zazwyczaj wymagane jest określenie wiarygodnego stanu referencyj-
nego konstrukcji wraz z modelem numerycznym. Oprócz techniki MES, stosowa-
na jest Medota Elementów Brzegowych (Boundary Element Method, BEM) oraz
Metoda Elementów Spektralnych (Spectral Element Method, SEM). Zależnie od
metody stosowane są różne kryteria oceny uszkodzeń: analiza częstotliwości, mo-
dów własnych, energia odkształceń modalnych itp.. Szeroko stosowane są sieci
neuronowe i algorytmy genetyczne.

Na rysunku 5.1 jest przedstawiona ogólna koncepcja systemu monitorującego kon-
strukcję, u której podstaw leży MDW (VDM). Wymaga ona budowy modelu numerycz-
nego obiektu referencyjnego (zwykle nieuszkodzonego tj. o parametrach projektowych)
oraz znajomości działającego obciążenia. W przypadku dużych konstrukcji obciążenie
jest realizowane za pomocą impulsu (np. uderzającej masy – VDM-T) lub wzbudników
mechanicznych opartych na wirującej, mimośrodowo umieszczonej masie, wywołującej
drgania harmoniczne (VDM-F). Drgania konstrukcji są rejestrowane przez układ odpo-
wiednio rozmieszczonych czujników – do tego celu mogą zostać użyte zarówno sensory
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piezoelektryczne jak i akcelerometry okresowo rejestrujące odpowiedzi na zadane ob-
ciążenie konstrukcji. Te sygnały są przekazywane do centralnej jednostki obliczeniowej
za pomocą bezprzewodowych łączy telekomunikacyjnych (o ile jest to możliwe), gdzie
następuje porównanie z odpowiedziami referencyjnymi konstrukcji. Jeśli okaże się, że w
kolejnej sesji pomiarowej są one istotnie różne, przeprowadzana jest analiza odwrotna
– identyfikacja uszkodzeń.

t
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Rysunek 5.1: Koncepcja identyfikacji uszkodzeń w konstrukcjach.

5.3 Identyfikacja uszkodzeń w kratownicy

5.3.1 Stanowisko doświadczalne

Przedmiotem badania doświadczalnego jest trójwymiarowy dźwigar kratownicowy, któ-
rego widok ogólny jest przedstawiony na rys. 5.2. Jest on zbudowany na bazie układu
„M12 System” firmy MERO-TSK [72]. Konstrukcja ta jest podparta w skrajnych czte-
rech węzłach i z jednej strony możliwy jest przesuw poziomy wzdłuż jej osi głównej.
Kratownica składa się z 26 stalowych węzłów, 70 elementów, z których 62 ma długość
L500 = 0.5m, a pozostałe 8 zaś L707 = 0.707m. Każdy z nich ma rurowy przekrój
poprzeczny, którego pole wynosi: A = 0.597 cm2 (średnica zewnętrzna φzew = 22mm,
średnica wewnętrzna φwew = 20mm). Całkowite wymiary kratownicy wynoszą odpo-
wiednio: długość – 4m, szerokość – 0.5m oraz wysokość – 0.353m.
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(a)

(b)

Rysunek 5.2: Stanowisko doświadczalne – trójwymiarowa kratownica. (a) widok ogólny,
(b) piezo-sensor.

Drgania harmoniczne o częstotliwości 35Hz są wywoływane za pomocą aktywatora
piezoelektrycznego, umieszczonego w środkowej części konstrukcji pomiędzy podłogą a
konstrukcją. Na każdym elemencie przyklejony jest sensor piezoelektryczny, na które-
go okładkach gromadzony jest ładunek elektryczny (por. rys. 5.2a). Ładunek ten jest
proporcjonalny do odkształcenia elementu na którym umieszczony jest czujnik. Po-
czątkowo pomiary przeprowadzane były przy ich użyciu, lecz po wstępnych pomiarach
problem z kalibracją modelu doświadczalnego był na tyle duży, że zastąpiono je ak-
celerometrami (Brüel & Kjær, typ: 4507 B 004 [73]), umieszczonymi we wszystkich
węzłach kratownicy (z wyłączeniem podporowych). Prawdopodobną przyczyną tego
stanu rzeczy był w małym stopniu kontrolowany kontakt czujników piezoelektrycznych
z elementami kratownicy. Wynikać to mogło z niedopasowania prętów kratownicy, które
charakteryzują się dużą krzywizną (rurowy przekrój poprzeczny) oraz płaskich czujni-
ków piezoelektrycznych lub/i zastosowanego kleju.

Układ pomiarowy. Na rysunku 5.3 przedstawiony jest układ pomiarowy wykorzy-
stany podczas sesji badawczych zarówno konstrukcji początkowej jak i zmodyfikowanej.
Składa on się z dwóch zasadniczych części: linii aktywacyjnej – odpowiedzialnej za po-
budzenie konstrukcji do drgań oraz linii pomiarowej, za pomocą której rejestrowane
są drgania konstrukcji. Elementy linii aktywacyjnej, a mianowicie: generator funkcyjny
(TTI, TG 1010A, zob. [74]), wzmacniacz (Cedrat Recherche, LA 75-01-005, zob. [75])
oraz aktywator piezoelektryczny (Cedrat Recherche, APA 100M, zob. [75]), połączone
są złączami typu BNC. Zadaniem generatora jest wytworzenie sygnału harmoniczne-
go. Ten następnie jest odpowiednio wzmacniany i przesyłany do aktywatora, który
zamieniając energię elektryczną na mechaniczną wzbudza drgania konstrukcji. Układ
ten zapewnia możliwość kontrolnego pomiaru sygnału aktywującego, zarówno przed
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wzmocnieniem jak i po wzmocnieniu. Jest to istotne ze względu na zachowanie liniowej
charakterystyki wzmocnienia. Podstawowe elementy linii pomiarowej to: akcelerometry

generator
TTI TG 1010A

wzmacniacz
CR LA 75-01-005

aktywator
CR APA 100M BNCBNC

oscyloskop
Tektronix
TDS2000

wzmacniacz
sygnau

komputersystem PULSE
3560-B-040

BNC LAN

linia aktywacji

linia pomiarowa

B&K 45507 B 004

Rysunek 5.3: Układ pomiarowy stanowiska doświadczalnego.

(typy wspomniane powyżej), system PULSE (3560-B-040 zob. [73]), moduł pomiaro-
wy wraz z oprogramowaniem oraz komputer. Akcelerometry posiadają wbudowany
wzmacniacz sygnału dostosowany do systemu PULSE i nie wymagają one dodatko-
wej aparatury wzmacniającej sygnał. Inaczej sytuacja wygląda jeśli dokonywany jest
pomiar kontrolny za pomocą oscyloskopu, w którym wymagane jest wzmocnienie sy-
gnału. Harmoniczne odpowiedzi konstrukcji rejestrowane przez system PULSE (w do-
menie czasowej) przesyłane są za pomocą łącza LAN do komputera pomiarowego i tam
obliczane są uśrednione amplitudy przyspieszeń (z kilkudziesięciu okresów).

5.3.2 Model numeryczny

Istotnym elementem identyfikacji uszkodzeń metodą VDM-F jest poprawny model nu-
meryczny analizowanej konstrukcji. Szkic modelu numerycznego został zaprezentowany
na rys. 5.4, na którym zaznaczono działającą harmoniczną siłę wymuszającą P w węźle
nr 17. Ponadto wyróżniono te elementy, które w konstrukcji rzeczywistej wymieniono
na inne (o zmodyfikowanych polach przekroju). Połączenia pomiędzy elementami za-
modelowano jako idealnie przegubowe. W węzłach nr 1 i 2 nałożone są idealne więzy
przemieszczeniowe we wszystkich kierunkach (ux = uy = uz = 0), podczas gdy w
węzłach 24 i 25 możliwy jest tylko ruch wzdłużny (ux 6= 0, uy = uz = 0). Elementy
tworzące konstrukcję zostały zważone. Ich wartości wynoszą odpowiednio:

m500 = 0.375 [kg], m707 = 0.480 [kg], (5.1)
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Rysunek 5.4: Model numeryczny MES dźwigara kratowego.

i są zgodne z wartościami podanymi przez producenta. Te elementy są w rzeczywistości
wyposażone na końcach w nagwintowane zaczepy, umożliwiające połączenie z węzłami.
To oczywiście zaburza jednorodny rozkład masy, jednak w modelu numerycznym przy-
jęto równomierny jej rozkład. Przyjęto, że przekrój poprzeczny elementów jest rurowy
na całej ich długości (o średnicach podanych przez producenta), a to z kolei prowadzi
do niedoszacowania masy elementów:

∆m500 = m500 − ρ
π

4
(φ2

zew − φ2
wew)L500 = 0.116 [kg], (5.2)

∆m707 = m707 − ρ
π

4
(φ2

zew − φ2
wew)L707 = 0.114 [kg]. (5.3)

W modelu numerycznym ta różnica została uwzględniona jako masa skupiona, której
połowę z danego elementu umieszczono w przyległych węzłach. W tablicy 5.1 przedsta-
wiono 5 dodatkowych mas ∆mi umieszczonych w węzłach kratownicy wraz ze związka-
mi je definiującymi, wartościami oraz numerami węzłów, do których przypisano te ma-
sy. Zależą one od liczby i długości elementów połączonych w węzłach. Dane materiałowe
zostały przyjęte dla stali – moduł Younga: E = 205GPa oraz gęstość: ρ = 7850 kg

m3 . W
tablicy 5.2 przedstawiono rozkład masy w ujęciu globalnym – część masy pochodząca
od elementów została umieszczona w węzłach, przy jednoczesnym zachowaniu masy
całego układu.

Kalibracja modelu numerycznego. Zajmijmy się teraz konstrukcją początkową,
której wszystkie pola przekrojów poprzecznych elementów są identyczne. Na rysun-
ku 5.5 zostały przedstawione pomierzone bezwzględne wartości amplitud przyspieszeń
pionowych węzłów

M

üLi , których wartości są odniesione do przyspieszenia ziemskiego
g = 9.81m

s2
. Amplituda siły wymuszającej, generowanej przez aktywator piezoelektrycz-
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Tabela 5.1: Ekwiwalentne masy skupione.

∆m1 ∆m2 ∆m3 ∆m4 ∆m5

związek 2∆m500

2
2∆m500

2
+ ∆m707

2
5∆m500

2
+ 2∆m707

2
5∆m500

2
6∆m500

2

masa [kg] 0.116 0.173 0.404 0.290 0.384

numery
węzłów 2, 25 1, 24 3, 6, 9, 12,

15, 18, 21
4, 5, 7,

10, 13, 16,
19, 22

8, 11, 14,
17, 20,
23, 26

Tabela 5.2: Redystrybucja masy w modelu numerycznym.
masa

elementów L500

masa
elementów L707

masa
w węzłach

razem

rzeczywista [kg] 62× 0.375 8× 0.480 26× 0.235 33.2

w modelu [kg] 62× 0.259 8× 0.366
26× 0.235
62× 0.116
8× 0.114

33.2

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 26
0

5

10

15

nr wezla

g

Rysunek 5.5: Pomierzone amplitudy przyspieszeń pionowych węzłów.

ny, nie jest znana. Dlatego też w modelu numerycznym przyjęto wstępnie jednostkową
amplitudę siły. Na rys. 5.6 zilustrowano amplitudy przyspieszeń

L

üi dla tego przypad-
ku, wyrażone również poprzez g. Obliczone w ten sposób amplitudy przyspieszeń prze-
skalowano liniowo tak, aby średniokwadratowa różnica pomiędzy przeskalowanymi i
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Rysunek 5.6: Obliczone numerycznie amplitudy przyspieszeń pionowych węzłów.

pomierzonymi amplitudami przyspieszeń była najmniejsza:
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üi δ
0 !

=
M
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= 158.92. (5.4)

Wyznaczone numerycznie amplitudy przyspieszeń zostały obliczone przy założeniu jed-
nostkowej amplitudy siły wymuszającej, a zatem w ramach przyjętego liniowego za-
chowania układu możemy zinterpretować współczynnik skalujący jako amplitudę siły
P = 158.92 [N ], generowanej przez aktywator. Na rysunku 5.7 przedstawione zostało
porównanie przeskalowanych numerycznych oraz pomierzonych amplitud przyspieszeń.

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 26
0

5

10

15

nr wezla

g

 

 

pomierzone
numeryczne

Rysunek 5.7: Porównanie przeskalowanych numerycznych i pomierzonych amplitud
przyspieszeń pionowych węzłów.
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Rysunek 5.8: Różnice pomiędzy numerycznymi (przeskalowanymi) i pomierzonymi am-
plitudami przyspieszeń pionowych węzłów.

Jak widać na rysunku 5.8, różnice w amplitudach przyspieszeń w kilku węzłach są
dość istotne i sięgają nawet 20%, a w węźle 26 różnica ta wynosi powyżej 25%. Roz-
bieżności te nie są akceptowalne w analizie odwrotnej i z tego względu uwzględnionych
będzie 8 pomiarów wykazujących najlepszą zgodność z modelem numerycznym. Do
dalszej analizy zostają wybrane węzły o numerach: 3, 6, 8, 10, 11, 12, 14, 20. Dla tego
zestawu węzłów został powtórnie obliczony mnożnik skalujący zgodnie ze wzorem (5.4),
wynoszący teraz δ = 159.81. Dla tego współczynnika na rys. 5.9 porównane zostały
odpowiednie amplitudy przyspieszeń, a poniżej przedstawiono ich różnice.

Wyznaczony w ten sposób współczynnik skalujący δ dla wybranych węzłów spra-
wia, że bardzo dobrze korespondują obliczone i pomierzone amplitudy przyspieszeń
i może być on uwzględniony w analizie odwrotnej dwojako. Numeryczne amplitudy
przyspieszeń uzyskane od jednostkowej siły wymuszającej są skalowane przez δ lub po-
mierzone amplitudy przyspieszeń są skalowane przez 1

δ
. W ramach przyjętego liniowego

zachowania układu obydwa podejścia są równoważne.

5.3.3 Analiza odwrotna

Konstrukcję zmodyfikowaną uzyskano przez wymianę 2 elementów na inne w wybra-
nej sekcji (por. rys. 5.10). Te zmodyfikowane elementy są wykonane również ze stali –
moduł Young’a E i gęstość pozostają bez zmian, lecz o zmienionym polu przekroju:
Â = 1.343 cm2. Współczynnik modyfikacji sztywności elementów 46 i 48 wynosi tutaj
ϑ46 = ϑ48 = 2.04. Celem zadania odwrotnego jest zlokalizowania i zidentyfikowanie
tych parametrów. Drgania konstrukcji zmodyfikowanej zostały pomierzone (amplitu-
dy) analogicznie jak w przypadku konstrukcji początkowej. Na rysunku 5.11 zostały
one porównane z amplitudami przyspieszeń, uzyskanymi dla konstrukcji początkowej
(zaprezentowanymi już powyżej por. rys. 5.9).

Wymiana 2 elementów w konstrukcji nie wywołuje istotnych zmian amplitud przy-
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Rysunek 5.9: Różnice pomiędzy numerycznymi (δ = 159.81) i pomierzonymi amplitu-
dami przyspieszeń pionowych oraz ich różnice w wybranych węzłach.

Rysunek 5.10: Fragment dźwigaru kratownicowego, w którym zostały wymienione dwa
elementy (nr 46 i 48).

spieszeń. Różnice pomiędzy pomierzonymi amplitudami przyspieszeń konstrukcji nie-
uszkodzonej i zmodyfikowanej są w zakresie ok. 6%-12%. Dlatego też istotne było uzy-
skanie możliwie zgodnych wartości amplitud pomierzonych i obliczonych numerycznie
konstrukcji początkowej (rozbieżność poniżej 2%).

Identyfikacja uszkodzeń została wykonana według algorytmu 4.2, w którym funkcja
celu jest wyrażona w zależności od wybranych amplitud przyspieszeń uzyskanych dla
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Rysunek 5.11: Amplitudy przyspieszeń konstrukcji początkowej (numeryczne i pomie-
rzone) oraz zmodyfikowanej (pomierzone).
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, (5.5)

gdzie üi stanowi numerycznie obliczoną amplitudę przyspieszenia pionowego (modelo-
waną amplitudami dystorsji wirtualnych) w węźle i, podczas gdy

M

üi stanowi odpowied-
nio amplitudę pomierzoną. Zastosowane w tym zadaniu wymuszenie o jednej, ustalonej
częstości pozwala opuścić znak sumowania po ω we wzorze (5.5).

Początkowy wektor modyfikacji ϑA
γ w procesie optymalizacji został przyjęty jako

wektor o jednostkowych składowych – charakteryzujący konstrukcję początkową. Ze
względu na ograniczoną liczbę wiarygodnych 8 pomiarów amplitud przyspieszeń, zakres
identyfikowanych parametrów został ograniczony tylko do tej sekcji, w której zostały
wymienione elementy (por. rys. 5.4 i 5.10) (stąd γ=1,2. . . 8).

Proces optymalizacji funkcji celu przeprowadzono metodą największego spadku dla
dwóch przypadków: w pierwszym parametr λ = 0.3 jest ustalony arbitralnie w każdej
iteracji oraz – drugi przypadek – jest on optymalizowany na każdej iteracji. Począt-
kowa wartość funkcji celu w obu przypadkach wynosi F (1) = 7.372 e−2. Rysunek 5.12
przedstawia wartości funkcji celu w kolejnych iteracjach w tych przypadkach. Pro-
ces optymalizacji dla ustalonego parametru λ = 0.3 przeprowadzony w 300 iteracjach
charakteryzuje wysoka niestabilność zbieżności rozwiązania. Jednak śledząc historię
procesu optymalizacji można stwierdzić, że minimalna wartość funkcji celu została
osiągnięta w 270 iteracji i wyniosła F (300) = 4.279 e−3, a odpowiadający jej zidenty-
fikowany wektor parametrów konstrukcji jest zilustrowany na rys. 5.13. Natomiast w
drugim przypadku, gdy optymalizowany jest parametr λ, następuje szybka zbieżność i
stabilność rozwiązania. Dlatego też proces optymalizacji został ograniczony do 100 ite-
racji, którego rezultat (z ostatniej iteracji, F (100) = 4.277 e−3) zaprezentowano na rys.
5.13. W obu przypadkach spadek funkcji celu wyniósł ok. s = 0.058. Mimo, że spadek
wartości funkcji celu nie jest duży, to proces optymalizacji z zadowalającą dokładnością
wskazuje na właściwie zlokalizowane intensywności uszkodzeń.
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Rysunek 5.12: Wartości funkcji celu w kolejnych iteracjach.
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Rysunek 5.13: Wyniki identyfikacji uszkodzenia przeprowadzonej dla danych doświad-
czalnych.

W tablicy 5.3 zawarto porównania wybranych parametrów optymalizacji metodą
największego spadku przy stałej i zmiennej wartości współczynnika λ. Modyfikacja w
elemencie 46 została wykryta precyzyjnie, podczas gdy w elemencie 48 różnica pomię-
dzy zidentyfikowanym a rzeczywistym polem przekroju poprzecznego wynosi ok. 18%.
Zauważmy, że do tego problemu została zastosowana tylko jedna częstość wymuszenia.
Wymuszenia o wyższych częstościach, ze względu na charakterystykę wzmacniacza, nie
mogły zostać wykorzystane.
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Tabela 5.3: Wybrane parametry zadnia odwrotnego.

parametr optymalizacja NS

λ 0.3
optymalizowany

w iteracji

liczba iteracji 300 100

czas identyfikacji 0’50” 2’35”

ϑA
46 = 2.000 ϑA

46 = 2.008
ϑA

47 = 1.000zidentyfikowane
parametry ϑA

48 = 1.653 ϑA
48 = 1.673

ϑA
49 = ϑA

50 = ϑA
51 = ϑA

52 = 1.000
ϑA

53 = 1.005 ϑA
53 = 1.000

bezwzględny
błąd [%]

∆ϑA
46 = 1.73

∆ϑA
48 = 18.80

∆ϑA
46 = 1.38

∆ϑA
48 = 17.82





Rozdział 6
Podsumowanie

6.1 Oryginalne osiągnięcia pracy
W rozprawie opracowano Metodę Dystorsji Wirtualnych sformułowaną w domenie czę-
stotliwości (VDM-F). Pozwala ona na efektywną i szybką reanalizę konstrukcji obciążo-
nej harmonicznie, która została zastosowana do identyfikacji uszkodzeń w konstrukcjach
prętowych. W szczególności zostały wykonane następujące zadania:

• Adaptacja Metody Dystorsji Wirtualnych do problemów ustalonych drgań kon-
strukcji – to zagadnienie zostało omówione w rozdziale 3, w którym opracowano
podstawy teoretyczne, modelowanie parametrów konstrukcji za pomocą dystorsji
wirtualnych przy wykorzystaniu dwojakiego rodzaju macierzy wpływu. Przepro-
wadzono również analizę wrażliwości pól dystorsji wirtualnych;

• Opracowano metodę szybkiej reanalizy konstrukcji dla zmodyfikowanych para-
metrów oraz poddanej drganiom harmonicznym, o ustalonych częstościach. Re-
analiza ta pozwala na obliczenie zaktualizowanych odkształceń, przemieszczeń,
przyspieszeń itp. dla całej konstrukcji lub jej części;

• Sformułowanie problemu identyfikacji uszkodzeń konstrukcji (rozdział 4) obcią-
żonej harmonicznie – opracowano algorytmy wykorzystujące MDW do lokaliza-
cji i intensywności defektów w konstrukcji. Zaproponowano gradientowe metody
optymalizacji, których wynikiem jest rozkład modelowanych parametrów;

• Stworzono oprogramowanie, pakiet jvdmf w języku Java, w którym zaimplemen-
towano opracowane algorytmy identyfikacji uszkodzeń (VDM-F) dla ram płaskich
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oraz trójwymiarowych kratownic z uwzględnieniem utraty masy i sztywności. Zre-
dukowano koszty obliczeniowe w porównaniu do Metody Impulsowych Dystorsji
Wirtualnych (VDM-T), kosztem jednak zwiększonej liczby czujników pomiaro-
wych;

• Zaproponowano metodę monitorowania stanu technicznego konstrukcji, opraco-
wano układ pomiarowy i pomyślnie przeprowadzono doświadczalną weryfikację
na przykładzie przestrzennej kratownicy (rozdział 5);

6.2 Wnioski końcowe

• Wprowadzono pojęcia wykorzystywane do opisu MDW oraz ustalono związki po-
między modyfikowanymi parametrami elementu skończonego i konstrukcji a skła-
dowymi dystorsji wirtualnych na podstawie problemu własnego macierzy sztyw-
ności;

• Sformułowano i oprogramowano MDW dla drgań ustalonych z uwzględnieniem
modelowania zarówno zmiany sztywności konstrukcji– dystorsje wirtualne wpro-
wadzane lokalnie jak i masy – dystorsje wirtualne wprowadzane globalnie;

• Opracowano i oprogramowano algorytmy analizy wrażliwości dystorsji wirtual-
nych względem modelowanych parametrów modyfikacji konstrukcji;

• Opracowano i oprogramowano algorytmy identyfikacji parametrów dla przestrzen-
nych konstrukcji kratowych i ram płaskich, obciążonych harmonicznie – analizo-
wane są zmiany amplitudy drgań;

• Do identyfikacji zastosowano gradientowe metody optymalizacji: największego
spadku z wykorzystaniem cząstkowego, jednowymiarowego problemu optymali-
zacji;

• Dokonano porównania na przykładach numerycznych sformułowań w domenie
czasowej i częstościowej (VDM-T i VDM-F), z którego wynikają następujące
wnioski:

– czas analizy odwrotnej przy zastosowaniu algorytmów VDM-T jest ok. 300
razy dłuższy niż podobna analiza metodą VDM-F;

– wymagana liczba sensorów dla VDM-F jest znacznie większa – o ile możliwe
na całej konstrukcji – niż w alternatywnym sformułowaniu VDM-T;

– rozkłady defektów otrzymane z przeprowadzonych analiz odwrotnych są po-
równywalne;
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• Wykonano model numeryczny rzeczywistej, trójwymiarowej kratownicy dla któ-
rej zamodelowano i pomierzono węzłowe przyspieszenia dla ustalonej częstotliwo-
ści co było podstawą wykonanej analizy odwrotnej potwierdzającej skuteczność
zaprezentowanej metody;

6.3 Plany przyszłych badań
Przedstawiona w pracy koncepcja identyfikacji uszkodzeń pozwala na efektywną i sku-
teczną analizę odwrotną. Mimo to, pewne jej elementy muszą zostać dostosowane do
konkretnego obiektu inżynierskiego. W szczególności zostaną przeprowadzone następu-
jące zadania:

• rozwój narzędzi numerycznych, a w tym optymalna lokalizacja wymuszeń oraz
wybór częstości wymuszających. W ten sposób można zwiększyć dokładność de-
tekcji uszkodzeń lub/i zminimalizować liczbę sensorów. Liczba sensorów może
mieć istotne znaczenie w przypadkach, gdy utrudniony jest dostęp do części ba-
danego obiektu. Do oceny stanu technicznego konstrukcji będzie uwzględniona
historia i rozwój uszkodzeń, której celem będzie oszacowania czasu, przy którym
obiekt zapewnia bezpieczeństwo przy normalnym jego użytkowaniu.

• opracowanie konfiguracji sprzętowej z uwzględnieniem tanich czujników piezo-
elektrycznych, przedwzmacniaczy sygnału i wstępnego jego przetwarzania oraz
sposobu ich trwałego montażu na konstrukcji. Wraz ze wzrostem odległości prze-
syłanego sygnału za pomocą kabli wpływ szumu może być tutaj istotnym ograni-
czeniem. Dlatego też, uzasadnione jest wykorzystanie do tego celu bezprzewodo-
wej transmisji danych z czujników pomiarowych do centralnej jednostki zbiera-
jącej dane i dalej do centrum obliczeniowego. Do rozwiązania pozostaje również
kwestia sposobu zasilania urządzeń elektronicznych.

• przetestowanie metody na obiekcie inżynierskim – przedmiotem badań realizują-
cym omówioną koncepcję identyfikacji uszkodzeń będzie most kolejowy w Niepo-
ręcie (zob. 1.1). Pośrednimi celami będzie:

– ustalenie wpływu czynników środowiskowych na urządzenia elektroniczne,
aparaturę i czujniki pomiarowe i rejestrowane sygnały podczas różnych pór
roku;

– porównanie wyników pomiarowych otrzymanych za pomocą transmisji bez-
przewodowej i tradycyjną, przy użyciu kabli.
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