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Rezultaty przedstawione w Rozprawie zostały zawarte w publikacji:
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Streszczenie

Pomimo wielu wȧznych technologicznie zastosowań związanych z za-

wiesinami koloidalnymi w porach i kanałach, pełna analiza matematyczna

oddziaływán hydrodynamicznych w takich układach nie została do tej pory

rozwinięta. Celem niniejszej pracy jest wypełnienie tej luki. Zapropono-

wane podej́scie opiera się na rozwinięciach pola prędkości w sferycznych

i cylindrycznych rozwiązaniach równań Stokesa. Oddziaływanie płynu z

cząstkami opisuje baza sferyczna, natomiast pole odbite odścianek cylin-

dra wyrȧzone jest poprzez bazę cylindryczną. Rdzeniem metody są relacje

transformujące obie bazy.

Metoda pozwala z łatwóscią zmieniác zarówno promién jak i rodzaj

cząstek (twarde sfery, porowate sfery, krople itd.). Tych cech nie posiada

żaden istniejący algorytm. Porównanie z dostępnymi wynikami waliduje

naszą metodę. W szczególności otrzymujemyświetną zgodnósć ze zna-

nym analitycznym wynikiem na jednocząstkowy współczynnik tarcia ak-

sjalnego. Ponadto obserwujemy ujemne sprzężenie hydrodynamiczne dla

cząstek o skónczonych rozmiarach, co jest konsystentne z wcześniej zaob-

serwowanym efektem dla cząstek punktowych. Jako przykład zastosowa-

nia metody obliczamy prędkości łańcuchów polimerycznych w przepływie

parabolicznym i porównujemy je z wynikami dla przestrzeni nieograniczo-

nej. Zaproponowana metoda pomoże w zrozumieniu fizycznych i fizyko-
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chemicznych procesów zachodzących w układach biologicznych i geofi-

zycznych oraz w systemach mikrofluidycznych.

8



Abstract

Despite many important technological applications involving colloidal

systems in a pore geometry, full mathematical analysis of hydrodynamic

interactions in such a system has not been developed. In this thesis we

introduce a novel and precise method for computing many-body hydrody-

namic interactions in a cylindrical microchannel. Our approach involves

expanding the fluid velocity field into spherical and cylindrical solutions

of the Stokes equations. The interaction of the fluid with the particles is

described using the spherical basis. The flow scattered by the bounding mi-

crochannel is expressed in terms of the cylindrical basis. At the core of our

method are transformation relations between the spherical and cylindrical

basis sets.

The method is generic in the sense that we can easily change the radius

and the character of particles (hard spheres, droplets, permeable spheres

etc.). These features are not available in any of the existing methods. Com-

parison with the available results validates our method. In particular we

obtain excellent agreement with the analytically known expression for the

single particle friction coefficient. Additionally we observe negative hydro-

dynamic coupling for finite particles which is consistent with the recently

reported effect for point particles. As an example we compute the veloci-

ties of polymeric chains of particles in parabolic flow and compare them to
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unbounded space. The method will be helpful in the understanding of phy-

sical and physicochemical processes in a wide range of bio-, geophysical

and microfluidic systems.
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1 Wprowadzenie

Cząstki koloidalne są wszędzie wokół nas. Znajdują się w atmosferze jako

cząstki pyłów i kurzu oraz w wodzie jako mikroorganizmy i zawieszone

zanieczyszczenia. Możemy je znaleź́c w kȧzdym układzie biologicznym w

formie makromolekuł. Wobec ich wszechobecności wȧzne jest by zrozu-

mieć ich własnósci.

W wielu układach cząstki koloidalne zawarte są w pewnych ograniczo-

nych geometriach. Na przykład w organizmachżywych tym ogranicze-

nem mȯze býc membrana lub kapilara. Podobnie porowata struktura gleby

wpływa w istotny sposób na przepływ wody gruntowej z zawieszonymi w

niej cząstkami.

Dynamika cząstek koloidalnych jest zależna zarówno od oddziaływań

potencjalnych (np. elektrostatycznych) jak i pośrednich oddziaływán hy-

drodynamicznych związanych z zaburzeniami pola prędkości wywołanych

przez obecnósć cząstek i geometrycznego ograniczenia. Oddziaływania

hydrodynamiczne między cząstkami zawieszonymi w cylindrycznym ka-

nale są przedmiotem dużego zainteresowania w inżynierii chemicznej i

biomedycznej, a tak̇ze w iṅzynierii środowiska. Do badanych procesów na-

leżą między innymi sedymentacja, flotacja, koagulacja i depozycja cząstek
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[1, 2], ruch komórek krwi w arteriach i̇zyłach [3] oraz dyfuzja w porach

[4]-[6].

W niniejszej pracy skoncentrujemy się na problemie wielocząstkowych

oddziaływán hydrodynamicznych między cząstkami sferycznymi zawie-

szonymi w cylindrycznym mikrokanale. W celu uwypuklenia efektów hy-

drodynamicznych zakładamy,że cząstki oddziaływują bezpośrednio po-

przez potencjał twardego rdzenia, co implikuje jedynie niemożliwość prze-

nikania się cząstek.

1.1 Skale czasowe istotne dla dynamiki cząstek koloidal-

nych

Charakter dynamiki zawiesiny koloidalnej zależy w istotny sposób od wza-

jemnej relacji skal czasowych odpowiadających procesom zachodzącym w

układzie. Dla cząstek o masiem, promieniua i gęstósciρpar, zanurzonych

w płynie o lepkósciη i gęstósciρ możemy wyró̇znić następujące charakte-

rystyczne skale czasowe:

• Czas relaksacji prędkości cząstki w płynie

τvel =
m

ξ
=

2a2ρpar

9η
, (1)
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gdzieξ jest współczynnikiem tarcia. Dla cząstek sferycznych dany

jest on wzorem Stokesa

ξ = 6πηa. (2)

• Czas lepkiej relaksacji zaburzeń prędkósci cieczy na skali odległości

związanej z rozmiarem cząstki

τvis =
a2ρ

η
. (3)

• Czas, w którym fala dźwiękowa propaguje się na odległość równą

promieniowi cząstkia

τsnd =
a

c
, (4)

gdziec jest prędkóscią dźwięku w płynie.

• Charakterystyczny czas, w którym cząstka przemieszcza się na odle-

głość a

τpar =
a

U
, (5)

gdzieU jest prędkóscią cząstki.

• Czas potrzebny cząstce Brownowskiej na przemieszczenie sie na od-
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leglósć równą jej promieniowia

τdiff =
a2

D
. (6)

Współczynnik dyfuzjiD dany jest przez tzw. twierdzenie fluktuacyjno-

dyssypacyjne Einsteina-Smoluchowskiego [7]

D =
kBT

ξ
, (7)

gdziekB oznacza stałą Boltzmanna, aT temperaturę.

Korzystając z powẏzszych definicji mȯzemy wprowadzíc trzy bezwy-

miarowe parametry charakteryzujące rozważany układ. Są to:

• Liczba Reynoldsa dana przez wyrażenie

Re =
τvis

τpar
=

ρUa

η
. (8)

Można pokazác, że Re jest miarą stosunku sił bezwładności do sił

lepkósciowych w ruchu płynu wokół cząstek koloidalnych [8]. Dla

Re << 1 siły lepkósci dominują nad siłami bezwładnościowymi.

Analogicznie dlaRe >> 1, efekty bezwładnósciowe są czynnikiem

dominującym.
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• Liczba Pecleta zdefiniowana poprzez wyrażenie

Pe =
τdiff

τpar
=

Ua

D
, (9)

jest miarą wpływu ruchów Browna na własności zawiesiny. Jésli

spełniony jest warunekPe >> 1, to ruchy Browna nie mają istot-

nego znaczenia dla dynamiki cząstek koloidalnych. Dominjącym

czynnikiem, decydującym o zachowaniu zawiesiny, jest wówczas ruch

cząstek pod wpływem zewnętrznego pola siły.

• Liczba Macha dana przez wyrażenie

Ma =
τsnd

τpar
=

U

c
. (10)

Dla Ma << 1 możemy zaniedbác ścísliwość płynu.

W niniejszej pracy rozwȧzác będziemy zawiesiny niebrownowskie w

reżimie małych liczb Reynoldsa, zanurzone w nieścísliwym płynie. Zakła-

damy więc,żePe >> 1, Re << 1 i Ma << 1. Pozwala to ograniczýc

się do liniowych równán Stokesa w opisie płynu zamiast rozważác pełne

nieliniowe równania Naviera-Stokesa (rozdział 2).

19



1.2 Przegląd literaturowy

W przeszłósci problem dynamiki jednej cząstki koloidalnej w cylindrycz-

nym mikrokanale próbowano rozwiązać analitycznie ró̇znorodnymi techni-

kami perturbacyjnymi słusznymi jedynie dla różnych przypadków granicz-

nych [9]. Mȯzna je podzielíc na trzy klasy.

Pierwszą klasę stanowi tzw. metoda odbić [10] - [14]. Polega ona

na początkowym obliczeniu przepływu odbitego od cząstki w nieograni-

czonej przestrzeni. Następnie odejmujemy poprawkę w celu wyzerowania

prędkósci naściankach cylindra. Zapewnia to spełnienie warunku brze-

gowego braku póslizgu na powierzchni mikrokanału, ale psuje spełnienie

warunku brzegowego na powierzchni cząstki. W związku z tym wykonuje

się kilka iteracji powẏzszej procedury w celu zmniejszenia popełnianego

błędu. Metodę mȯzna zastosowác tylko wtedy, gdy odległósć międzyśrod-

kiem cząstki a cylindrem jest znacznie większa od promienia cząstki. Rów-

nowȧzna technika oparta o regularne szeregi perturbacyjne ma podobne

ograniczenia [15], [16].

Druga klasa metod opiera się na przybliżeniu powierzchni mikrokanału

płaszczyzną [17], [18], [19]. Oczywistym ograniczeniem jest spełnienie za-

łożenia tylko w granicy du̇zego stosunku promienia cylindra do promienia

cząstki i jej połȯzenia dostatecznie daleko od osi mikrokanału.

Ostatnia klasa metod dotyczy cząstki wypełniającej mikrokanał prawie
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całkowicie. W takim przypadku można u̇zyć tzw. teorii lubrykacji opartej

o singularne szeregi perturbacyjne [20], [21].

Powẏzszych metod nie da się uogólnić na układy wielocząstkowe. W

najlepszym przypadku mogą być użyte do obliczenia dwuciałowych wkła-

dów do oddziaływán hydrodynamicznych [22]. Do istotnych prac nauko-

wych z ostatnich kilku lat, które wciąż używają tych przybli̇zén nalėzą

obliczenia współczynników dyfuzji [22]-[25] i potencjału strumieniowego

(ang. streaming potential) generowanego przez cząstkę w przepływie para-

bolicznym [26, 27].

Wielocząstkowe symulacje zawiesin koloidalnych można tak̇ze wyko-

nywác korzystając z metod opartych na generacji siatki obliczeniowej ta-

kich jak metoda elementów brzegowych [28], [29], [30], metoda elemen-

tów spektralnych [31] i metoda elementów skończonych [32], [33], [34],

[35] oraz wykonując symulacje dynamiki molekularnej [36], [37]. Wy-

mienione techniki wymagają jednak dużych kosztów obliczeniowych. W

związku z tym, istnieje zapotrzebowanie na bardziej wydajne algorytmy

wyznaczania dynamiki cząstek koloidalnych w ograniczonych geometriach.

Efektywne metody obliczania oddziaływań hydrodynamicznych w nie-

ograniczonej przestrzeni oraz przy ograniczeniu jedną lub dwomaścianami

są ju̇z opracowane [38]-[44]. Opierają się one na rozwinięciu multipolo-

wym prędkósci i sił indukowanych na powierzchniach wszystkich cząstek
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pod wpływem padającego na nie przepływu [45]-[58]. W konsekwencji

algorytmy te są bezsiatkowe, dokładne i szybkie. Ostatnio zastosowano

je do obliczania potencjału strumieniowego [59, 60], który jest w centrum

zainteresowania ẃsród naukowców zajmujących mikrofluidyką [61] i prze-

pływami geofizycznymi [62, 63].

1.3 Cel i plan pracy

Celem niniejszej pracy doktorskiej jest opracowanie, implementacja i wali-

dacja algorytmu obliczania oddziaływań hydrodynamicznych między cząst-

kami koloidalnymi w cylindrycznym mikrokanale. Zagadnienie to będzie

rozwiązane w ramach metod opartych na rozwinięciu multipolowym.

Skrócony opis poszczególnych rozdziałów rozprawy jest zawarty poni-

żej.

• Rozdział 2: Wprowadzenie matematycznego opisu oddziaływań hy-

drodynamicznych. Podstawowe równania hydrodynamiki w formie

różniczkowej, skoncentrowanej na opisie płynu oraz w formie całko-

wej, kładącej nacisk na opis cząstek koloidalnych.

• Rozdział 3: Ogólny formalizm metody multipolowej. Rzutowanie

równán całkowych hydrodynamiki na bazę sferyczną. Interpretacja

multipoli gęstósci sił indukowanych.
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• Rozdział 4: Wprowadzenie bazy cylindrycznej i zastosowanie jej do

opisu pola odbitego od́scianek cylindrycznego kanału. Faktoryza-

cja pola odbitego na pięć operatorów i wyprowadzenie ich jawnej

postaci.

• Rozdział 5: Macierze tarcia i mobilności. Walidacja wyprowadzonej

metody na podstawie porównania wyników numerycznych z wyni-

kami dostępnymi w literaturze.

• Rozdział 6: Podsumowanie rozprawy doktorskiej.
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2 Opis hydrodynamiczny zawiesiny koloidalnej

2.1 Oddziaływania hydrodynamiczne

W rozwȧzanej przez nas skali czasowej (rozdział 1.2) prędkość terminalna

U pojedynczej sferycznej cząstki opadającej pod wpływem pewnej siłyF

osiągana jest natychmiastowo. W tym stane siła oporu hydrodynamicz-

nego dokładnie równoważy zewnętrzną siłęF a związek międzyU i F jest

liniowy [64]

F = ξU, (11)

gdzieξ jest wpółczynnikiem tarcia.

Dla układu złȯzonego z N cząstek powyższą zalėznósć mȯzna uogólníc

na równanie macierzowe [65]

̥ = ξ·U, (12)

gdzie̥ = (F 1, ..., F N) i U = (U 1, ..., UN) są3N wielowymiarowymi

wektorami, aξ jest translacyjną macierzą tarcia o wymiarze3N ×3N . Nie

jest ona diagonalna, ponieważ zaburzenie pola prędkości generowane przez

jedną cząstkę jest przenoszone poprzez płyn i wpływa na ruch wszystkich
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pozostałych cząstek. W rozważanej skali czasowej ustanowione tym me-

chanizmem oddziaływania pomiędzy cząstkami są natychmiastowe. Ma-

cierz tarcia, która je opisuje, jest funkcją wyłącznie położén cząstek. Od-

działywania te, zwaneoddziaływaniami hydrodynamicznymi są wielo-

ciałowe (nie spełniają zasady superpozycji). Ponadto w nieograniczonej

przestrzeni są nieskończenie-zasięgowe i osobliwe dla małych odległości

między powierzchniami cząstek.

2.2 Równanie całkowe na gęstósci sił indukowanych

Rozwȧzmy zawiesinę N niedeformowalnych cząstek koloidalnych o pro-

mieniachai (i = 1, ..., N ) położeniachRi i prędkósciach translacyjnych

U i, zanurzonych w niéscísliwym płynie o lepkósci dynamicznejη. W roz-

ważanych skalach czasowych (rozdział 1.2) pole prędkościv (r) i ciśnienia

p (r) płynu spełniają równania Stokesa

η∇2 v− ∇p = −F (r) , (13)

∇ · v = 0, (14)

gdzieF (r) reprezentuje gęstość sił działająych na płyn.

Równania (13) i (14) są liniowe stąd ich rozwiązania dla dowolnej funk-

cji f (r) możemy w prosty sposób wyrazić poprzez tzw. funkcje Greena.
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Znajdujemy je rozwȧzając równania Stokesa dla siły punktowejf zlokali-

zowanej w punkcier0

η∇2 v− ∇p = −fδ (r − r0) , (15)

∇ · v = 0, (16)

których rozwiązania dla układu nieograniczonego mają postać [66]

v (r) = T 0 (r, r0) · f , (17)

p (r) = P 0 (r, r0) · f , (18)

gdzieT 0 jest tzw. tensorem Oseena

T 0 (r, r0) = T 0 (r − r0) , (19)

T 0 (r) =
1

8πηr

(

1+
rr

r2

)

, (20)

P 0 (r, r0) = P 0 (r − r0) , (21)

P 0 (r) =
r

4πr3
. (22)
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Wpływ cząstek na otaczający płyn może býc opisany poprzez rozkład

gęstósci sił indukowanych na powierzchniach cząstek [45], [46], [47], [48]

F i (r) =
1

a2
i

δ (ri − ai) f i (r) , (23)

gdzie

ri = r − Ri. (24)

Podstawowe równanie opisujące dynamikę cząstek (12) związane jest z

rozkładem gęstósci sił indukowanych poprzez wyrażenie

F i =

∫

F i (r) dr, (25)

na całkowitą siłę. W związku z tym w celu wyznaczenia macierzy tarcia

musimy najpierw wyznaczýc gęstósć sił indukowanych dla danych prędko-

ści cząstek.

Z liniowości równán Stokesa wynika,̇ze dla dowolnego rozkładu gę-

stósci sił pole prędkósci w dowolnym punkcie poza cząstkami można wy-

znaczýc na podstawie znajomości funkcji GreenaT (r, r′) [11],[48]

v (r) = v∞ (r) +
N∑

i=1

∫

T (r, r′) · F i (r
′) dr′, (26)
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gdzie uwzględniono tak̇ze mȯzliwy zewnętrzny przepływv∞ (r). Ponadto

z tensora GreenaT (r, r′) można wydzielíc w sposób jawny tensor Oseena

(20)

T (r, r′) = T 0 (r − r′) + T b (r, r′) . (27)

Powẏzsze rozdzielenie pozwala zinterpretować tensorT b (r, r′) jako opi-

sujący pole odbite od powierzchni ograniczających zawiesinę koloidalną

(np. ścianek [40] lub interfejsów oddzielających dwie ciecze [67],[68]).

Będziemy korzystali z tej interpretacji w rozdziale 4 przy wyprowadzaniu

pola odbitego od́scianek mikrokanału. Dla przypadku cieczy nieograni-

czonej mamy

T b (r, r′) = 0. (28)

W układzie wielocząstkowym przepływ padający na i-tą cząstkęvin
i

jest zdefiniowany poprzez równanie

v (r) = vin
i (r) + vout

i (r) , , (29)

gdzie

vout
i (r) =

∫

T 0 (r − r′) · F i (r
′) dr′. (30)
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Z liniowości równán Stokesa wynika tak̇ze liniowósć związku między

rozkładem gęstósci sił F i indukowanych na powierzchniSi i-tej cząstki a

przepływemvin
i [47],[48]. Wielkósci te łączy operatorZi zwany jedno-

cząstkowym operatorem tarcia

F i (r) = −
∫

Zi (r − Ri, r′−Ri) ·
(
vin

i (r′) − vrb
i (r′)

)
dr′, (31)

gdzie

vrb
i (r) = U i +Ωi × (r − Ri) , (32)

jest prędkóscią ruchu sztywnego cząstki poruszającej się z prędkością li-

niowąU i i kątowąΩi. Wielkość vin
i − vrb

i jest prędkóscią przepływu pa-

dającego na i-tą cząstkę w układzie odniesienia związanym z tą cz ˛astką.

OperatorZi zalėzy od konkretnych warunków brzegowych na powierzchni

cząstek. Jego postać wyznacza się rozwiązując równania Stokesa dla po-

jedynczej cząstki znajdującej się w zewnętrznym przepływie. Przykłady

jawnych postaci operatoraZi można znaleź́c w publikacjach [55], [69],

[70]. Związek (31) mȯzna odwrócíc co daje nam zalėznósć

vin
i (r)−vrb

i (r) = −
∫

Z−1
i (r − Ri, r′−Ri) ·F i (r

′) dr′, r ∈ Si. (33)
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Łącząc równania (29),(30) i (33) otrzymujemy wyrażenie

v (r) = vrb
i (r) −

∫

Z−1
i (r − Ri, r′−Ri) ·F i (r′) dr′ (34)

+

∫

T 0 (r − r′) F i (r
′) dr′, r ∈ Si,

na przepływ na powierzchni i-tej cząstki. Podstawiając teraz (26) do (34)

dostajemy równanie całkowe na gęstości sił indukowanychF i

vrb
i (r) −v∞ (r) =

∫

Z−1
i (r − Ri, r′−Ri) ·F i (r′) dr′ (35)

+

N∑

j=1

∫

[(1 − δij) T 0 (r − r′) + T b (r, r′)] ·F j (r′) dr′, r ∈ Si.

Przewaga powẏzszego równania nad równaniami Stokesa tkwi w rozdzie-

leniu na trzy niezalėzne operatoryZi, T 0 i T b. Zmieniając wyłącznie

warunki brzegowe na powierzchni cząstek zmieniamy tylko operatorZi,

reszta operatorów pozostaje w tej samej formie. Podobnie zmieniając geo-

metrię ograniczającą zawiesinę lub warunek brzegowy na niej, zmianie ule-

gnie wyłącznie operatorT b. Powẏzsze równanie stanowić będzie podstawę

wyprowadzén w następnym rozdziale.
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3 Wielocząstkowe oddziaływania hydrodynamiczne

w języku metody multipolowej

W poprzednim rozdziale pokazano równoważnósć podej́scia polegającego

na rozwiązywaniu równán Stokesa dla naszego układu z rozwiązywaniem

równania całkowego (35) dla gęstości sił indukowanych na powierzchni

cząstek. Teraz zrzutujemy (35) na bazę utworzoną z rozwiązań równán

Stokesa w zmiennych sferycznych (od tej pory będziemy nazywać ją po

prostu bazą sferyczną). W wyniku tej operacji otrzymamy nieskończony

układ równán algebraicznych będący podstawą numerycznego obliczania

macierzy tarcia.

3.1 Baza sferyczna

Regularnev+
lmσ i singularnev−

lmσ (l = 1, 2, ...; m = −l, ..., +l; σ = 0, 1, 2)

rozwiązania równán Stokesa w zmiennych sferycznych tworzą bazę zu-

pełną [40],[55]. Ich składowe można zwięźle przedstawić w postaci macie-

rzowej
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V +
SPH =









er·v
+
lm0 er·v

+
lm1 er·v

+
lm2

eθ·v
+
lm0 eθ·v

+
lm1 eθ·v

+
lm2

eφ·v
+
lm0 eφ·v

+
lm1 eφ·v

+
lm2









=









rl−1









lYlm

∂θYlm

im
sin θYlm









; (36)

rl









0

1
i(l+1)

im
sin θYlm

− 1
i(l+1)∂θYlm









;
1

(l + 1) (2l + 3)

l + 3

2
rl+1









Ylm
l(l+1)
l+3

∂θYlm

im
sin θYlm

















,

V −
SPH =









er·v
−
lm0 er·v

−
lm1 er·v

−
lm2

eθ·v
−
lm0 eθ·v

−
lm1 eθ·v

−
lm2

eφ·v
−
lm0 eφ·v

−
lm1 eφ·v

−
lm2









= 1
2l+1









−2l2+3l+2
(2l+1)2l(2l−1)r

−l (37)

×









lYlm

(
2l2+3l+1
−2l2+3l+2

)

∂θYlm

im
sin θYlm









;
1

il
r−l−1









0

im
sin θYlm

−∂θYlm









; r−l−2









− (l + 1) Ylm

∂θYlm

im
sin θYlm

















,
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gdzieYlm jest harmoniką sferyczną znormalizowaną tak jak w [71] aer, eθ, eφ

to wersory rozpinające lokalny sferyczny układ współrzędnych. Funkcje

v+
lmσ są skónczone w granicyr → 0 i wybuchają dlar → ∞. Analogicznie

v−
lmσ są skónczone w granicyr → ∞ i wybuchają dlar → 0.

Powẏzsza baza nie jest ortonormalna na powierzchni cząstek, dlatego

użyteczne jest wprowadzenie kobazyw±
lmσ zdefiniowanej poprzez warunek

ortonormalnósci na powierzchni sfery o promieniua [44]

∫

w±∗
lmσ (r)

1

a
δ (r − a) ·v±

l1m1σ1
(r) dr = δll1δmm1

δσσ1
. (38)

W celu zwartego przedstawiania wyrażén powẏzszego typu będziemy od

tej pory u̇zywali standardowej notacji braketowej Diraca [72]. Warunek

(38) ma w tej notacji postác

〈w±
lmσ (r) δa|v±

l1m1σ1
(r)〉 = δll1δmm1

δσσ1
, (39)

gdzie

δa =
1

a
δ (r − a) , (40)

i

〈A|B〉 =

∫

A∗ (r) · B (r) dr. (41)
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Tensor Oseena można rozwiną́c w naszej bazie sferycznej [73]

T 0 (r − r′) =
1

η

∑

lmσ

v−
lmσ (r>) v+∗

lmσ (r<) , (42)

gdzier< = min (r, r′), r> = max (r, r′). Jest to rozwinięcie analogiczne

do znanego z elektrodynamiki rozwinięcia funkcji Greena równania La-

place’a w bazie jego rozwiązań regularnych i singularnych [74] (patrz rów-

nanie (), str.).

3.2 Układ równań na multipole gęstósci sił indukowanych

Biorąc iloczyn skalarny (w sensie (41)) obu stron równania całkowego (35)

z funkcjami w±∗
lmσ (r) 1

aδ (r − a) oraz korzystając z zupełności bazy sfe-

rycznej otrzymujemy nieskónczony układ równán algebraicznych

ci (lmσ) =
N∑

j=1

∞∑

l′=1

l′∑

m′=−l′

2∑

σ′=0

Mij (lmσ, l′m′σ′) fj (l′m′σ′) , (43)

gdzie multipole gęstósci siły dane są poprzez wyrażenie

fj (lmσ) =

∫

v+∗
lmσ (r′−Rj) · F j (r′) dr′ =

〈
v+

lmσ|F j

〉
, (44)
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a multipole prędkósci przez

ci (lmσ) =
〈
w+

lmσ (i) δai
|vrb

i −v∞
〉
. (45)

Dla prostoty u̇zyliśmy notacjiw+
lmσ (i) = w+

lmσ (r − Ri). Z fizycznego

punktu widzenia warto rozró̇znić dwa wkłady do multipoli prędkósci

ci (lmσ) = ci,rb (lmσ) − ci,∞ (lmσ) , (46)

gdzieci,rb (lmσ) jest wkładem związanym z ruchem sztywnym cząstkii

ci,rb (lmσ) =

〈

w+
lmσ (i) δai

|vrb
i

〉

, (47)

a ci,∞ (lmσ) jest wkładem związanym z przepływem zewnętrznym

ci,∞ (lmσ) =
〈
w+

lmσ (i) δai
|v∞

〉
. (48)

Powẏzsze wzory naci,rb i ci,∞ są ekwiwalentne następującym rozwinię-

ciom
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U i + Ωi × (r − Ri) =
1∑

m=−1

1∑

σ=0

ci,rb (1mσ) v+
lmσ (r − Ri) , (49)

v∞ (r) =
∞∑

l=1

l∑

m=−l

2∑

σ=0

ci,∞ (lmσ) v+
lmσ (r − Ri) . (50)

Elementy macierzoweMij zawierają trzy wkłady

Mij (lmσ, l′m′σ′) = δijZ
−1
i (lmσ, l′m′σ′) (51)

+ (1 − δij) T 0
ij (lmσ, l′m′σ′)

+T b
ij (lmσ, l′m′σ′) ,

gdzie

Z−1
i (lmσ, l′m′σ′) =

〈
w+

lmσ (i) δai
|Z−1

i |w+
l′m′σ′ (i) δai

〉
, (52)

T 0
ij (lmσ, l′m′σ′) =

〈
w+

lmσ (i) δai
|T 0|w+

l′m′σ′ (j) δaj

〉
, (53)

T b
ij (lmσ, l′m′σ′) =

〈
w+

lmσ (i) δai
|T b|w+

l′m′σ′ (j) δaj

〉
. (54)

Jawne wyrȧzenia naZi (lmσ, l′m′σ′) dla ró̇znych typów cząstek zawarte

są w [55], [69], [70].
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Elementy macierzoweT 0
ij (lmσ, l′m′σ′) mogą býc obliczone korzysta-

jąc z rozwinięcia tensora Oseena w bazie sferycznej (42) oraz z warunku

ortonormalnósci (38)

T 0
ij (lmσ, l′m′σ′) =

〈
w+

lmσ (i) δai
|T 0|w+

l′m′σ′ (j) δaj

〉
(55)

=
1

η

〈
w+

lmσ (i) δai
|v−

l′m′σ′ (j)
〉
.

Powẏzszy element macierzowy pojawia się także przy rozwinięciu singu-

larnego polav−
l′m′σ′ zcentrowanego na cząstcej na regularne polev+

lmσ

zcentrowane na cząstcei [38]

v−
l′m′σ′ (j) =

∑

lmσ

v+
lmσ (i)

〈
w+

lmσ (i) δai
|v−

l′m′σ′ (j)
〉
. (56)

Konkretne wartósci współczynników rozwinięcia dane są przez tzw. twier-

dzenie o przesunięciu (displacement theorem) w postaci macierzy przesu-

nięciaS+− [75]

T 0
ij (lmσ, l′m′σ′) =

1

η

〈
w+

lmσ (i) δai
|v−

l′m′σ′ (j)
〉

(57)

=
1

η

nlm

nl′m′

S+− (Ri−Rj; lmσ, l′m′σ′) ,
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gdzienlm jest stałą normalizacji harmonik sferycznych

nlm =

√

4π

2l + 1

(l + m)!

(l − m)!
. (58)

3.3 Interpretacja multipoli gęstości siły

W układzie wielocząstkowym przepływ rozproszony przez i-tą cząstkęvout
i

dany jest wyrȧzeniem (30)

vout
i (r) = v (r) − vin

i (r) =

∫

T 0 (r − r′) F i (r
′) dr′.

Podstawiając do powyższego równania rozwinięcie tensora Oseena w bazie

sferycznej (42) otrzymujemy

vout
i (r) =

∑

lmσ

fi (lmσ)

η
v−

lmσ (i) , (59)

gdzie skorzystaliśmy tak̇ze z definicji multipoli gęstósci sił (44).

Rozwȧzmy teraz ogólne rozwinięcievout
i na funkcjev−

lmσ (i)

vout
i (r) =

∑

lmσ

c−i (lmσ) v−
lmσ (i) . (60)
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Porównując (59) i (60) dostajemy

c−i (lmσ) =
fi (lmσ)

η
. (61)

Z powyższego równania wynika,̇ze mȯzemy interpretowác multipole gę-

stósci siłfi (lmσ) jako współczynniki rozwinięcia pola rozproszonego przez

i-tą cząstkęvout
i na funkcje bazowev−

lmσ (i). Będziemy korzystali z tej

interpretacji w rozdziale 4.3 przy wyprowadzaniu jawnego wyrażenia na

macierzT b
ij.

3.4 Notacja macierzowa

W dalszej czę́sci rozprawy będziemy u̇zywác tak̇ze zwartej notacji ma-

cierzowej trójwymiarowej przestrzeni liniowej o składowych odpowiada-

jących indeksomσ = 0, 1, 2. W związku z tym elementy macierzowe (52)-

(54) będą oznaczane przezZ−1
i (lm, l′m′), T 0

ij (lm, l′m′) i T b
ij (lm, l′m′).

Analogicznie zmienne z jednym indeksemσ takie jakci (lmσ) będę trak-

towane jak wektory kolumnoweci (lm). W tej notacji nasz główny układ

równán (43) przyjmuje postác

ci (lm) =
N∑

j=1

∞∑

l′=1

l′∑

m′=−l′

M ij (lm, l′m′) · f j (l′m′) , (62)
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gdzie· oznacza mnȯzenie macierzowe.
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4 Zastosowanie metody multipolowej dla układu

ograniczonego cylindrycznym mikrokanałem

Ogólną strukturę metody multipolowej obliczania oddziaływań hydrody-

namicznych przedstawioną w poprzednim rozdziale można zastosowác do

jakiejkolwiej geometrii ograniczającej. W tym rozdziale skonstruujemy

odpowiednią bazę cylindryczną, którą użyjemy do wyznaczenia przepływu

odbitego od cylindrycznego mikrokanału. Wyprowadzając dodatkowo re-

lacje transformujące bazę sferyczną w cylindryczną i odwrotnie będziemy

mogli wyznaczýc elementy macierzoweT b
ij (54).

4.1 Geometria i układ współrzędnych

Rozwȧzamy cylindryczny mikrokanał o promieniub, wypełniony zawie-

siną koloidalną złȯzoną z cieczy o lepkósci dynamicznejη i zanurzonych w

niej N sferycznych cząstek o promieniachai (i = 1, ..., N ). Układ współ-

rzędnych jest zcentrowany na osi cylindra (rysunek 1). Do parametrów

charakteryzujących i-tą cząstę należą połȯzenieśrodka sferyRi (ρi + ziez

we współrzędnych cylndrycznych), prędkość translacyjnaU i i prędkósć

kątowaΩi. Ponadto jako skalę długości ustalamyb = 1.
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Rysunek 1: Mikrokanał z układem współrzędnych zcentrowanym na osi
cylindra. Połȯzenia są wyrȧzane zarówno w sferycznych jak i cylindrycz-
nych współrzędnych.

44



4.2 Baza cylindryczna

Cylindryczną bazę regularnąv+
kmσ i singularnąv−

kmσ tworzą rozwiązania

równán Stokesa w zmiennych cylindrycznych wzięte z [76] ale z innymi

prefaktorami. Ich składowe dane są następującymi macierzami

V +
CY L (r; k, m) =









eρ·v
+
km0 eρ·v

+
km1 eρ·v

+
km2

eφ·v
+
km0 eφ·v

+
km1 eφ·v

+
km2

ez·v
+
km0 ez·v

+
km1 ez·v

+
km2









=
1

k
eimφeikz (63)

×









I
′

m (|k| ρ) − im
ρ Im (|k| ρ) 1

2ρI
′′

m (|k| ρ)

im
ρ Im (|k| ρ) I

′

m (|k| ρ) 1
2im

(

−1
ρIm (|k| ρ) + I

′

m (|k| ρ)
)

ikIm (|k| ρ) 0 1
2ik

(
ρI

′

m (|k| ρ) + Im (|k| ρ)
)









,
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V −
CY L (r; k, m) =









eρ·v
−
km0 eρ·v

−
km1 eρ·v

−
km2

eφ·v
−
km0 eφ·v

−
km1 eφ·v

−
km2

ez·v
−
km0 ez·v

−
km1 ez·v

−
km2









=
1

4π2

1

k
eimφeikz

(64)

×









1
2ρK

′′

m (|k| ρ) im
ρ Km (|k| ρ) K

′

m (|k| ρ)

1
2im

(

−1
ρKm (|k| ρ) + K

′

m (|k| ρ)
)

−K
′

m (|k| ρ) im
ρ Km (|k| ρ)

1
2ik

(
ρK

′

m (|k| ρ) + Km (|k| ρ)
)

0 ikKm (|k| ρ)









,

gdzieIm i Km są zmodyfikowanymi funkcjami Bessela, odpowiednio pierw-

szego i drugiego rodzaju, prim oznacza różniczkowanie tylko poρ, eρ, eφ, ez

to wersory rozpinające lokalny cylindryczny układ współrzędnych aρ, φ,

z to składowe cylindryczne wektorar. Funkcjev+
kmσ są skónczone w gra-

nicy r → 0 i wybuchają dlar → ∞. Analogiczniev−
kmσ są skónczone w

granicyr → ∞ i wybuchają dlar → 0.

Pola bazowe zcentrowane w różnych punktach definiują tzw. macie-

rze przesunięciaS++
CY L i S−−

CY L, przydatne przy późniejszych wyprowadze-

niach. Dla szczególnego przypadku, gdy jedna z baz jest zcentrowana na

osi cylindra a druga poza osią w punkcie wyznaczonym przez wektorρ0 o
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zerowej współrzędnej z-towej, definicje te przybierają postać









v+
km0 (r − ρ0)

v+
km1 (r − ρ0)

v+
km2 (r − ρ0)









T

=
+∞∑

s=−∞









v+
ks0 (r)

v+
ks1 (r)

v+
ks2 (r)









T

· S++
CY L (ρ0; k, s, m) , (65)









v−
km0 (r − ρ0)

v−
km1 (r − ρ0)

v−
km2 (r − ρ0)









T

=
+∞∑

s=−∞









v−
ks0 (r)

v−
ks1 (r)

v−
ks2 (r)









T

· S−−
CY L (ρ0; k, s, m) . (66)

Macierz przesunięcia dla dwóch baz zcentrowanych na osi cylindra w

punktach o współrzędnej z-towej równychzi i zj jest trywialna. Z jawnej

postaci bazy cylindrycznej widzimy,że sprowadza się ona do skalara









v+
km0 (r − zjez)

v+
km1 (r − zjez)

v+
km2 (r − zjez)









T

=









v+
km0 (r − ziez)

v+
km1 (r − ziez)

v+
km2 (r − ziez)









T

· eik(zi−zj), (67)









v−
km0 (r − zjez)

v−
km1 (r − zjez)

v−
km2 (r − zjez)









T

=









v−
km0 (r − ziez)

v−
km1 (r − ziez)

v−
km2 (r − ziez)









T

· eik(zi−zj). (68)
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4.3 Elementy macierzowe operatoraTb

Pole prędkósci wewnątrz cylindra wynikające z obecności cząstek mȯzna

rozłożyć na niezalėzne składniki w następujący sposób

v (r) =
N∑

j

[
vin

w,j (r) + vout
w,j (r)

]
, (69)

gdzie

vin
w,j =

∫

T 0 (r − r′) · F j (r′) dr′, (70)

vout
w,j =

∫

T b (r − r′) · F j (r′) dr′. (71)

Wielkość vin
w,j można interpretowác jako pole prędkósci, którego źródłem

jest j-ta cząstka, padające na powierzchnię mikrokanału. Podobnievout
w,j

interpretujemy jako pole odbite od mikrokanału, którego źródłem jestj-ta

cząstka. Porównując (30) i (70) otrzymujemy równość pola rozproszonego

przez cząstkę i pola padającego na cylinder co jest zgodne z naszymi ocze-

kiwaniami

vout
j = vin

w,j. (72)
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Polavin
w,j i vout

w,j są odpowiednio singularne i regularne, dlatego możemy

je rozwiną́c na analogiczne funkcje tworzące bazę cylindryczną

vin
w,j (r) =

∫

dk
∑

m

∑

σ

v−
kmσ (jaxis) cin

w,j (k, m, σ) , (73)

vout
w,j (r) =

∫

dk
∑

m

∑

σ

v+
kmσ (jaxis) cout

w,j (k, m, σ) , (74)

gdzie dla prostoty wprowadziliśmy oznaczeniev+−
kmσ (jaxis) = v+−

kmσ (r − zjez).

W notacji macierzowej powẏzsze rozwinięcia przybierają postać

vin
w,j (r) =

∫

dk
∑

m

[eρ, eφ, ez] · V −
CY L (jaxis; k, m) · cin

w,j (k, m) , (75)

vout
w,j (r) =

∫

dk
∑

m

[eρ, eφ, ez] · V +
CY L (jaxis; k, m) · cout

w,j (k, m) . (76)

Równanie (71) mȯzna zrzutowác na bazę sferyczną analogicznie jak

przy wyprowadzaniu układu równań algebraicznych (43). W wyniku otrzy-

mujemy

〈
w+

lmσ (i) δai
|vout

w,j

〉
=

∑

l′,m′,σ′

T b
ij (lmσ, l′m′σ′) fj (l′m′σ′) . (77)
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Lewą stronę równania (77) można wyrazíc tak̇ze przy pomocy rozwi-

nięcia (74) jako

〈
w+

lmσ (i) δai
|vout

w,j

〉
=

∫

dk
∑

m1

∑

σ1

〈
w+

lmσ (i) δai
|v+

km1σ1
(jaxis)

〉
cout
w,j (k, m1, σ1) .

(78)

Korzystając z aksjalnej macierzy przesunięcia (67) dostajemy

〈
w+

lmσ (i) δai
|vout

w,j

〉
=

∫

dk
∑

m1

∑

σ1

eik(zi−zj)

×
〈
w+

lmσ (i) δai
|v+

km1σ1
(iaxis)

〉
cout
w,j (k, m1, σ1) . (79)

Następnie mȯzemy zastosowác definicję radialnej macierzy przesunięcia

(65)

〈
w+

lmσ (i) δai
|vout

w,j

〉
=

∫

dk
∑

m1

∑

σ1

∑

m2

∑

σ2

eik(zi−zj)

×
〈
w+

lmσ (i) δai
|v+

km2σ2
(i)

〉 [
S++

CY L (−ρi; k, m2, m1)
]

σ2σ1

cout
w,j (k, m1, σ1) ,

(80)

gdzie[A]σ2σ1
oznacza elementAσ2σ1

macierzyA.
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Element macierzowy
〈
w+

lmσ (i) δai
|v+

km2σ2
(i)

〉
możemy obliczýc poprzez

wprowadzenie macierzy zmiany bazyT ++
SC zdefiniowanej poprzez wyraże-

nie









v+
km0

v+
km1

v+
km2









T

=
∑

l









v+
lm0

v+
lm1

v+
lm2









T

· T ++
SC (lm, k) . (81)

Podstawiając (81) do (80) dostajemy

〈
w+

lmσ (i) δai
|vout

w,j

〉
=

∫

dk
∑

m1

∑

σ1

∑

m2

∑

σ2

∑

l′

∑

σ3

eik(zi−zj)

×
〈
w+

lmσ (i) δai
|v+

l′m2σ3
(i)

〉 [
T ++

SC (l′m2, k)
]

σ3σ2

×
[
S++

CY L (−ρi; k, m2, m1)
]

σ2σ1

cout
w,j (k, m1, σ1) . (82)

Relacja ortogonalnósci (39) dla bazy sferycznej upraszcza nam powyższe

równanie do postaci

〈
w+

lmσ (i) δai
|vout

w,j

〉
=

∫

dk
∑

m1

∑

σ1

∑

σ2

eik(zi−zj)

×
[
T ++

SC (lm, k)
]

σσ2

[
S++

CY L (−ρi; k, m, m1)
]

σ2σ1

cout
w,j (k, m1, σ1) . (83)
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Teraz zajmiemy się współczynnikiemcout
w,j. Wprowadzamy w tym celu

operator odbicia zapewniający spełnienie zadanego warunku brzegowego

naściankach cylindra (na przykład warunek braku poślizgu) zdefiniowany

jako [40]

cout
w,j (k, m, σ) = −

∑

σ′

[ZC (k, m)]σσ′ cin
w,j (k, m, σ′) , (84)

lub ekwiwalentnie w notacji macierzowej

cout
w,j (k, m) = −ZC (k, m) · cin

w,j (k, m) . (85)

Po podstawieniu (84) do (83) dostajemy

〈
w+

lmσ (i) δai
|vout

w,j

〉
= −

∫

dk
∑

m1

∑

σ1

∑

σ2

∑

σ3

eik(zi−zj)

×
[
T ++

SC (lm, k)
]

σσ2

[
S++

CY L (−ρi, k, m, m1)
]

σ2σ1

× [ZC (k, m1)]σ1σ3
cin
w,j (k, m1, σ3) . (86)
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Problem sprowadza się do znalezienia współczynnikówcin
w,j. W tym

celu wprowadźmy kobazęw−
kmσ ortogonalną do bazy cylindrycznejv−

kmσ,

analogicznie jak dla bazy sferycznej. Jawna postać funkcji w−
kmσ nie jest

istotna, wȧzne jednak aby spełniony był warunek ortogonalności na po-

wierzchni cylindra o promieniub

〈
δbw

−
kmσδb|v−

k′m′σ′

〉
=

∫

w−
kmσ (r) δ (ρ − b) · v−

k′m′σ′ (r) dr

= δ (k − k′) δm,m′δσ,σ′, (87)

gdzie

δb = δ (ρ − b) . (88)

Pozwala to zrzutowác rozwinięcievin
w,j (73) na funkcjew−

kmσ, co daje wy-

rażenie nacin
w,j w postaci

cin
w,j (k, m, σ) =

〈
δbw

−
kmσ (jaxis) |vin

w,j

〉
. (89)

Korzystając z równóscivin
w,j i vout

j (72) dostajemy

cin
w,j (k, m, σ) =

〈
δbw

−
kmσ (jaxis) |vout

j

〉
. (90)
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Następnie skorzystajmy z interpretacji multipoli gęstości sił (59)

cin
w,j (k, m, σ) =

1

η

∑

l′m′σ′

〈
δbw

−
kmσ (jaxis) |v−

l′m′σ′ (j)
〉
fj (l′m′σ′) . (91)

Element macierzowy
〈
δbw

−
kmσ (jaxis) |v−

l′m′σ′ (j)
〉

możemy obliczýc po-

przez wprowadzenie macierzy zmiany bazyT−−
CS zdefiniowanej poprzez

wyrażenie









v−
lm0

v−
lm1

v−
lm2









T

=

∫

dk









v−
km0

v−
km1

v−
km2









T

· T−−
CS (k, lm) . (92)

Podstawiając (92) do (91) dostajemy

cin
w,j (k, m, σ) =

1

η

∑

l′m′σ′

∑

σ4

∫

dk′ 〈δbw
−
kmσ (jaxis) |v−

k′m′σ4
(j)

〉

×
[
T−−

CS (k′, l′m′)
]

σ4σ′
fj (l′m′σ′) . (93)
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Następnie mȯzemy zastosowác definicję radialnej macierzy przesunię-

cia (66)

cin
w,j (k, m, σ) =

1

η

∑

l′m′σ′

∑

σ4

∑

m5

∑

σ5

∫

dk′ 〈δbw
−
kmσ (jaxis) |v−

k′m5σ5
(jaxis)

〉

×
[
S−−

CY L

(
ρj; k

′, m5, m
′)]

σ5σ4

[
T−−

CS (k′, l′m′)
]

σ4σ′
fj (l′m′σ′) . (94)

Relacja ortogonalnósci (87) dla bazy cylindrycznej upraszcza nam powyż-

sze równanie do postaci

cin
w,j (k, m, σ) =

1

η

∑

l′m′σ′

∑

σ4

[
S−−

CY L

(
ρj; k, m, m′)]

σσ4

×
[
T−−

CS (k, l′m′)
]

σ4σ′
fj (l′m′σ′) . (95)

Mająccin
w,j możemy podstawíc powẏzsze wyrȧzenie do równania (86)

〈
w+

lmσ (i) δai
|vout

w,j

〉
= −1

η

∑

l′m′σ′

∫

dk
∑

m1

∑

σ1

∑

σ2

∑

σ3

∑

σ4

eik(zi−zj)

×
[
T ++

SC (lm, k)
]

σσ1

[
S++

CY L (−ρi; k, m, m1)
]

σ1σ2

[ZC (k, m1)]σ2σ3

×
[
S−−

CY L

(
ρj, k, m1, m

′)]
σ3σ4

[
T−−

CS (k, l′m′)
]

σ4σ′
fj (l′m′σ′) . (96)
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Porównując wyraz po wyrazie (96) z wyjściowym równaniem (77) do-

stajemy szukane wyrażenie na elementy macierzowe operatoraT b
ij

T b
ij (lmσ, l′m′σ′) = −1

η

∫

dk
∑

m1

∑

σ1

∑

σ2

∑

σ3

∑

σ4

eik(zi−zj)

×
[
T ++

SC (lm, k)
]

σσ1

[
S++

CY L (−ρi; k, m, m1)
]

σ1σ2

[ZC (k, m1)]σ2σ3

×
[
S−−

CY L

(
ρj; k, m1, m

′)]
σ3σ4

[
T−−

CS (k, l′m′)
]

σ4σ′
. (97)

W notacji macierzowej przyjmuje ono zwartą postać

T b
ij (lm, l′m′) = −1

η

+∞∑

m1=−∞

∫ +∞

−∞
glm,l′m′

(
m1, k; ρi, ρj

)
eik(zi−zj)dk,

(98)

gdzie

glm,l′m′

(
m1, k; ρi, ρj

)
= T ++

SC (lm, k) ·S++
CY L (−ρi; k, m, m1) ·ZC (k, m1)

·S−−
CY L

(
ρj; k, m1, m

′) ·T−−
CS (k, l′m′) . (99)
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Równania (98-99) mają prostą interpretację fizyczną. Cząstkaj jest

źródłem pola o pewnych współrzędnych w bazie sferycznej, które są prze-

kształcane we współrzędne w bazie cylindrycznej poprzez macierzT−−
CS .

Następnie współrzędne te są przesuwane poprzez macierzS−−
CY L do osi mi-

krokanału (rysunek 2a), gdzie są w dogodnej formie matematycznej na wy-

rażenie pola odbitego od́scianek cylindra (wyznaczonego przez operator

ZC , rysunek 2b). Pole odbite jest przesuwane przezeik(zi−zj) i S++
CY L do

centrum cząstkii a następnie transformowane z powrotem do bazy sferycz-

nej za pomocąT ++
SC (rysunek 2c).
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Rysunek 2: Schematyczna interpretacja operatorów (a)T−−
CS , S−−

CY L, (b)
ZC , (c) S++

CY L i T ++
SC .
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4.4 Operator odbicia

Operator odbicia (84) mȯzna wyznaczýc podstawiając ogólne rozwinięcia

pól vin
w,j (r) i vout

w,j (r) (75-76) do całkowitego pola prędkości (69) wynika-

jącego z obecnósci cząstek, które w przypadku braku poślizgu násciankach

cylindra spełnia warunekv (ρ + zez) = 0|ρ=b. W wyniku otrzymujemy

N∑

j

∫

dk
∑

m

[eρ, eφ, ez] ·

·
[
V −

CY L (jaxis; k, m) · cin
w,j (k, m) + V +

CY L (jaxis; k, m) · cout
w,j (k, m)

]

ρ=b
= 0.

(100)

Ekwiwalentnie mȯzemy po prostu napisać

[
V −

CY L (jaxis; k, m) · cin
w,j (k, m) + V +

CY L (jaxis; k, m) · cout
w,j (k, m)

]

ρ=b
= 0.

(101)

Następnie korzystamy z wcześniej wprowadzonej definicji operatora odbi-

cia w notacji macierzowej (85). Daje to równanie

[(
V −

CY L (jaxis; k, m) − V +
CY L (jaxis; k, m) · ZC (k, m)

)
· cin

w,j (k, m)
]

ρ=b
= 0.

(102)
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Powẏzsza postác jest równowȧzna wyrȧzeniu

ZC (k, m) =
[
V +

CY L (jaxis; k, m)
]−1

ρ=b
·
[
V −

CY L (jaxis; k, m)
]

ρ=b
. (103)

W przypadku odbicia od́scianek cylindra o promieniub = 1 daje to jawne

wyrażenie postaci

ZC (k, m) =
[
V +

CY L (jaxis; k, m)
]−1

ρ=1
·
[
V −

CY L (jaxis; k, m)
]

ρ=1
=

1

4π2

1
(

1 + A
(

B − 2 (mA)2
)) [

dIm(|k|ρ)
dρ

]2

ρ=1

×









(k2+m2+1)
2 + m2A im(A + 1) C + E

−im(A + 1) −C − D · B i2mA

C + E −i2mA 2









, (104)

gdzie dla zwięzłósci u̇zyliśmy notacji

A =
Im (|k|)

[
dIm(|k|ρ)

dρ

]

ρ=1

,

B = 2 −
(
k2 + m2

)
· A,
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C =

[
dKm (|k| ρ)

dρ

]

ρ=1

[
dIm (|k| ρ)

dρ

]

ρ=1

− 2m2Km (|k|) Im (|k|) · A,

D =

[
dKm (|k| ρ)

dρ

]

ρ=1

Im (|k|) ,

E = 1 + 2D −
(
k2 + m2

)
Km (|k|) Im (|k|) .

Ostateczna forma macierzyZC została otrzymana korzystając z wronskianu

dla funkcjiIm andKm (wyrażenie (191) a załączniku A). Warto zauważyć,

żeZC nie zalėzy odφ ani z.

4.5 Macierze transformacji między bazami

W rozdziale 4.3 zdefiniowaliśmy macierze transformacji między bazami

sferyczną i cylindryczną, poprzez następujące równania









v+
km0

v+
km1

v+
km2









T

=
∑

l









v+
lm0

v+
lm1

v+
lm2









T

· T ++
SC (lm, k) , (105)









v−
lm0

v−
lm1

v−
lm2









T

=

∫

dk









v−
km0

v−
km1

v−
km2









T

· T−−
CS (k, lm) . (106)
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W celu wyprowadzenia jawnych wyrażén na macierzeT ++
SC i T−−

CS za-

uwȧzmy, że funkcjev+
lm0, v−

lm2, v+
km0, v−

km2 są proporcjonalne do gradien-

tów rozwiązán równania Laplace’aΦ±
l,m i Π±

k,m, odpowiednio w sferycz-

nych i cylindrycznych współrzędnych [55],[76]

v+
lm0 (r) = ∇Φ+

l,m (r) , v+
km0 (r) = 1

k∇Π+
k,m (r) ,

v−
lm2 (r) = ∇Φ−

l,m (r) , v−
km2 (r) = 1

k∇Π−
k,m (r) ,

(107)

gdzie

Φ+
l,m (r) = rlYl,m (θ, φ) , Π+

k,m (r) = Im (|k| ρ) eimφeikz,

Φ−
l,m (r) = 1

2l+1
1

rl+1Yl,m (θ, φ) , Π−
k,m (r) = 1

4π2Km (|k| ρ) eimφeikz.

(108)

Ponadto zachodzą następujące związki

∇×v+
lm0 = 0 , ∇×v+

km0 = 0 , (109)

∇×v−
lm2 = 0 , ∇×v−

km2 = 0 , (110)
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v+
lm0 = i∇× v+

lm1 , v+
km0 = i

k∇× v+
km1

, (111)

v+
lm1 = i∇× v+

lm2 , v+
km1 = i

k∇× v+
km2

, (112)

v−
lm1 = −i∇× v−

lm0 , v−
km1 = −i

k ∇× v−
km0

, (113)

v−
lm2 = −i∇× v−

lm1 , v−
km2 = −i

k ∇× v−
km1

. (114)

Idea wyprowadzenia polega na tym,żeby dostác relacje transformacyjne

między parami
(

Φ+
l,m, Π+

k,m

)

,
(

Φ−
l,m, Π−

k,m

)

a następnie zastosować (107) i

relacje rotacyjne (109-114) w celu otrzymaniaT ++
SC (lm, k) orazT−−

CS (k, lm).

Z [77] wiemy, że zachodzi następująca tożsamósć

Km (kρ) =
Γ

(
m + 1

2

)
(2ρ)m

2km
√

π

∫ +∞

−∞

e−ikzdz

(ρ2 + z2)m+ 1

2

, k > 0. (115)

Powẏzsza równósć mȯze býc interpretowana jako odwrotna transformata

Fouriera funkcji
(
ρ2 + z2

)−(m+ 1

2). W związku z tym transformata prosta

wynosi
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1

(ρ2 + z2)m+ 1

2

=
1

2π

2
√

π

Γ
(
m + 1

2

)
2mρm

×
∫ +∞

−∞
eikz |k|m Km (|k| ρ) dk. (116)

Korzystając z formuły dla funkcji gamma Eulera [78]

Γ

(

m +
1

2

)

=

√
π (2m)!

22mm!
, (117)

upraszczamy (116) do

1

(ρ2 + z2)m+ 1

2

=
2mm!

πρm (2m)!

∫ +∞

−∞
eikz |k|m Km (|k| ρ) dk. (118)

Z definicji stowarzyszonych wielomianów Legendre’a [71] dostajemy

1

rm+1
Pm

m (cos θ) =
1

rm+1

(2m)!

2mm!
sinm (θ) =

(2m)!

2mm!

ρm

r2m+1

=
(2m)!

2mm!

ρm

(ρ2 + z2)m+ 1

2

. (119)

Łącząc (119) i równanie (118) otrzymujemy

1

rm+1
Pm

m (cos θ) =
1

π

∫ +∞

−∞
eikz |k|m Km (|k| ρ) dk. (120)
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Różniczkując (119) (l −m) razy względemz i używając wyprowadzo-

nej tȯzsamósci (213) dla stowarzyszonych wielomianów Legendre’a (za-

łącznik B) dostajemy

(−1)l−m (l − m)!
1

rl+1
Pm

l (cos θ)

=
il−m

π

∫ +∞

−∞
eikzkl−m |k|m Km (|k| ρ) dk. (121)

Ostateczny rezultat ma postać (po pomnȯzeniu przezeimφ)

1

(2l + 1)

1

rl+1

(−1)m

nlm
Pm

l (cos θ) eimφ

=
(−1)m (−i)l−m

nlm (2l + 1)

4π

(l − m)!

∫ +∞

−∞
kl [sgn(k)]m

1

4π2
eikzKm (|k| ρ) eimφdk,

(122)

lub w bardziej zwartej formie

Φ−
l,m (r) =

∫ +∞

−∞
klf ∗ (l, m|k) Π−

k,m (r) dk, (123)

gdzie∗ oznacza sprzę̇zenie zespolone, sgn jest funkcją signum af (l, m|k)

wynosi
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f (l, m|k) =
(−1)m il−mnlm

(l + m)!
[sgn(k)]m

=
(−1)m il−m

nlm (2l + 1)

4π

(l − m)!
[sgn(k)]m . (124)

Korzystając z definicji stowarzyszonych wielomianów Legendre’a łatwo

udowodníc, że postác (123) jest dokładnie taka sama dla ujemnych wartości

m (194, załącznik A).

W elektrodynamice klasycznej udowadnia się,że dla dowolnych punk-

tów r andr′ zachodzą następujące rozwinięcia [74]

1

4π |r − r′| =
+∞∑

l=0

+l∑

m=−l

Φ+∗
l,m (r<, θ′, φ′) Φ−

l,m (r>, θ, φ)

=
+∞∑

m=−∞

∫ +∞

−∞
Π+∗

k,m (ρ<, φ′, z′) Π−
k,m (ρ>, φ, z) dk, (125)

gdzier< = min (r, r′), r> = max (r, r′), ρ< = min (ρ, ρ′), ρ> = max (ρ, ρ′).

Podstawiając (123) do powyższej równósci widzimy,że musi zachodzić na-

stępujące rozwinięcie

Π+
k,m (r) =

∑

l

klf (l, m|k) Φ+
l,m (r) . (126)

Można to tak̇ze udowodníc na drodze bezpośredniego wyprowadzenia (za-
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łącznik C). Kónczy to wyprowadzenia zależnósci transformacyjnych dla

rozwiązán równania Laplace’a.

Teraz skorzystajmy z tego,że funkcje bazowe równań Stokesav+
km0 i

v+
lm0 są proporcjonalne do gradientów rozwiązań równania Laplace’a (107).

Działając operatorem gradientu na obie strony równania (126) otrzymu-

jemy

v+
km0 =

∑

l

kl−1f (l, m|k) v+
lm0. (127)

Następnie podstawiamy do (127) odpowiednie relacje rotacyjne (111)

∇× v+
km1 =

∑

l

klf (l, m|k)∇× v+
lm1. (128)

Ekwiwalentnie, korzystając ze (109), zakładamy następujące rozwinięcie

v+
km1 =

∑

l

f (l, m|k)
[
klv+

lm1 + kl−1s (l, m) v+
lm0

]
, (129)

konsystentne z (128). W celu otrzymanias (l, m) rzutujemy (129) na wer-

sorer i używamy jawnych wyrȧzén na funkcje bazowe (36), (63). Dodat-

kowo rozpatrujemy punkt o wektorze wodzącymr = ρ czyli o zerowej

współrzędnejz-towej. W rezultacie otrzymujemy

−imΠ+
k,m (r) =

∑

l

[s (l, m) l] klf (l, m|k) Φ+
l,m (r) . (130)
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Porównując powẏzsze równanie z transformacją (126) dostajemy

s (l, m) = −im

l
. (131)

Następnie powtarzamy całą procedurę, mianowicie podstawiamy rela-

cje rotacyjne (111-112) do (129) i zakładamy ekwiwalentne rozwinięcie w

postaci

v+
km2 =

∑

l

f (l, m|k)

[

kl+1v+
lm2 −

im

l
klv+

lm1 + q (l, m) kl−1v+
lm0

]

.

(132)

W celu otrzymaniaq (l, m) rzutujemy (132) na wersorer, używamy jaw-

nych postaci funkcji bazowych (37),(63), rozpatrujemy punkt o wektorze

wodzącymr = ρ i na kóncu korzystamy z reprezentacji zmodyfikowanych

funkcji Bessela w postaci szeregu [79]. Porównując odpowiednie potęgiρ

po obu stronach równania dostajemy

q (l, m) =
l
(
l2 − l + 1

)
+ m2 (l − 2)

2l (2l − 1)
. (133)

Wyprowadzenie dlaT−−
CS (k, lm) jest analogiczne.
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Jawną postác macierzyT ++
SC i T−−

CS podsumowuje poniższe zestawienie

T ++
SC (lm, k) = f (l, m|k)

·









kl−1 0 0

0 kl 0

0 0 kl+1









·









1 s (l, m) q (l, m)

0 1 s (l, m)

0 0 1









, (134)

T−−
CS (k, lm) = f ∗ (l, m|k)

·









1 0 0

s∗ (l, m) 1 0

q (l, m) s∗ (l, m) 1









·









kl−1 0 0

0 kl 0

0 0 kl+1









, (135)

gdzie

f (l, m|k) =
(−1)m il−mnlm

(l + m)!
[sgn(k)]m

=
(−1)m il−m

nlm (2l + 1)

4π

(l − m)!
[sgn(k)]m , (136)

s (l, m) = −im

l
, (137)

q (l, m) =
l
(
l2 − l + 1

)
+ m2 (l − 2)

2l (2l − 1)
. (138)
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4.6 Macierze przesunięcia

W rozdziale 4.2 zdefiniowaliśmy macierze przesunięcia dla bazy cylin-

drycznej, poprzez następujące równania









v+
km0 (r − ρ0)

v+
km1 (r − ρ0)

v+
km2 (r − ρ0)









T

=
+∞∑

s=−∞









v+
ks0 (r)

v+
ks1 (r)

v+
ks2 (r)









T

· S++
CY L (ρ0; k, s, m) , (139)









v−
km0 (r − ρ0)

v−
km1 (r − ρ0)

v−
km2 (r − ρ0)









T

=
+∞∑

s=−∞









v−
ks0 (r)

v−
ks1 (r)

v−
ks2 (r)









T

· S−−
CY L (ρ0; k, s, m) . (140)

W celu otrzymania jawnej postaci macierzy przesunięcia zauważmy,że

zachodzą następujące związki [76]

v+
km0 (r) =

1

k
∇Π+

k,m (r) (141)

v−
km2 (r) =

1

k
∇Π−

k,m (r) (142)

v+
km1 (r) = ez ×

1

k
∇Π+

k,m (r) , (143)

v−
km1 (r) =

1

k
∇Π−

k,m (r) × ez, (144)
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v+
km2 (r) =

1

2k

[

ezez · ∇Π+
k,m (r) + ρ·∇∇Π+

k,m (r)
]

, (145)

v−
km0 (r) =

1

2k

[

ezez · ∇Π−
k,m (r) + ρ·∇∇Π−

k,m (r)
]

. (146)

Związek między dwoma ró̇znie zcentrowanymi funkcjamiΠ±
k,m znany

jest jako twierdzenie o dodawaniu (addition theorem) dla zmodyfikowa-

nych funkcji Bessela [79]

Π±
k,m

(
r − ρj

)
=

∑

s

D± (
ρj; k, s, m

)
Π±

k,s (r) , (147)

gdzie

D− (
ρj; k, s, m

)
= ei(m−s)φjIs−m (|k| ρj) , (148)

D+
(
−ρj; k, s, m

)
=

[
D− (

ρj; k, m, s
)]∗

. (149)

Wykorzystując oczywistą równość

∇r = ∇r−ρj
, (150)

gdzie∇r−ρj
oznacza operator gradientu wyrażony w układzie współrzęd-

nych przesuniętym oρj, oraz równania (141-144) i (147) stwierdzamy,że

muszą zachodzić następujące związki
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v+
km0

(
r − ρj

)
=

∑

s

D+
(
ρj; k, s, m

)
v+

ks0 (r) , (151)

v+
km1

(
r − ρj

)
=

∑

s

D+
(
ρj; k, s, m

)
v+

ks1 (r) , (152)

v−
km1

(
r − ρj

)
=

∑

s

D− (
ρj; k, s, m

)
v−

ks1 (r) , (153)

v−
km2

(
r − ρj

)
=

∑

s

D− (
ρj; k, s, m

)
v−

ks2 (r) . (154)

Współczynniki macierzy przesunięcia dlav+
km2

(
v−

km0

)
można tak̇ze

otrzymác w prosty sposób rozważając oddzielnie człon

ezez · ∇Π±
k,m (r) , (155)

oraz człon (patrz równania (145-146))

ρ·∇∇Π±
k,m (r) . (156)

Różnie zcentrowane funkcjeezez ·∇Π±
k,m (r) łączą oczywíscie współczyn-

niki D± (
ρj; k, s, m

)

ezez ·∇Π±
k,m

(
r − ρj

)
=

∑

s

D± (
ρj; k, s, m

) [

ezez · ∇Π±
k,s (r)

]

. (157)
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Natomiast,żeby wyprowadzíc współczynnik przesunięcia dla funkcji

ρ·∇∇Π±
k,m (r) musimy najpierw zwrócíc uwagę na następujące identycz-

nósci

ρ · ∇r = ρ · ∇r−ρj
= −ρ · ∇ρj−r = −ρ · ∇ρj

. (158)

Pozwala to zapisác równósci

−ρj · ∇r−ρj

[

∇Π±
k,m

(
r − ρj

)]

=
∑

s

[
ρj · ∇ρj

D± (
ρj; k, s, m

)] [

∇Π±
k,s (r)

]

, (159)

oraz

ρ · ∇r−ρj

[

∇Π±
k,m

(
r − ρj

)]

=
∑

s

[
D± (

ρj; k, s, m
)] [

ρ · ∇r∇Π±
k,s (r)

]

. (160)

Dodając do siebie (157), (159) i (160) oraz korzystając z (141-151) i (145-

146) dostajemy szukane zależnósci
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v+
km2

(
r − ρj

)
=

∑

s

[
D+

(
ρj; k, s, m

)
v+

ks2 (r)

+
1

2
ρj · ∇ρj

D+
(
ρj; k, s, m

)
v+

ks0 (r)

]

, (161)

v−
km0

(
r − ρj

)
=

∑

s

[
D− (

ρj; k, s, m
)
v−

ks0 (r)

+
1

2
ρj · ∇ρj

D− (
ρj; k, s, m

)
v+

ks2 (r)

]

. (162)

Jawną postác macierzyS++
CY L i S−−

CY L podsumowuje poniższe zestawienie

S++
CY L (−ρi; k, m, s) = e−i(m−s)φi

×









Is−m (|k| ρi) 0 1
2ρiI

′

s−m (|k| ρi)

0 Is−m (|k| ρi) 0

0 0 Is−m (|k| ρi)









, (163)

S−−
CY L

(
ρj; k, s, m

)
= ei(m−s)φj (164)

×









Is−m (|k| ρj) 0 0

0 Is−m (|k| ρj) 0

1
2ρjI

′

s−m (|k| ρj) 0 Is−m (|k| ρj)









. (165)
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Korzystając z własnósci zmodyfikowanych funkcji Bessela łatwo spraw-

dzić, że dla zerowego przesunięcia macierzeS++
CY L i S−−

CY L przyjmą formę

macierzy identycznósciowych

S++
CY L (0; k, m, s) = δm,s









1 0 0

0 1 0

0 0 1









, (166)

S−−
CY L (0; k, s, m) = δs,m









1 0 0

0 1 0

0 0 1









. (167)

4.7 Symetrie

Z jawnych postaci macierzyT−−
CS , S−−

CY L, ZC , S++
CY L andT ++

SC widzimy, że

zachodzą następujące relacje symetrii

ZC (k, m) = [ZC (k, m)]†, (168)

T ++
SC (lm, k) = [T−−

CS (k, lm)]†, (169)

S++
CY L (−ρi; k, m, s) = [S−−

CY L

(
ρj; k, s, m

)
]†, (170)
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gdzie † oznacza sprzę̇zenie hermitowskie. Po zastosowaniu powyższych

związków do (98) i (99) dostajemy

T b
ij (lm, l′m′) =

[
T b

ji (l
′m′, lm)

]†
. (171)

Wiemy równiėz, że [44]

T 0
ij (lm, l′m′) =

[
T 0

ji (l
′m′, lm)

]†
, (172)

Z−1
i (lm, l′m′) =

[
Z−1

i (l′m′, lm)
]†

, (173)

w związku z czym cała macierzM ij (lm, l′m′) zdefiniowana w (51) jest

hermitowska.
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5 Wyniki numeryczne

W tym rozdziale wprowadzamy macierze tarcia i mobiliności a następnie

prezentujemy przykładowe zastosowania wyprowadzonego wcześniej for-

malizmu. Porównanie ze znanymi w literaturze wynikami waliduje naszą

metodę. W szczególności otrzymujemyświetną zgodnósć z analitycznie

znanym wyrȧzeniem na jednocząstkowy współczynnik tarcia. Dodatkowo

obserwujemy efekt ujemnego sprzężenia hydrodynamicznego, które jest

konsystentne z niedawno zaobserwowanym efektem dla cząstek punkto-

wych. Prezentujemy także nowy rezultat obliczenia prędkości sztywnych

łańcuchów polimerycznych w przepływie parabolicznym i porównujemy

je do wyników dla przestrzeni nieograniczonej. Takie łańcuchy mogą býc

stosowane jako modele polimerów i biopolimerów [80].

5.1 Macierze tarcia i mobilnósci

Równanie (43) mȯzemy zapisác w bardziej zwartej formie jako

c = M · f , (174)
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lub

f = M−1 ·c = Z · c , (175)

gdzieZ jest wielociałową macierzą tarcia. W praktyce jesteśmy zaintere-

sowani tylko kilkoma multipolami siły wyznaczającymi całkowitą siłęF i i

całkowity moment siłyT i działające nai-tą cząstkę. Dla układuN cząstek

odpowiada to relacji [44]




̥

T



 = ζ·




U

Ω



 +




̥∞

T∞



 , (176)




̥∞

T∞



 = Z · c∞, (177)

gdzie̥ = (F 1, ..., F N) , T = (T 1, ..., T N) , U = (U 1, ..., UN) ,

Ω = (Ω1, ...,ΩN) , ̥∞ = (F∞1, ..., F∞N), T∞ = (T∞1, ..., T∞N) ,

c∞ = (c1,∞, ..., cN,∞), aζ jestN -cząstkową macierzą tarcia

ζ=




ζtt ζtr

ζrt ζrr



 , (178)

z indeksamit, r oznaczającymi, odpowiednio translacje i rotacje. Można

pokazác, żeζ jest projekcjąZ na podprzestrzén odpowiadającąl = 1, σ =

0, 1. PodobnieF i, T i, ωi dane są przez multipolef i (lmσ), ci (lmσ) z
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l = 1, σ = 0, 1. Jawne wyrȧzenia zawarte są w [38].V ∞ i ω∞ mogą tak̇ze

być wyrȧzone przezci,∞ (lmσ) (48) przy pomocy procedury opisanej w

[44]. Tutaj warto jedynie zwrócić uwagę,że dla przepływu Poiseuille’a

zgodnego z naszą geometrią (rys. 1) mamy

v∞ (r) = Um

(
1 − ρ2

)
ez =

∑

lmσ

ci,∞ (lmσ) v+
lmσ (r − Ri) . (179)

W szczególnym przypadku cząstek zlokalizowanych na osi cylindra, jedy-

nymi nieznikającymi współczynikami są

ci,∞ (100) =

√

4π

3
, ci,∞ (300) =

√

16π

1575
, ci,∞ (102) = −

√

64π

3
, (180)

Korzystamy z tych współczynników w rozdziale 5.6.

W wielu zastosowaniach interesują nas prędkości cząstek pod działa-

niem znanych sił i znanego przepływu zewnętrznego (problem mobilno-

ściowy). Z równania (176) dostajemy




U

Ω



 = µ·




̥ − ̥∞

T − T ∞



 , (181)
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gdzie macierz mobilnósciµ jest odwrotnóscią macierzy tarcia [38]

µ = ζ−1 =




µtt µtr

µrt µrr



 . (182)

5.2 Błędy numeryczne

W praktyce nie mȯzemy rozwiązác nieskónczonego układu równań alge-

braicznych (43) dlatego ograniczamyl do pewnego skónczonegoLmax.

Jest to parametr kontrolujący dokładność naszej metody. W następnym

rozdziale pokȧzemy wpływLmax na wyniki. W ogólnósci musimy zwięk-

szác Lmax w miarę jak powierzchnia cząstki zbliża się do powierzchni mi-

krokanału. Aby zapobiec stosowania bardzo dużychLmax (i jednoczésnie

drastycznego zwiększania rozmiaru macierzyM w równaniu 43) mȯzna

wyprowadzíc poprawkę lubrykacyjną, podobnie jak w przypadku cząstki

poruszającej się w płynie między dwomaścianami [81]. W rozprawie ogra-

niczymy się jednak do metody bez tej poprawki.

Inne błędy numeryczne pochodzą od procedury całkującej i skończo-

nego sumowania w równaniu na elementy macierzowe operatoraT b

T b
ij (lm, l′m′) = −1

η

+∞∑

m1=−∞

∫ +∞

−∞
glm,l′m′

(
m1, k; ρi, ρj

)
eik(zi−zj)dk,

(183)
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gdzie

glm,l′m′

(
m1, k; ρi, ρj

)
= T ++

SC (lm, k) ·S++
CY L (−ρi; k, m, m1) ·ZC (k, m1)

·S−−
CY L

(
ρj; k, m1, m

′) ·T−−
CS (k, l′m′) . (184)

Stosując macierze przesunięćS++
CY L i S−−

CY L dla zerowego przesunięcia (166-

167) mȯzna pokazác, że dla szczególnego przypadku cząstek położonych

na osi mikrokanału, (183) sprowadza się do pojedynczej całki

T b
ij (lm, l′m′) = −1

η

∫ +∞

−∞
glm,l′m′ (k) eik(zi−zj)dk,

glm,l′m′ (k) = δmm′T ++
SC (lm, k) ·ZC (k, m) ·T−−

CS (k, l′m′) . (185)

Do całkowania powẏzszego równania zaimplementowaliśmy adaptacyjny

wariant procedury podwójnie-eksponencjalnej (ang.adaptive double expo-

nential formula) [82] .

Dla cząstek połȯzonych poza osią musimy ograniczyć sumowanie po

m1 w (183) do zakresu−mmax, ..., +mmax. Sprawdzilísmy numerycznie,

że w miarę zmniejszania przerwy między powierzchnią cząstki aścianą

cylindra, musimy zwiększác mmax aby osiągną́c zbiėznósć.
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5.3 Ekranowanie oddziaływán hydrodynamicznych

Rysunek 3 przedstawia elementy macierzowe (51) dlai 6= j i wkłady do

nich pochodzące odT0 i −Tb jako funkcjez. Fizycznie elementy te odpo-

wiadają aksjalnemu (rys. 3a) i radialnemu (rys. 3b) komponentowi pola

prędkósci na osi cylindra, którego źródłem jest siła punktowa (Stokeslet)

skierowana odpowiednio aksjalnie i radialnie [38]. Widzimy,że indywi-

dualne wkłady dla pósrednich wartósci z opadają ró̇znie, lecz dla du̇zych

z zarównoT0 jak i −Tb praktycznie zachodzą na siebie do tego stopnia,

że T0 + Tb dą̇zy eksponencjalnie do zera. Jest to dowód na silne ekra-

nowanie oddziaływán hydrodynamicznych w cylindrycznym mikrokanale.

Ponadto zanik ma charakter oscylacyjny co można zauwȧzyć na wykresach

w skali logarytmicznej (rys. 3c i 3d). Powyższe obserwacje są zgodne z

wczésniej opublikowanymi danymi dla cząstek punktowych w geometrii

quasi-jednowymiarowej [83].
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Rysunek 3:T 0 (czerwony),−T b (zielony) i T = T 0 + T b (niebieski) dla
l = l′ = 1, m = m′ = 0, σ = σ′ = 0 (a) i l = l′ = 1, m = m′ =
1, σ = σ′ = 0 (b) jako funkcjez. Logarytmiczne wykresy ich wartości
bezwzględnej przedstawiono odpowiednio na rysunkach (c) i (d).
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5.4 Aksjalny współczynnik tarcia

Rozwȧzmy jedną cząstkę na osi cylindra. Aksjalny współczynnik tarciaζtt
zz

jest zdefiniowany przez zależnósć (176)

Fz = −ζ tt
zzvz, (186)

gdzieFz i vz są osiowymi komponentami odpowiednio, siły działającej na

cząstkę i jej prędkósci. Na rysunku 4 widzimyζtt
zz jako funkcję promie-

nia cząstkia dla ró̇znychLmax. Wynik analityczny dlaζtt
zz [21] jest tak̇ze

przedstawiony. Jakościowo widzimy,że gdy zwiększamyLmax, nasz obli-

czony współczynnik tarcia zgadza się z teoretycznie obliczonym dla coraz

to większego zakresu promieniaa. Jest to wynikiem du̇zych efektów lu-

brykacyjnych w wąskiej szczelinie między powierzchnią cząstki aścianką

mikrokanału [65, 81].

84



teoria

teoria

Rysunek 4: Znormalizowany współczynnik tarcia aksjalnego jako funkcja
promienia cząstki dla ró̇znych wartósciLmax.
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Rysunek 5: Błąd względny współczynnika tarcia aksjalnego jako funkcja
promienia cząstki.

Z ilościowego punktu widzenia definujemy błąd względnyε jako

ε =
ζtt
zz − ζ tt

zz

ζtt
zz

, (187)

gdzieζtt
zz jest wynikiem analitycznym wziętym z [21]. Na rysunku 5 przed-

stawionoε jako funkcję promienia cząstkia dla ró̇znychLmax. Widzimy,

że błąd wykazuje maksimum rzędu10−3 dla pósrednich wartóscia i dosta-

tecznie du̇zegoLmax.Wyrȧzenie naζtt
zz otrzymano łącząc rozwinięcia per-

turbacyjne z rozwinięciami asymptotycznymi dlatego powinno być najdo-

kładniejsze w granicacha → 0 i a → 1. Autorzy [21] stwierdzają,̇ze

dla pósrednich wartósci a błąd względny dlaζtt
zz jest mniejszy ni̇z jeden
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procent. Przedstawiona w rozprawie metoda ma tą przewagę,że mȯzna

w niej kontrolowác dokładnósć poprzez parametrLmax, a co za tym idzie

maksimum na rysunku 5 powinno być oczekiwane.

5.5 Problem mobilnósciowy dla dwóch cząstek

Rozwȧzmy dwie cząstki na osi cylindra. Autorzy [83] zaobserwowali cie-

kawy efekt dla cząstek punktowych ustawionych w odległościz12 większej

niż2. Cząstki te wzajemnie hamują swój ruch a nie wzmacniają. W naszym

przypadku przekłada się to na ujemną wartość współczynnika mobilnósci

wzajemnejµtt
12 (182). Za pomocą metody przedstawionej w rozdziale 4

możemy obliczýc µtt
12 dla cząstek o skónczonych rozmiarach. Na rysunku 6

przedstawiono wyniki obliczén dlaa1 = a2 i a1 6= a2. Widzimy, że wspo-

mniany efekt jest zauważalny tak̇ze dla cząstek skończonych, ale maleje

wraz ze zwiększaniem promienia cząstki. Ponadto, porównując na przy-

kład a1 = a2 = 0.6 i a1 = 0.001, a2 = 0.6 widzimy, że ujemne sprzę̇zenie

jest silniejsze gdy jedna z cząstek jest mała.
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Dla tego samego układu dwóch cząstek obliczyliśmy tak̇ze współczyn-

nik mobilnósci własnejµtt
11. W szczególnosci interesuje nas czy w przy-

padku małych cząstek (gdy wpływ otaczającego mikrokanału jest zanie-

dbywalny) i dostatecznie dużej odległósci z12 (gdy wpływ drugiej cząstki

jest zaniedbywalny) wielkósć 1/µtt
11 osiąga wartósć daną wyrȧzeniem Sto-

kesa6πηa. Rysunek 7 potwierdza,że tak jest w rzeczywistości. Dla więk-

szych cząstekµtt
11 także osiąga stałą wartość odpowiadającą mobilności

cząstki izolowanej w cylindrycznym mikrokanale.
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Rysunek 6: Znormalizowany współcznnik mobilności wzajemnej jako
funkcja odległósci międzycząstkowej.
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Rysunek 7: Znormalizowany współcznnik mobilności własnej jako funkcja
odległósci międzycząstkowej dlaa1 = a2 = a.
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5.6 Cząstki w przepływie parabolicznym

Rozwȧzmy łańcuchyN stykających się sfer o tym samym promieniua, w

przepływie parabolicznym

v∞ (r) = Um

(
1 − ρ2

)
ez. (188)

Rysunek 8 przedstawia prędkość łańcuchaU i siłę F działającą na łáncuch

w wyniku zewnętrznego przepływu. Widzimy,żeU nie zalėzy w sposób

znaczący od długósci łańcuchaN . Ponadto dlaa → 1 prędkósć dą̇zy do

0.5Um niezalėznie odN . Jest to zgodne z tym,że zarówno siła (rysunek 8b)

jak i współczynnik tarcia (rysunek 4) dążą do nieskónczonósci dlaa → 1.

Rysunek 9 przedstawia te same wielkości (U i F ) dla przepływu nie-

ograniczonego, gdzie widzimy znacznie większą zmienność w funkcji liczby

cząstekN . W szczególnósci prędkósć nie dą̇zy do stałej wartósci dlaa →

1. Różnice te są wynikiem długozasięgowego charakteru oddziaływań hy-

drodynamicznych w przestrzeni nieograniczonej w porównaniu do ekspo-

nencjalnie zanikających oddziaływań hydrodynamicznych w mikrokanale.
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Rysunek 8: Znormalizowana prędkość (a) i znormalizowana siła (b) dzia-
łająca na łáncuch złȯzony z N cząstek w wyniku zewnętrznego przepływu
parabolicznego w mikrokanale.
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Rysunek 9: Porównanie znormalizowanej prędkości (a) i znormalizowanej
siły (b) działającej na łáncuch złȯzony z N cząstek w mikrokanale (linie
ciągłe) i w przestrzeni nieograniczonej (linie przerywane), w wyniku ze-
wnętrznego przepływu parabolicznego.
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6 Podsumowanie

Praca dotyczyła metody obliczania oddziaływań hydrodynamicznych mię-

dzy cząstkami koloidalnymi w cylindrycznym mikrokanale. Podejście za-

proponowane w rozprawie opiera się na rozwinięciach pola prędkości w

sferyczne i cylindryczne rozwiązania równań Stokesa. Oddziaływanie płynu

z cząstkami opisuje baza sferyczna, natomiast pole odbite odścianek cylin-

dra wyrȧzone jest poprzez bazę cylindryczną. Rdzeniem metody są relacje

transformujące obie bazy.

Metoda pozwala z łatwóscią zmieniác zarówno promién jak i rodzaj

cząstek (twarde sfery, porowate sfery, krople itd.). Ponadto zmiana warun-

ków brzegowych na powierzchni cylindra spowoduje zmianę jawnej po-

staci jedynie operatora odbicia, pozostawiając resztę operatorów niezmie-

nioną. Tych cech nie posiadażaden istniejący algorytm. Zaproponowana

metoda mȯze pomóc w zrozumieniu fizycznych i fizykochemicznych pro-

cesów zachodzących w układach biologicznych i geofizycznych oraz w

systemach mikrofluidycznych.
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Szczegółowe rezultaty pracy to:

• faktoryzacja macierzyTb dla przypadku ograniczającego cylindrycz-

nego mikrokanału

• wyprowadzenie jawnej postaci macierzy dokonujących transformacji

między bazą sferyczną i cylindryczną

• dowód twierdzenia o przesuwaniu dla bazy cylindrycznej

• wyznaczenie postaci operatora odbicia dla warunku braku poślizgu

naściance ograniczającego mikrokanału

• implementacja numeryczna zaproponowanej metody dla przypadku

cząstek połȯzonych na osi cylindra

• walidacja metody poprzez numeryczne obliczenie współczynnika tar-

cia aksjalnego

• zaobserwowanie negatywnego sprzężenia dla dostatecznie dużych od-

ległósci między dwoma cząstkami, wyrażającego się poprzez nega-

tywny współczynniki mobilnósci wzajemnej

• obliczenie prędkósci i siły działającej na łáncuchy polimerowe pod-

dane przepływowi parabolicznemu i porównanie z przypadkiem nie-

ograniczonej przestrzeni.
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Wszystkie wymienione wyniki zostały zawarte w publikacji:

M. Kędzierski, E. Wajnryb, Precise multipole method for calculating

many-body hydrodynamic interactions in a microchannel, J Chem Phys.

133, 154105 (2010).
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A Definicje i zależnósci dla funkcji specjalnych

wykorzystywanych w rozprawie

A.1 Zmodyfikowane funkcje Bessela

Im (x) = i−mJm (ix) , (189)

Km (x) =
π

2
im+1 [Jm (ix) + iYm (ix)] . (190)

Wronskian dlaIm (x) i Km (x) ma postác [79]

W (x) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

Im (x) Km (x)

I ′m (x) K ′
m (x)

∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −1

x
. (191)

A.2 Wielomiany Legendre’a

Pl (x) =
1

2l

[l/2]
∑

s=0

(−1)s (2l − 2s)!

(l − s)!s!

xl−2s

(l − 2s)!
, (192)

Pm
l (x) =

(
1 − x2

)m/2 dm

dxm
Pl (x) , (193)

P−m
l (x) = (−1)m (l − m)!

(l + m)!
Pm

l (x) , (194)

Pm
l (coshθ) = imsinhθmAm

l (coshθ) , (195)
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Am
l (x) =

dm

dxm
Pl (x) =

1

2l

[l/2]
∑

s=0

(−1)s (l − 2s)!

(l − 2s − m)!

(2l − 2s)!

(l − s)!s!

xl−2s−m

(l − 2s)!
.

(196)

A.3 Znormalizowane harmoniki sferyczne

Yl,m (θ, φ) = (−1)m

√

2l + 1

4π

(l − m)!

(l + m)!
︸ ︷︷ ︸

1

nlm

Pm
l (cos θ) eimφ, (197)

Yl,−m (θ, φ) = (−1)m [Yl,m (θ, φ)]∗ . (198)

A.4 Zależnósci asymptotyczne

A.4.1 Sferyczne funkcje Bessela

jl (x) =

√
π

2x

∞∑

s=0

(−1)s 2s+2l+1 (s + l)!√
π (2s + 2l + 1)!s!

(x

2

)2s+l+ 1

2

, (199)

jl (x << 1) ≈
√

π

2x

22l+1l!
√

π (2l + 1)!2l+ 1

2

xl+ 1

2 =
2ll!xl

(2l + 1)!
. (200)
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A.4.2 Funkcje hiperboliczne

coshθ = cos (iθ) =
eθ + e−θ

2
, (201)

sinhθ = i sin (θ) =
eθ − e−θ

2
. (202)

Dla θ → ∞ dominujące elementy wynoszą

cosh(θ → ∞) ≈ eθ

2
, (203)

sinh(θ → ∞) ≈ eθ

2
. (204)

A.4.3 Hiperboliczne stowarzyszone wielomiany Legendre’a

Z (196) dostajemy

Am
l (cosh(θ → ∞)) ≈ l!

2l (l − m)!

(2l)!

l!l!

eθ(l−m)

2l−m
=

(2l)!

(l − m)!l!

eθ(l−m)

22l−m
.

(205)

Prowadzi to do zalėznósci

Pm
l (cosh(θ → ∞)) ≈ im

eθm

2m

(2l)!

(l − m)!l!

eθ(l−m)

22l−m
=

im (2l)!

2l2l (l − m)!l!
eθl.

(206)
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B Wyprowadzenie tȯzsamósci dla stowarzyszo-

nych wielomianów Legendre’aPm
l (x)

Wiemy, że następujące związki rekurencyjne są prawdziwe [79]

(n − m + 1) Pm
n+1 (cos θ)−(2n + 1) cos θPm

n (cos θ)+(n + m) Pm
n−1 (cos θ) = 0,

(207)

sin2 θ
d

d cos θ
Pm

n (cos θ) = (n + m) Pm
n−1 (cos θ) − n cos θPm

n (cos θ) .

(208)

Podstawiając(n + m) Pm
n−1 (cos θ) z (207) do (208) dostajemy

sin2 θ
d

d cos θ
Pm

n (cos θ) = (n + 1) cos θPm
n (cos θ)−(n − m + 1) Pm

n+1 (cos θ) .

(209)

Korzystając z tȯzsamósci

∂

∂z
= cos θ

∂

∂r
− sin θ

1

r

∂

∂θ
(210)

i (209) otrzymujemy

(
∂

∂z

)

ρ,φ

[
1

rm+s+1
Pm

m+s (cos θ)

]

= (−1)
1

rm+s+2
(s + 1) Pm

m+s+1 (cos θ) .

(211)
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Różniczkując poz p razy dostajemy

(
∂p

∂zp

)

ρ,φ

[
1

rm+s+1
Pm

m+s (cos θ)

]

(212)

= (−1)p (s + 1) (s + 2) ... (s + p)
1

rm+p+s+1
Pm

m+s+p (cos θ) .

Dla s = 0 daje to:

(
∂p

∂zp

)

ρ,φ

[
1

rm+1
Pm

m (cos θ)

]

= (−1)p p!
1

rm+p+1
Pm

m+p (cos θ) . (213)
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C Rozwinięcie regularnych cylindrycznych roz-

wiązań równania Laplace’a w regularne sfe-

ryczne rozwiązania równania Laplace’a

Z [84] znamy rozwinięcie fal cylindrycznych w fale sferyczne

h+
α,m =

+∞∑

l=m

il−m (2l + 1)
(l − m)!

(l + m)!
Pm

l (cos α) h+
l,m, (214)

gdzie funkcjeh+
α,m i h+

l,m sa regularnymi rozwiazaniami rownania Helm-

holtza

∇2f + k2
0f = 0, (215)

odpowiednio w zmiennych cylindrycznych i sferycznych

h+
α,m = Jm (k0ρ sin α) eimφeik0 cos αz, (216)

h+
l,m = jl (k0r) Pm

l (cos θ) eimφ. (217)
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Naszym celem jest znalezienie ekwiwalentnej zależnósci dla równania La-

place’a, czyli wykonanie następujących granic

h+
α,m → Π+

k,m, (218)

h+
l,m → Φ+

l,m. (219)

Porównując jawne postacie powyższych czterech funkcji widzimy,̇ze od-

powiednią procedurą graniczną jest

k0 sin α →
k0→0

ik, (220)

k0 cos α →
k0→0

k. (221)

Jest to ekwiwalentne wyrażeniom

k0 = 2ke−p, (222)

α = ip

dlap → ∞. Można to sprawdzić przez bezpósrednie podstawienie

k0 sin α = 2ke−pe
−p − ep

2i
→

p→∞
ik, (223)

k0 cos α = 2ke−pe
−p + ep

2
→

p→∞
k. (224)

106



Teraz mȯzemy wzią́c granicęp → ∞ obu stron równania (214) i skorzystać

z wyrȧzén asymptotycznych (199) i (206)

LHS = lim
p→∞

h+
α,m = Jm (ikρ) eimφeikz = imIm (kρ) eimφeikz

= im [sgn(k)]m Im (|k| ρ) eimφeikz = im [sgn(k)]m Π+
k,m,

RHS = lim
p→∞

+∞∑

l=m

il−m (2l + 1)
(l − m)!

(l + m)!
Pm

l (ch (p)) jl

(
2kr

ep

)

Pm
l (cos θ) eimφ

=
+∞∑

l=m

il−m (2l + 1)
(l − m)!

(l + m)!

im (2l)!

2l2l (l − m)!l!
epl 2ll! (2kr)l

(2l + 1)!epl
Pm

l (cos θ) eimφ

=
∑

l=m

(ik)l

(l + m)!
rlPm

l (cos θ) eimφ.

Po pomnȯzeniu obu stron przezi−m [sgn(k)]m otrzymujemy ostateczny re-

zultat

Im (|k| ρ) eimφeikz

︸ ︷︷ ︸
=

Π+

k,m

i−m [sgn(k)]m
∑

l=m

(ik)l

(l + m)!
nlm (−1)m 1

nlm
(−1)m rlPm

l (cos θ) eimφ

︸ ︷︷ ︸

Φ+

l,m

.
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