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Rozdzia l 1

Wstęp

Praca dotyczy p laskiego zagadnienia wzrostu szczeliny zmęczeniowej w bimateriale po-
wsta lym na skutek idealnego zespolenia dwóch materia lów sprężystych. Celem jest uzy-
skanie efektywnej metody umożliwiającej określenie wzrostu takiej szczeliny, dowolnie
usytuowanej w bimateriale. W pracy zostanie przedstawiona adekwatna metoda oraz efek-
tywny algorytm umożliwiający symulację komputerową propagacji szczeliny zmęczeniowej
w bimateriale. Zadanie takie nie by lo dotychczas rozpatrywane w literaturze światowej.
Opracowana metoda polega na zaadaptowaniu istniejących modeli matematycznych roz-
wijanych w ramach mechaniki pękania i dających podstawy wyznaczania wspó lczynników
intensywności naprężenia (WIN) dla szczelin w bimateriale oraz sk ladowej T (ang.: T–
stress) będącej częścią wyrażeń określających pole naprężenia w sąsiedztwie wierzcho lka
szczeliny. Do tego celu wykorzystana będzie Metoda Osobliwych Równań Ca lkowych typu
Cauchy’ego, w której zastosowany zostanie dyslokacyjny model szczeliny. Pole napręże-
nia wokó l jej wierzcho lków wyznaczane będzie za pomocą funkcji Greena odpowiadającej
wp lywowi dyslokacji krawędziowych umieszczonych w bimateriale reprezentujących szcze-
linę. Wynikające z metody osobliwe równania ca lkowe będą rozwiązane numerycznie.
Pozwala to ocenić dla każdego kolejnego cyklu obciążenia kierunek propagacji i przy-
rost d lugości szczeliny dowolnie ukszta ltowanej w wyniku procesu zmęczeniowego. Do ich
określenia zaproponowano nowe kryterium określające kierunek wzrostu szczeliny (MK –
kryterium), bazujące na podziale gęstości energii odkszta lcenia w na jej część postaciową
TD i objętościową TV. Kierunek pękania określa największa wartość ilorazu TV

TD
na granicy

wprowadzonego tu obszaru dekohezji wyznaczonym przez warunek TV=const. Kryterium
to zweryfikowano również pozytywnie w przypadku obciążenia monotonicznego. Przyrost
zmęczeniowy szczeliny określa prawo wzrostu wykorzystujące iloczyn zmiany d lugości
strefy dekohezji na kierunku pęknięcia i części postaciowej gęstości energii odkszta lcenia
da
dN

= C[∆(TD ·r(T const.
V ))]n, gdzie C, n oznaczają sta le zmęczeniowe zależne od materia lu.
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8 1. Wstęp

1.1. Cel pracy, jej istota i uzasadnienie podjęcia problemu

Materia ly kompozytowe znajdują obecnie coraz szersze zastosowanie w konstrukcjach
inżynierskich. Wykorzystywane są one do produkcji elementów samolotów, pojazdów ko-
smicznych, samochodów, podzespo lów elektronicznych, gdzie często narażone są na obcią-
żenia cykliczne. W trakcie procesów produkcji trudno jest jednak wyeliminować powsta-
wanie defektów (np. w interfejsie), które rozwijając się pod wp lywem zmiennych w czasie
obciążeń eksploatacyjnych tworzą pęknięcia prowadzące do zmęczeniowego zniszczenia
konstrukcji. Umiejętność oszacowania czasu do zniszczenia zmęczeniowego elementu kon-
strukcji jest konieczna dla zagwarantowania odpowiedniego poziomu bezpieczeństwa, a
w laściwy dobór materia lów i technologii wytwarzania pozwala podwyższyć niezawodność
ca lej konstrukcji. Jednym z przyk ladów kompozytu jest bimateria l. Możliwość opisu wzro-
stu szczeliny zmęczeniowej w bimateriale, a w szczególności w otoczeniu po lączenia dwóch
materia lów (interfejsu) jest kluczowa dla modelowania tego zjawiska w bardziej z lożonych
materia lach kompozytowych. W pracy rozważony będzie problem wzrostu szczeliny pod
wp lywem obciążeń cyklicznych umieszczonej w bimateriale, czyli w elemencie z lożonym
z dwóch idealnie po lączonych materia lów sprężystych o różnych sta lych materia lowych
i nieskończenie dużych rozmiarach. Rozważany będzie przypadek p laskiego stanu naprę-
żenia i odkszta lcenia. Proponowane podej́scie może być wykorzystane do rozwiązania
problemu propagacji szczeliny zmęczeniowej dla innych konfiguracji interfejsu oraz zjawi-
ska zmęczenia bardziej z lożonych materia lów kompozytowych. Uzyskane wyniki symulacji
komputerowej będą porównane z wynikami eksperymentów dostępnych w literaturze dla
materia lów jednorodnych. Natomiast wyników modelowania, jak i rezultatów ekspery-
mentów dla biamteria lów brak jest w dostępnej literaturze światowej. Algorytm nume-
ryczny będzie zaimplementowany w pakiecie MatLab.

1.2. Istniejący stan wiedzy w zakresie tematu badań

Podstawą zaproponowanej metody modelowania zmęczeniowego wzrostu szczeliny jest
mechanika pękania, której zastosowanie dla bimateria lów datuje się pod koniec lat pięć-
dziesiątych ubieg lego wieku. W przypadku bimateria lów z lożoność problemu wynika z
różnych w laściwości po lączonych materia lów i obecności interfejsu, a tym samym istnieniu
lokalnych naprężenia ścinających w jego sąsiedztwie, nawet w przypadku czystego rozcią-
gania. Umiejscowienie w okolicy interfejsu szczeliny, inaczej niż w przypadku materia lu
jednorodnego, powoduje że jest ona obciążona w sposób mieszany (ang.: mixed-mode
loading), w wyniku czego warunki wzrostu szczeliny są również mieszane (ang.: mixed
mode conditions). W literaturze można spotkać wiele kryteriów określających kierunek
wzrostu szczeliny w takich przypadkach. Do najbardziej rozpowszechnionych pomimo
częstych relacji o ich niedostateczności w określaniu kierunku propagacji należą: kryte-
rium maksymalnego naprężenia stycznego oraz minimum gęstości energii odkszta lcenia.
Dotychczas badacze poświęcili wiele wysi lku na modelowanie propagacji szczeliny umiesz-
czonej w interfejsie. Jest to bardzo ważny problem praktyczny, gdyż podczas wytwarzania
materia lów kompozytowych po lączenia dwóch materia lów nie zawsze są wolne od uszko-
dzeń. Wówczas interfejs może stać się źród lem defektów, które podczas eksploatacji mogą
doprowadzić do awarii. Bardzo często zak lada się [71], [74], [75], iż interfejs jest idealny,
bez fazy przej́sciowej, tzn. jest wyraźną granicą między materia lami sk ladowymi kompo-
zytu. W wyniku takiego za lożenia, w przypadku istnienia szczeliny w interfejsie, mate-
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matyczne rozwiązanie dla pola naprężenia jest zespolone, ma postać oscylacyjną i jest z
natury swojej niefizyczne. Aby temu zaradzić niektórzy autorzy proponują wprowadzenie
dodatkowej trzeciej fazy, która jest materia lem przej́sciowym, [81]. Kierunek propagacji
szczeliny jest tu często determinowany wzd luż p laszczyzny maksymalnego naprężenia ob-
wodowego, σθθ, wokó l wierzcho lka szczeliny. W [82], [83], [84] kąt rozwoju szczeliny jest
określany przy użyciu wyrażeń na energię odkszta lcenia. Generalnie, prace te wskazują,
że szczelina w interfejsie propaguje się w kierunku materia lu bardziej podatnego, nato-
miast w przypadku szczeliny d luższej z rozga lęzieniem oraz podczas jej dalszego wzrostu
pojawia się zjawisko powrotu w kierunku interfejsu. Problem szczeliny umieszczonej w
jednym z zespolonych materia lów i zbliżającej się lub stykającej się z interfejsem by l roz-
ważany w [85]. Badano tam problem zatrzymywania się procesu propagacji szczeliny w
interfejsie oraz zmianę kierunku propagacji przy zbliżaniu się do interfejsu. Osobliwość
pola naprężenia na wierzcho lku szczeliny jest tu stopnia r−λ, gdzie eksponent λ zależy od
orientacji szczeliny w stosunku do interfejsu, jak również od parametrów bisprężystych.
Efekt sprężysto-plastyczny wokó l wierzcho lka szczeliny w interfejsie by l szczegó lowo dys-
kutowany w [86]– [88] ukazując o wiele większą intensywność pól mechanicznych w okolicy
interfejsu niż ma to miejsce w materiale jednorodnym.

Mechaniczne aspekty propagacji szczeliny w interfejsie lub w jego sąsiedztwie wymie-
nione powyżej mog ly być wyjaśniane dzięki rozwojowi mechaniki pękania, w ramach któ-
rej możemy określać m.in. wspó lczynniki intensywności naprężeń niezbędne do określenia
zmęczeniowego przyrostu szczeliny oraz kierunku jej propagacji. W przypadku szczeli-
ny w bimateriale należy uwzględnić z lożony stan naprężenia w równaniach na przyrost
szczeliny zmęczeniowej. Wiele propozycji rozwiązań tego zagadnienia można znaleźć w li-
teraturze [98], wśród nich najbardziej rozpowszechnionymi wydają się być te bazujące na
efektywnym wspó lczynniku intensywności naprężenia oraz wspó lczynniku gęstości energii
odkszta lcenia. W każdym przypadku jednak znajomość parametrów charakteryzujących
naprężenie oraz odkszta lcenie w otoczeniu wierzcho lka szczeliny jest konieczna do analizy
wzrostu szczeliny zmęczeniowej. W serii artyku lów Erdogan oraz jego wspó lpracownicy
konsekwentnie analizowali wp lyw szczelin w bimateriale na pola naprężenia używając
techniki superpozycji. Rozwiązanie to wyrażone jest jako suma dwóch rozwiązań: pierw-
sze (A) otrzymane dla danego zewnętrznego obciążenia i bimateria lu bez szczeliny, oraz
drugie (B1) otrzymane dla dwóch po lączonych materia lów ze szczeliną, gdzie na po-
wierzchnię szczeliny przy lożone jest naprężenie wynikające z rozwiązania problemu (A)
wzd luż umiejscowienia szczeliny (z przeciwnym zwrotem). Takie zagadnienie wymaga
jednak rozważenia problemu (B2), czyli wp lywu ciąg lego rozk ladu dyslokacji krawędzio-
wych wzd luż za lożonej lokalizacji szczeliny. Jednocześnie wymagana jest równoważność
rozwiązania problemu B2 i B1, [102], czyli poszukiwany jest taki rozk lad dyslokacji, który
spe lnia ten warunek równoważności. Wp lyw dyslokacji krawędziowej może być określo-
ny za pomocą funkcji Greena w laściwej dla bimateria lu. W wyniku tego otrzymuje się
równania ca lkowe osobliwe typu Cauchego.

Powyższy przegląd literatury ukazuje dość bogatą wiedzę uzyskaną w ramach mecha-
niki pękania w bimateria lach. Brak jest jednak pozycji opisujących propagację szczeliny
zmęczeniowej. Pomimo tego, iż w kilku artyku lach [103]– [106] można znaleźć wyniki do-
świadczalne zachowania się takiej szczeliny, to teoretyczne rozważania ograniczają się do
szczeliny w interfejsie i w zasadzie nie podają żadnej efektywnej metody do określenia
ścieżki, kierunku i wielkości ewentualnego przyrostu szczeliny zależnej od cyklicznego ob-
ciążenia. Modelowanie zjawiska wzrostu zmęczeniowego szczeliny w tego typu materiale
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wydaje się więc problemem otwartym, na który, przynajmniej w pewnym zakresie, może
dać odpowiedź niniejsza praca. Dodać należy, że nawet modelowanie wzrostu szczeliny w
materiale jednorodnym jest źród lem wielu problemów, które nie są do końca rozwiązane.

Należy również zwrócić uwagę, że kierunek wzrostu szczeliny zmęczeniowej umiesz-
czonej w z lożonym stanie naprężenia, w większości przypadków różni się od kierunku
propagacji szczeliny pod wp lywem obciążenia monotonicznego [127], czego w zasadzie
żadne kryterium nie uwzględnia. Jednakże powstająca różnica zmniejsza się sukcesywnie
wraz z rozwijającą się szczeliną, co związane jest z malejącym udzia lem modu II w rozwią-
zaniu. Natomiast znacznie ważniejszym problemem wydaje się możliwość rzeczywistego
określenia przyrostu szczeliny, która w warunkach z lożonego stanu naprężenia zachowuje
się inaczej niż ma to miejsce w przypadku klasycznie rozważanej szczeliny, prostopad lej
do jedno–osiowego obciążenia. Obecnie w literaturze istnieją wyrażenia określające wzrost
takiej szczeliny, ale nie są one uniwersalne, g lównie bazują na kilku efektywnych parame-
trach. W pracy podana będzie propozycja prawa określającego zarówno wzrost szczeliny,
jak i kierunek jej wzrostu uwzględniający z lożony stan naprężenia. W tym celu uwzględ-
niony zostanie również sta ly cz lon T , którego wp lyw może być kluczowy szczególnie w
przypadku dwu–osiowego obciążenia, a bywa zwykle pomijany w licznych pracach.

1.3. Metodyka badań

Mimo tego, że w literaturze istnieją modele matematyczne dające teoretycznie moż-
liwość określenia wspó lczynników intensywności naprężenia dla dowolnie usytuowanej
szczeliny w bimateriale, to efektywne rozwiązania ograniczają się do kilku specyficznych,
dość elementarnych konfiguracji geometrycznych szczeliny względem interfejsu. Celem
pracy jest zaadaptowanie istniejących modeli teoretycznych i zaproponowanie efektywnej
procedury numerycznej obliczania wspó lczynników intensywności naprężenia oraz sk lado-
wej T dla dowolnie zaawansowanej i ukszta ltowanej w procesie zmęczeniowym szczeliny.
Do tego celu wykorzystany będzie jako model wyj́sciowy dyslokacyjny model szczeliny, ba-
zujący na pracach Erdogana np. [59] i jego wspó lpracowników, w którym pole naprężenia
wokó l wierzcho lków wyznaczane jest za pomocą funkcji Greena odpowiadającej wp ly-
wowi dyslokacji krawędziowych reprezentujących szczelinę. Adekwatna i umożliwiająca
rozwiązanie funkcja Greena będzie zaadoptowana dla bimateria lu z pracy Dundursa &
Mury [57]. Wynikające z tego osobliwe równania ca lkowe będą rozwiązywane numerycznie
za pomocą proponowanego w pracy algorytmu. W sytuacji szczeliny nie prostoliniowej lub
będącej w kontakcie z interfejsem rozwiązanie zawiera inne stopnie osobliwości niż –(1

2
)

jak to ma miejsce w przypadku szczeliny prostoliniowej w materiale jednorodnym, również
zespolone. Stopnie osobliwości zależą ogólnie od dodatkowych warunków brzegowych, tj.
konfiguracji szczeliny oraz po lożenia jej wierzcho lków, jak również od sta lych materia lo-
wych. Powsta ly uk lad osobliwych równań ca lkowych będzie rozwiązywany numerycznie
za pomocą metody Gaussa-Chebyshewa, w której uk lad równań ca lkowych redukuje się
do uk ladu równań liniowych. W rozwiązaniu wykorzystane zostanie podej́scie oparte na
odpowiedniej dyskretyzacji równań ca lkowych co pozwoli na otrzymanie efektywnego al-
gorytmu dla określenia kierunku i przyrostu szczeliny zmęczeniowej na poszczególnych
cyklach obciążenia. Wynikiem tego będzie rozwiązanie problemu trwa lości zmęczeniowej
elementu z bimateria lu, os labionego defektem w postaci początkowej szczeliny (możliwy
jest również rozwój algorytmu dla symulacji wzrostu dowolnej liczby początkowych szcze-
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lin). Metoda zostanie zweryfikowana poprzez porównanie z wynikami eksperymentów i
symulacji dla materia lu jednorodnego. Dla przypadku bimateria lu przedstawione zostaną
wyniki symulacji numerycznej.





Rozdzia l 2

Mechanika pękania: szczelina w
z lożonym stanie naprężenia

2.1. Osobliwa natura naprężenia w pobliżu szczeliny

Wszyscy inżynierowie intuicyjnie wiedzą, że w otoczeniu nacięć lub ostro zakończo-
nych wewnętrznych pustek powstaje koncentracja naprężenia pod dzia laniem np. obcią-
żenia zewnętrznego. Dlatego też niekiedy w lotnictwie stosuje się technikę polegającą na
rozwiercaniu ostro zakończonych wierzcho lków szczelin co zmniejsza koncentrację naprę-
żenia i w rezultacie spowalnia lub nawet zatrzymuje ich dalszy rozwój. Opierając się na
rozwiązaniach liniowej teorii sprężystości (LTS) wartości naprężenia wraz ze zbliżaniem
się do wierzcho lka szczeliny zmierzają do nieskończoności co sprawia, że naprężenia sta-
ją się osobliwe. Jest to oczywíscie fizycznie niemożliwe. Jednakże wynika to jedynie z
zastosowanego rozwiązania LTS, które zak lada czysto sprężyste zachowanie materia lu,
gdy tymczasem w rzeczywistości materia l w sąsiedztwie wierzcho lka szczeliny poddany
jest dużym odkszta lceniom, którym dodatkowo towarzyszą liczne formy trwa lych zmian
struktury materia lu. Pomimo tego, rozwiązanie oparte na koncepcji LTS dostarcza bardzo
wiele użytecznych informacji, ponieważ charakteryzuje sprężyste pole odkszta lceń poza
obszarem przywierzcho lkowym i przez to, pośrednio, opisuje warunki panujące tuż przy
wierzcho lku szczeliny.

Jeśli rozważymy obszar bardzo blisko wierzcho lka szczeliny, por. Rys. 2.1, to można
spodziewać się w jego okolicy bardzo dużych wartości naprężenia dla 2α > 180◦. Powsta-
je również pytanie o stopień osobliwości pola naprężenia? Na to pytanie odpowiedzia l
Williams [45]. Stwierdzi l on, że naprężenie w najbliższym sąsiedztwie wierzcho lka karbu,
por. Rys. 2.1, r → 0, może być zapisane w postaci szeregu:

σij(r, θ) =
∑

k

ekr
λkfk(θ) = e1r

λ1f1(θ) + e2r
λ2f2(θ) + . . . (2.1)

gdzie wspó lczynniki ek, funkcje fk oraz eksponenty λk należy określić. Jeśli λk są wszystkie
dodatnie, wówczas naprężenia na wierzcho lku karbu wynoszą zero. W przypadku kiedy
naprężenia są osobliwe, wówczas co najmniej jeden z λk jest ujemny, czyli σ → ∞,
gdy r → 0. Następnie, jeśli λ1 < 0 oraz za lożony zostanie warunek λ1 < λ2 < . . ., to
naprężenia w pobliżu wierzcho lka podane przez wyrażenie (2.1) są zdominowane przez
pierwszy cz lon:

σij(r, θ) ≈ e1r
λ1f1(θ), r → 0. (2.2)

13
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Rysunek 2.1. Schemat karbu.

Następnie poprzez odpowiedni dobór funkcji, zwanej funkcją Airy’ego (χ = χ(r, θ)),
która poprzez różniczkowanie w uk ladzie wspó lrzędnych biegunowych definiuje sk ladowe
stanu naprężenia:

σrr(r, χ) =
1

r

∂χ

∂r
+

1

r2

∂2χ

∂θ2
,

σθθ(r, θ) =
∂2χ

∂r2
,

σrr(r, θ) = − ∂

∂r
(
1

r

∂χ

∂θ
)

(2.3)

oraz wykorzystując warunki brzegowe, Williams otrzymuje następujące równania:
- dla symetrycznego obciążenia

(λ+ 1) sin 2α+ sin 2(λ+ 1)α = 0, (2.4)

- dla antysymetrycznego obciążenia

(λ+ 1) sin 2α− sin 2(λ+ 1)α = 0. (2.5)

Równania (2.4) i (2.5) mogą być  latwo rozwiązane dla uzyskania λ, przy określonej
wartości α, por. Rys. 2.2. Jeśli rozwiązanie daje więcej niż jedną wartość λ, wówczas wy-
brać należy wartość najmniejszą. Jeśli wartość kąta wzrasta, stopień osobliwości również
wzrasta, aż do osiągnięcia λ = −1

2
przy 2α = 360◦. Karb ten wówczas nazywany jest

szczeliną.
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Rysunek 2.2. Stopień osobliwości pola naprężenia.

2.2. Pole naprężenia

2.2.1. Sformu lowania podstawowe teorii sprężystości

Sk ladowe tensora naprężenia w trójwymiarowej przestrzeni x, y, z oznaczamy jako
σxx, σyy, σzz, σxy, σxz, σyz. Dla p laskiego stanu naprężenia σzz = σxz = σyz = 0,
zaś dla p laskiego stanu odkszta lcenia sk ladowa odkszta lcenia ǫzz = 0, z czego wynika,
że σzz = ν(σxx + σyy). Dla p laszczyzny równania równowagi (przy braku si l masowych)
można wyrazić w następującej postaci:

∂σxx

∂x
+
∂σxy

∂y
= 0,

∂σyy

∂y
+
∂σxy

∂x
= 0. (2.6)

Jeśli przemieszczenia w kierunkach x i y oznaczymy odpowiednio u i v, to odkszta lcenia
wyrażą się jako:

εxx =
∂u

∂x
, εyy =

∂v

∂y
, εxy =

∂u

∂y
+
∂v

∂x
. (2.7)

Natomiast relacja między naprężeniem a odkszta lceniem w przypadku p laskiego stanu
naprężenia jest postaci:

Eεxx = σxx − νσyy, Eεyy = σyy − νσxx, µεxy = σxy, (2.8)

a w przypadku p laskiego stanu odkszta lcenia wyraża się jako:

Eεxx = (1 − ν2)

(

σxx −
ν

1 − ν
σyy

)

, Eεyy = (1 − ν2)

(

σyy −
ν

1 − ν
σxx

)

, µεxy = σxy,

(2.9)
gdzie, µ to modu l ścinania (µ = E

2(1+ν)
), E - modu l Younga, ν - wspó lczynnik Poissona.

Równania równowagi (2.6) są automatycznie spe lnione gdy:

σxx =
∂2χ

∂y2
, σxy = − ∂2χ

∂x∂y
, σyy =

∂2χ

∂x2
. (2.10)
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Funkcja χ jest funkcją naprężenia Airy’ego, a wyrażenia (2.10) opisują sk ladowe tenso-
ra naprężenia podobnie jak (2.3) w uk ladzie wspó lrzędnych biegunowych. Podstawiając
równania (2.7) i (2.10 ) do wyrażenia (2.8) oraz podwójnie różniczkując otrzymać można
równanie biharmoniczne:

∇4χ = 0 lub ∇2(∇2χ) = 0, (2.11)

przy czym

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
− dla uk ladu wspó lrzędnych kartezjańskich,

lub

∇2 =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
− dla uk ladu wspó lrzędnych biegunowych.

Generalnie, funkcja Airy’ego χ pe lni bardzo ważną rolę w zagadnieniach p laskich, w
szczególności w przypadku p laskich elementów ze szczelinami lub karbami. Jednakże jej
wyznaczenie wymaga dużego doświadczenia. Musi ona spe lniać równanie biharmoniczne
(2.11), jak i również sk ladowe tensora naprężenia uzyskane na podstawie np. (2.10) muszą
być zgodne z warunkami brzegowymi problemu.

 0σ

2�  

0σ0σ

0σ

Rysunek 2.3. Konfiguracja szczeliny i obciążenia dla I modu obciążenia.

Przypadek prostoliniowej szczeliny umieszczonej w nieskończenie dużej p lycie i ob-
ciążonej jak na Rys. (2.3) analizowa l Westergaard [46]. Poda l rozwiązanie, uznawane za
klasyczne, uzyskane poprzez zastosowanie odpowiedniej funkcji naprężenia. Wynikiem są
sk ladowe tensora naprężenia podane w Tabeli 2.1 dla I modu obciążenia. W oryginal-
nym rozwiązaniu zamiast KI zastosowane jest wyrażenie σ

√
πa. Wspó lczynnik KI jest

nazywany wspó lczynnikiem intensywności naprężenia (WIN), a indeks określa sposób
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obciążenia. Ponieważ w praktyce pola naprężenia bywają często bardzo z lożone, wpro-
wadzono w terminologii liniowo–sprężystej mechaniki pękania trzy podstawowe sposoby
(mody) obciążenia szczeliny, a co za tym idzie trzy sposoby deformacji:

• Mod I – pierwszy sposób obciążenia nazywany rozrywaniem, jest to normalne
rozwarcie szczeliny, w wyniku czego następuje przemieszczenie powierzchni szczeliny
prostopadle do jej po lożenia, por. Rys. 2.4.a

• Mod II – drugi sposób obciążenia nazywany ścinaniem wzd lużnym. Wówczas po-
wierzchnie szczeliny ślizgają się po sobie w p laszczyźnie próbki, por. Rys. 2.4.b

• Mod III – trzeci sposób obciążenia, nazywany ścinaniem poprzecznym. Wówczas
powierzchnie szczeliny ślizgają się po sobie w kierunku prostopad lym do p laszczyzny
próbki, por. Rys. 2.4.c.

Superpozycja tych sposobów deformacji pozwala na uwzględnienie z lożonego stanu obcią-
żeń szczeliny. Sposób rozwiązania dla sk ladowych tensora naprężenia w przypadku modów
II i III jest podobny jak w rozwiązaniu Westergaarda, a wyniki są przedstawione w dal-
szej części Tabeli 2.1. Wspó lczynniki intensywności naprężeń mogą więc charakteryzować

 

 

 

a) Mod I (b) Mod II (c) Mod III

Rysunek 2.4. Sposoby deformacji szczeliny

stan pola naprężenia, odkszta lcenia i przemieszczenia w otoczeniu wierzcho lka szczeliny
w zależności od sposobu jej obciążenia. Należy dodać, że funkcje trygonometryczne we
wzorach podanych w tabeli są niezależne od geometrii próbki i od zewnętrznego obciąże-
nia. Od tych wielkości uzależniona jest natomiast wielkość WIN. Pos lugując się wzorami
z Tabeli 2.1, można również zdefiniować rozwarcie szczeliny (COD) w okolicach jej wierz-
cho lka, które wyraża się jako:

g(r) = uy(r,+π) − uy(r,−π) =
κ + 1

µ
KI

√

r

2π
, (2.12)

gdzie,

κ = 3 − 4ν − dla p laskiego stanu odkszta lcenia,

κ =
3 − ν

1 + ν
− dla p laskiego stanu naprężenia.
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Tabela 2.1. Sk ladowe tensora naprężenia dla różnych modów obciążenia. Rozwiązanie oso-
bliwe.

WSP. KARTEZJAŃSKIE WSP. BIEGUNOWE

mod I mod I

σxx
∼= KI√

2πr
cos θ

2
[1 − sin θ

2
sin 3θ

2
] σrr

∼= KI√
2πr

[5
4

cos θ
2
− 1

4
cos 3θ

2
]

σyy
∼= KI√

2πr
cos θ

2
[1 + sin θ

2
sin 3θ

2
] σθθ

∼= KI√
2πr

[3
4

cos θ
2

+ 1
4

cos 3θ
2

]

σxy
∼= KI√

2πr
cos θ

2
sin θ

2
cos 3θ

2
σrθ

∼= KI√
2πr

[1
4

sin θ
2

+ 1
4

sin 3θ
2

]

ux
∼= KI

2µ

√

r
2π

cos θ
2
(κ− cos θ) ur

∼= KI

4µ

√

r
2π

[(2κ− 1) cos θ
2
− cos 3θ

2
]

uy
∼= KI

2µ

√

r
2π

sin θ
2
(κ− cos θ) uθ

∼= KI

4µ

√

r
2π

[−(2κ + 1) sin θ
2

+ sin 3θ
2

]

mod II mod II

σxx
∼= − KII√

2πr
sin θ

2
[2 + cos θ

2
cos 3θ

2
] σrr

∼= KII√
2πr

sin θ
2
[1 − 3sin2 θ

2
]

σyy
∼= KII√

2πr
sin θ

2
cos θ

2
cos 3θ

2
σθθ

∼= KII√
2πr

[−3 sin θ
2
cos2 θ

2
]

σxy
∼= KII√

2πr
cos θ

2
[1 − sin θ

2
sin 3θ

2
] σrθ

∼= KI√
2πr

cos θ
2
[1 − 3sin2 θ

2
]

ux
∼= KII

2µ

√

r
2π

sin θ
2
(2 + κ+ cos θ) ur

∼= KII

4µ

√

r
2π

[−(2κ− 1) sin θ
2

+ 3 sin 3θ
2

]

uy
∼= KII

2µ

√

r
2π

cos θ
2
(2 − κ− cos θ) uθ

∼= KII

4µ

√

r
2π

[−(2κ + 1) cos θ
2

+ 3 cos 3θ
2

]

mod III mod III

σxz
∼= KIII√

2πr
[− sin θ

2
] σrz

∼= KIII√
2πr

[sin θ
2
]

σyz
∼= KIII√

2πr
[cos θ

2
] σθz

∼= KIII√
2πr

[cos θ
2
]

uz
∼= 2KIII

µ

√

r
2π

[sin θ
2
]
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2.2.2. Dwu-osiowy stan obciążenia

Rozwiązania podane w Tabeli 2.1 nie są dok ladne, ponieważ uwzględniają tylko pierw-
szy, dominujący cz lon w szeregu (część osobliwa), za pomocą którego możemy przedstawić
stan pola naprężenia w sytuacji szczególnej jak na Rys. 2.3.

Jeśli przypomnimy historię rozwoju mechaniki pękania, to pierwszą pracą, która trak-
towa la o koncentracji naprężenia by la praca Inglisa z roku 1913 [5]. Dotyczy la ona koncen-
tracji naprężenia wokó l otworu eliptycznego. Następnie Griffith w roku 1921 i 1924, [1], [6]
uży l tego rozwiązania jako rozwiązania bazowego dla rozwoju swojej koncepcji energe-
tycznego wzrostu szczeliny. Następnym milowym krokiem w rozwoju mechaniki pękania
by ly prace Irwina w latach 1957-1960, [107], [10], [11]. Dostrzeg l on uniwersalność wyra-
żeń opisujących rozk lad pola naprężenia i odkszta lcenia w okolicy wierzcho lka szczeliny
po analizie równań Williamsa. Opiera l się również na równaniach Westergaarda. Jednak
pierwszą osobą, która dostrzeg la istniejącą nieścis lość w tych wyrażeniach by l Sih w roku
1966, [12]. Zauważy l on brakujący sta ly element rozwiązania. Później Eftis i Liebowitz
w 1972, [13] wykazali, że sta lej części rozwiązania brakuje z powodu przeoczenia doko-
nanego przez MacGregora w roku 1935, [14], z której to pracy korzysta l Westergaard, a
później Irwin. Pominięcie tego niezależnego od odleg lości od wierzcho lka szczeliny cz lonu
może być źród lem b lędów, a w przypadku dwu-osiowego obciążenia, Rys. 2.5, "rozwią-
zanie osobliwe" jest wyraźnie niewystarczające, sugerując, że dwu-osiowe obciążenie nie
wp lywa na zachowanie szczeliny podczas procesu pękania. Pokazane by lo to m.in. w cy-
klu prac Eftisa et al. [15], [16], [17], gdzie wykazano konieczność uwzględnienia dwóch
cz lonów: pierwszego osobliwego i drugiego, sta lego. Oczywíscie możliwe jest uzyskanie
pozosta lych cz lonów (co zosta lo przez autora niniejszej pracy, do piątego wyrazu szeregu,
dokonane), jednakże traktowane są one jako niefizyczne, ponieważ rosną wraz z oddala-
niem się od wierzcho lka szczeliny [4]. Należy dodać, iż cz lony te można wyrazić również
za pomocą WIN, co może wydawać się nie tak oczywiste z powodu częstego definiowa-
nia WIN w kontekście tylko osobliwego rozwiązania, a zatem traktowania go tylko jako
wielkość reprezentująca dominujący cz lon osobliwy. Pe lniejsze określenie pola naprężenia
dla dwu-osiowego stanu obciążenia, można spotkać w kilku źród lach (w zależności od
pożądanej dok ladności rozwiązania η), m.in. w pracy [26], gdzie zgodnie z Rys. 2.5:

σxx = σ∞(1 − k) cos 2α

+
KI

2
√
πa

{(

r

2a

)−1/2

cos
θ

2

(

1 − sin
θ

2
sin

3θ

2

)

+
3

2

(

r

2a

)1/2

cos
θ

2

(
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(2.13)
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Rysunek 2.5. Dwu-osiowe obciążenia szczeliny.
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(2.14)
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(2.15)

gdzie

Cη = (−1)η 2η + 3

2η + 2

1 · 3 · . . . · (2η − 1)

2 · 4 · . . . · (2η)
.

Wielu badaczy oraz inżynierów używa nadal tylko pierwszego, osobliwego cz lonu rozwią-
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zania. Jednakże tendencja ta w ostatnich latach zmienia się na rzecz obliczeń uwzględ-
niających dwa pierwsze cz lony. Końcowe równania w takiej postaci, dotyczące pola na-
prężenia w p laszczyźnie dla dowolnej konfiguracji pojedynczej szczeliny i obciążenia, por.
Rys. 2.6, można wyrazić bazując na sformu lowaniach z pracy [23]:

σ′
xx

∼= KI√
2πr

cos
θ

2

(

1 − sin
θ

2
sin

3θ

2

)

− KII√
2πr
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2
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2

)

+ T, (2.16)
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2
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2
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3θ

2
, (2.17)
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, (2.18)
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√
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(2.19)
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√
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(2.20)

gdzie przyjmując, że σ∞
xx = kσ∞, σ∞

xy = τ∞, σ∞
yy = σ∞:
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Rysunek 2.6. Ogólny sposób obciążenia szczeliny
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T ≡ σ′
xx(∞) − σ′

yy(∞),

M ≡ 2σ′
xy(∞),

KI ≡
√
πaσ′

yy(∞),

KII ≡
√
πaσ′

xy(∞),

σ′
xx(∞) = σ∞

xx sin2 α + σ∞
yy cos2 α + 2σ∞

xy sinα cosα,

σ′
yy(∞) = σ∞

xx cos2 α+ σ∞
yy sin2 α− 2σ∞

xy sinα cosα,

σ′
xx(∞) = (σ∞

yy − σ∞
xx) sinα cosα+ σ∞

xy(sin2 α− cos2 α).

Należy dodać, iż jak wykazano to w wielu pracach sta ly cz lon, T , w wyrażeniach okre-
ślających pole naprężenia ma duży wp lyw na kierunek oraz prędkość wzrostu szczeliny i
w zasadzie powinien być uwzględniony w obliczeniach. Po raz pierwszy wp lyw tego cz lo-
nu uwzględni l Cotterell w pracach [18], [19], [20]. Zauważy l on, że chociaż w przypadku
szczeliny będącej pod wp lywem jedno-osiowego obciążenia, prostopad lego do powierzchni
szczeliny, kąt propagacji dla materia lu jednorodnego jest zgodny z orientacją szczeliny
(θpr = 0), to w przypadku rzeczywistego materia lu może nastąpić pewne ma le odchylenie
kierunku propagacji (θpr = dθ) z powodu obecności przed wierzcho lkiem szczeliny pewnej
nieregularności materia lu. Następnie podzieli l on zachowanie szczeliny w tej fazie na dwie
klasy: I – gdy szczelina powróci z powrotem do swojego oryginalnego kierunku wzrostu,
oraz II – gdy już nigdy kierunek ten nie zostanie osiągnięty. Co ciekawe, zachowanie to
zosta lo związane z wielkością sta lego cz lonu T . Tak więc, gdy T > 0, ścieżka szczeliny
będzie odchylać się od jej idealnego usytuowania, natomiast gdy T < 0 to zaburzenie
struktury materia lu ma charakter lokalny i kierunek lokalizacji ścieżki wzrostu szczeliny
powróci do swojej idealnej orientacji. A więc, dla I modu obciążenia, wzrost szczeliny jest
stabilny dla T < 0 i niestabilny dla T > 0. Cz lon ten w literaturze angielskojęzycznej
występuje jako ”T–stress”. Larsson i Carlsson [21], pokazali, że cz lon ten ma również
znaczny wp lyw przy wyznaczaniu kszta ltu i wielkości strefy plastycznej, która rozwija się
przed wierzcho lkiem szczeliny.

W przypadku systemu szczelin, a szczególnie w interesującym nas przypadku rozwi-
jającej się szczeliny, istnieje problem uzyskania parametrów WIN, jak i T . W jednym
z następnych rozdzia lów zaprezentowana zostanie metoda umożliwiająca uzyskanie war-
tości tych parametrów dla dowolnie rozwijającej się szczeliny. W przypadku obliczenia
wartości parametru T , wykorzystana zostanie niezależność tej wielkości od r i θ. Do tego
celu należy wykorzystać wyrażenia (2.16) i (2.17) w następującej postaci, definiującej T :

T = (σ′
xx − σ′

yy)

∣

∣

∣

∣

θ=0, r→0

. (2.21)
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2.3. Wspó lczynniki intensywności naprężeń.

Wspó lczynniki intensywności naprężeń (WIN) są podstawowymi parametrami używa-
nymi zarówno w LMP, jak i w analizie zmęczeniowego wzrostu szczeliny. Pozwalają one
określić stan naprężenia i odkszta lcenia w otoczeniu wierzcho lka szczeliny. Do obliczenia
WIN wykorzystuje się metody analityczne, numeryczne i doświadczalne. Poniżej opisane
zostaną jedynie wybrane metody mające pewien związek z zastosowanym w pracy po-
dej́sciem. Natomiast obszerne omówienie pozosta lych metod znaleźć można np. w pracy
Seweryna [28] (w szczególności metody numeryczne w mechanice pękania) oraz w pracy
Neimitza [4].

2.3.1. Metody analityczne.

Metody analityczne ograniczają się do zagadnień o niezbyt dużej z lożoności geometrii
[28]. Do metod tych należą m.in.:

• metoda funkcji zmiennej zespolonej (Muskhelishvili [47]),

• metoda transformacji ca lkowych (Bilby i Eshelby [39]),

• metoda funkcji Greena (Stedman [40]),

• metoda potencja lów (Sneddon [41]),

• metody wariacyjne.

Metoda funkcji Greena zosta la zaproponowana już w roku 1928. Znajduje ona za-
stosowanie w wielu dziedzinach, m.in. w teorii sprężystości do określenia naprężenia lub
odkszta lcenia w dowolnym punkcie cia la będących reakcją, na przyk lad, na si lę skupioną
przy lożoną w zadanym punkcie cia la. Dla przypadku szczeliny umieszczonej w nieskoń-
czonej p laszczyźnie, gdy powierzchnie szczeliny obciążone są przez zrównoważoną parę
si l skupionych, por. Rys. 2.7, odpowiedzią uk ladu może być również odpowiednia wartość
WIN, określona dla wierzcho lka B w następujący sposób:

KB
I =

P√
πa

√

a+ ξ

a− ξ
,

KB
II =

Q√
πa

√

a+ ξ

a− ξ
,

(2.22)

Dla wierzcho lka A, wspó lrzędne ξ należy zastąpić przez −ξ.
Jeśli si ly skupione zostaną zastąpione obciążeniem ciąg lym wzd luż powierzchni szcze-

liny, σo
yy oraz σo

xy, to poprzez zsumowanie wp lywu obciążeń po d lugości szczeliny uzysku-
jemy:

KI =
1√
πa

∫ a

−a

√

a + ξ

a− ξ
σo

yydξ,

KII =
1√
πa

∫ a

−a

√

a + ξ

a− ξ
σo

xydξ.

(2.23)

Jest to jedno z możliwych zastosowań rozwiązania (2.22). Jednakże rozwiązanie to
można wykorzystać w bardziej ogólnym przypadku, np. do uzyskania WIN dla cia la ob-
ciążonego przez si ly zewnętrzne. Jest to możliwe przy użyciu metody Buecknera [29], a
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Rysunek 2.7. Szczelina przy zrównoważonej parze si l skupionych [27].

mianowicie: "WIN modu I (KI) dla szczeliny w ciele obciążonym si lami zewnętrznymi
jest identyczny dla podobnej konfiguracji szczeliny, poddanej císnieniu wewnętrznemu dla
cia la, na które nie dzia lają żadne si ly zewnętrzne. Przy czym císnienie wewnętrzne oddzia-
 lujące na szczelinę jest równe co do wartości naprężeniu normalnemu wzd luż lokalizacji
szczeliny, istniejącemu w ciele bez szczeliny i obciążonemu si lami zewnętrznymi". Ana-
logiczna sytuacja ma miejsce w przypadku naprężenia ścinającego i WIN dla II modu
(KII).

 

 

Rysunek 2.8. Zasada superpozycji Buecknera [27].

Zasada ta jest zilustrowana na Rys. 2.8. Rys. 2.8a przedstawia cia lo dowolnego kszta ltu
zawierające szczelinę AB, które poddane jest dzia laniu si l T . W pierwszej fazie rozwią-
zania należy znaleźć pole naprężenia w ciele bez szczeliny Rys. 2.8b, a w szczególno-
ści wartości sk ladowych naprężenia wzd luż lokalizacji szczeliny, P (x), Q(x). Następnie
należy rozważyć problem przedstawiony na Rys. 2.8c. Jest to to samo cia lo, ale bez
obciążenia zewnętrznego, a istniejący stan naprężenia jest wynikiem obciążeń przy lożo-
nych na powierzchnie szczeliny. Wartości te otrzymywane są z rozwiązania poprzedniego,
ale z przeciwnym zwrotem, −P (x), −Q(x). Rozwiązanie to jest nazywane rozwiązaniem
korekcyjnym. Suma tych dwóch rozwiązań w przypadku szczeliny ca lkowicie rozwartej
odpowiada problemowi początkowemu, a WIN związany z rozwiązaniem z Rys. 2.8c jest
również WIN dla problemu wyj́sciowego z Rys. 2.8a. Należy podkreślić, że to szczególne
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rozwiązanie podane przez wyrażenia (2.22) i (2.23) dotyczy cia l o nieskończonych wymia-
rach.

2.3.2. Metody numeryczne.

W literaturze można znaleźć wiele metod numerycznych rozwijanych przez licznych
badaczy. Mają one duże znaczenie praktyczne, szczególnie w przypadku elementów kon-
strukcyjnych o z lożonych kszta ltach. W praktyce do metod najczęściej wykorzystywanych
należą:

• metoda kolokacji brzegowych (Gross et al., [42]),

• metoda si l masowych (Murakakami i Nemat-Naser [43]),

• metoda funkcji wagowych (Bueckner [30], Molski [31]),

• metoda linii dyskretnych (Liskovets [32]),

• metoda różnic skończonych (Liszka i Orkisz [33]),

• metoda funkcji brzegowych (Fleming et al. [34]),

• metoda elementów skończonych (Zienkiewicz i Taylor [35]),

• metoda elementów brzegowych (Banerjee i Butterfield [36], Burczyński [37]).

Wśród tych metod metoda funkcji wagowych jest numeryczną aplikacją metody funk-
cji Greena i jest często stosowana. Bazuje na twierdzeniu Bettiego o wzajemności prac
i zosta la zaproponowana przez Buecknera [30]. Metoda zak lada, że zarówno WIN dla
pewnego szczególnego obciążenia, K∗

I , jak również odpowiadające mu rozwarcie szczeli-
ny, u∗y(a, x), gdzie a jest po lową d lugości szczeliny są znane. Natomiast WIN dla innego
obciążenia jest dany w postaci:

KI =

∫ 2a

0

σyy(x′)H(a, x′)dx′, (2.24)

gdzie H(a, x′) jest funkcją wagową, definiowaną jako

H(a, x′) =
2µ

κ + 1

1

K∗
I

∂u∗y(a, x′)

∂a
, (2.25)

gdzie σyy(x′) jest obciążeniem powierzchniowym wzd luż lokalizacji szczeliny uzyskanym
z rozwiązania bez szczeliny zależnym od nowego obciążenia oraz x′ = x + a (dla środka
szczeliny x = 0). W przypadku szczeliny umieszczonej w p laszczyźnie o nieskończonych
wymiarach, jednoosiowo rozciąganej, na podstawie paragrafu 2.2.1

K∗
I = σo

√
πa, u∗y(a, x′) =

κ + 1

4µ
σo

√

x′(2a− x′).

Wówczas równanie (2.24) można wyrazić jako:

KI =
1√
πa

∫ 2a

0

σo
yy(x′)

√

x′

2a− x′
dx. (2.26)

Jeśli x′ zastąpione zostanie przez ξ + a otrzymujemy pierwsze z równań (2.23).
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2.4. Wprowadzenie do Metody Osobliwych Równań Ca lko-

wych typu Cauchy’ego.

Metoda proponowana w niniejszej rozprawie jest specyficznym wykorzystaniem me-
tody Buecknera [29] w modelowaniu szczelin za pomocą dyslokacji krawędziowych, dla
których znana jest funkcja Greena. Metoda polega na poszukiwaniu takiego rozk ladu
dyslokacji wzd luż linii lokalizacji szczeliny, aby zrównoważyć obciążenie powierzchniowe
szczeliny. Wielkość tego obciążenia powierzchniowego wynika z rozwiązania problemu roz-
k ladu naprężenia bez szczeliny wzd luż jej lokalizacji. Zamiast dyslokacji możliwe jest tu
również użycie np. pary si l skupionych. Wynikający z metody uk lad osobliwych równań
ca lkowych typu Cauchy’ego jest rozwiązywany numerycznie.

2.4.1. Dyslokacje

W nieskończonej przestrzeni dwu-wymiarowej dyslokacja może być rozumiana jako
nacięcie w materiale. Nacięcie to może przyjmować dowolny kszta lt, a dyslokacja jest
określona za pomocą przemieszczenia pomiędzy sąsiednimi punktami obu stron nacię-
cia. Względne przemieszczenie punktów po obu stronach nacięcia określa się za pomocą
wektora Burgersa. W rozważanych zagadnieniach model jest dwu-wymiarowy, dlatego też
dyslokacja, którą będziemy się pos lugiwać jest dyslokacją krawędziową. Dyslokacja ta le-
ży w jednej p laszczyźnie, a zaburzenie w strukturze materia lu jakie wywo luje powoduje
powstanie w materiale naprężenia. To pole naprężenia jest niezależne od samego kszta ltu
nacięcia, ale zależne od sk ladowych wektora Burgersa (bBx , b

B
y ) które go charakteryzują. W

literaturze spotyka się dwie wizualizacje przedstawiające dyslokację o sk ladowej wektora
Burgersa bBx . Przedstawione są one odpowiednio na Rys. 2.9 oraz Rys. 2.10. Na rysun-

Rysunek 2.9. Model dyslokacji krawędziowej poprzez otwarte przemieszczenie [27].

kach tych można zauważyć gwa ltowny "skok" pomiędzy powierzchniami nacięcia, który
w kierunku x można zapisać jako u+

x − u−x = bBx .
W pracy rozpatrywane są dwa mody obciążenia szczeliny, I i II, które mogą być

modelowane przez dyslokację krawędziową. W przypadku modu III obciążenia szczeliny,
konieczne jest modelowanie przy użyciu dyslokacji śrubowej (ang.: screw type), która
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Rysunek 2.10. Model dyslokacji krawędziowej poprzez styczne przemieszczenie [27].

posiada sk ladową wektora Burgersa bBz [38].
Przemieszczenia będące wynikiem obecności dyslokacji jak na Rys. 2.9 i 2.10 można

zapisać w następującej postaci [44]:

ux =
bBx

2π(κ+ 1)

[

(κ + 1)θ +
2xy

r2

]

,

uy = − bBx
2π(κ+ 1)

[

(κ− 1) log r +
2x2

r2

]

,

(2.27)

gdzie, r2 = x2 + y2.
W ogólności wektor Burgersa w p laszczyźnie posiada dwie sk ladowe bBx i bBy . Tak

więc pole naprężenia w dowolnym punkcie (x, y) będące wynikiem obecności dyslokacji
określonej za pomocą wektora Burgersa o sk ladowych (bBx , b

B
y ) może być zapisane jako:

σxx(x, y) =
2µ

π(κ+ 1)

{

bBx

[

− y

r4
(3x2 + y2)

]

+ bBy

[

x

r4
(x2 − y2)

]}

,

σyy(x, y) =
2µ

π(κ+ 1)

{

bBx

[

y

r4
(x2 − y2)

]

+ bBy

[

x

r4
(x2 + 3y2)

]}

,

σxy(x, y) =
2µ

π(κ+ 1)

{

bBx

[

x

r4
(x2 − y2)

]

+ bBy

[

y

r4
(x2 − y2)

]}

.

(2.28)

Sk ladową wektora Burgersa bBy definiuje się przez analogię do sk ladowej bBx .

2.4.2. Sformu lowanie problemów

Proponowana w pracy metoda wyjaśniona zostanie na przyk ladzie zagadnienia pro-
stoliniowej szczeliny o d lugości 2a, umieszczonej w nieskończenie dużej p laszczyźnie roz-
ciąganej w nieskończoności obciążeniem σ∞

yy(x) prostopadle do szczeliny, por. Rys. 2.11a.
Zgodnie z zasadą Buecknera, zagadnienie to można rozwiązać wykorzystując superpozycję
rozwiązań problemów przedstawionych na Rys. 2.11b (problem A) i Rys. 2.11c (problem
B). A więc:

• Zadanie A. Jakie jest pole naprężenia σ̄(x, y), por. Rys. 2.11b, w materiale w
przypadku braku szczeliny? A dok ladniej, jakie są wartości tego naprężenia wzd luż
linii, gdzie ma znajdować się szczelina (y = 0, |x| < a)?
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• Zadanie B. Należy rozważyć problem jak na Rys. 2.11c, bez obciążenia zewnętrzne-
go, gdzie szczelina zosta la zastąpioną ciąg lym rozk ladem dyslokacji krawędziowych.
Są one traktowane jako zaburzenie w strukturze materia lu, ale wielkość tego za-
burzenia nie jest wcześniej za lożona. Można ten problem również przedstawić jako
umieszczenie dodatkowego materia lu w miejscu lokalizacji szczeliny, co generuje do-
datkowe, korekcyjne obciążenie na powierzchni szczeliny. Jakie wówczas jest to pole
naprężenia, ¯̄σ(x, y) indukowane w materiale? A w szczególności, jakie są wartości
tego naprężenia wzd luż lokalizacji szczeliny?

Zgodnie z zasadą superpozycji interesujący stan pola naprężenia uzyskuje się poprzez
superpozycję tych dwóch problemów:

σ(x, y) = σ̄(x, y) + ¯̄σ(x, y), (2.29)

pod warunkiem, że warunki brzegowe są spe lnione na wolnych od obciążeń powierzchniach
szczeliny oraz w "nieskończoności". W rozważanym przypadku, σ̄yy(x, 0) = σ∞

yy(x) oraz
σ̄xy(x, 0) = 0 dla wszystkich wartości y. A więc można sformu lować następujące warunki
brzegowe:

N(x) ≡ σyy(x, 0) = σ∞
yy(x, 0) + ¯̄σyy(x, 0) = 0, |x| < a

S(x) ≡ σxy(x, 0) = ¯̄σxy(x, 0) = 0, |x| < a

¯̄σyy, ¯̄σxy, ¯̄σxx → 0, gdy x, y → ±∞.

(2.30)

gdzie, N(x) i S(x) są to, odpowiednio, sk ladowe normalne i styczne naprężenia wzd luż
linii szczeliny.

Rozwiązanie korekcyjne. Wartość korekcyjna naprężenia ¯̄σ(x, y) może być okre-
ślona przez ciąg ly rozk lad dyslokacji wzd luż lokalizacji szczeliny, w tym przypadku

 
)(xyy

∞σ  

)(xyy
∞σ  

+a 

x 

)(xyy
∞σ  

)(xyy
∞σ  

+ = 
-a 

(a) (b) (c) 

Rysunek 2.11. Zastosowanie zasady Buecknera [27].
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Rysunek 2.12. Modelowanie szczeliny przez dyslokacje.

|x| < a, por. Rys. 2.12a. W celu otrzymania naprężenia należy rozważyć najpierw rozk lad
dyslokacji wzd luż infinitezymalnego odcinka szczeliny (ξ, ξ + δξ), por. Rys. 2.12b, któ-
ry traktowany jest jako pojedyncza skoncentrowana dyslokacja charakteryzowana przez
infinitezymalny wektor Burgersa δbBy = by(ξ)δξ, gdzie by(ξ) określa gęstość dyslokacji w
punkcie ξ, por. Rys. 2.12c.

Następnie wykorzystuje się wyrażenie (2.28), które określa pole naprężenia będące
skutkiem obecności pojedynczej dyslokacji. W szczególnym przypadku (x zastąpione
przez x − ξ oraz y = 0, bBx = 0) naprężenie normalne pojawiające się wzd luż linii,
gdzie zlokalizowana ma być szczelina, a powsta le na skutek obecności pojedynczej dyslo-
kacji charakteryzowanej przez wektor Burgersa δbBy i umieszczonej w punkcie ξ, może być
określone w następujący sposób:

¯̄σyy(x, 0) =
2µ

π(κ+ 1)

δbBy (ξ)

x− ξ
=

2µ

π(κ+ 1)

by(ξ)

x− ξ
δξ. (2.31)

Wówczas naprężenie zależne od ciąg lego rozk ladu dyslokacji wzd luż lokalizacji szczeliny
przyjmuje postać:

¯̄σyy(x, 0) =
2µ

π(κ + 1)

∫ a

−a

by(ξ)

x− ξ
δξ. (2.32)

gdzie by(ξ), jest gęstością dyslokacji:

by(ξ) =
dbBy (ξ)

dξ
. (2.33)

Między tą wielkością, a g(x) charakteryzującą rozwarcie szczeliny (2.12) istnieje bezpo-
średnia relacja:

g(x) = −
∫ x

−a

by(ξ)dξ, (2.34)

lub

by(ξ) = −dg(ξ)

dξ
. (2.35)

Zauważyć należy, że przy ca lkowaniu w drugim kierunku, tzn. z a do −a, otrzyma się
by(ξ) = +dg(ξ)/dξ.
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Sformu lowanie i rozwiązanie równań ca lkowych. Równania (2.28) oraz fakt,
iż bx = 0, pokazują, że drugi i trzeci z warunków brzegowych (2.30) są automatycznie
spe lnione. Tak więc, pos lugując się równaniem (2.30) oraz dodatkowo równaniem (2.32),
otrzymać można następujące wyrażenie:

−(κ + 1)

2µ
σ∞

yy(x, 0) =
1

π

∫ a

−a

by(ξ)

x− ξ
dξ, |x| < a (2.36)

zawierające nieznaną wielkość jaką jest gęstość dyslokacji by(ξ). Ca lka w (2.36) zawiera
charakterystyczne jądro typu (x− ξ)−1. Ca lki takie nazywamy ca lkami typu Cauchy’ego
i występują one m.in. w p laskich zagadnieniach brzegowych teorii sprężystości. Bardzo
duży udzia l w rozwoju metody analizy równań ca lkowych mieli rosyjscy matematycy,
przede wszystkim Muscheliszwili i Wekuy. W Polsce metoda równań ca lkowych w zagad-
nieniach teorii sprężystości by la rozwijana przez takich badaczy jak m.in.: S. Kaliski, W.
Nowacki, R. Gutowski, W. Olszak, H. Zorski. Ponadto bardzo obszerną pracą dotyczącą
równań ca lkowych i ich zastosowania jest 4 tomowe dzie lo Pogorzelskiego, a w przypadku
zastosowań w sprężystości szczególnie tom IV, [22].

Punkt x = ξ w wyrażeniu (2.36) jest punktem osobliwym. Dlatego też tego typu
równanie jest nazywane osobliwym równaniem ca lkowym pierwszego rzędu, ponieważ
nieznana funkcja np. tu by, występuje tylko wewnątrz ca lki. W niniejszej pracy równania
tego typu rozwiązywane są z wykorzystaniem metody Gaussa-Chebyshewa rozwiniętej
przez Erdogana i Guptę, [54] i opisanej dok ladniej w podrozdziale 2.4.3. Jest to rozwią-
zanie numeryczne, które redukuje równania ca lkowe do równań liniowych. Istnieje jeszcze
kilka innych metod rozwiązywania tego typu równań, np. metoda Lobatto-Chebysheva
rozwinięta przez Theocarisa i Ioakimidisa [165]. Metoda ta różni się od metody Gaussa-
Chebyshewa tym, że uwzględnia końcowe punkty przedzia lu ca lkowania. Pomimo tego, iż
przy liczeniu WIN w laśnie te punkty są najistotniejsze, to różnica w wynikach z wyko-
rzystaniem wspó lczesnych komputerów jest pomijalnie ma la.

Należy dodać, że stosowane tu rozwiązanie wymaga dodatkowego równania. Wy-
korzystując fakt, że powierzchnie szczeliny są zbieżne na obu jej końcach, a więc,
g(−a) = g(a) = 0, por. (2.34), formu luje się dodatkowy warunek w postaci:

∫ a

−a

by(ξ)dξ = 0. (2.37)

Naprężenie w dowolnym punkcie materia lu zawierającego szczelinę. Ce-
lem proponowanej metody jest uzyskanie rozk ladu naprężenia w materiale zawierającym
szczeliny i obciążonym zewnętrznie w dowolny sposób. Przyk ladowo, gdy problem doty-
czy szczególnego przypadku jak na Rys. 2.11 i przy za lożeniu, że rozwiązano wyrażenie
(2.36) ze względu na gęstość dyslokacji by(ξ), sk ladowe tensora naprężenia wyrazić można
jako, por.(2.28):

σxx(x, y) =
2µ

π(κ+ 1)

∫ a

−a

bBy (ξ)
x− ξ

r4
((x− ξ)2 − y2)dξ,

σyy(x, y) =
2µ

π(κ+ 1)

∫ a

−a

bBy (ξ)
x− ξ

r4
((x− ξ)2 + 3y2)dξ + σ∞

yy(x),

σxy(x, y) =
2µ

π(κ+ 1)

∫ a

−a

bBy (ξ)
y

r4
((x− ξ)2 − y2)dξ,

(2.38)

gdzie, r2 = (x− ξ)2 + y2.
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II mod obciążenia. W przypadku obecności drugiego modu obciążenia szczeliny
będącego wynikiem obciążenia na granicy próbki definiowanego jako σ∞

xy(x), to wynika-
jące z tego równania można uzyskać w sposób identyczny jak w poprzednim przyk ladzie,
a mianowicie:

−(κ+ 1)

2µ
σ∞

xy(x, 0) =
1

π

∫ a

−a

bx(ξ)

x− ξ
dξ, |x| < a. (2.39)

Również i przemieszczenie powierzchni szczeliny związane jest z gęstością wektora Bur-
gersa, bx, zależnością:

bx(ξ) =
dbBx (ξ)

dξ
= −dh(ξ)

dξ
, (2.40)

gdzie, h(ξ) oznacza relatywne, styczne przemieszczenie pomiędzy dolną a górną po-
wierzchnią szczeliny definiowane jako:

h(x) = ux(x, 0+) − ux(x, 0−). (2.41)

Dodatkowo, podobnie jak dla sk ladowej y, wymagany jest warunek:
∫ a

−a

bx(ξ)dξ = 0. (2.42)

2.4.3. Numeryczne rozwiązanie równań ca lkowych osobliwych

W podrozdziale tym przedstawiona zostanie numeryczna metoda rozwiązywania sys-
temu równań ca lkowych osobliwych typu Cauchy’ego metodą Gaussa-Chebyshewa rozwi-
niętej przez Erdogana i Guptę [54].

Sformu lowanie matematyczne wielu problemów fizycznych, a szczególnie w teorii sprę-
żystości, sprowadza się do systemu osobliwych równań ca lkowych postaci:

1

π

1
∫

−1

M
∑

1

aijfi(t)
dt

t− w
+

1
∫

−1

M
∑

1

kij(w, t)fi(t)dt = gi(w), −1 < w < 1, i = 1, ......,M,

(2.43)
gdzie fi(t) są nieznanymi funkcjami, aij są to sta le nieosobliwe, jądra kij(w, t) zawierają
się w przedziale −1 ≤ (w, t) ≤ 1, a gi(w) są znanymi funkcjami. Generalnie, w rozważa-
nych w niniejszej pracy problemach, nieznana funkcja fi(t) będzie wykazywać osobliwość
w obu końcowych punktach przedzia lu (szczeliny) ±1. Możliwa jest również sytuacja, gdy
tej osobliwości na jednym z końców szczeliny lub na obu końcach nie będzie. Jednakże w
każdym przypadku poszukiwaną funkcję zastępuje się przez wyrażenie:

fi(t) = Fi(t)pi(t) =
Fi(t)

(1 + t)αi(1 − t)βi
, (2.44)

gdzie pi(t) jest funkcją fundamentalną zależną od zachowania fi(t) na końcach szczeli-
ny. Wyk ladniki αi, βi określają stopnie osobliwości, a Fi(t) jest nową nieznaną, ciąg lą
funkcją w przedziale (−1, 1). Jeśli sytuacja dotyczy szczeliny umieszczonej w materiale
jednorodnym, to αi = βi = 1/2 oraz

fi(t) =
Fi(t)

(1 − t2)1/2
. (2.45)
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Równania ca lkowe opisujące rzeczywiste problemy doprowadza się do postaci (2.43) po-
przez normalizację. Sprowadzając przedzia l [a, b] do przedzia lu [−1, 1] relacjami:

2ξ = (b− a)w + (b+ a)

2x = (b− a)t+ (b+ a)

w = ξ/a, t = x/a.

(2.46)

Jeśli rozważymy następnie równanie

1

π

1
∫

−1

f(t)
dt

t− w
+

1
∫

−1

k(w, t)f(t)dt = g(w), −1 < w < 1,

to dla pojedynczej szczeliny oraz na podstawie równania (2.44) otrzymujemy

1

π

1
∫

−1

F (t)dt

(t− w)(1 − t2)1/2
+

1
∫

−1

k(w, t)
F (t)

(1 − t2)1/2
dt = g(w).

F (t) musi ponadto spe lniać warunek

1
∫

−1

F (t)

(1 − t2)1/2
dt = C,

gdzie C jest znaną sta lą. Należy tu skorzystać z następujących formu l:

1

π

1
∫

−1

F (t)dt

(t− w)(1 − t2)1/2
≃

n
∑

k=1

F (tk)

n(tk − wr)
,

1

π

1
∫

−1

f(t)dt

(1 − t2)1/2
≃

n
∑

k=1

f(tk)

n
,

gdzie

tk = cos(
π

2n
(2k − 1)), wr = cos

πr

n
dla r = 1, ...., n− 1.

W wyniku tego rozważane równania można wyrazić jako system n liniowych równań
algebraicznych:

n
∑

k=1

1

n
F (tk)[

1

tk − wr

+ πk(wr, tk)] = g(wr),

n
∑

1

π

n
F (tk) = C,

z których należy obliczyć F (t1), ......, F (tn).
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s1

s2
s3

s4

s1

s2
s3

s4

Rysunek 2.13. Przypadek dwóch po lączonych szczelin.

Przypadek po lączonych szczelin. W sytuacji, gdy rozważana jest pojedyncza
szczelina, stopień osobliwości jest typowy tzn. αi = βi = 1

2
. Jednakże w miejscach,

gdzie szczeliny są po lączone, por. Rys. 2.13, lub ich wierzcho lki mają kontakt z innym
materia lem, wyk ladniki αi, βi różnią się od 1

2
(patrz podrozdzia l 2.8.2). W sytuacji jak

na Rys. 2.13, stopnie osobliwości w punktach s1 i s2 są równe 1
2
. Natomiast w punk-

tach po lączenia g lównej szczeliny z odga lęzieniem, s3, s4, stopień osobliwości jest 6= 1
2
.

Zastosowanie w tym przypadku powyżej prezentowanej metody nie jest możliwe, ponie-
waż stopnie osobliwości mogą być np. zespolone. Istnieją co prawda metody pozwalające
rozwiązać takie nietypowe przypadki, ale wiążą się one z dużą komplikacją obliczeń,
co czyni je nieprzydatnymi w przypadku zmęczeniowego wzrostu szczeliny. Rozwiązanie
użyte w niniejszej pracy bazuje na pewnym, ogólnie przyjętym i szeroko wykorzystywa-
nym uproszczeniu, które w skali ca lego procesu zmęczeniowej propagacji szczeliny nie ma
istotnego wp lywu na końcowe rozwiązanie. Uproszczenie to stosowane by lo przez wielu
autorów już w sytuacji dwóch po lączonych szczelin [51], [52]. Polega ono na za lożeniu,
że stopień osobliwości w punkcie s4 jest równy 1

2
. Można wówczas zastosować metodę

numeryczną przedstawioną powyżej. Należy jednak zauważyć, że za lożenie takie wymaga
wprowadzenia dodatkowego warunku polegającego na tym, że dopóki stopień osobliwości
w punkcie s4 jest mniejszy niż 1

2
, to wartość funkcji F (t) w miejscu po lączenia szczelin

przyjmowana jest jako równa zeru, np. F(-1) = 0. W rezultacie rozwiązanie takie może
być zastosowane do systemu N szczelin po lączonych ze sobą, co bardzo dobrze odpowia-
da problemowi zmęczeniowej propagacji szczeliny. Rozwiązanie to również zastosowane
będzie w niniejszej pracy do przypadku szczeliny przechodzącej przez interfejs (Rozdzia l
2.11).

2.5. Funkcje Airy’ego dla pojedynczych dyslokacji

W literaturze można znaleźć wiele przyk ladów funkcji Airy’ego opisujących pole na-
prężenia, których źród lem jest dyslokacja krawędziowa. W niniejszej pracy będzie wy-
korzystane rozwiązanie dla dyslokacji krawędziowej w okolicy sferycznej inkluzji umiesz-
czonej w nieskończonej matrycy [57] oraz dyslokacji umieszczonej w samej inkluzji [58].
Prace te bazują na dwóch artyku lach [55] i [56].

2.5.1. Dla sferycznej inkluzji

Używając oznaczeń jak na Rys. 2.14 funkcje Airy’ego dla dyslokacji krawędziowej i
inkluzji można zapisać w następującej postaci:

Dyslokacja w matrycy:
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x 

P(x,y) 

  t 
 n 

y 

r 

   by 

c0 

   bx 

   L 

r2 

1(�1, �1) 

2(�2, �2) 

0 R2/c0 

r1 

R 

Rysunek 2.14. Szczelina w sąsiedztwie okrąg lej inkluzji.

- dla wektora Burgersa w kierunku x dla dyslokacji w materiale 1 (poza inkluzją)

χ
x inc
11

=
G1b

B
x

π(κ1 + 1)

(

− 2r1 log r1 sin θ1 + (B + A)(r2 log r2 sin θ2 − r log r sin θ)+

+ (B − A)(r2θ2 cos θ2 − rθ cos θ +
a

β
θ)−

− A
(β2 − 1)a

β3
[sin 2θ2 −

(β2 − 1)a

β

sin θ2

r2
] − Aa2 sin θ

r

)

,

(2.47)

χ
x inc
21

=
G1b

B
x

π(κ1 + 1)

(

− (2 − A− B)r1 log r1 sin θ1 − (B −A)(r1θ1 cos θ1 +
(β2 − 1)a

β
θ1)

)

,

(2.48)
- dla wektora Burgersa w kierunku y dla dyslokacji w materiale 1 (poza inkluzją)

χ
y inc
11

=
G1b

B
y

π(κ1 + 1)

(

2r1 log r1 cos θ1 − (B + A)(r2 log r2 cos θ2 − r log r cos θ)+

+ (B −A)(r2θ2 sin θ2 − rθl sin θ)+

+ A
(β2 − 1)a

β3
[2β2 log r2 − cos 2θ2 +

(β2 − 1)a

β

cos θ2

r2
]−

− [A(2β2 − 1) +M(κ2 + 1) − 1]
a

β
log r + Aa2 cos θ

r

)

,

(2.49)

χ
y inc
21

=
G1b

B
y

π(κ1 + 1)

(

(2 − A− B)r1 log r1 cos θ1 − (B −A)(r1θ1 sin θ1+

+
(β2 − 1)a

β
log r1) −M

1 − Γ

βa
r2

)

.

(2.50)
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Dyslokacja wewnątrz inkluzji:
- dla wektora Burgersa w kierunku x dla dyslokacji w materiale 2 (w inkluzji)

χ
x inc
12

=
G2b

B
x

π(κ2 + 1)

(

− [2 − (B + A)]r1 log r1 sin θ1+

+ (B −A)[−r1θ1 cos θ1 +
(1 − β2)a

β
θ1]+

+ [2H − (B + A)]r log r sin θ + (B − A)(rθ cos θ − a

β
θ)+

+ (H − B)a2 sin θ

r

)

,

(2.51)

χ
x inc
22

=
G2b

B
x

π(κ2 + 1)

(

− 2r1 log r1 sin θ1 + (B + A)r2 log r2 sin θ2+

+ (B −A)r2θ2 cos θ2 + A
(1 − β2)a

β3
[sin 2θ2 +

(1 − β2)a

β

sin θ2
r2

]

)

,

(2.52)

- dla wektora Burgersa w kierunku y dla dyslokacji w materiale 2 (w inkluzji)

χ
y inc
12

=
G2b

B
y

π(κ2 + 1)

(

[2 − (B + A)]r1 log r1 cos θ1+

+ (B − A)[−r1θ1 sin θ1 +
(1 − β2)a

β
log r1] − [2H − (B + A)]r log r cos θ+

+ (B − A)rθ sin θ − a

β
log r[B − A+ (1 − A)Qβ2] − (H −B)a2 cos θ

r

)

,

(2.53)

χ
y inc
22

=
G2b

B
y

π(κ2 + 1)

(

2r1 log r1 cos θ1 − (B + A)r2 log r2 cos θ2 + (B −A)r2θ2 sin θ2+

+ A
(1 − β2)a

β3
[−2β2 log r2 + cos 2θ2 +

(1 − β2)a

β

cos θ2
r2

] + A(1 +Qβ2)
1

βa
r2

)

,

(2.54)
gdzie,

β =
c

a
, Γ =

G2

G1

, A =
1 − Γ

1 + Γκ2

, B =
κ2 − Γκ1

κ2 + Γ
, M =

Γ(κ1 + 1)

(κ2 + Γ)(κ2 − 1 + 2Γ)
,

A =
Γ − 1

Γ + κ2
, B =

Γκ1 − κ2

Γκ1 + 1
, H = 1 − κ2 + 1

Γ(κ1 + 1)
, Q = − 2(Γ − 1)

2Γ + κ2 − 1
= − 2A

1 + A
.

Indeksy 1 i 2 oznaczają odpowiednio obszar 1 i 2.

2.5.2. W okolicy prostoliniowego interfejsu

Używając oznaczeń jak na Rys. 2.15 funkcje Airy’ego dla p laskiego interfejsu i dyslo-
kacji można zapisać następująco:

- dla wektora Burgersa w kierunku x

χ
x str
11

=
G1b

B
x

π(κ+ 1)

(

− 2r1 log r1 sin θ1 + (B + A)r2 log r2 sin θ2+

+(B − A)r2θ2 cos θ2 − 2Ac[sin 2θ2 − 2c
sin θ2

r2
]

)

,

(2.55)
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Rysunek 2.15. Dyslokacja w bimateriale.

χ
x str
21

=
G1b

B
x

π(κ+ 1)

(

−(2 − A− B)r1 log r1 sin θ1 − (B −A)r1θ1 cos θ1 + 2cθ1

)

, (2.56)

- dla wektora Burgersa w kierunku y

χ
y str
11

=
G1b

B
y

π(κ+ 1)

(

2r1 log r1 cos θ1 − (B + A)r2 log r2 cos θ2+

+ (B −A)r2θ2 sin θ2 + +2Ac

[

2 log r2 − cos 2θ2 + 2c
cos θ2

r2

])

,

(2.57)

χ
y str
21

=
G1b

B
y

π(κ + 1)

(

(2 −A− B)r1 log r1 cos θ1 − (B −A)(r1θ1 sin θ1 + 2c log r1)

)

. (2.58)

W przypadku, gdy dyslokacja znajduje się w drugim materiale, powyższe funkcje ze
względu na symetrię rozwiązania są dalej w laściwe pod warunkiem, że zmienimy sta le
materia lowe.

Indeksy liczbowe przy nazwie funkcji opisują kolejno materia l, którego dotyczą oraz
miejsce lokalizacji dyslokacji.

2.5.3. Dyslokacja w prostoliniowym interfejsie

Używając oznaczeń jak na Rys. 2.16 funkcje Airy’ego dla dyslokacji w interfejsie moż-
na zapisać następująco

- dla wektora Burgersa w kierunku x

χ
x int
1 = − G1b

B
x

π(κ + 1)

(

−(2 −A−B)r log r sin θ − (B − A)rθ cos θ

)

, (2.59)

χ
x int
2 = − G1b

B
x

π(κ+ 1)

(

−(2 −A−B)r log r sin θ + (B − A)rθ cos θ

)

, (2.60)

- dla wektora Burgersa w kierunku y

χ
y int
2 =

G1b
B
y

π(κ+ 1)

(

(2 −A− B)r log r cos θ − (B −A)rθ sin θ

)

, (2.61)
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Rysunek 2.16. Dyslokacja w interfejsie

χ
y int
1 =

G1b
B
y

π(κ + 1)

(

(2 − A− B)r log r cos θ + (B −A)rθ sin θ

)

. (2.62)

2.6. Pole naprężenia od pojedynczej dyslokacji. Funkcje Gre-
ena.

Wykorzystując funkcje Airy’ego oraz następujące wyrażenia:

∂2ψ

∂x∂y
=

1

4
∇2χ, ∇2ψ = 0, (2.63)

2Gux = −∂χ
∂x

+ (κ+ 1)
∂ψ

∂y
,

2Guy = −∂χ
∂y

+ (κ+ 1)
∂ψ

∂x
,

(2.64)

σxx =
∂2χ

∂y2
, σxy = − ∂2χ

∂x∂y
, σyy =

∂2χ

∂x2
, (2.65)

można uzyskać naprężenie w dowolnym punkcie matrycy zależne od po lożenia dyslokacji
i rodzaju interfejsu.

2.6.1. W sąsiedztwie sferycznej inkluzji

Pole naprężenia w matrycy, którego źród lem jest dyslokacja krawędziowa w sąsiedz-
twie sferycznej inkluzji można wyrazić w postaci [59]:

π(κ1 + 1)

µ1

σ1 inc
yy (x, y, co) = hinc

yy1
(x, y, co)b

B
x + hinc

yy2
(x, y, co)b

B
y ,

π(κ1 + 1)

µ1
σ1 inc

xx (x, y, co) = hinc
xx1

(x, y, co)b
B
x + hinc

xx2
(x, y, co)b

B
y , (2.66)

π(κ1 + 1)

µ1
σ1 inc

xy (x, y, co) = hinc
xy1

(x, y, co)b
B
x + hinc

xy2
(x, y, co)b

B
y ,
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gdzie

hinc
yy1

= −2(1 − 2x2
1

r2
1

)
y

r2
1

+ (3A−B − 4A
x2

2

r2
2

)
y

r2
2

− 2A
β2 − 1

β3

R

r2
2

[

− 6x2y

r2
2

+
8x3

2y

r4
2

+

+
β2 − 1

β

(

1 − 4x2
2

r2
2

)

Ry

r2
2

]

+
B − A

β

2xyR

r4
+ 2A

(

1 − 4x2

r2

)

R2y

r4
,

hinc
xx1

= −2(1 +
2x2

1

r2
1

)
y

r2
1

+

[

B + A

(

1 +
4x2

2

r2
2

)]

y

r2
2

−
[

B + A

(

1 +
4x2

r2

)]

y

r2
− 2

B −A

β

xyR

r4
−

−2A

(

1 − 4x2

r2

)

R2y

r4
−A

β2 − 1

β3

2yR

r2
2

[(

1 − 4x2
2

r2
2

)

2x2

r2
2

− β2 − 1

β

(

1 − 4x2
2

r2
2

)

R

r2
2

]

,

hinc
xy1

= −2(1 − 2x2
1

r2
1

)
x1

r2
1

+ (3A− B − 4A
x2

2

r2
2

)
x2

r2
2

−

−2A
β2 − 1

β3

[

1 − 8x2
2

r2
2

+
8x4

2

r4
2

+
β2 − 1

β

(

3 − 4x2
2

r2
2

)

Rx2

r2
2

]

R

r2
2

−

−(3A− B − 4A
x2

r2
)
x

r2
− (B − A)

1

β

(

1 − 2x2

r2

)

R

r2
+ 2A

(

3 − 4x2

r2

)

R2x

r4
,

(2.67)

hinc
yy2

= 2(3 − 2x2
1

r2
1

)
x1

r2
1

− (5A+B − 4A
x2

2

r2
2

)
x2

r2
2

+ (5A+B − 4A
x2

r2
)
x

r2
−

−Aβ
2 − 1

β3

[

2(2 − β2) − 4(5 − β2)
x2

2

r2
2

+ 16
x4

2

r4
2

+ 2
β2 − 1

β

(

3 − 4x2
2

r2
2

)

Rx2

r2
2

]

R

r2
2

−

−2A

(

3 − 4x2

r2

)

R2x

r4
− 1

β

(

1 − 2x2

r2

)

R

r2

[

A(2β2 − 1) +M(1 + κ2) − 1

]

,

hinc
xx2

= −2(1 − 2x2
1

r2
1

)
x1

r2
1

+

[

B + A

(

1 − 4x2
2

r2
2

)]

x2

r2
2

−
[

B + A

(

1 − 4x2

r2

)]

x

r2
−

−Aβ
2 − 1

β3

[

2β2

(

1 − 2x2
2

r2
2

)

+ 4

(

3 − 4x2
2

r2
2

)

x2
2

r2
2

− 2
β2 − 1

β

(

3 − 4x2
2

r2
2

)

Rx2

r2
2

]

R

r2
+

+

[

A(2β2 − 1) +M(1 + κ2) − 1

]

1

β

(

1 − 2x2

r2

)

R

r2
+ 2A

(

3 − 4x2

r2

)

R2x

r4
,

hinc
xy2

= −2(1 − 2x2
1

r2
1

)
y

r2
1

+

[

B + A

(

1 − 4x2
2

r2
2

)]

y

r2
2

−
[

B + A

(

1 − 4x2

r2

)]

y

r2
+

+2A
β2 − 1

β3

[(

2β2 − 4 +
8x2

2

r2
2

)

x2y

r2
2

+
β2 − 1

β

(

1 − 4x2
2

r2
2

)

Ry

r2
2

]

R

r2
2

−

−
[

A(2β2 − 1) +M(1 + κ2) − 1

]

1

β

2xyR

r4
+ 2A

(

1 − 4x2

r2

)

R2y

r4
,
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gdzie

β =
co
R
, A =

1 −m

1 +mκ1
, B =

κ2 −mκ1

κ2 +m
,

m =
µ2

µ1
, M =

m(1 + κ1)

(m+ κ2)(κ2 − 1 + 2m)
,

x1 = x− co, x2 = x− R2

co
, r2 = x2 + y2,

r2
1 = (x− co)

2 + y2, r2
2 = (x− R2

co
)2 + y2.

2.6.2. W sąsiedztwie prostoliniowego interfejsu

Pole naprężenia w materiale "1" od dyslokacji zlokalizowanej w tym samym materiale
można otrzymać na podstawie [57] w postaci:

π(κ1 + 1)

µ1

σ1 str
yy (x, y, co) = hstr1

yy1
(x, y, co)b

B
x + hstr1

yy2
(x, y, co)b

B
y ,

π(κ1 + 1)

µ1
σ1 str

xx (x, y, co) = hstr1
xx1

(x, y, co)b
B
x + hstr1

xx2
(x, y, co)b

B
y , (2.68)

π(κ1 + 1)

µ1

σ1 str
xy (x, y, co) = hstr1

xy1
(x, y, co)b

B
x + hstr1

xy2
(x, y, co)b

B
y ,

gdzie

hstr1
yy1

= −2(1− 2x2
1

r2
1

)
y

r2
1

+(3A−B− 8Ac2

r2
2

)
y

r2
2

+
x2y

r4
2

(

−4Ax2 + 24Ac− 32Ac
x2

2

r2
2

+ 32Ac2
x2

r2
2

)

,

hstr1
xx1

= −2(1 +
2x2

1

r2
1

)
y

r2
1

+

(

B + A + 4A
x2

2

r2
2

− 8Ac
x2

r2
2

+ 32Ac
x3

2

r4
2

+ 8Ac2
1

r2
2

− 32Ac2
x2

2

r4
2

)

y

r2
2

,

hstr1
xy1

= −2(1 − 2x2
1

r2
1

)
x1

r2
1

+

(

3A−B − 4A
x2

2

r2
2

− 4Ac
1

x2

+ 32Ac
x2

r2
2

− 32Ac
x3

2

r4
2

−

−24Ac2
1

r2
2

+ 32Ac2
x2

2

r4
2

)

x2

r2
2

,

hstr1
yy2

= 2(3 − 2x2
1

r2
1

)
x1

r2
1

+

(

− 5A−B + 4A
x2

2

r2
2

+ 32Ac
x2

r2
2

− 32Ac
x3

2

r4
2

− 24Ac2
1

r2
2

+

+32Ac2
x2

2

r4
2

)

x2

r2
2

− 4A
c

r2
2

,

hstr1
xx2

= −2(1 − 2x2
1

r2
1

)
x1

r2
1

+

(

A+B − 4A
x2

2

r2
2

− 16Ac
x2

r2
2

+ 32Ac
x3

2

r4
2

+ 24Ac2
1

r2
2

−

−32Ac2
x2

2

r4
2

)

x2

r2
2

− 4A
c

x2
,
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hstr1
xy2

= −2(1 − 2x2
1

r2
1

)
y

r2
1

+

(

A+B − 4A
x2

2

r2
2

+ 8Ac
x2

r2
2

− 16Ac
x2

r2
2

+ 32Ac
x3

2

r4
2

+

+
8Ac2

r2
2

− 32Ac2
x2

2

r4
2

)

y

r2
2

,

gdzie x1 = x− co, x2 = x + co.
W przypadku, gdy dyslokacja pozostaje w materiale "1", to pole naprężenia w sąsied-

nim materiale "2" można wyrazić jako:

π(κ1 + 1)

µ1
σ2 str

yy (x, y, co) = hstr2
yy1

(x, y, co)b
B
x + hstr2

yy2
(x, y, co)b

B
y ,

π(κ1 + 1)

µ1
σ2 str

xx (x, y, co) = hstr2
xx1

(x, y, co)b
B
x + hstr2

xx2
(x, y, co)b

B
y , (2.69)

π(κ1 + 1)

µ1

σ2 str
xy (x, y, co) = hstr2

xy1
(x, y, co)b

B
x + hstr2

xy2
(x, y, co)b

B
y ,

gdzie

hstr2
xx1

= −(2 −A− B)(
y

r2
1

+
2x2

1y

r4
1

) + (B − A)
2x2

1y

r4
1

− 2c
2x1y

r4
1

,

hstr2
xy1

= −(2 −A−B)(
x1

r2
1

− 2x3
1

r4
1

) − (B − A)(−2x1

r2
1

+
2x3

1

r2
1

) + 2c(− 1

r2
1

+
2x2

1

r4
1

),

hstr2
yy1

= −(2 − A− B)(
y

r2
1

− 2x2
1y

r4
1

) − (B − A)(−2y

r2
1

+
2x2

1y

r4
1

) + 2c
2x1y

r4
1

,

hstr2
xx2

= (2 −A− B)(−x1

r2
1

+
2x3

1

r4
1

) − (B − A)[
2x3

1

r4
1

+ 2c(− 1

r2
1

+
2x2

1

r4
1

)],

hstr2
xy2

= (2 − A−B)(− y

r2
1

+
2x2

1y

r4
1

) − (B −A)[
2x2

1y

r4
1

+ 2c
2x1y

r4
1

],

hstr2
yy2

= (2 − A− B)(
3x1

r2
1

− 2x3
1

r4
1

) − (B −A)[
2x1

r2
1

− 2x3
1

r4
1

+ 2c(
1

r2
1

− 2x2
1

r4
1

)].

W sytuacji gdy dyslokacja znajduje się w materiale "2" równania powyższe są w laściwe
z zachowaniem uwag z Podrozdzia lu 2.5.2.

2.6.3. W prostoliniowym interfejsie

Dla dyslokacji w interfejsie pole naprężenia można wyrazić następująco, por. [57]:

π(κ1 + 1)

µ1

σ1 int
yy (x, y, co) = hint

yy1
(x, y, co)b

B
x + hint

yy2
(x, y, co)b

B
y ,

π(κ1 + 1)

µ1
σ1 int

xx (x, y, co) = hint
xx1

(x, y, co)b
B
x + hint

xx2
(x, y, co)b

B
y , (2.70)

π(κ1 + 1)

µ1
σ1 int

xy (x, y, co) = hint
xy1

(x, y, co)b
B
x + hint

xy2
(x, y, co)b

B
y ,

gdzie

hint
yy1

= −(B − 3A+ 2)
y

r2
− 4

x2y

r4

(

A− 1

)

,
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hint
xx1

= −(2 −A− B)
y

r2
− 4

x2y

r4

(

1 − A

)

,

hint
xy1

= −(2 − 3A+B)
x

r2
+ 4

x3

r4

(

1 + A

)

, (2.71)

hint
yy2

= (6 − 5A− B)
x

r2
+ 4

x3

r4

(

A− 1

)

,

hint
xx2

= (−2 + A+B)
x

r2
+ 4

x3

r4

(

1 − A

)

,

hint
xy2

= (−2 + A +B)
y

r2
+ 4

x2y

r4

(

1 −A

)

.

2.7. Zastosowanie metody

W tym rozdziale będzie zaprezentowane rozwiązanie dla przypadków pojedynczych
szczelin umieszczonych w sąsiedztwie dwóch rodzaju interfejsów: prostoliniowego i sfe-
rycznej inkluzji. Następnie metoda będzie uogólniona na zagadnienie z dowolną liczbą
szczelin oraz możliwością ich  lączenia, czego konsekwencją będzie możliwość zastosowa-
nia jej do analizy zmęczeniowej propagacji szczeliny. Punktem wyj́sciowym prezentowa-
nych rozważań jest wprowadzenie z Podrozdzia lu 2.4.2 oraz praca [59], w której autorzy
rozpatrują problem sferycznej inkluzji umieszczonej w nieskończenie dużej matrycy oraz
dowolnie zorientowaną szczelinę. Zgodnie z za lożeniami metody zadanie wymaga rozwa-
żenia kilku problemów, mianowicie:

• Problem A. Dotyczy on sferycznego, sprężystego wtrącenia (inkluzji) zatopionego
w matrycy bez szczeliny, por. Rys. 2.17.b, w której pole naprężenia wynika z obcią-
żenia zewnętrznego (rozwiązanie podane w [47], patrz Dodatek). Dla rozważanego
zagadnienia szczególnie istotne są wartości sk ladowych naprężenia σ̄(x, y) wzd luż
linii, gdzie szczelina ma być zlokalizowana (y = 0, |x| < a).

• Problem B. Należy tu rozważyć problem inkluzji oraz szczeliny bez obciążenia
zewnętrznego, por. Rys. 2.17.c. W tym przypadku pole naprężenia w materiale,
¯̄σ(x, y), jest rezultatem dzia lania si l na powierzchni szczeliny. Jak wspomniano po-
przednio si ly te mogą być rozumiane jako rezultat oddzia lywania nierzeczywistego,
dodatkowego materia lu oddzielającego powierzchnie szczeliny. Szczególnie istotne
są wartości naprężenia wzd luż linii szczeliny, y = 0.

Zgodnie z zasadą superpozycji (2.29) oraz wyrażeniem (2.30) formu luje się równania
początkowe na linii lokalizacji szczeliny:

σyy(x, 0) = σ̄yy(x, 0) + ¯̄σyy(x, 0) = 0, |x| < a,

σxy(x, 0) = σ̄xy(x, 0) + ¯̄σxy(x, 0) = 0, |x| < a,

¯̄σyy, ¯̄σxy, ¯̄σxx → 0, gdy x, y → ±∞,

(2.72)

gdzie do rozwiązania problemu B, ¯̄σ(x, y), wykorzystuje się model szczeliny reprezento-
wany przez ciąg ly rozk lad dyslokacji krawędziowych. Do rozwiązania należy wykorzystać
odpowiadającą problemowi funkcję Greena zdefiniowaną w podrozdziale 2.6.1. W przy-
padku czystego rozciągania szczeliny, por. Rys. 2.17, σ̄xy(x, 0) = 0.
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Rysunek 2.17. Konfiguracja szczeliny i inkluzji w nieskończonej matrycy. Zasada superpozy-
cji.

Zgodnie z [59] oraz [60] można opisaną powyżej metodę uogólnić tak, aby by la możli-
wość jej zastosowania dla przypadku wielu szczelin. Przyjmujemy wtedy, że matryca za-
wiera

”
cięcie” wzd luż g ladkiego  luku L przechodzącego przez punkt (c0, 0), por. Rys. 2.18.

Następnie przyjmijmy σn(s) i σnt(s) s ∈ L jako odpowiednio, normalną i styczną, sk lado-
wą wektora naprężenia na L w kompozycie bez cięcia, obie zależne jedynie od obciążenia
zewnętrznego (rozwiązanie problemu A, σ̄(x, y)). Weźmy następnie punkt (c0, 0) odpo-
wiadający punktowi s = s0 na L (s jest d lugością mierzoną na linii L) będący lokalizacją
dyslokacji charakteryzowanej wektorem Burgersa, bBx i bBy . Wówczas wykorzystując wy-
rażenia (2.66) można uzyskać sk ladowe naprężenia w punktach zlokalizowanych na L w
kompozycie bez

”
cięcia”, których jedynym źród lem jest opisywana dyslokacja w nowym

uk ladzie wspó lrzędnych (t, w), gdzie sk ladowe naprężenia zależą od (bBt , bBw). Oznaczając
α = α(s) jako kąt pomiędzy osią x, a normalną do powierzchni w punkcie s (α0 = α(s0))
oraz pamiętając, że (2.66) jest ważne dla x, y ∈ L, sk ladowe naprężenia w punkcie s od
pojedynczej dyslokacji umieszczonej w punkcie s0, σB

n (s, so) i σB
tn(s, so), można wyrazić

jako:

π(κ1 + 1)

µ1
σB

n (s, so) = hn1(s, so)b
B
t + hn2(s, so)b

B
w,

π(κ1 + 1)

µ1
σB

tn(s, so) = htn1(s, so)b
B
t + htn2(s, so)b

B
w,

(2.73)
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Rysunek 2.18. Konfiguracja sferycznej inkluzji, pojedynczej dyslokacji i g ladkiego  luku L.

gdzie bBt , bBw są sk ladowymi wektora Burgersa w nowym uk ladzie wspó lrzędnych (t, w)
oraz hnv, htnv, (v = 1, 2) są dane przez:

hn1 = (hxx1 sinα0 − hxx2 cosα0) cos2 α + (hyy1 sinα0 − hyy2 cosα0) sin2 α+

+ 2(hxy1 sinα0 − hxy2 cosα0) sinα cosα,

hn2 = (hxx1 cosα0 + hxx2 sinα0) cos2 α + (hyy1 cosα0 + hyy2 sinα0) sin2 α+

+ 2(hxy1 cosα0 + hxy2 sinα0) sinα cosα,

htn1 = [(hxx1 − hyy1) sinα0 − (hxx2 − hyy2) cosα0] sinα cosα+

+ (hxy1 sinα0 − hxy2 cosα0)(sin2 α− cos2 α),

htn2 = [(hxx1 − hyy1) cosα0 + (hxx2 − hyy2) sinα0] sinα cosα+

+ (hxy1 cosα0 + hxy2 sinα0)(sin
2 α− cos2 α).

(2.74)

Funkcje hxxd, hxyd, hyyd, (d = 1, 2) oznaczają wyrażenia hinc
xxd, h

inc
xyd, h

inc
yyd, (d = 1, 2) okre-

ślone przez równania (2.67) i będą tak oznaczane w dalszej części rozdzia lu. Wyrażenie
(2.74) jest konsekwencją transformacji sk ladowych pola naprężenia (zależnej od kąta α) i
wektora Burgersa do nowego uk ladu wspó lrzędnych (zależnego od kąta α0) określonego na
L (patrz Dodatek). Jeśli przyjmiemy, że bt i bw są ciąg lą, nieznaną funkcją (zależną od so)
na L (δbBt = bt(so)δso, δb

B
w = bw(so)δso), to rozwiązanie problemu B można sformu lować
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następująco:

¯̄σn(s) =

∫

L

σB
n (s, so)dso =

∫

L

[

hn1(s, so)bt(so) + hn2(s, so)bw(so)

]

dso,

¯̄σtn(s) =

∫

L

σB
tn(s, so)dso =

∫

L

[

htn1(s, so)bt(so) + htn2(s, so)bw(so)

]

dso.

(2.75)

Wykorzystując zasadę superpozycji (2.29) oraz pamiętając, że σ̄tn(s) i σ̄n(s) to odpo-
wiednio styczna i normalna sk ladowa naprężenia na linii za lożonej lokalizacji szczeliny L
(wynik rozwiązania problemu A), powstaje uk lad równań w postaci:

−σ̄n(s) =

∫

L

σB
n (s, so)dso =

∫

L

[

hn1(s, so)bt(so) + hn2(s, so)bw(so)

]

dso,

−σ̄tn(s) =

∫

L

σB
tn(s, so)dso =

∫

L

[

htn1(s, so)bt(so) + htn2(s, so)bw(so)

]

dso.

(2.76)

Warunek dla wektora przemieszczenia wymaga, żeby gęstość dyslokacji spe lnia la wa-
runek:

∫

L

bt(so)dso = 0,

∫

L

bw(so)dso = 0.

(2.77)

Otrzymujemy więc uk lad równań (2.76) i (2.77) dla dowolnie zorientowanej szczeliny w
kszta lcie  luku umieszczonej w sąsiedztwie sferycznej inkluzji.

  y w 

   L 

ot

 n α  
x 

s 

t 

c 

t1 

t2 

R 

0 

Rysunek 2.19. Prostoliniowa szczelina w sąsiedztwie okrąg lej inkluzji.

2.7.1. Sferyczna inkluzja i dowolnie zorientowana szczelina prostoliniowa

Rozważmy szczególny przypadek pojedynczej, prostoliniowej szczeliny, por. Rys. 2.19.
Przyjmijmy (t, w) jako sta ly uk lad wspó lrzędnych, przy czym końcowymi punktami szcze-
liny będą (t1, c) i (t2, c). Zdefiniujmy również prostopad le i styczne naprężenie wzd luż
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L, którego źród lem jest pojedyncza dyslokacja definiowana wektorem Burgersa bBx i bBy
umieszczona w punkcie t0. Ze względu na to, że rozważany problem pojedynczej szczeli-
ny nie wymaga transformowania wektorów bBx i bBy do uk ladu wynikającego z po lożenia
szczeliny (por. 2.73), wyrażenia (2.74) upraszczają się do postaci:

hp
n1 = hxx1 cos2 α + hyy1 sin2 α + 2hxy1 sinα cosα,

hp
n2 = hxx2 cos2 α + hyy2 sin2 α + 2hxy2 sinα cosα,

hp
tn1 = (hxx1 − hyy1) sinα cosα + hxy1(sin2 α− cos2 α),

hp
tn2 = (hxx2 − hyy2) sinα cosα + hxy2(sin2 α− cos2 α).

(2.78)

Należy podkreślić, że stosowanie tych uproszczonych równań możliwe jest tylko w przy-
padku pojedynczej, prostoliniowej szczeliny. W wyniku wspomnianego uproszczenia rów-
nanie (2.73) sprowadza się do postaci:

π(κ1 + 1)

µ1
σB

n (s, so) = hp
n1(s, so)b

B
x + hp

n2(s, so)b
B
y ,

π(κ1 + 1)

µ1
σB

t (s, so, ) = hp
tn1(s, so)b

B
x + hp

tn2(s, so)b
B
y .

(2.79)

Natomiast wyrażenie (2.76) zapisujemy jako:

−σ̄n(s) =

∫

L

σB
n (s, so)dso =

∫

L

[

hp
n1(s, so)bx(so) + hp

n2(s, so)by(so)

]

dso,

−σ̄tn(s) =

∫

L

σB
tn(s, so)dso =

∫

L

[

hp
tn1(s, so)bx(so) + hp

tn2(s, so)by(so)

]

dso,

(2.80)

a warunek (2.77) formu lujemy jako

∫

L

bx(so)dso = 0,

∫

L

by(so)dso = 0.

(2.81)

Tak więc w przypadku szczeliny prostoliniowej możliwe jest wyrażenie relacji i wspó l-
czynników wymaganych do sformu lowania systemu równań ca lkowych (2.80) w postaci
zależnej od t, t0 oraz bBx i bBy , czyli:

sinα =
t0

√

c2 + t20
, cosα =

c
√

c2 + t20
,

x = t sinα + c cosα, y = c sinα− t cosα,

x1 =
t0(t− t0)
√

c2 + t20
, x2 =

t0t+ c2 −R2

√

c2 + t20
, r2 = c2 + t2,

r2
1 = (t0 − t)2, r2

2 =
(t0t+ c2 − R2)2 + c2(t0 − t)2

c2 + t20
.

(2.82)
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Jeśli przyjmiemy naprężenie wzd luż L otrzymane z rozwiązania bez szczeliny, σ̄(s), oraz
wykorzystamy oznaczenia wynikające z Rys. 2.19, to definiując:

−σww(t, c) = p1(t), −σwt(t, c) = p2(t), (2.83)

i
bx(so) = −f1(t0), by(so) = −f2(t0), (2.84)

system równań ca lkowych (2.80) i warunek (2.81) możemy wyrazić jako:

π(κ1 + 1)

2µ1

p1(t) =

t1
∫

t2

2
∑

j=1

K inc
ij

(t, t0)fj(t0)dt0, (i = 1, 2; t2 < t < t1),

t1
∫

t2

fi(t)dt = 0, (i = 1, 2).

(2.85)

Jądro K inc
ij

(t, t0) reprezentuje wp lyw dyslokacji umieszczonej w punkcie t0 na punkt t.
Można pokazać, że dla t = t0 jądro to zawiera osobliwość typu Cauchy’ego w postaci:

x1

r2
1

= −
(

t0
√

c2 + t20

)

1

t0 − t
,

y

r2
1

=

(

c
√

c2 + t20

)

1

t0 − t
. (2.86)

Osobliwość tego typu można wyodrębnić z jądra równania ca lkowego wykorzystując trans-
formację (2.78) zastosowaną do części osobliwej równań (2.66) w postaci:

h
inc sin
n1 /2 = h

inc sin
xx1 cos2 α + h

inc sin
yy1 sin2 α + 2h

inc sin
xy1 sinα cosα =

= −(1 +
2x2

1

r2
1

)
y

r2
1

cos2 α− (1 − 2x2
1

r2
1

)
y

r2
1

sin2 α− 2(1 − 2x2
1

r2
1

)
x1

r2
1

sinα cosα = − y

r2
1

(2.87)

h
inc sin
n2 /2 = h

inc sin
xx2 cos2 α + h

inc sin
yy2 sin2 α + 2h

inc sin
xy2 sinα cosα =

= −(1 − 2x2
1

r2
1

)
x1

r2
1

cos2 α− (3 − 2x2
1

r2
1

)
x1

r2
1

sin2 α− 2(1 − 2x2
1

r2
1

)
y

r2
1

sinα cosα =
x1

r2
1

,
(2.88)

h
inc sin
tn1 /2 = (h

inc sin
xx1 − h

inc sin
yy1 ) sinα cosα + h

inc sin
xy1 (sin2 α− cos2 α) =

= [−(1 +
2x2

1

r2
1

)
y

r2
1

+ (1 − 2x2
1

r2
1

)
y

r2
1

] sinα cosα− (1 − 2x2
1

r2
1

)
x1

r2
1

(sin2 α− cos2 α) =
x1

r2
1

,

(2.89)

h
inc sin
tn2 /2 = (h

inc sin
xx2 − h

inc sin
yy2 ) sinα cosα + h

inc sin
xy2 (sin2 α− cos2 α) =

= [−(1 − 2x2
1

r2
1

)
x1

r2
1

− (3 − 2x2
1

r2
1

)
x1

r2
1

] sinα cosα− (1 − 2x2
1

r2
1

)
y

r2
1

(sin2 α− cos2 α) =
y

r2
1

.

(2.90)
Wówczas system równań (2.85) można przekszta lcić do następującej postaci:

π(κ1 + 1)

2µ1

p1(t) =

t1
∫

t2

f1(t0)
c

√

c2 + t20

dt0
t0 − t

+

t1
∫

t2

kinc
11

(t, t0)f1(t0)dt0+

t1
∫

t2

f2(t0)
t0

√

c2 + t20

dt0
t0 − t

+

t1
∫

t2

kinc
12

(t, t0)f2(t0)dt0,

(2.91)
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π(κ1 + 1)

2µ1

p2(t) =

t1
∫

t2

f1(t0)
t0

√

c2 + t20

dt0
t0 − t

+

t1
∫

t2

kinc
21

(t, t0)f1(t0)dt0,−

t1
∫

t2

f2(t0)
c

√

c2 + t20

dt0
t0 − t

+

t1
∫

t2

kinc
22

(t, t0)f2(t0)dt0,

(2.92)

gdzie kinc
ij (t, t0) jest jądrem nieosobliwym pozosta lym po oddzieleniu części osobliwej

(2.87–2.90) z przekszta lconych wyrażeń (2.66). Równania powyższe rozwiązywane są nu-
merycznie (patrz podrozdzia l 2.4.3). Rozwiązanie inne niż numeryczne jest bardzo trudne
już w przypadku pojedynczej szczeliny, a w docelowo rozważanym problemie pewnej dużej
liczby prostoliniowych szczelin praktycznie niemożliwe.

2.7.2. Prostoliniowy interfejs i dowolnie zorientowana szczelina

W przypadku zmiany konfiguracji geometrycznej problemu niezbędne jest wykorzysta-
nie w laściwej funkcji Greena odpowiadającej zadanemu problemowi (2.68). Następnie mo-
dyfikując podane w poprzednim podrozdziale wyrażenia można uzyskać rozwiązanie dla
szczeliny dowolnie zorientowanej w stosunku do prostoliniowego interfejsu. Przyjmijmy
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Rysunek 2.20. Prostoliniowa szczelina w sąsiedztwie prostoliniowego interfejsu.

więc (t, w) jako sta ly uk lad wspó lrzędnych oraz niech końcowymi punktami szczeliny bę-
dą (t1, c) i (t2, c). Kąt α, określający pochylenie szczeliny jest w tym przypadku sta ly,
por. Rys. 2.20. Relacje i wspó lczynniki wymagane do wyrażenia systemu równań ca lko-
wych (2.75) w postaci zależnej od t, t0 oraz od bBx , bBy można zapisać, por. Rys. 2.20,
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jako:
l = t0 cosα− c sinα,

c0 = t0 sinα+ c cosα,

x = t sinα+ c cosα,

y = c sinα− t cosα + l = cosα(t0 − t),

x1 = sinα(t− t0), r
2
1 = (t− t0)

2.

(2.93)

Jeśli teraz przyjmiemy naprężenie na L otrzymane z rozwiązania bez szczeliny oraz ozna-
czenia jak na Rys. 2.20 to definiując

−σww(t, c) = p1(t), −σwt(t, c) = p2(t), (2.94)

bx(so) = −f1(t0), by(so) = −f2(t0), (2.95)

system równań ca lkowych (2.80) oraz warunek (2.81) możemy wyrazić jako:

π(κ1 + 1)

2µ1
p1(t) =

t1
∫

t2

2
∑

j=1

Kstr
ij

(t, t0)fj(t0)dt0, (i = 1, 2; t2 < t < t1)

t1
∫

t2

fi(t)dt = 0, (i = 1, 2).

(2.96)

Wykorzystując w podobny sposób jak w wyrażeniach (2.87 – 2.90) transformację (2.78)
oraz osobliwe części (2.68) można pokazać, że dla t = t0 jądro Kstr

ij
(t, t0) posiada osobli-

wość typu Cauchy’ego:

x1

r2
1

= − sinα
1

t0 − t
,

y

r2
1

= cosα
1

t0 − t
. (2.97)

Postępując podobnie jak w przypadku inkluzji otrzymujemy:

π(κ1 + 1)

2µ1
p1(t) =

t1
∫

t2

f1(t0) cosα
dt0
t0 − t

+

t1
∫

t2

kstr
11

(t, t0)f1(t0)dt0+

t1
∫

t2

f2(t0) sinα
dt0
t0 − t

+

t1
∫

t2

kstr
12

(t, t0)f2(t0)dt0,

(2.98)

π(κ1 + 1)

2µ1
p2(t) =

t1
∫

t2

f1(t0) sinα
dt0
t0 − t

+

t1
∫

t2

kstr
21

(t, t0)f1(t0)dt0,−

t1
∫

t2

f2(t0) cosα
dt0
t0 − t

+

t1
∫

t2

kstr
22

(t, t0)f2(t0)dt0,

(2.99)

gdzie kstr
ij

(t, t0) jest jądrem nieosobliwym pozosta lym po oddzieleniu części osobliwej z
transformowanych wyrażeń (2.68).
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2.7.3. Ogólne sformu lowania dla szczelin

Wykorzystując podstawowe rozwiązania podane w poprzednich rozdzia lach możemy
rozpatrzyć system N prostoliniowych szczelin Lj , por. Rys. 2.21. W tym przypadku wy-

 

 
ott,

w

St1  Et1  Et2  

Et3  
E
jt  

St2  

St3  
S
jt  

L1 
L2 

L3 

Lj 

∞
2σ

∞
1σ

∞
2σ

∞
1σ

3η  

2η  

jη  

� �1( 11,κµ ) 
 

2( 22 ,κµ ) 
 

Rysunek 2.21. Konfiguracja N – szczelin.

rażenia (2.75) przybierają następującą postać

−σn(tj) =
N
∑

i=1

tS
i
∫

tEi

[hn1(tj, toi)bti(toi) + hn2(tj , toi)bwi(toi)]dtoi,

−σtn(tj) =

N
∑

i=1

tS
i
∫

tEi

[htn1(tj , toi)bti(toi) + htn2(tj , toi)bwi(toi)]dtoi,

(2.100)

gdzie hnv, htv, (v = 1, 2) są dane przez, por. Rys. 2.18:

hn1 = (hxx1 sinα0i − hxx2 cosα0i) cos2 αj + (hyy1 sinα0i − hyy2 cosα0i) sin2 αj+

+ 2(hxy1 sinα0i − hxy2 cosα0i) sinαj cosαj,

hn2 = (hxx1 cosα0i + hxx2 sinα0i) cos2 αj + (hyy1 cosα0i + hyy2 sinα0i) sin2 αj+

+ 2(hxy1 cosα0i + hxy2 sinα0i) sinαj cosαj ,

ht1 = [(hxx1 − hyy1) sinα0i − (hxx2 − hyy2) cosα0i] sinαj cosαj+

+ (hxy1 sinα0i − hxy2 cosα0i)(sin
2 αj − cos2 αj),

ht2 = [(hxx1 − hyy1) cosα0i + (hxx2 − hyy2) sinα0i] sinαj cosαj+

+ (hxy1 cosα0i + hxy2 sinα0i)(sin
2 αj − cos2 αj)

(2.101)
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oraz

• σn(tj), σtn(tj) oznaczają normalne i styczne sk ladowe naprężenia dla j-szczeliny
(wynikające z rozwiązania problemu (A) - bez szczelin),

• bti, bwi jest nieznaną, poszukiwaną i ciąg lą funkcją (zależną od t0i) w laściwą dla i–tej
szczeliny,

• ηj jest kątem pomiędzy g lównym uk ladem wspó lrzędnych a j-tą szczeliną (dla g lów-
nej szczeliny j = i = 1, η1 = 0).

• Należy zwrócić uwagę, że w przypadku bimateria lu, ze względu na warunek cią-
g lości odkszta lceń na po lączeniu dwóch materia lów, naprężenia σ∞

y,2 oraz σ∞
y,1, por.

Rys. 2.22, muszą spe lniać następującą relację:

σ∞
y,2 = σ∞

y,1

E2

E1
− σ∞

x

(

ν1
E2

E1
− ν2

)

dla p laskiego stanu naprężenia

σ∞
y,2 = σ∞

y,1

1 − ν2
1

1 − ν2
2

E2

E1
−σ∞

x

(

ν1(1 + ν1)

1 − ν2
2

E2

E1
− ν2

1 − ν2

)

dla p laskiego stanu odkszta lcenia,

m = 1, σ∞
y,1 = σ∞

y,2, dla materia lu jednorodnego.

 

,2yσ ∞

E2, ν2 

 
E1, ν1 

 

,1yσ ∞

,1yσ ∞

xσ ∞
xσ ∞

,2yσ ∞

Rysunek 2.22. Przyk lad obciążenia bimateria lu.

Wprowadzając notację:

−σn(tj) = pn(tj), −σtn(tj) = ptn(tj), (2.102)

bwi(toi) = −fni(toi), bti(toi) = −fti(toi),
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oraz oddzielając części osobliwe od nieosobliwych można, używając transformacji (2.101),
zapisać równanie (2.100) w następującej postaci:

pn(tj) =

N
∑

i=1

tS
i
∫

tE
i

2µζ

π(κζ + 1)

([

fti(toi)
2 sin ηi

toi − tj
+ fni(toi)

2 cos ηi

toi − tj
+fti(toi)k

nj
ti (tj , toi)

+ fni(toi)k
nj
ni (tj , toi)

]

δij + (1 − δij)

[

fti(toi)K
nj
ti (tj , toi) + fni(toi)K

nj
ni (tj, toi)

])

dtoi

cos ηi

,

ptn(tj) =

N
∑

i=1

tS
i
∫

tE
i

2µζ

π(κζ + 1)

([

fti(toi)
2 cos ηi

toi − tj
− fni(toi)

2 sin ηi

toi − tj
+fti(toi)k

tj
ti (tj , toi)

+ fni(toi)k
tj
ni(tj, toi)

]

δij + (1 − δij)

[

fti(toi)K
tj
ti (tj , toi) + fni(toi)K

tj
ni(tj , toi)

])

dtoi

cos ηi

,

(2.103)
gdzie knj

ti , k
nj
ni , k

tj
ti , i ktj

ni są nieosobliwymi sk ladnikami przetransformowanych funkcji
Greena dla punktów na tej samej szczelinie, tj. dla i = j. Knj

ti , K
nj
ni , K

tj
ti , i Ktj

ni są
to nieosobliwe sk ladowe, które określają wp lyw dyslokacji na linii Li na naprężenie w
punkcie o wspó lrzędnej t = tj na linii Lj , czyli dla i 6= j. Zauważmy, że osobliwości
występują tylko dla i = j i są one typu Cauchy’ego. Wartość indeksu dla ζ = 1, 2 zależy
od tego, gdzie znajduje się aktualnie rozpatrywana dyslokacja. Dla dyslokacji w materiale
1 indeks ζ = 1, dla dyslokacji w materiale 2 indeks ζ = 2. Należy dodać, iż w przypadku
formu lowania równań ca lkowych dla szczeliny przechodzącej przez interfejs, należy ją
traktować jako dwie oddzielne szczeliny, które  lączą się w interfejsie. Spowodowane to jest
koniecznością rozpatrzenia ze szczególną uwagą punktu przej́scia szczeliny przez interfejs.

Dodatkowo gęstość dyslokacji musi spe lniać warunek:

N
∑

i=1

tS
i
∫

tE
i

fti(t0i)

cos ηi
dtoi = 0,

N
∑

i=1

tS
i
∫

tE
i

fni(toi)

cos ηi

dtoi = 0.

(2.104)

Powyższe równania, dzięki użyciu transformacji (2.101) są ważne również dla sys-
temu szczelin w sąsiedztwie inkluzji. Wówczas należy użyć odpowiednich wyrażeń re-
prezentujących pole naprężenia od pojedynczej dyslokacji oraz przekszta lceń opisanych
szczegó lowo w poprzednich rozdzia lach. Tak więc wyrażenia knj

ti , k
nj
ni , k

tj
ti , i ktj

ni oraz
Knj

ti , K
nj
ni , K

tj
ti , i Ktj

ni zależne są o od rozwiązywanego problemu, choć zapis równań
ca lkowych (2.103) może być taki sam.

Podstawowym przyk ladem zastosowania wyrażenia (2.103) jest szczelina z odga lę-
zieniem umieszczona w sąsiedztwie okrąg lego wtrącenia, por. Rys. 2.23. Taki przypadek
rozpatrywany by l w pracy [60], w której sformu lowane równania odpowiadają tym uzy-
skanym na podstawie (2.103).

W przypadku problemu dotyczącego szczelin w różnych materia lach system równań
(2.103) będzie odpowiada l sytuacji jak na Rys. 2.24, która by la rozważana w pracy [53].
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Rysunek 2.23. Szczelina z odga lęzieniem w sąsiedztwie inkluzji.
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Rysunek 2.24. Dwie prostopad le szczeliny w bimateriale.
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2.8. Szczeliny w bimateriale.

2.8.1. Wstęp

Jeśli rozważania dotyczą modelowania dwóch po lączonych materia lów, to nie ma moż-
liwości uniknięcia problemu związanego z po lączeniem tych komponentów – interfejsu.
Wybór modelu interfejsu jest kluczowy, ponieważ determinuje zarówno cechy fizyczne,
jak i numeryczne rozwiązanie. Najprostszym modelem po lączenia jest za lożenie, że po lą-
czenie jest idealne czyli jest linią  lączącą dwa materia ly. Jednakże za lożenie to powoduje
brak ciąg lości w laściwości materia lu, a więc i sta lych materia lowych. Jak będzie to poka-
zane, model taki jest źród lem wielu trudności. W przypadku szczeliny, która jest rozwarta
(ang.: open crack) i umieszczona w tak zamodelowanym interfejsie otrzymuje się rozwią-
zanie, które ma charakter nierzeczywisty.

Innym modelem interfejsu jest zastąpienie idealnego po lączenia cienką warstwą trze-
ciego materia lu. Jednakże bardziej realistyczną wersją tego modelu wydaje się zastąpienie
dodatkowego materia lu przez warstwę, w której zmiana sta lych sprężystych odbywa się w
sposób ciąg ly. Powoduje to, że materia ly tworzące kompozyt przechodzą jeden w drugi w
sposób ciąg ly tworząc interfejs w określonej przestrzeni. Należy wówczas przyjąć "odpo-
wiednią" funkcję opisującą zmianę sta lych materia lowych w interfejsie możliwie dok ladnie
odwzorowującą tę sytuację.

W niniejszym rozdziale opisane zostaną powyższe modele wraz z próba ich oceny.
Jeśli rozważymy szczelinę, która rozwija się w jednym z materia lów, a jej wierzcho lek

osiąga interfejs, to wówczas szczelina może:

• kontynuować propagację w drugi materia l pod innym kątem propagacji w stosunku
do interfejsu niż dzia lo się to przed przej́sciem przez interfejs lub też kontynuować
wzrost bez zmiany wartości kąta

• kontynuować wzrost w interfejsie

• ”odbić się" od interfejsu

• zatrzymać się w interfejsie

Istnieje jeszcze możliwość, że początkowa szczelina będzie mia la bezpośredni kontakt z
interfejsem, np. będzie ca la umiejscowiona między komponentami tworzącymi kompozyt.
Takie umiejscowienie szczeliny jest bardzo istotne z punktu widzenia wytrzyma lości kom-
pozytów. Jest również najczęstszą lokalizacją defektów, a więc i początkowych szczelin, z
których rozwija się pęknięcie. W niniejszym rozdziale dokonana zostanie próba przeglądu
najważniejszych modeli interfejsu i konsekwencji ich przyjęcia.

Wszystkie te problemy muszą być rozważone, aby można by lo zaproponować efektyw-
ny model propagacji szczeliny w materia lach z lożonych.

2.8.2. Idealne po lączenie materia lów

Klasyczne rozważania dotyczą zwykle problemu szczeliny, która umieszczona jest w
ca lości w materiale jednorodnym. Pole naprężenia w sąsiedztwie wierzcho lka szczeliny
można w tym przypadku wyrazić jako σij ∝ r−1/2. Jednakże w przypadku szczeliny
umieszczonej w interfejsie, rozumianym jako idealne po lączenie dwóch różnych materia lów
pole naprężenia posiada inny stopień osobliwości tzn.: σij ∝ rλ, λ 6= −1/2.
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Rysunek 2.25. Bimateria l - przypadek idealnego po lączenia dwóch materia lów o różnych
modu lach sprężystych.

Szczelina rozwarta umieszczona w interfejsie. W tym paragrafie będzie mowa
o modelu szczeliny rozwartej, umieszczonej w interfejsie. Historię badań nad tym proble-
mem zapoczątkowa l Williams, który w roku 1959, [188], określi l naturę pól naprężenia i
odkszta lcenia w sąsiedztwie wierzcho lka szczeliny umieszczonej w interfejsie. Później En-
gland, w roku 1965, [75], poda l wyrażenie na pole naprężenia (y = 0, |x| > a, Rys. 2.26)
w następującej postaci:

σyy(x, 0)

σ∞
yy

= ± x√
x2 − a2

{

cos(εln|x+ a

x− a
|) + 2

a

x
εsin(εln|x+ a

x− a
|)
}

,

σxy(x, 0)

σ∞
yy

= ± x√
x2 − a2

{

sin(εln|x+ a

x− a
|) − 2

a

x
εcos(εln|x+ a

x− a
|)
}

,

(2.105)

gdzie znak ± oznacza lewy i prawy wierzcho lek szczeliny (w dalszej części rozważany
będzie jedynie prawy wierzcho lek szczeliny), ε jest sta lą bisprężystą definiowaną jako

ε =
1

2π
ln

(

1 + β

1 − β

)

, (2.106)

gdzie β jest parametrem Dundursa:

α =
µ2(κ1 + 1) − µ1(κ2 + 1)

µ2(κ1 + 1) + µ1(κ2 + 1)
,

β =
µ2(κ1 − 1) − µ1(κ2 − 1)

µ2(κ1 + 1) + µ1(κ2 + 1)
.

(2.107)

Cechy charakterystyczne wyrażenia na pole naprężenia w przypadku szczeliny w inter-
fejsie lub jego najbliższym sąsiedztwie to:

• Gdy β = 0 ⇒ ε = 0, wówczas wyrażenie (2.105) opisuje pole naprężenia w
materiale jednorodnym.

• Nawet pomimo przy lożenia jedynie obciążenia rozciągającego, pojawia się sk ladowa
styczna, por. Rys. 2.26.

• Jeśli rozważymy obszar w najbliższym sąsiedztwie wierzcho lka, to gdy x → ±a
wówczas ln|x+a

x−a
| → ∞. A więc dla |x| − a → 0 trygonometryczna część wyra-

żenia oscyluje gwa ltownie pomiędzy ±1, a znak zmienia się nieskończenie często
w bezpośrednim sąsiedztwie wierzcho lka. Ten obszar niestabilnego charakteru pola
naprężenia jest stosunkowo niewielki, [75], przyk ladowo dla ε = 0.1 jest on równy
oko lo 10−7a począwszy od wierzcho lka szczeliny.
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Rysunek 2.26. Model rozwartej szczeliny umieszczonej w idealnym interfejsie.
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Rysunek 2.27. Charakter pól naprężenia w okolicy wierzcho lka szczeliny w interfejsie.

• Zauważmy, że wyrażenie w postaci pierwiastka sumy kwadratów stycznej i normal-
nej sk ladowych naprężenia, por. (2.105), traci charakter oscylacyjny:

√

σ2
yy(x, 0) + σ2

xy(x, 0)

σ∞
yy

=
x√

x2 − a2

√

1 +

(

2
a

x
ε

)2

. (2.108)

To spostrzeżenie będzie bezpośrednio wykorzystane w dalszych częściach pracy, w
których użyty będzie wspó lczynnik uwalniania energii, G.
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Równanie (2.105) można zapisać również w postaci:

σyy(x, 0) + iσxy(x, 0) =
σ∞

yyx√
x2 − a2

{(

1 − 2i
a

x
ε

)[

cos

(

εln|x+ a

x− a
|
)

+ isin

(

εln|x+ a

x− a
|
)]}

= σ∞
yy

(x− 2iaε)√
x2 − a2

|x+ a

x− a
|iε.

(2.109)
Erdogan [74] rozszerzy l powyższe równanie na przypadek obciążenia rozciągającego i
ścinającego:

σyy(x, 0) + iσxy(x, 0) = [σ∞
yy + iσ∞

xy]
(x− 2iaε)√
x2 − a2

|x+ a

x− a
|iε. (2.110)

W literaturze istnieje kilka definicji WIN dla szczeliny w interfejsie. Jedną z nich jest
definicja podana przez Erdogana i Guptę [62], [76], postaci:

K = K1 + iK2 =
√

2π lim
x→a

{

(x− a)1/2

(

x− a

x+ a

)iε

[σyy(x, 0) + iσxy(x, 0)]

}

, (2.111)

z którego, wykorzystując równanie (2.110), otrzymujemy:

K = K1 + iK2 = [σ∞
yy + iσ∞

xy]
√
πa(1 − 2iε). (2.112)

Inną, nieznacznie różniącą się definicją jest ta podana przez Rice’a [71], [73] w nastę-
pującej postaci:

k = k1 + ik2 =
√

2π lim
x→a

{(x− a)1/2(x− a)iε[σyy(x, 0) + iσxy(x, 0)]}, (2.113)

z której, wykorzystując również wyrażenie (2.110), otrzymujemy:

k = k1 + ik2 = [σ∞
yy + iσ∞

xy]
√
πa(1 − 2iε)(2a)iε, (2.114)

lub

k = k1 + ik2 =

= [σ∞
yy + iσ∞

xy]

√
πa

cosh(πε)

{

[cos(εln(2a)) + 2εsin(εln(2a))] − i[sin(εln(2a)) + 2εcos(εln(2a))]

}

.

(2.115)
Wówczas wyrażenie na pole naprężenia, wykorzystując (2.114), można zapisać w ogólnie
znanej postaci jako:

∣

∣

∣

∣

σyy(x) + iσxy(x)

∣

∣

∣

∣

θ=0

=
k√
2πr

riε. (2.116)

W pracy [80] podano w sposób jednoznaczny wyrażenia na pole naprężenia w opisy-
wanej konfiguracji materia lu i szczeliny, a mianowicie:

σj
xx =

K1

2
√

2πr

[

Ajf 1
11 −

1

Aj
cos(θ − Θ)

]

− K2

2
√

2πr

[

Ajf 2
11 +

1

Aj
sin(θ − Θ)

]

,

σj
yy =

K1

2
√

2πr

[

Ajf 1
22 +

1

Aj
cos(θ − Θ)

]

− K2

2
√

2πr

[

Ajf 2
22 −

1

Aj
sin(θ − Θ)

]

,

σj
xy =

K1

2
√

2πr

[

Ajf 1
12 −

1

Aj
sin(θ − Θ)

]

− K2

2
√

2πr

[

Ajf 2
12 −

1

Aj
cos(θ − Θ)

]

,

(2.117)
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gdzie,

Θ = εln(
r

2a
) +

θ

2
,

A1 = e−ε(π−θ),

A2 = eε(π+θ),

f 1
11 = 3cosΘ + 2εsinθcos(θ + Θ) − sinθsin(θ + Θ),

f 2
11 = 3sinΘ + 2εsinθsin(θ + Θ) + sinθcos(θ + Θ),

f 1
22 = cosΘ − 2εsinθcos(θ + Θ) + sinθsin(θ + Θ),

f 2
22 = sinΘ − 2εsinθsin(θ + Θ) − sinθcos(θ + Θ),

f 1
12 = sinΘ + 2εsinθsin(θ + Θ) + sinθcos(θ + Θ),

f 2
22 = −cosΘ − 2εθcos(θ + Θ) + sinθsin(θ + Θ).

(2.118)

Indeks j oznacza tu jeden z dwóch materia lów tworzących bimateria l, a WIN użyty
w powyższych równaniach zosta l określony na podstawie definicji (2.111) oraz funkcji
uzyskanej przez Rice’a [71], tzn.:

K1 =

√
πa

cosh(πε)
[σ∞

yy + 2εσ∞
xy],

K2 =

√
πa

cosh(πε)
[−σ∞

xy + 2εσ∞
yy].

(2.119)

Definicja ta jest zgodna z jednostką WIN [MPa
√

m] dla materia lu jednorodnego. W
przypadku definicji (2.115) nie jest to spe lnione. Przez wiele lat by lo to powodem roz-
bieżności, aż do momentu, gdy Rice [73] zmodyfikowa l swoją definicję WIN w interfejsie
wprowadzając wielkość charakteryzującą scalę, r̂:

k∗ = k∗1 + ik∗2 = kr̂−iε (2.120)

w wyniku czego:

∣

∣

∣

∣

σyy(x) + iσxy(x)

∣

∣

∣

∣

θ=0

=
k√
2πr

[

cos

(

εln
r

r̂

)

+ isin

(

εln
r

r̂

)]

(2.121)

Jednakże rozwiązanie to nie jest jednoznaczne, ponieważ powstaje pytanie: jak dobrać
wielkość r̂? Dodatkowo można zapisać, że:

√

(σyy)2 + (σxy)2 =

√

k2
1 + k2

2√
2πr

,

arctan

(

σyy

σxy

)

= arctan

(

k1

k2

)

− εln

(

r

r̂

)

.

(2.122)

Z równań tych wynika, iż modu l ze sk ladowych naprężenia jest niezależny od wielko-
ści r̂, natomiast argument jest zależny od tej wartości. Rice zasugerowa l, że wartość r̂
może być przyjęta jako np. 1µm. Jednak dowolność wyboru tej wartości jest źród lem
niejednoznacznego określenia pól mechanicznych przed wierzcho lkiem szczeliny.

Wielkości K1 oraz K2 (lub k1 oraz k2) są wprowadzone jako koncepcja zbliżona do
sytuacji w materiale jednorodnym. Nie można ich jednak utożsamiać ze wspó lczynnikami
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KI oraz KII. Należy dodać, iż K1, K2 (lub k1, k2) są zależne od obciążenia, podobnie jak
WIN dla materia lu jednorodnego, oraz charakteryzują pole naprężenia przed wierzcho l-
kiem szczeliny.

Bardzo interesującą wielkością nie posiadającą oscylacyjnego charakteru jest wspó l-
czynnik uwalniania energii G. Wartość G można zdefiniować jako:

G =
1

2δa

∫ δa

0

[σyy(x, a)g(x, a+ δa) + σxy(x, a)h(x, a + δa)]dx =
|K|2
4C

, (2.123)

gdzie

g(x) = uy(x, 0+) − uy(x, 0−),

h(x) = ux(x, 0+) − ux(x, 0−),

C =
2µ1(1 + α)

(κ1 + 1)(1 − β2)
=

2µ2(1 − α)

(κ2 + 1)(1 − β2)
,

|K| =
√

K2
1 +K2

2 ,

(2.124)

oraz por. [72]

g(x) + ih(x) = [σ∞
yy + iσ∞

xy]

√
a2 − x2

C
√

1 − β2

∣

∣

∣

∣

x+ a

x− a

∣

∣

∣

∣

iε

. (2.125)

Wspó lczynnik G jest więc parametrem uniwersalnym mogącym charakteryzować proces
pękania podobnie jak ma to miejsce w przypadku materia lu jednorodnego.

Lokalizacja szczeliny a stopień osobliwości. Jak już wspomniano wyżej typ
osobliwości pola naprężenia w okolicy wierzcho lka rozwartej szczeliny w interfejsie ma
charakter oscylacyjny postaci σij ∼ r−1/2±iǫ. Innym przypadkiem opisywanym przez wielu
autorów jest szczelina, której jedynie jeden z wierzcho lków umieszczony jest w idealnym
interfejsie, a pozosta la jej część leży w jednym z komponentów bimateria lu. Stopień
osobliwości będzie tu zależny od sta lych sprężystych materia lów oraz od kąta szczeliny w
stosunku do interfejsu. Stopień osobliwości będzie również odmienny w miejscu po lączenia
szczelin, czy też ich rozga lęzienia, nawet dla materia lu jednorodnego. W tym przypadku
stopień osobliwości możemy uzyskać z analizy Williamsa dla materia lu jednorodnego.
Jednakże w sytuacji bezpośredniej interakcji szczeliny z interfejsem powstaje zupe lnie
nowy rodzaj osobliwości.

Tak więc punkty osobliwe, które muszą być traktowane ze szczególną uwagą, są toż-
same z punktami fizycznych osobliwości i nieciąg lości (np. miejsce przecięcia interfejsu
przez szczelinę, odga lęzienia szczeliny, czy też samego wierzcho lka szczeliny). Określenie
więc stopnia osobliwości charakteryzującego rozważany problem jest jednym z kluczowych
zadań dla możliwości uzyskania wyrażeń opisujących pole naprężenia.

• Prostoliniowa szczelina zakończona w interfejsie
Rozważmy prostoliniową szczelinę nachyloną i dotykającą interfejs pod kątem θ.
Punkt, w którym szczelina dotyka idealnego po lączenia materia lów jest źród lem
fizycznej osobliwości. Naturę tego rodzaju osobliwości pola naprężenia bada l Bogy,
[109]. Uży l on techniki transformat Melliniego do określenia stopnia osobliwości, rλ.
Okaza lo się, iż λ może być zarówno liczbą rzeczywistą, jak i zespoloną, λ = Re(λ)+
iIm(λ), przy czym λ jest najmniejszym pierwiastkiem następującego równania:
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Rysunek 2.28. Szczelina zakończona w idealnym interfejsie.

[Aβ2 − (2A− B)β + A− B + 1]α2+

+ [(−2A+B + C)β3 + (4A− 2B − C +D + 2)β2 − (2A− B + C)β + C −D]α+

+ (A−B − C +D + E + 1)β4 − (2A− B − C)β3 + (A + C −D − 2E)β2−
− Cβ + E ≡ 0,

(2.126)
gdzie

A(θ, λ) =4(1 + λ)4 sin4 θ + sin2[(1 + λ)(2θ − π)],

B(θ, λ) =4(1 + λ)2 sin2 θ + 2 sin2[(1 + λ)(2θ − π)],

C(θ, λ) =4(1 + λ)2 sin2 θ

{

sin2[(1 + λ)θ] + sin2[(1 + λ)(θ − π)] − 1

}

,

D(θ, λ) =2

{

sin2[(1 + λ)θ] + sin2[(1 + λ)(θ − π)] − 1

}

,

E(θ, λ) = cos2[λπ].

O wyborze wartości λ decyduje Re(λ) również w przypadku pierwiastka zespolone-
go. W przypadku, gdy θ = 0,±2π mamy do czynienia ze szczeliną w interfejsie, a λ
przyjmuje znaną już postać λ = −1/2± iǫ. Natomiast gdy α = β = 0 otrzymujemy
równanie jak w przypadku materia lu jednorodnego, a więc λ = −1/2.

• Szczelina przechodząca prze interfejs
Rozważmy szczelinę przechodzącą przez interfejs, Rys. 2.29. Sytuacja taka jest po-
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Rysunek 2.29. Szczelina przechodząca przez prostoliniowy interfejs.

dobna do przypadku po lączenia dwóch różnych materia lów ze sobą, Rys. 2.30. Sto-
pień osobliwości w obu przypadkach może być uznany za identyczny. Naturę takiego
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Rysunek 2.30. Dwie po lączone ze sobą części różnych materia lów.

rodzaju osobliwości pola naprężenia bada l również Bogy, [108]. Poda l on równanie,
za pomocą którego można określić wartość λ. Jest ona najmniejszym pierwiastkiem
następującego równania:

Aβ2 + 2Bαβ + Cα2 + 2Dβ + 2Eα + F ≡ 0, (2.127)

gdzie

A(θ, φ, λ) = 4M(θ, λ)M(φ, λ),

B(θ, φ, λ) = 2(1 + λ)2[sin2 θM(φ, λ) + sin2 φM(θ, λ)],

C(θ, φ, λ) = 4(1 + λ)2[(1 + λ)2 − 1] sin2 θ sin2 φ+M [(θ − φ), λ],

D(θ, φ, λ) = 2(1 + λ)2

{

sin2 θ sin2[(1 + λ)φ] − sin2 φ sin2[(1 + λ)θ]

}

,

E(θ, φ, λ) = −D(θ, φ, λ) +M(φ, λ) −M(θ, λ),

F (θ, φ, λ) = M [(θ + φ), λ],

przy czym pomocniczo wprowadzona funkcja M(x, λ) zdefiniowana jest jako:

M(x, λ) = sin2[(1 + λ)x] − (1 + λ)2 sin2 x.

Gdy θ = φ = π, szczelina powiela się i otrzymujemy geometrię szczeliny w in-
terfejsie. Gdy θ = φ = π/2, problem redukuje się do jednej szczeliny prostopadle
przecinającej interfejs. Równanie (2.127) sprowadza się wówczas do postaci:
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Rysunek 2.31. Szczelina prostopadle przecinająca interfejs.
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(α− β)2(1 + λ)4 +

{

2β(α− β) cos2[λπ/2] − α2

}

(1 + λ)2+

+ cos2[λπ/2]

{

(β2 − 1) cos2[λπ/2] + 1

}

= 0.

(2.128)

Kiedy materia ly są identyczne, α = β = 0, równanie (2.127) redukuje się do przy-
padku szczeliny z odga lęzieniem w materiale jednorodnym.

• Szczelina w interfejsie z odga lęzieniem
Prawdopodobnie najbardziej interesującym przypadkiem jest sytuacja g lównej
szczeliny umieszczonej w interfejsie i odga lęziającej się w jeden z materia lów w
postaci drugiej szczeliny, por. Rys. 2.32. W tym przypadku, przez za lożenie φ = π,
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Rysunek 2.32. Szczelina w interfejsie wraz z odga lęzieniem.

wyrażenie (2.127) sprowadza się do następującej postaci:

Aβ2 + 2β(1 + α)B + Cα2 + 2Dα+ E ≡ 0, (2.129)

gdzie

A(θ, λ) = 4 sin2(λπ)

{

sin2[(1 + λ)θ] − (1 + λ)2 sin2 θ

}

,

B(θ, λ) = 2(1 + λ)2 sin2 θ sin2(λπ),

C(θ, λ) = sin2[(1 + λ)(θ − π)] − (1 + λ)2 sin2 θ,

D(θ, λ) = (1 + λ)2 sin2 θ cos(2λπ) + sin2(λπ) − sin2[(1 + λ)θ],

E(θ, λ) = sin2[(1 + λ)(θ + π)] − (1 + λ)2 sin2 θ.

Szczelina częściowo rozwarta Innym interesującym przypadkiem jest nie w pe lni
rozwarta szczelina umieszczona w interfejsie, por. Rys. 2.33, tzn. jej powierzchnie w strefie
przywierzcho lkowej stykają się. Przypadek ten zaproponowa l Comninou [112] opierając
się na spostrzeżeniach Englanda [75] oraz Malysheva i Salganika [113]. Zauważyli oni,
iż przypadek szczeliny posiadającej oscylacyjną osobliwość powoduje "pomarszczenie"

dwóch powierzchni szczeliny oraz efekt przenikania się materia lów. Sugeruje to, iż szcze-
lina w takim przypadku nie jest rozwarta na ca lej d lugości, a jej przywierzcho lkowa część
jest zwarta. W wyniku tego staje się oczywiste, że stopień osobliwości na wierzcho lku
szczeliny musi się różnić od oscylacyjnego rozwiązania. Jest to więc model rozwiązania,
którego natura jest fizycznie akceptowalna.
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Rysunek 2.33. Model częściowo zwartej szczeliny umieszczonej w interfejsie.

2.8.3. Rzeczywiste po lączenie materia lów

W literaturze są obecne propozycje innych modeli interfejsu, dla których problem
oscylacyjnej osobliwości pola naprężenia nie istnieje. Do najbardziej znanych propozycji
należą dwa modele zaproponowane w 1977roku przez Atkinsona, [110]. W obu przypad-
kach interfejs zastąpiony jest przez bardzo cienką warstwę materia lu. W pierwszym mo-
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Rysunek 2.34. Pierwszy model interfejsu wg Atkinsona. Interfejs to jednorodna warstwa
materia lu.

delu wprowadzona warstwa zastępująca idealne po lączenie ma charakter trzeciego spręży-
stego i jednorodnego materia lu o innych niż pozosta le komponenty sta lych materia lowych,
por. Rys. 2.34. Szczelina umieszczona jest w tym dodatkowym, jednorodnym materiale.
W tym przypadku opisywana powyżej oscylacyjna osobliwość nie pojawia się. Jednak-
że model ten ma tę wadę, że w miejsce jednego idealnego po lączenia są dwa. Z tego
powodu jego praktyczne wykorzystanie ograniczone jest tylko do przypadku szczeliny w
interfejsie. Drugi model zak lada, że wprowadzona warstwa nie jest już materia lem jedno-
rodnym, a jego sta le materia lowe zmieniają się w sposób ciąg ly. Zmiana wartości sta lych
jest określona przez przedzia l, którego wartości graniczne określane są poprzez w lasno-
ści materia lów tworzących bimateria l. Szczelina umieszczona jest tu na granicy jednego
z materia lów oraz interfejsu, por. Rys. 2.35 . Ponieważ modu ly zmieniają się w sposób
ciąg ly, nie ma efektu oscylacyjnej osobliwości, a osobliwość pola naprężenia ma zawsze
charakter typu σij ∝ r−1/2. Model ten wydaje się bardziej realistyczny. Autor dokona l
porównania wyników uzyskiwanych dla szczeliny umieszczonej w interfejsie idealnym z
wynikami uzyskanymi dla proponowanych w pracy modeli, por. Rys. 2.36 i Rys. 2.37. Po-
równano wartości wspó lczynników uwalniania energii G dla trzech rozważanych modeli.
Wielkość ta jest praktycznie jedynym parametrem, za pomocą którego można porównać
rozwiązanie zespolone z rzeczywistym. Okaza lo się, że rezultaty zależą od stosunku h1/b
(gdzie h1 jest grubością interfejsu, a b grubością komponentów tworzących bimateria l).
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Rysunek 2.35. Drugi model interfejsu wg Atkinsona. Warstwa interfejsu posiadająca ciąg la
zmianę modu lów elastycznych.

W przypadku h1 ≪ b wyniki są zbieżne.
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Rysunek 2.36. Po lożenie szczeliny w interfejsie modelowanym przez dodatkowy, jednorodny
materia l.
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Rysunek 2.37. Po lożenie szczeliny w interfejsie modelowanym przez ciąg lą zmianę modu lów
elastycznych trzeciej fazy materia lu.

Jedną z bardziej interesujących prac dotyczących modelowania interfejsu jest praca
Delale & Erdogana [111], por. Rys. 2.38. Autorzy rozważają w niej problem szczeliny
usytuowanej w interfejsie będącym fazą przej́sciową między materia lami tworzącymi bi-
materia l. Podane jest tam rozwiązanie bazujące na identycznej metodzie jak proponowana
w niniejszej pracy, ale niestety nie zamieszczono w niej wyrażeń definiujących nieosobli-
we jądra równań ca lkowych, odwo lując się do niedostępnego artyku lu. Autorzy, dzięki
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otrzymanemu rozwiązaniu, badają wp lyw różnego po lożenia szczeliny w tak za lożonym
interfejsie.
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Rysunek 2.38. Model interfejsu wg Dalale i Erdogana.

2.9. Wyznaczenie WIN oraz sk ladowej T.

2.9.1. Wspó lczynniki intensywności naprężeń

WIN jest najważniejszym parametrem w linowej mechanice pękania i dlatego jego jak
najdok ladniejsze obliczenie jest zadaniem niezwykle istotnym. W proponowanej meto-
dzie wielkość ta związana jest z gęstością dyslokacji bx(ξ), by(ξ) (w następnej części tego
podrozdzia lu używany będzie również symbol fj(t0), por. (2.102)).

W najprostszym przypadku pojedynczej szczeliny o d lugości 2a umieszczonej w nie-
kończenie dużej, jednorodnej p laszczyźnie rozciąganej w nieskończoności obciążeniem pro-
stopad lym do szczeliny wykorzystuje się związek pomiędzy WIN, a rozwarciem szczeliny
(2.12) w następującej postaci:

dg(r)

dr
=

(κ+ 1)

2µ

KI√
2πr

. (2.130)

Następnie używa się wyrażenia (2.35), które opisuje relację pomiędzy gęstością dyslokacji,
a rozwarciem szczeliny. Tak więc dla prawego wierzcho lka szczeliny by(r) = dg(r)/dr. W
wyniku tego

KI = lim
r→0

dg(r)

dr

√
2πr

2µ

(κ + 1)
. (2.131)

Następnie wykorzystując normalizację relacji r = a−x, por. (2.46), do postaci r = a(1−t)
WIN definiuje się jako:

KI = lim
t→1

by(t)
√

2π
√

a(1 − t)
2µ

(κ+ 1)
. (2.132)

W tym momencie należy wykorzystać opisane w podrozdziale 2.4.3 rozwiązanie nume-
ryczne, gdzie funkcję by(t) zastępuje się wyrażeniem (2.44): by(t) = F (t)

(1+t)α(1−t)β , w którym

α, β są stopniami osobliwości i F (t) jest nową nieznaną, ciąg lą funkcją w przedziale
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(−1, 1). W rozważanym elementarnym przypadku α = β = 1/2 i dla obu wierzcho lków
szczeliny

KI(±1) = ±
√
aπ

2µ

(κ+ 1)
F (±1). (2.133)

Jednakże w sytuacjach bardziej z lożonych niż pojedyncza szczelina w materiale jedno-
rodnym WIN uzyskać można wykorzystując metodę funkcji teoretycznej (ang.: function
theoretic method) opisanej przez Muskhelishviliego w [48], czy też w pracach [49] lub [50].
W tym celu należy wprowadzić ponownie funkcję Fj(t0) (patrz podrozdzia l 2.4.3), za po-
mocą której można wyrazić funkcję fj(t0), będącą rozwiązaniem równań ca lkowych jako

fj(t0) =
Fj(t0)

(t0 − aj)
αj (bj − t0)βj

=
Fj(t0)e

πβji

(t0 − aj)
αj (t0 − bj)βj

,

aj < t0 < bj , (j = 1, 2), 0 < Re(αj , βj) < 1.

(2.134)

Następnie rozważana jest nowa funkcja:

φkj(z) =
1

π

bj
∫

aj

akj(t0)fj(t0)

t0 − z
dt0 =

1

π

bj
∫

aj

akj(t0)Fj(t0)eπβji

(t0 − z)(t0 − bj)βj(t0 − aj)αj
dt0, (k, j = 1, 2)

(2.135)
gdzie akj są to znane funkcje powsta le podczas formu lowania równań ca lkowych. Asymp-
totyczne zachowanie ca lek Cauchy’ego pozwala nam wyrazić funkcje φkj(z), por. [48],
Rozdzia l 4, w postaci:

φkj(z) =
akjFj(aj)e

παj i

(bj − aj)
βjsinπαj

1

(z − aj)αj
− akjFj(bj)

(bj − aj)
αj sinπβj

1

(z − bj)βj
+ φ0kj(z), (2.136)

gdzie funkcje φ0kj(z) są ograniczone z wyjątkiem punktów aj, bj w których typ osobliwości
jest s labszy niż (z−aj)

−αj oraz (z−bj)−βj . Wówczas część równania ca lkowego zawierająca
osobliwość typu Cauchy’ego może być wyrażona w następującej postaci (z = t+ig, g = 0,
aj < t < bj ):

1

π

bj
∫

aj

akj(t0)fj(t0)

t0 − t
dt0 =

akjFj(aj)

(bj − aj)βj
ctgπαj

1

(t− aj)αj
− akjFj(bj)

(bj − aj)αj
ctgπβj

1

(bj − t)βj
+φ1kj(z).

(2.137)
Ponieważ

eπβj i

sinπβj
=

(cosπ + isinπ)βj

sinβjπ
=

cosπβj

sinπβj
= ctgπβj ,

WIN dla systemu prostoliniowych szczelin, których wierzcho lki umieszczone są w tym
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samym materiale jednorodnym, por. Rys. 2.21, można otrzymać wykorzystując wyrażenia:

KI (tS
j
) = lim

t→tS
j

√

2(t− tS
j
)

cos ηj

pn(tj),

KII (tS
j
) = lim

t→tSj

√

2(t− tSj )

cos ηj

ptn(tj),

KI (tE
j

) = lim
t→tEj

√

2(tEj − t)

cos ηj
pn(tj),

KII (tEj ) = lim
t→tEj

√

2(tE
j
− t)

cos ηj

ptn(tj),

(2.138)

oraz system równań ca lkowych (2.103). Następnie, wykorzystując równania (2.136) i
(2.137), WIN wyrazić można za pomocą funkcji będącej rozwiązaniem równań ca lko-
wych. Należy podkreślić, że do sformu lowania końcowych wyrażeń wykorzystywane są
jedynie te części równań ca lkowych, które wnoszą część osobliwą. Części regularne nie są
brane pod uwagę. W wyniku tego WIN definiowany jest tu jako:

KI (tS
j
) = − 1

√

Lj/2
[sin(ηj)Ftj(t

S
j
) + cos(ηj)Fnj(t

S
j
)],

KII(t
S
j
) = − 1

√

Lj/2
[cos(ηj)Ftj(t

S
j
) − sin(ηj)Fnj(t

S
j
)],

KI (tE
j

) =
1

√

Lj/2
[sin(ηj)Ftj(t

E
j

) + cos(ηj)Fnj(t
E
j

)],

KII(t
E
j ) =

1
√

Lj/2
[cos(ηj)Ftj(t

E
j

) − sin(ηj)Fnj(t
E
j

)],

(2.139)

W podobny sposób postępuje się w bardziej skomplikowanych przypadkach, np. prosto-
pad lej szczeliny zakończonej w interfejsie (por. [53]- równanie (31) ).

W przypadku pojedynczej szczeliny w materiale jednorodnym, gdzie α = β = 1/2,
b1 = t1 oraz a1 = t2, wyrażenia (2.136) i (2.137) przyjmują postać [59]:

φkj(z) = iakj(t2)Fj(t2)(t1 − t2)−1/2(z − t2)−1/2

− akj(t1)Fj(t1)(t1 − t2)−1/2(z − t1)−1/2 + φ0k1(z),
(2.140)

1

π

t1
∫

t2

akj(t0)fj(t0)

t0 − z
dt0 = φkj(x) =

akj(t2)Fj(t2)

(t1 − t2)1/2(t2 − t)1/2
− akj(t1)Fj(t1)

(t1 − t2)1/2(t− t1)1/2
+ φ0kj,

(2.141)
(t < t2, t > t1).

Przyk lady. Przedstawione poniżej przyk lady dotyczą dwóch opisanych szczegó lowo w
poprzednich podrozdzia lach konfiguracji pojedynczej szczeliny i interfejsu. Przedstawione
wyrażenia wynikają z zastosowania możliwych dla nich uproszczeń, a dodatkowe cz lony
wynikają z istnienia akj pojawiających się podczas formu lowania równań ca lkowych w
określonych konfiguracjach i uk ladach wspó lrzędnych.
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• dla inkluzji i równań ca lkowych (2.91) i (2.92):

a11 = −a22 =
c

√

c2 + t20
, a12 = a21 =

t0
√

c2 + t20
, (2.142)

KI (t1) = − 2µ1

1 + κ1

1
√

a(c2 + t21)
[cF1(t1) + t1F2(t1)],

KII (t1) = − 2µ1

1 + κ1

1
√

a(c2 + t21)
[t1F1(t1) − cF2(t1)],

KI (t2) =
2µ1

1 + κ1

1
√

a(c2 + t22)
[cF1(t2) + t2F2(t2)],

KII (t2) =
2µ1

1 + κ1

1
√

a(c2 + t22)
[t2F1(t2) − cF2(t2)],

(2.143)

• dla prostego interfejsu i równań ca lkowych (2.98) i (2.98):

a11 = −a22 = cos(α), a12 = a21 = sin(α), (2.144)

KI (t1) = − 2µ1

1 + κ1

√
a

[cos(α)F1(t1) + sin(α)F2(t1)],

KII (t1) = − 2µ1

1 + κ1

√
a

[sin(α)F1(t1) − cos(α)F2(t1)],

KI (t2) =
2µ1

1 + κ1

√
a

[cos(α)F1(t2) + sin(α)F2(t2)],

KII (t2) =
2µ1

1 + κ1

√
a

[sin(α)F1(t2) − cos(α)F2(t2)],

(2.145)

przy a = (t1 − t2)/2.
Podsumowując, uzyskany model umożliwia otrzymanie WIN dla dowolnej orientacji i

liczby szczelin prostoliniowych. W dalszej części pracy przedstawiony model będzie wy-
korzystany do opisu wzrostu szczeliny zmęczeniowej. Należy zauważyć, iż przedstawione
podej́scie może być zastosowane również dla dowolnych konfiguracji szczelin umieszczo-
nych w różnego rodzaju materia lach w zależności od istnienia rozwiązań A i B odpowia-
dających rozważanym sytuacjom.

2.9.2. Obliczanie sk ladowej T

Jak wspomniano w podrozdziale 2.2.2 oprócz WIN bardzo istotną wielkością w linio-
wej mechanice pękania jest parametr T . Jest to, podobnie jak WIN, wielkość charaktery-
zująca konfigurację geometryczną szczeliny i obciążenia, którą, na podstawie wielu prac,
wydaje się być koniecznym uwzględniać w przypadku opisu wzrostu szczeliny. Istnieje co
najmniej kilka metod uzyskiwania tej wielkości. W najprostszym przypadku pojedynczej
szczeliny T = σ∞(1 − k) cos 2α, por. Rys. 2.5. Jednakże w bardziej z lożonych przypad-
kach, np. szczeliny g lównej z odga lęzieniem, problem staje się znacznie bardziej z lożony
i najczęściej jest pomijany. W literaturze istnieje kilka rozwiązań tego problemu. Jedną
z metod jest modelowanie szczeliny za pomocą rozk ladu dyslokacji, por. [52], oraz wyko-
rzystaniu Metody Funkcji Wagowych i Kolokacji Brzegowych, por. [77], [78], [79]. W [52]
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użyto bardzo zbliżonej metody do tej używanej w niniejszej pracy, gdzie odga lęzienie
szczeliny modelowane jest za pomocą ciąg lego rozk ladu dyslokacji, w wyniku czego au-
torzy pracy uzyskują system równań ca lkowych osobliwych. Natomiast w [77], [78] i [79]
autorzy wykorzystują funkcje Greena, które uzyskiwane są drogą aproksymacji z wykorzy-
staniem np. Metody Elementów Skończonych. Należy przypomnieć, że WIN i parametr T
opisują pole naprężeń w najbliższym otoczeniu wierzcho lka szczeliny, a równania (2.13–
2.15) są prawdziwe przy r → 0. Generalnie, sk ladowa T jest wielkością niezależną od r i
θ co pozwala zdefiniować ten parametr w postaci wyrażenia (2.21):

T = (σxx − σyy)

∣

∣

∣

∣

θ=0, r→0

.

W celu uzyskania parametru T należy znać w praktyce rozk lad naprężeń w ca lym ma-
teriale. Dopiero wówczas możliwe jest uzyskanie sk ladowej T , która najczęściej uzy-
skiwana jest za pomocą Metody Elementów Skończonych. Wówczas, znając sk ladowe
σxx(x, y), σyy(x, y) tensora naprężenia dla rozważanej konfiguracji szczeliny i materia lu,
a szczególnie ich wartości w najbliższym sąsiedztwie szczeliny, możliwe jest określenie
poszukiwanego parametru. W dalszej części rozdzia lu stosowana w pracy Metoda Osobli-
wych Równań Ca lkowych typu Cauchy’ego będzie użyta do uzyskania sk ladowych naprę-
żenia nie tylko przy wierzcho lku szczeliny, ale również w pozosta lym obszarze materia lu
dla którego znana jest funkcja Greena opisująca wp lyw pojedynczej dyslokacji. Metoda ta
umożliwi również rozważanie wielu szczelin, w różnej konfiguracji. Należy podkreślić, że
autorowi niniejszej rozprawy nie uda lo się odszukać w literaturze pracy, która w sposób
analityczny formu lowa laby równania umożliwiające obliczanie WIN, a w szczególności
parametru T , dla wielu szczelin. Wymieniona powyżej praca [52] wykorzystuje podobną
metodę, ale rozważa jedynie konfigurację g lównej szczeliny i jednego odga lęzienia.

W tym celu koniecznym jest, na podstawie wyrażeń (2.38), uzupe lnienie równań (2.75)
i (2.76), które determinują rozwiązanie B, tzn. (¯̄σ), oraz rozwiązanie problemu A, tzn. (σ̄),
o sk ladową dzia lającą wzd luż powierzchni szczeliny, por. Rys. 2.18, tj. o σt(s). W przy-
padku sformu lowań dla N szczelin należy uzupe lnić równania (2.100) oraz transformację
(2.101) w następujący sposób:

¯̄σt(tj) =

N
∑

i=1

tS
i
∫

tEi

[ht1(tj, toi)bti(toi) + ht2(tj , toi)bwi(toi)]dtoi, (2.146)

gdzie hsv, (v = 1, 2) wyrażają dodatkowe transformacje:

ht1 = (hxx1 sinα0i − hxx2 cosα0i) sin2 αj + (hyy1 sinα0i − hyy2 cosα0i) cos2 αj−
+ 2(hxy1 sinα0i − hxy2 cosα0i) sinαj cosαj ,

ht2 = (hxx1 cosα0i + hxx2 sinα0i) sin2 αj + (hyy1 cosα0i + hyy2 sinα0i) cos2 αj−
+ 2(hxy1 cosα0i + hxy2 sinα0i) sinαj cosαj.

(2.147)

Następnie uwzględniając regu lę superpozycji oraz rozwiązanie uk ladu równań (2.100),



2.9. Wyznaczenie WIN oraz sk ladowej T. 69

sk ladowe tensora naprężenia w punkcie (t, w) można uzyskać w następujący sposób:

σt(t, w) = ¯̄σt(t, w) + σ̄t(t, w) =

=
N
∑

i=1

tS
i
∫

tEi

[ht1(t, toi, w)bti(toi) + ht2(t, toi, w)bwi(toi)]dtoi + σ̄t(t, w),

σn(t, w) = ¯̄σn(t, w) + σ̄n(t, w) =

=

N
∑

i=1

tS
i
∫

tEi

[hn1(t, toi, w)bti(toi) + hn2(t, toi, w)bwi(toi)]dtoi + σ̄n(t, w),

σtn(t, w) = ¯̄σtn(t, w) + σ̄tn(t, w) =

=
N
∑

i=1

tS
i
∫

tEi

[htn1(t, toi, w)bti(toi) + htn2(t, toi, w)bwi(toi)]dtoi + σ̄tn(t, w).

(2.148)

Wówczas dla jednego z wierzcho lków szczeliny, wykorzystując równanie (2.16), które jest
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S
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+dS
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S
i +dt t  

Rysunek 2.39. Geometra ścieżki szczeliny.

prawdziwe dla r → 0, θ = 0 oraz wielkości zdefiniowanych na rysunku 2.39, otrzymujemy
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równanie określające sk ladową T :

T =

(

σt(t, w) − σn(t, w)

)
∣

∣

∣

∣

∣

w→wS
i +dw, t→tSi +dt

=

=

(

N
∑

i=1

tS
i
∫

tEi

[ht1(t, toi, w)bti(toi) + ht2(t, toi, w)bwi(toi)]dtoi + σ̄t(t, w)

−
N
∑

i=1

tS
i
∫

tEi

[hn1(t, toi, w)bti(toi) + hn2(t, toi, w)bwi(toi)]dtoi − σ̄n(t, w)

)
∣

∣

∣

∣

∣

w→wS
i +dw,t→tSi +dt

.

(2.149)
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2.10. Strefa plastyczna w otoczeniu wierzcho lka szczeliny

Zgodnie z rozwiązaniem sprężystym przytoczonym w poprzednim rozdziale napręże-
nie w otoczeniu wierzcho lka szczeliny wykazuje osobliwość σ → ∞, gdy r → 0. Taki
wynik jest jednak niefizyczny, bo żadne cia lo nie jest zdolne do przeniesienia nieskoń-
czenie dużego naprężenia, które pojawi loby się w najbliższym sąsiedztwie wierzcho lka
szczeliny, nawet przy bardzo niewielkim obciążeniu. W rzeczywistości materia ly wykazu-
ją mechanizmy zmierzające do zmniejszenia naprężenia i rozproszenia energii skupionej
przed wierzcho lkiem szczeliny. W materia lach metalicznych rozwój pęknięcia  lączy się ści-
śle ze strefą odkszta lcenia plastycznego przed czo lem pęknięcia, co ogranicza stosowanie
klasycznej liniowej mechaniki pękania (LMP). Wielkość i kszta lt obszarów plastycznych
jest determinowana przez rodzaj materia lu, geometrię elementu oraz wielkość naprężenia.
Narzędziem do analizy takiego problemu są hipotezy wytężeniowe teorii plastyczności, z
których najczęściej stosowane są hipotezy:

• Hubera–Misesa–Hencky’ego, na podstawie której materia l osiągnie stan plastyczny,
gdy drugi niezmiennik dewiatora naprężenia (sij) osiągnie wartość krytyczną k2:

1

2
sijsij = k2. (2.150)

• Tresci, na podstawie której materia l osiągnie stan plastyczny, gdy maksymalne na-
prężenie styczne osiągnie krytyczną wartość k równą granicy plastyczności przy
czystym ścinaniu:

τmax =
σmax − σmin

2
= k, (2.151)

gdzie σmax i σmin są to największe i najmniejsze naprężenia g lówne, a τmax jest
maksymalnym naprężeniem stycznym.

Przybliżony kszta lt strefy plastycznej r∗p można określić podstawiając wzory na pole
naprężenia do wybranej hipotezy wytężeniowej i wyznaczając r = r∗p, por. Rys. 2.40. Dla

Rysunek 2.40. Podstawowy sposób oszacowania wielkość strefy plastycznej

sytuacji z Rys. 2.40 dla θ = 0, wielkość r∗p można uzyskać w następujący sposób:

σy =
KI

√

2πr∗p
= σys ⇒ r∗p =

K2
I

2πσ2
ys

=
σ2a

2σ2
ys

. (2.152)
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gdzie σys jest naprężeniem uplastyczniającym. Jednakże wprowadzenie obszarów plastycz-
nych do rozwiązania sprężystego nie powoduje zmiany tego rozwiązania, ponieważ określa
to tylko hipotetyczny zasięg deformacji plastycznych.

2.10.1. Model Irwina

Irwin, 1961 [107], zasugerowa l, iż plastyczność powoduje, że szczelinę należy trak-
tować jakby by la d luższa od swego fizycznego wymiaru. Plastyczność traktowana jest
więc jako czynnik os labiający materia l, podobnie jak defekt w postaci szczeliny. Dlate-
go Irwin przesuną l wierzcho lek szczeliny do wnętrza strefy plastyczności, por. Rys. 2.41,
czyli fizyczna d lugość szczeliny a, zosta la zastąpiona przez efektywną d lugość szczeliny
a+ δ. Naprężenie na dodanej d lugości szczeliny δ zosta lo ograniczone do naprężenia upla-
styczniającego σys. Dodana d lugość szczeliny powinna być wystarczająco duża, aby by la
zdolna przenieść obciążenie, które zosta lo "usunięte" na odcinku λ, tzn. w obszarze A,
wynikające z rozk ladu naprężenia sprężystego. Aby by lo to spe lnione, obszar A musi być
równy obszarowi B, determinowanemu przez odcinek δ. Wielkość λ może być oszacowana

Rysunek 2.41. Oszacowanie wielkości strefy plastycznej wg Irwina [107]

za pomocą wyrażenia, które jest wynikiem za lożenia, iż strefa plastyczna zajmuje obszar,
w którym σy ≥ σys:

σys =
KI

√

2π(r = λ)
=

KI√
2πλ

⇒ λ =
1

2π

K2
I

σ2
ys

=
σ2(a + δ)

2σ2
ys

, (2.153)

gdzie, jeśli przyjęte zostanie, że odcinek δ jest bardzo ma ly w porównaniu z wymiarem
szczeliny, to δ może być pominięte. Wówczas równanie (2.153) będzie identyczne z (2.152)
i wtedy r∗p = λ.

Ponieważ obszar A ma być równy obszarowi B, to:

δ σys =

∫ λ

0

KI√
2πr

dr − λ σys, (2.154)

a rozwiązanie tej ca lki daje:

(

2

π
λ

)
1
2

KI = σys(λ+ δ). (2.155)
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Z wyrażenia (2.153) WIN można zapisać jako KI = (2πλ)
1
2 σys, a wówczas (2.155) prze-

kszta lca się do postaci:
2λσys = σys(λ+ δ), (2.156)

czyli, 2λ = λ + δ. Wynika z tego, że λ = δ i wierzcho lek szczeliny powiększonej o jej
efektywną część umieszczony jest w centrum strefy plastycznej, por. Rys. 2.42. Natomiast
dla pomijalnie ma lych wartości δ w stosunku do d lugości szczeliny można przyjąć:

rp = 2r∗p =
1

π

[

KI

σys

]2

. (2.157)

Rysunek 2.42. Wielkość strefy plastycznej wg Irwina [107].

2.10.2. Model Dugdale’a

Inne rozwiązanie, które zak lada wyd lużenie efektywnej szczeliny w stosunku do jej fi-
zycznej wielkości spowodowane plastycznością materia lu zaproponowa l Dugdale [8], oraz,
niezależnie, Barenblatt [9]. Model Dugdale’a jest wynikiem jego obserwacji, że w cienkich
blachach z niskowęglowej stali w obszarze przed wierzcho lkiem szczeliny rozwija się wąska
i wyd lużona strefa plastyczna w kszta lcie klina. Strefa ta zosta la zastąpiona odcinkiem ρ,
o który sztucznie wyd lużona jest rzeczywista szczelina. Na odcinek ten dzia la naprężenie
σys, które zwiera powierzchnię szczeliny na dodanej d lugości. Wielkość ρ powinna być tak
dobrana, aby naprężenia przed wierzcho lkiem szczeliny nie by ly już osobliwe, czyli mia ly
wartość skończoną. Warunek ten jest spe lniony, gdy suma WIN od naprężenia zewnętrz-
nego, Kσ, oraz od naprężenia −σys na krawędziach szczeliny na dodanym odcinku ρ, Kρ,
kompensują się:

Kσ = −Kρ. (2.158)

Warunek taki jest wystarczający, gdyż wyrażenia na sk ladowe tensora naprężenia są
uniwersalne, inne są jedynie WIN.

Dla przypadku szczeliny umieszczonej w nieskończonej p laszczyźnie i obciążonej w
punkcie przez sk ladową normalną i styczną, P i Q, por. Rys. 2.44, WIN definiuje się jako:

KB
I =

P√
πa

√

a+ ξ

a− ξ
,

KB
II =

Q√
πa

√

a+ ξ

a− ξ
.

(2.159)
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Rysunek 2.43. Wielkość strefy plastycznej wg Dugdale’a.

Rysunek 2.44. Obciążenie na krawędzi szczeliny.

W przypadku, gdy Q = 0, to KII = 0 i WIN na obu wierzcho lkach szczeliny przybierają
postać:

KA
I =

P√
πa

√

a− ξ

a + ξ
,

KB
I =

P√
πa

√

a + ξ

a− ξ
.

(2.160)

Wyrażenia te można wykorzystać w sytuacji, gdy obciążenia roz lożone są tylko wzd luż
dodanych d lugości szczeliny ([a, a + ρ] dla wierzcho lka B), przez zsumowanie wp lywu
ciąg lego rozk ladu obciążeń na tych odcinkach. Należy zauważyć, że na WIN na jednym z
wierzcho lków ma również wp lyw obciążenie na odcinku dodanym na drugim wierzcho lku.
A więc:

Kρ =
σys(ξ)√
πa

∫ a+ρ

a

[

√

a+ ξ

a− ξ
+

√

a− ξ

a+ ξ

]

dξ = 2σys

√

a+ ρ

π
arc cos

a

a + ρ
. (2.161)

oraz
Kσ = σ

√

π(a + ρ). (2.162)

Wówczas ρ zgodnie z równaniem (2.158) może być wyrażone jako:

a

a+ ρ
= cos

πσ

2σys

. (2.163)
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Następnie, pos lugując się rozwinięciem funkcji cosinus w szereg, odrzucając cz lony wyż-
szego rzędu i pozostawiając jedynie dwa pierwsze cz lony:

cos

[

πσ

2σys

]

= 1 − 1

2

[

πσ

2σys

]2

+ . . . , (2.164)

uzyskać można przybliżoną d lugość strefy plastycznej jako:

ρ =
π2σ2a

8σys
2

=
π

8

[

KI

σys

]2

. (2.165)

2.10.3. Przemieszczenie wierzcho lka szczeliny

Rozwarcie szczeliny (ang.: COD – Crack Opening Displacement) w przypadku jedno–
osiowego stanu naprężenia, to odleg lość między powierzchniami szczeliny, por. Rys. 2.45,
czyli:

COD = 2uy. (2.166)

W przypadku wprowadzenia do rozwiązania dodatkowego wyd lużenia szczeliny moż-

 

y 

x 

x 

a a 

COD 

Rysunek 2.45. Wielkość rozwarcia szczeliny

na poprzez zastosowanie jednego z poprzednio opisanych modeli wprowadzających strefę
plastyczną, określić rozwarcie wierzcho lka szczeliny (ang.: CTOD – Crack Tip Opening
Displacement). Wielkość tę określa się na granicy rozdzielającej modelową strefę pla-
styczną i fizyczną szczelinę. Można ją określić z wykorzystaniem wyrażenia (2.166), a
więc:

CTOD = 2uy

∣

∣

∣

∣

(r=r∗p, θ=π)

. (2.167)
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2.11. Rezultaty dla wybranych konfiguracji szczeliny i inter-

fejsu

W tym rozdziale, w celu weryfikacji proponowanej metody, rozważone będzie kilka
konfiguracji szczelin umieszczonych zarówno w materiale jednorodnym, jak i w bimate-
riale. Wyniki będą porównane z wynikami dostępnymi w literaturze. WIN w większości
przypadków będą wyrażone w znormalizowanej formie k1,2 =

KI,II

σ0

√
a
, niezależnej od obcią-

żenia i d lugości szczeliny.

Pojedyncza szczelina

W przypadku pojedynczej szczeliny dowolnie zorientowanej w stosunku do interfejsu,
por. Rys. 2.46, uzyskane wyniki są zgodne z pracą Erdogana et al. [66], jak również z pracą
[67]. Należy zauważyć, iż wyniki w Tabelach 2.2 i 2.3 dotyczą obciążenia przy lożonego
bezpośrednio na powierzchni szczeliny. Natomiast w Tabelach 2.4 i 2.5 wyniki dotyczą
obciążenia przy lożonego na granicy próbki.
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Rysunek 2.46. Konfiguracja szczeliny w sąsiedztwie bimateria lu.
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Tabela 2.2. Porównanie WIN z wynikami dostępnymi w literaturze, obciążenie na powierzch-
ni szczeliny, d = 2a, µ2

µ1

= 23, ν2 = 0.3, ν1 = 0.35, pn
1 = −σ0, p

t
1 = 0.

k1B k1A k2B k2A

θ[◦] Stos. Erdogan Stos. Erdogan Stos. Erdogan Stos. Erdogan
metoda [66] metoda [66] metoda [66] metoda [66]

0 0,9615 0,9617 0,9349 0,9349 0 0 0 0
20 0,9571 0,9572 0,9306 0,9307 0,0124 0,0125 0,0024 0,0025
40 0,9457 0,9457 0,9217 0,9216 0,0209 0,0209 0 0,00001
60 0,9321 0,9318 0,9149 0,9144 0,0237 0,0237 -0,0071 -0,0071
80 0,9207 0,9206 0,9144 0,9143 0,0214 0,0215 -0,0152 -0,0153
90 0,9168 0,9160 0,9168 0,9160 0,0187 0,0188 -0,0187 -0,0188

Tabela 2.3. Porównanie WIN z wynikami dostępnymi w literaturze, obciążenie na powierzch-
ni szczeliny, d = 2a, µ2

µ1

= 0.043, ν2 = 0.35, ν1 = 0.3, pn
1 = −σ0, p

t
1 = 0.

k1B k1A k2B k2A

θ[◦] Stos. Erdogan Stos. Erdogan Stos. Erdogan Stos. Erdogan
metoda [66] metoda [66] metoda [66] metoda [66]

0 1,0480 1,0464 1,0813 1,0780 0 0 0 0
20 1,0571 1,0571 1,0930 1,0929 -0,0220 -0,0220 -0,0097 -0,0098
40 1,0809 1,0796 1,1187 1,1165 -0,0377 -0,0377 -0,0078 -0,0077
60 1,1102 1,1091 1,1404 1,1389 -0,0433 -0,0433 0,0061 -0,0062
80 1,1348 1,1344 1,1464 1,1459 -0,0382 -0,0382 0,0242 0,0242
90 1,1426 1,1420 1,1426 1,1420 -0,0320 -0,0321 0,0320 0,0321

Tabela 2.4. WIN dla obciążenia przy lożonego na granicach próbki, d = 2a, µ2

µ1

= 23, ν2 =
0.3, ν1 = 0.35, p∞1 = σ0, p

∞

2 = 0.

θ[◦] k1B k1A k2B k2A

0 0,9615 0,9349 0 0
10 0,93167 0,90724 0,1699 0,16071
20 0,84633 0,82876 0,31883 0,30251
30 0,71601 0,70763 0,42851 0,40852
40 0,55695 0,55763 0,48572 0,46588
50 0,38883 0,39633 0,48386 0,46742
60 0,23227 0,24299 0,42369 0,41255
70 0,10622 0,11621 0,31305 0,30743
80 0,025705 0,031641 0,1658 0,16428
90 0 0 0 0
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Tabela 2.5. WIN dla obciążenia przy lożonego na granicy próbki, d = 2a, µ2

µ1

= 0.043, ν2 =
0.35, ν1 = 0.3, p∞1 = σ0, p

∞

2 = 0.

θ[◦] k1B k1A k2B k2A

0 1,0480 1,0813 0 0
10 1,0176 1,0477 0,16812 0,17899
20 0,93051 0,95229 0,31702 0,33685
30 0,79611 0,80623 0,42937 0,45466
40 0,62939 0,6273 0,49157 0,51783
50 0,44943 0,43754 0,49541 0,51817
60 0,27735 0,2605 0,4393 0,45531
70 0,13399 0,11811 0,32879 0,3371
80 0,037289 0,027765 0,17634 0,17861
90 0 0 0 0

Szczeliny oddzielne

Wyniki dla dwóch oddzielnych szczelin
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Rysunek 2.47. Konfiguracja dwóch szczelin.

Szczególnie interesujące są wyniki uzyskane w przypadku umieszczenia w bimateriale
pewnej liczby szczelin. Dotyczy to szczególnie sytuacji, gdy szczeliny te nie znajdują się
w tym samym materiale.

Przypadek interakcji między szczelinami umieszczonymi w materiale jednorodnym,
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by l przedmiotem badań w wielu pracach. Można więc sprawdzić poprawność wyników
otrzymywanych za pomocą proponowanej w niniejszej pracy metody poprzez porówna-
nie z wynikami dostępnymi w literaturze. Tabela 2.6 ukazuje bardzo dobrą zbieżność z
wynikami opublikowanymi w pracach, np. Erdogana [69] i Lama et al. [68]. Wyniki od-
powiadają sytuacji z Rys. 2.47.

Rzadko rozważanym przypadkiem bywa natomiast problem interakcji szczelin w mate-
ria lach kompozytowych, których przyk ladem jest bimateria l. W niniejszej pracy rozważo-
no kilka przyk ladów takiej sytuacji, m.in. dla konfiguracji z Rys. 2.47, lecz dla bimateria lu.
Uzyskane rezultaty mogą pomóc w ocenie wp lywu drugiej szczeliny w materiale kompo-
zytowym. Zmianę wartości WIN w porównaniu z wynikami dla materia lu jednorodnego
przedstawiono w Tabelach 2.7 i 2.8. Należy zauważyć, iż rezultaty z Tabel 2.7 oraz 2.8 dla
2a/g = 0.05, a więc sytuacji, gdy szczeliny są dość daleko oddalone od siebie, powinny
zmierzać do wyników z Tabel 2.2, 2.3 lub 2.4, 2.5 (pojedyncza szczelina) dla szczególnej
sytuacji, gdy θ = 0. Fakt ten potwierdza poprawność stosowanej metody zarówno dla
materia lu jednorodnego, jak i bimateria lu.

Tabela 2.6. Porównanie WIN dla dwóch oddzielnych szczelin w materiale jednorodnym,
µ2

µ1

= 1.

k1A k1B

2a/g Stosowana Lam, Phua Erdogan Stosowana Lam, Phua Erdogan
metoda [68] [69] metoda [68] [69]

0.05 1.0002 1,00024 1,00030 1.0002 1,00027 1,00029
0.1 1.0011 1,00120 1,00120 1.0012 1,00130 1,00131
0.2 1.0045 1,00463 1,00462 1.0055 1,00563 1,00566
0.3 1.01 1,01019 1,01016 1.0137 1,01377 1,01383
0.4 1.0177 1,01792 1,01787 1.027 1,02703 1,02717
0.5 1.0278 1,02805 1,02795 1.0478 1,04766 1,04796
0.6 1.0408 1,04110 1,04094 1.0803 1,07979 1,08040
0.7 1.0577 1,05813 1,05786 1.1331 1,13186 1,13326
0.8 1.0809 1,08148 1,08107 1.2287 1,22520 1,22894
0.9 1.1173 1,11809 1,11741 1.4534 1,44071 1,45387

Wyniki dla trzech oddzielnych szczelin

Rysunek 2.48 przedstawia geometrię trzech szczelin, z których dwie umieszczone są
symetrycznie po kątem ψ. Uzyskane wyniki (k1B) są zgodne z wynikami publikowanymi
w pracy Lam et al. [68], co widoczne jest w Tabelach 2.9 oraz 2.10 dla przypadku
materia lu jednorodnego. Wyniki umieszczenia takiego systemu szczelin w bimateriale
zaprezentowano w Tabelach 2.11 oraz 2.12.
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Tabela 2.7. WIN dla dwóch oddzielnych szczelin w bimateriale: d = 2a, µ2

µ1

= 23, ν2 =
0, 3, ν1 = 0.35.

2a/g k1A k1B k1C k1D

0.05 0,9297 0,9587 0,9998 0,9998
0.1 0,9300 0,9591 0,9998 0,9998
0.2 0,9313 0,9613 1,0008 1,0004
0.3 0,9338 0,9667 1,0041 1,0021
0.4 0,9379 0,9769 1,0117 1,0057
0.5 0,9438 0,9942 1,0260 1,0114
0.6 0,9524 1,0225 1,0509 1,0198
0.7 0,9636 1,0700 1,0946 1,0318
0.8 0,9797 1,1573 1,1776 1,0492
0.9 1,0056 1,3641 1,3789 1,0779

Tabela 2.8. WIN dla dwóch oddzielnych szczelin w bimateriale: d = 2a, µ2

µ1

= 0.043, ν2 =
0.35, ν1 = 0.3.

2a/g k1A k1B k1C k1D

0.05 1,0796 1,0471 1,0002 1,0002
0.1 1,0805 1,0483 1,0017 1,0015
0.2 1,0850 1,0543 1,0088 1,0072
0.3 1,0929 1,0653 1,0218 1,0164
0.4 1,1041 1,0822 1,0414 1,0284
0.5 1,1186 1,1072 1,0696 1,0434
0.6 1,1370 1,1447 1,1109 1,0617
0.7 1,1605 1,2042 1,1746 1,0845
0.8 1,1923 1,3100 1,2855 1,1146
0.9 1,2417 1,5564 1,5383 1,1603

Tabela 2.9. WIN z pracy Lam, Phua [68] dla trzech oddzielnych szczelin w materiale jedno-
rodnym.

b/a ψ = 30◦ ψ = 45◦ ψ = 60◦ ψ = 90◦ ψ = 120◦ ψ = 135◦ ψ = 150◦

1 1,3256 1,1134 0,9910 1,0027 1,0899 1,1290 1,1495
1/2 1,1304 1,0248 0,9843 0,9999 1,0295 1,0450 1,0577
1/4 1,0403 1,0010 0,9911 0,9989 1,0076 1,0127 1,0182
1/8 1,0097 0,9979 0,9959 0,9987 1,0011 1,0025 1,0044
1/16 1,0014 0,9982 0,9978 0,9987 0,9993 0,9997 1,0002

Po lączone szczeliny

Wyniki dla szczeliny przechodzącej przez interfejs

W przypadku szczeliny przechodzącej przez interfejs wyniki otrzymane przy zasto-
sowaniu metody proponowanej w pracy porównano z rezultatami pracy [53], w której
rozważano m.in. sytuację jak na Rys. 2.24 (dla t3 = t2 = 0). Porównując wyniki zamiesz-
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Rysunek 2.48. Konfiguracja trzech szczelin: g lównej oraz dwóch symetrycznie odchylonych
pod kątem ψ.

Tabela 2.10. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla trzech oddzielnych szcze-
lin w materiale jednorodnym: g/a = 1.5.

b/a ψ = 30◦ ψ = 45◦ ψ = 60◦ ψ = 90◦ ψ = 120◦ ψ = 135◦ ψ = 150◦

1 1,3256 1,1146 0,9919 1,0053 1,0892 1,1269 1,1542
1/2 1,1326 1,0307 0,9907 1,0043 1,0298 1,0434 1,0581
1/4 1,0455 1,0118 1,0005 1,0035 1,0089 1,0124 1,0183
1/8 1,0172 1,0095 1,0044 1,0023 1,0026 1,0030 1,0047
1/16 1,0086 1,0022 1,0009 1,0013 1,0007 1,0005 1,0009

Tabela 2.11. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla trzech oddzielnych szcze-
lin w bimateriale: d = 5a, g/a = 1, 5, µ2

µ1

= 23, ν2 = 0, 3, ν1 = 0, 35.

b/a ψ = 30◦ ψ = 45◦ ψ = 60◦ ψ = 90◦ ψ = 120◦ ψ = 135◦ ψ = 150◦

1 1,3049 1,0980 0,9796 0,9985 1,0816 1,1136 1,1316
1/2 1,1210 1,0209 0,9823 0,9974 1,0224 1,0342 1,0462
1/4 1,0370 1,0040 0,9930 0,9965 1,0017 1,0047 1,0097
1/8 1,0097 1,0021 0,9972 0,9953 0,9954 0,9957 0,9972
1/16 1,0013 0,9999 0,9967 0,9942 0,9936 0,9933 0,9936

czone w Tabeli 2.13 można zauważyć, że wraz ze zbliżaniem się wierzcho lka szczeliny t1 do
interfejsu różnica między wynikami powiększa się. Powodem takiej sytuacji jest użyte w
niniejszej pracy uproszczenie, opisywane w podrozdziale 2.4.3. Również w tym przypadku
szczelina podzielona zostaje na dwie szczeliny, przy czym punkt graniczny znajduje się w
interfejsie, a jego stopień osobliwości, dla uproszczenia zadania, przyjęto równy 1/2. Jed-
nakże różnice są stosunkowo nieduże. Wydaje się, że są one dopuszczalne w zastosowaniu
do g lównego problemu – zmęczeniowej propagacji szczeliny.
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Tabela 2.12. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla trzech oddzielnych szcze-
lin w bimateriale: d = 5a, g/a = 1.5, µ2

µ1

= 0.043, ν2 = 0, 35, ν1 = 0.3.

b/a ψ = 30◦ ψ = 45◦ ψ = 60◦ ψ = 90◦ ψ = 120◦ ψ = 135◦ ψ = 150◦

1 1,3513 1,1343 1,0067 1,0139 1,0986 1,1417 1,1788
1/2 1,1463 1,0425 1,0009 1,0127 1,0386 1,0539 1,0717
1/4 1,0555 1,0213 1,0095 1,0119 1,0172 1,0212 1,0280
1/8 1,0262 1,0183 1,0130 1,0107 1,0108 1,0114 1,0134
1/16 1,0172 1,0157 1,0123 1,0096 1,0089 1,0088 1,0093

Tabela 2.13. WIN dla szczeliny przechodzącej przez interfejs: t4 = const., l = (t4 +
t1)/2, E2

E1

= 22.447, ν2 = 0, 3, ν1 = 0.35.

t1/t4 k(t4)/(p2

√
l) [53] k(t4)/(p2

√
l) k(t1)/(p1

√
l) [53] k(t1)/(p1

√
l)

0.00 1.3552 1.356 → ∞ → ∞
0.05 1.4037 1.403 4.360 4.272
0.25 1.3324 1.332 2.139 2.091
0.5 1.2378 1.236 1.556 1.521
0.75 1.1588 1.157 1.311 1.301

1 1.0931 1.092 1.178 1.171
1.25 1.0376 1.037 1.096 1.089
1.5 0.9902 0.989 1.042 1.035
1.75 0.9490 0.948 1.004 0.996

2 0.9128 0.912 0.977 0.972

Szczelina g lówna z odga lęzieniem

Rysunek 2.49 przedstawia szczelinę g lówną oraz jej odga lęzienie. Dla takiej sytuacji
obliczano WIN i T w zależności od kąta nachylenia γ odga lęzionej szczeliny w stosun-
ku do szczeliny g lównej i stosunku wielkości d/a. W przypadku materia lu jednorodnego
uzyskiwane wyniki zaprezentowane w Tabeli 2.14 są zgodne z wieloma rezultatami do-
stępnymi w literaturze np. [51], [52] dla przypadku jedno–osiowego obciążenia. Można
również wykazać, że w przypadku dwu–osiowego obciążenia wyniki również będą zgodne
np. z pracą [52]. Natomiast Tabele 2.15 oraz 2.16 przedstawiają unikalne rezultaty dla tej
samej geometrii szczeliny w przypadku umiejscowienia jej w bimateriale.

Wartości sk ladowej T obliczane przy użyciu zaproponowanej metody, są zgodne z war-
tościami otrzymywanymi analitycznie dla pojedynczej szczeliny (T = σ∞(1 − k) cos 2α,
Rys. 2.5). Jednakże metoda ta umożliwia uzyskanie tego parametru dla dowolnego sys-
temu prostoliniowych szczelin. Niestety, autorowi nie uda lo się dotrzeć do prac prezen-
tujących wyniki dla bardziej skomplikowanych szczelin niż szczelina z rozga lęzieniem
umieszczona w materiale jednorodnym. Jedną z prac prezentującą wyniki, które można
bezpośrednio porównać z prezentowaną metodą jest praca [52]. Autorzy pracy rozważają
g lówną szczelinę o d lugości 2a i odga lęzienie oznaczone 2b, por. Rys. 2.49. Opublikowane
są rezultaty dla różnego stosunku b

a
i kąta pochylenia odga lęzienia. System szczelin jest

tam, m.in. obciążany jednoosiowo, prostopadle do powierzchni szczeliny g lównej. Wyniki
otrzymane za pomocą metody proponowanej w niniejszej pracy są zgodne z wynikami w
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Rysunek 2.49. Konfiguracja szczeliny g lównej z odga lęzieniem.

pracy [52], por. Tabele 2.14 oraz 2.17. Inną pracą prezentującą wyniki obliczania parame-
tru T , które można porównać z prezentowaną metodą jest praca [78]. Rezultaty dotyczą
m.in. szczeliny krawędziowej o d lugości a, od której odga lęzia się niewielka szczelina l,
stosunek ich d lugości wynosi l/a = 1/450. Szczeliny umieszczono w elemencie o skończo-
nych wymiarach, który zosta l obciążony jak na Rys. 2.50. Ponieważ wymiar odga lęzienia
w stosunku do wymiarów próbki jest niewielki, można nie uwzględniać warunków brze-
gowych jakim są granice próbki. Tak więc pos lugując się funkcją Greena dla dyslokacji
umieszczonej w nieskończenie dużej tarczy można porównać rezultaty uzyskiwane za po-
mocą Metody Elementów Skończonych z wynikami stosowanej metody. Okazuje się, że
rezultaty obu metod są zbieżne.

Podsumowanie

Proponowany sposób obliczania WIN i T wydaje się być dość dobrą alternatywą roz-
wiązań zaproponowanych przez innych autorów. Umożliwia poszukiwanie WIN i T dla
wielu dowolnie zorientowanych szczelin: po lączonych lub nie, przechodzących przez in-
terfejs, będących po obu stronach interfejsu, jak i będących w interfejsie (przy użyciu
odpowiedniego modelu interfejsu). Daje to więc możliwość rozwiązania problemu propa-
gacji szczeliny zmęczeniowej w bimateriale. Rozwiązanie takie będzie przedstawione w
następnej części pracy.
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Tabela 2.14. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla g lównej szczeliny (θ = 0)
oraz jej odga lęzienia umieszczonych w materiale jednorodnym: d = 5a, n = 80.

b / a = 1 k1A k2A TA k1B k2B TB

0 1,414 0 -1 1,414 0 -1
15 1,3258 -0,38116 -0,87646 1,3971 0,022796 -0,98996
30 1,0828 -0,68052 -0,54082 1,3506 0,032318 -0,9621
45 0,74361 -0,83772 -0,088256 1,2865 0,020638 -0,92257
60 0,38818 -0,82911 0,35225 1,2191 -0,011714 -0,8799
75 0,096268 -0,67258 0,65361 1,1602 -0,056024 -0,84291

b / a = 0,75 k1A k2A TA k1B k2B TB

0 1,3227 0 -1 1,3227 0 -1
15 1,2415 -0,35265 -0,87588 1,3089 0,023913 -0,99362
30 1,0172 -0,63261 -0,5387 1,271 0,036819 -0,97562
45 0,70187 -0,78635 -0,08414 1,2183 0,031751 -0,94909
60 0,36595 -0,79309 0,35848 1,1625 0,008146 -0,91831
75 0,079302 -0,66879 0,66243 1,1138 -0,028287 -0,88782

b/a = 0,5 k1A k2A TA k1B k2B TB

0 1,2246 0 -1 1,2246 0 -1
15 1,1518 -0,31781 -0,87299 1,2146 0,022541 -0,99715
30 0,94978 -0,5734 -0,52743 1,1873 0,036996 -0,9889
45 0,66264 -0,72088 -0,05952 1,1488 0,037985 -0,97607
60 0,34985 -0,74207 0,40145 1,1076 0,024453 -0,95984
75 0,069849 -0,64954 0,7304 1,071 -0,000322 -0,94152

b/a =0,25 k1A k2A TA k1B k2B TB

0 1.1179 0 -1 1.1179 0 -1
15 1,0566 -0,26938 -0,86199 1,1127 0,016591 -0,9997
30 0,8854 -0,48949 -0,48451 1,0982 0,02869 -0,99887
45 0,63838 -0,62348 0,033395 1,0777 0,033175 -0,99702
60 0,36172 -0,65537 0,55884 1,0552 0,029149 -0,99378
75 0,10149 -0,59216 0,96243 1,0348 0,018051 -0,98892
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Tabela 2.15. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla g lównej szczeliny (θ = 0)
oraz jej odga lęzienia umieszczonych w bimateriale: d = 5a, µ2

µ1

= 23, ν2 = 0, 3, ν1 = 0.35.

b / a = 1 k1A k2A TA k1B k2B TB

0 1,322 0 -0,8669 1,3598 0 -0,9766
15 1,2262 -0,4191 -0,77035 1,3454 0,00298 -0,96461
30 0,966 -0,7366 -0,49505 1,306 -0,00377 -0,93214
45 0,61336 -0,88449 -0,09879 1,2513 -0,02537 -0,88852
60 0,25918 -0,84551 0,31107 1,1932 -0,06003 -0,8449
75 -0,0139 -0,65197 0,60868 1,1416 -0,09955 -0,81122

b / a = 0,75 k1A k2A TA k1B k2B TB

0 1,2675 0 -0,92142 1,2867 0 -0,98038
15 1,18 -0,38166 -0,81122 1,2743 0,011871 -0,973
30 0,94079 -0,67691 -0,50783 1,2403 0,014834 -0,95256
45 0,61159 -0,826 -0,08969 1,1929 0,00349 -0,9235
60 0,27166 -0,81156 0,32841 1,1425 -0,02206 -0,89147
75 -0,00582 -0,65891 0,62537 1,0983 -0,05641 -0,86181

b/a = 0,5 k1A k2A TA k1B k2B TB

0 1,1926 0 -0,95425 1,2018 0 -0,98475
15 1,1158 -0,33682 -0,8347 1,1926 0,016449 -0,98158
30 0,90398 -0,60342 -0,50833 1,1672 0,0259 -0,97251
45 0,60676 -0,74975 -0,06342 1,1314 0,023747 -0,95874
60 0,36235 -0,95092 0,37937 1,3697 0,011544 -0,94186
75 0,012283 -0,64782 0,70061 1,0586 -0,01466 -0,92352

b/a =0,25 k1A k2A TA k1B k2B TB

0 1,1004 0 -0,9743 1,1045 0 -0,98906
15 1,0375 -0,27805 -0,84037 1,0995 0,014535 -0,98885
30 0,86242 -0,50366 -0,47381 1,0858 0,02499 -0,98808
45 0,61118 -0,63806 0,029944 1,0664 0,028526 -0,98638
60 0,33222 -0,66534 0,54263 1,045 0,024326 -0,98333
75 0,073037 -0,59416 0,9389 1,0255 0,013707 -0,97869
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Tabela 2.16. Wyniki z zastosowaniem wykorzystywanej metody dla g lównej szczeliny (θ = 0)
oraz jej odga lęzienia umieszczonych w bimateriale: d = 5a, µ2

µ1

= 0.043, ν2 = 0.35, ν1 = 0.3.

b / a = 1 k1A k2A TA k1B k2B TB

0 1,529 0 -1,1487 1,4819 0 -1,0128
15 1,4442 -0,33682 -0,99967 1,4597 0,049105 -1,004
30 1,2082 -0,61312 -0,60537 1,4005 0,077247 -0,97951
45 0,87258 -0,7758 -0,09468 1,3219 0,073926 -0,94416
60 0,51067 -0,79407 0,38208 1,2426 0,041279 -0,9047
75 0,20049 -0,67269 0,69408 1,1757 -0,00928 -0,8683

b / a = 0,75 k1A k2A TA k1B k2B TB

0 1,3895 0 -1,0841 1,3663 0 -1,0132
15 1,3125 -0,3222 -0,94692 1,35 0,038783 -1,0075
30 1,0979 -0,58501 -0,57742 1,3059 0,062951 -0,99142
45 0,79083 -0,74073 -0,0864 1,2455 0,063789 -0,96743
60 0,45562 -0,76537 0,38299 1,1827 0,04102 -0,93895
75 0,1599 -0,66678 0,69742 1,1289 0,001678 -0,90954

b/a = 0,5 k1A k2A TA k1B k2B TB

0 1,2624 0 -1,04737 1,2515 0 -1,0114
15 1,1927 -0,29923 -0,91326 1,2405 0,029676 -1,0088
30 0,99798 -0,54363 -0,54936 1,2104 0,049717 -1,0012
45 0,71804 -0,69112 -0,05871 1,1684 0,053837 -0,98938
60 0,40813 -0,72256 0,42121 1,1236 0,040927 -0,97421
75 0,12464 -0,64631 0,75937 1,0842 0,014841 -0,9566

b/a =0,25 k1A k2A TA k1B k2B TB

0 1,1382 0 -1,0258 1,1335 0 -1,0087
15 1,0782 -0,2614 -0,88389 1,1279 0,018931 -1,0084
30 0,91007 -0,47644 -0,49587 1,1125 0,032864 -1,0074
45 0,66615 -0,60993 0,035988 1,0907 0,038348 -1,0055
60 0,39082 -0,64584 0,57435 1,0669 0,034425 -1,0022
75 0,12909 -0,58973 0,98572 1,0453 0,022715 -0,99737
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Tabela 2.17. Wyniki dla T zgodnie z konfiguracją Rys. 2.49.

2b
2a

γ TB TA

1.000 0 -1 -1
10 -0.995 -0.944
20 -0.982 -0.784
30 -0.962 -0.541
40 -0.936 -0.244
50 -0.908 0.066
60 -0.879 0.352
70 -0.854 0.575
80 -0.833 0.706

→ 90 -0.819 0.727

2b
2a

γ TB TA

0.500 0 -1 -1
10 -0.999 -0.943
20 -0.995 -0.778
30 -0.988 -0.527
40 -0.981 -0.221
50 -0.971 0.101
60 -0.959 0.401
70 -0.947 0.642
80 -0.935 0.794

→ 90 -0.922 0.842
2b
2a

γ TB TA

0.250 0 -1 -1
10 -0.999 -0.937
20 -0.999 -0.758
30 -0.998 -0.484
40 -0.997 -0.146
50 -0.996 0.214
60 -0.993 0.559
70 -0.990 0.848
80 -0.987 1.054

→ 90 -0.982 1.153

2b
2a

γ TB TA

0.025 0 -1 -1
10 -1 -0.898
20 -1.0001 -0.605
30 -1.0003 -0.151
40 -1.0004 0.415
50 -1.0006 1.036
60 -1.0007 1.650
70 -1.0007 2.198
80 -1.0007 2.629

→ 90 -1.0007 2.898
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Rysunek 2.50. Stosunek wielkości T do przy lożonego naprężenia σxx, dla l/a = 1/450.



Rozdzia l 3

Szczelina zmęczeniowa w z lożonym
stanie naprężenia.

3.1. Podstawy teorii zmęczenia materia lów

Pod pojęciem zmęczenie materia lu rozumiemy degradację spójności materia lu jako
wynik dzia lania czynników zewnętrznych zmiennych w czasie. Czynniki zewnętrzne wy-
stępują zazwyczaj jako ulegające zmianie obciążenie mechaniczne, ale mogą również wy-
stępować w innej formie powodowane przez temperaturę lub wilgotność. W przypadku
pojawienia się w materiale szczeliny może ona propagować się albo przez szybkie i niesta-
bilne pęknięcie lub przez stabilny, cykliczny wzrost (zmęczenie). Najbardziej obszerna i
dostępna literatura na temat zmęczenia dotyczy metali, dlatego też większość podstawo-
wych charakterystyk zaprezentowanych w tym rozdziale dotyczyć będzie w laśnie stopów
metali.

3.1.1. Naprężenia zmienne

Obciążenia zmienne w czasie mogą być dowolnie z lożone zależnie od warunków i
źróde l, których są wynikiem. Jednakże istnieją przebiegi obciążeń o powtarzających się
wartościach i częstościach występowania. Są to obciążenia okresowo zmienne. Najprost-
szym przypadkiem takiego obciążenia jest obciążenie sinusoidalnie zmienne, Rys. 3.1. Ta-
ki w laśnie przypadek przyjęto za podstawę do praktycznego wyznaczania zmęczeniowych
w laściwości materia lów i parametrów modelowych [3], takich jak

t
T

mσ
aσ

aσ

minσ

maxσ

σ

t
T

mσ
aσ

aσ

minσ

maxσ

σ

Rysunek 3.1. Sinusoidalny przebieg naprężenia.
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• naprężenie średnie cyklu, σm

σm =
σmax + σmin

2
, (3.1)

• amplituda cyklu naprężenia σa

σa =
σmax − σmin

2
, (3.2)

• naprężenie maksymalne cyklu σmax

σmax = σm + σa, (3.3)

• naprężenie minimalne cyklu σmin

σmin = σm − σa. (3.4)

Asymetrię cyklu charakteryzuje wspó lczynnik asymetrii cyklu R,

R =
σmin

σmax

. (3.5)

Używa się również wspó lczynnika sta lości obciążenia, κ

κ =
σm

σa
, (3.6)

przy czym

κ =
1 +R

1 − R
, lub R =

κ− 1

κ+ 1
. (3.7)

Ogólne równanie dla przebiegu naprężeń cyklicznych w funkcji czasu można zapisać jako:

σ = σm + σaF (t), (3.8)

gdzie F (t) określa zmiany amplitudy naprężenia w czasie. W przypadku cykli harmonicz-
nych, gdy naprężenie zmienia się sinusoidalnie

F (t) = sin(ωt+ ϕ), ω = 2π/T = 2πf, (3.9)

σ = σm + σasin(ωt+ ϕ). (3.10)

W dziedzinie zmęczenia materia lów podstawowym narzędziem analizy jest wykres
Wöhlera, którego historia sięga 1860 roku, kiedy to zosta l użyty po raz pierwszy do
określenia wp lywu naprężenia na zmęczeniowy czas życia osi wagonów kolejowych. Bada
się określoną liczbę próbek wzorcowych obciążonych różnymi wartościami σa i σm, aż do
ich zniszczenia przy liczbie cykli Nc lub do czasu osiągnięcia liczby cykli NG. Otrzymane
wartości nanosi się na wykres w uk ladzie wspó lrzędnych σ − logN (ang.: S–N curve),
uzyskując po ich po lączeniu wykres zmęczeniowy Wöhlera, por. Rys. 3.2.

Największą wartość naprężenia okresowo zmiennego σmax (dla określonego cyklu na-
prężenia), przy której próbki nie ulegają zniszczeniu po przeniesieniu nieograniczonej
liczby cykli obciążenia nazywa się nieograniczoną wytrzyma lością zmęczeniową albo rze-
czywistą, (fizyczną) granicą zmęczenia. Wartość tę na wykresie Wöhlera wyznacza asymp-
tota.
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Rysunek 3.2. Wykres zmęczeniowy Wöhlera w uk ladzie σ− logN (wykres przyk ladowy, dane
dla stali.

W praktyce za granicę zmęczenia (wytrzyma lość zmęczeniową) przyjmuje się (PN-
76/H-04325) największą wartość naprężenia okresowo zmiennego σmax (przy danym cy-
klu), przy której próbki nie ulegają zniszczeniu w ciągu określonej liczby cykli NG, przy-
jętej umownie za bazę próby zmęczeniowej. Dla stali konstrukcyjnych przyjmuje się bazę
NG = 10·106 cykli, a dla innych metali i stopów nieżelaznych NG = 100·106. Wyznaczone
w ten sposób granice zmęczenia oznacza się np. dla wahad lowego zginania jako Zgo.

Często wykres Wöhlera nie jest przedstawiany w pe lnym zakresie, rozpoczyna się
od pewnej liczby cykli. Na pe lnym wykresie Wöhlera początek uk ladu odpowiada 1

4

cyklu. Dla 1
4

cyklu zak lada się, że naprężenie niszczące jest równe wytrzyma lości przy
obciążeniu statycznym. W przypadku tak skonstruowanego wykresu możemy wyróżnić
kilka obszarów, zależnych od procesów zachodzących w materiale, por. Rys. 3.3. Procesy
te zależne są wartości naprężenia. Wykres zmęczeniowy możemy wówczas podzielić na
trzy części:

I. Niszczenie próbek ma charakter statycznego pękania plastycznego. Pękanie zachodzi
przy granicznym odkszta lceniu plastycznym. Zgodnie z przebiegiem pękania, obszar
ten nazwa obszarem pękania quasi–statycznego lub wytrzyma lości quasi–statycznej.

II. Pękanie zachodzi tu przy wysokich naprężeniach, a więc wyraźnie zaznaczających
się odkszta lceniach plastycznych. Inicjacja szczelin zachodzi w sposób gwa ltowny,
przez większą część czasu szczelina propaguje, aż do końcowego zniszczenia. Obszar
ten nazwano obszarem niskocyklowego zmęczenia lub wytrzyma lości niskocyklowej.
Dla tego obszaru Coffin [186] i Manson [185] zaproponowali empiryczny związek,
który bazując na dominującym plastycznym odkszta lceniu, wyraża się następująco:

Nk
f ∆εpl = C (3.11)

gdzie: Nf jest liczbą cykli do zniszczenia, ∆εpl jest zakresem ustalonego odkszta l-
cenia plastycznego, k i C są sta lymi materia lowymi. Wykresem tej zależności w
k ladzie logarytmicznym jest linia prosta o pochyleniu k i po lożeniu określonym
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Rysunek 3.3. Pe lny wykres zmęczeniowy Wöhlera (wykres przyk ladowy).

sta lą C. W praktyce najczęściej używa się tego równania w postaci:

∆εpl

2
= ε′f(2NG)c, (3.12)

gdzie ε′f i c = −k są sta lymi materia lowymi. Wspó lczynnik ε′f jest odkszta lceniem
przy zerwaniu w pierwszym nawrocie (2Nf = 1), który może być wyznaczony dla
monotonicznego rozciągania, oraz c równe jest -0.7 do -0.5 w przypadku większości
metali.

III. Pękanie zachodzi przy ma lych naprężeniach, ale przy dużej liczbie cykli i ma lych
odkszta lceniach plastycznych. Większość czasu w tym obszarze zajmuje inicjacji
szczelin. Dużą rolę odgrywają tu mikroskopijne defekty materia lu, prowadzące do
bardzo dużej rozbieżności w określeniu granicznej liczby cykli. Obszar ten nazwano
obszarem wysokocyklowego zmęczenia lub wytrzyma lości wysokocyklowej. Pękanie w
tym obszarze zbliżone jest do pękania kruchego.

3.1.2. Strefa plastyczna podczas obciążenia cyklicznego

W podrozdziale 2.10.1 podano wyrażenia określające wielkości strefy plastycznej pod-
czas obciążenia monotonicznego. Koncepcja ta zosta la również użyta do określenia strefy
plastycznej podczas obciążenia cyklicznego. Rysunek 3.4b przedstawia schemat strefy
plastycznej wg Irwina podczas obciążenia odpowiadającego punktowi A, por. Rys. 3.4a.
Jednakże obciążenie to jest redukowane podczas odciążenia do wartości z punktu B, dla
której wielkość strefy plastycznej równa jest 2r′y, Rys. 3.4c. Maksymalna zmiana naprę-
żenia podczas odciążania może więc być równa 2σys. Rysunek 3.4c pokazuje rozk lad na-
prężenia podczas odciążania. Zauważyć należy, iż naprężenie wewnątrz strefy plastycznej
2r′y, jest ściskające, natomiast na zewnątrz naprężenie to wzrasta, aż stanie się rozciągają-
ce. Kluczem do tej idei jest to, że znak naprężenia niesprężystego związanego z cykliczną
strefą plastyczną jest przeciwny niż znak wynikający z zastosowanego obciążenia. Wiel-
kość strefy plastycznej zazwyczaj oszacowana jest na podstawie wyrażenia (2.157) przez
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Rysunek 3.4. Schemat strefy plastycznej: a) wykres obciążenia, b) strefa plastyczna monoto-
niczna, c) strefa plastyczna cykliczna.

użycie K → ∆K oraz σys → 2σys, co dla p laskiego stanu naprężenia daje [89]

2r′y ≈ 1

π

[

∆K

2σys

]2

=
1

4π

[

∆K

σys

]2

(3.13)

oraz w przypadku p laskiego stanu odkszta lcenia dla R ≥ 0

2r′y ≈ 1

3π

[

∆K

2σys

]2

=
1

12π

[

∆K

σys

]2

, (3.14)

lub też w ogólnej postaci

2r′y ≈ H

[

∆K

σys

]2

. (3.15)

Jednakże bardzo często k ladzie się również nacisk na największą strefę odkszta lceń pla-
stycznych związaną z Kmax.

3.2. Kryteria określające kierunek wzrostu szczeliny zmęcze-
niowej

Klasycznie metody szacowania momentu pojawienia sią pęknięć lub osiągnięcia trwa-
 lych odkszta lceń opierają się na klasycznych hipotezach wytężeniowych. Hipotezy te za-
k ladają ciąg lość ośrodka i wykorzystują takie wielkości jak naprężenie, odkszta lcenie (za-
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k ladają one liniową zależność między tymi wielkościami) czy też gęstość energii odkszta l-
cenia określane wewnątrz cia la. Hipotezy te nie mogą być bezpośrednio stosowane do
analizy wytrzyma lości, gdy występują szczeliny lub ostre karby. Jak wspomniano, z roz-
wiązań liniowej teorii sprężystości wynika, że tuż przed wierzcho lkiem szczeliny (karbu)
występuje największa koncentracja naprężeń dążąca do wartości nieskończenie dużych,
niezależnie od wartości przy lożonego obciążenia. Naprężenia te są zawsze bardzo duże,
tak więc porównywanie ich z wielkościami dopuszczalnymi dla danego materia lu (np.
maksymalne naprężenie rozciągające, σc), czy konstrukcji nie jest sensowne i nie można
ich bezpośrednio wykorzystać do tworzenia kryteriów zniszczenia. Wówczas do określe-
nia wytrzyma lości konstrukcji, w przypadkach dużej koncentracji naprężeń generowanych
przez szczeliny (karby), wykorzystuje się zależności mechaniki pękania w postaci kryte-
riów pękania. W zależności od przyjętych za lożeń kryteria te można podzielić na lokalne,
nielokalne i globalne. Generalnie kryteria te wykorzystuje się również do określenia kie-
runku wzrostu szczeliny zmęczeniowej i nie ma tu znaczenia jaki rodzaj obciążenia jest
stosowany. Tradycyjnie mechanika pękania koncentruje się na szczelinach obciążonych je-
dynie jednoosiowym naprężeniem rozciągającym, które dzia la prostopadle do powierzchni
szczeliny, a więc skutkuje pierwszym modem deformacji. Jednakże w rzeczywistej eksplo-
atacji konstrukcji szczeliny poddane są dzia laniu wszystkich trzech modów deformacji.
W ostatnich latach przeprowadzono wiele testów oraz zaproponowano wiele modeli wzro-
stu szczeliny w z lożonym stanie naprężenia. Niestety używa się wielu rodzajów geometrii
próbek i obciążeń, w wyniku czego trudne jest wysnucie na ich podstawie jednoznacz-
nych wniosków. W rozdziale tym przedstawione zostaną najbardziej znane, najczęściej
stosowane oraz najbardziej interesujące kryteria.

3.2.1. Kryterium maksymalnych naprężenia obwodowych, 1963, (MNO).

Kryterium to zosta lo sformu lowane przez Erdogana i Sih [131]. Zgodnie z nim szczelina
będzie rozwijać się w kierunku, θ = θc, w którym sk ladowa obwodowa tensora naprężenia
σθθ, osiąga maximum, por. Rys. 3.5, oraz szczelina będzie się dalej rozwijać, gdy maximum
σθθ, osiągnie krytyczną wartość, σc ( σθθ ≥ σc ).

∂σθθ

∂θ
= 0 and

∂2σθθ

∂θ2
< 0. (3.16)

Powyższe kryterium można zapisać używając wyrażeń na pole naprężenia (osobliwe
rozwiązanie) w postaci

KIsin θ +KII(3cos θ − 1) = 0. (3.17)

Kryterium to by lo i jest bardzo szeroko stosowane z powodu swej prostoty. Jego
zastosowanie możemy znaleźć w bardzo wielu pracach, np. Gdoutos [114], Yoko-
bori et al. [115]. Jednakże kilka prac, np. Tanaka [119], Royer [125] oraz Abdel
Maged&Pandey [127], [126], wskazuje na dość dużą rozbieżność między wynikami
uzyskiwanymi na podstawie tego kryterium, a wynikami eksperymentów. Należy dodać,
iż w przypadku jedno-osiowego, rozciągającego obciążenia warunek σθθ ≥ σc odpowiada
warunkowi σI ≥ σc lub (σI − σII) ≥ σc (σI, σII – naprężenia g lówne). Ostatni warunek
odpowiada klasycznemu kryterium Tresci.
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Rysunek 3.5. Sk ladowe pola naprężenia w biegunowym uk ladzie wspó lrzędnych.

Modyfikacje kryterium.

• Jedną z pierwszych takich prac by l artyku l Williamsa i Ewinga, 1972 [132]. Auto-
rzy zwrócili uwagę, iż uwzględnienie jedynie osobliwego cz lonu w szeregu określa-
jącym pola naprężenia w okolicy wierzcho lka szczeliny może być niewystarczające
dla w laściwego wyznaczenia kierunku wzrostu szczeliny. Dlatego też, do lączyli do
rozwiązania cz lony nieosobliwe. Praca zawiera dane eksperymentalne oraz porówna-
nie wyników otrzymanych na podstawie zmodyfikowanego kryterium. Autorzy re-
lacjonują zdecydowanie lepszą zbieżność otrzymanego kryterium z rzeczywistością,
niż kryterium oryginalne. Dodają również, iż pomijanie drugiego, sta lego cz lonu
w obliczeniach jest niew laściwe, natomiast uwzględnienie pozosta lych cz lonów nie
wykazuje znaczącej poprawy rezultatów.

3.2.2. Kryterium gęstości energii odkszta lcenia, 1973–1974, (S).

Kryterium zosta lo sformu lowane przez Sih, [134]– [136] i bazuje na lokalnej gęsto-
ści energii odkszta lcenia w otoczeniu wierzcho lka szczeliny. Generalnie jest to koncepcja
zbliżona do klasycznego kryterium Misesa, które opiera się na części postaciowej gęstości
energii odkszta lcenia. Jednakże to kryterium zawiera sumę obu części gęstości energii
odkszta lcenia: objętościowej i postaciowej.

Zak lada się, że gęstość energii odkszta lcenia, w, w okolicy wierzcho lka szczeliny można
przedstawić w postaci:

w =
S

r
, (3.18)

gdzie, S jest wspó lczynnikiem gęstości energii odkszta lcenia. Szczelina wed lug tego kry-
terium propaguje się w kierunku, wzd luż którego S osiąga minimum, a wzrost nastąpi
w przypadku osiągnięcia przez ten wspó lczynnik wartości krytycznej, Sc. Wspó lczynnik
gęstości energii odkszta lcenia może być zapisany w postaci:

S = a11k
2
I + 2a12kIkII + a22k

2
II, (3.19)

gdzie,

ki =
Ki√
π
, (i = I, II),
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a11 =
1

16
[(1 + cosθ)(κ− cosθ)],

a12 =
1

16
sin[2cosθ − (κ− 1)],

a22 =
1

16
[(κ + 1)(1 − cosθ) + (1 + cosθ)(3cosθ − 1)].

Wspó lczynniki te zależne są od sta lych sprężystych: µ i κ = (3−ν)/(1+ν) w p laszczyźnie
naprężenia lub κ = (3 − 4ν) w p laszczyźnie odkszta lcenia.

Warunkiem koniecznym i wystarczającym dla określenia kierunku wzrostu szczeliny,
jest więc

∂S

∂θ
= 0 oraz

∂2S

∂θ2
> 0. (3.20)

Wstawiając S z wyrażenia (3.19) do (3.20), można uzyskać

(2cosθ − (κ− 1))sinθ k2
I + 2(2cos2θ − (κ− 1)cosθ)kIkII+

+(κ− 1 − 6cosθ)sinθk2
II = 0,

(3.21)

(2cos2θ − (κ− 1)cos θ)k2
I + 2((κ− 1)sinθ − 8sin2θ) kIkII+

+((κ− 1)cosθ − 6cos2θ) k2
II > 0.

(3.22)

Po przekszta lceniu (3.21), można otrzymać postać:

sin4θ + [2(κ− 1)kIkII(−k2
I − k2

II)]sin
3θ+

[(k2
I − 3k2

II)
2 − (κ− 1)2k2

I k
2
II −

(κ− 1)2

4
(k2

II − k2
I ) + 16k2

I k
2
II)]sin

2θ+

[−2(κ− 1)kIkII(−2k2
II)]sinθ + k2

I k
2
II((κ− 1)2 − 4) = 0,

(3.23)

z której już w sposób jednoznaczny, otrzymujemy wartości kąta θ, spe lniające jednocze-
śnie warunek (3.22).

Kryterium to by lo eksperymentalnie weryfikowane przez licznych badaczy: Sih [136],
Sih&Barthelemy [137], Badaliance [138], Patel&Pandey [153], Gao et al. [154], Abdel
Maged&Pandey [127], [126]. Jednakże niektórzy badacze kwestionuje teoretyczną pod-
stawę tego kryterium argumentując, że dopóki w jest sumą postaciowej i objętościowej
gęstości energii odkszta lcenia, to te dwa fundamentalnie różne sk ladniki nie powinny
być traktowane razem dla określenia kierunku wzrostu szczeliny, ponieważ reprezentują
fizycznie odmienne zjawiska. Proponuje się również użycie większej liczby cz lonów roz-
winięcia determinującego sk ladowe tensora naprężenia w celu określenia wyrażenia na S,
Wong [182].

3.2.3. Kryterium wspó lczynnika uwalniania energii, 1974, (G).

Kryterium to zosta lo zaproponowane przez Hussiana et al. w pracy [141] dla przy-
padku z lożonego stanu obciążenia jako modyfikacja energetycznego warunku propagacji
szczeliny Griffitha. Zgodnie z nim wspó lczynnik uwalniania energii G związany z infinite-
zymalnym wzrostem szczeliny (δl → 0) jest wartością, która może pos lużyć do określenia
kierunku wzrostu. Przyjęto, że będzie to wartość θ = θc dla którego G osiąga maksimum.
Wzrost szczeliny jest możliwy, gdy G osiągnie wartość krytyczną dla danego materia-

 lu, Gc = KIc

E
dla p laskiego stanu naprężenia oraz Gc = KIc(1−ν2)

E
dla p laskiego stanu

odkszta lcenia.
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3.2.4. J–kryterium, 1975.

Kryterium to zosta lo zaproponowane przez Hellen i Blackburn [159] w roku 1975.
Autorzy próbują zastosować niezależność drogi ca lkowania do problemu wzrostu szczeliny
w z lożonym stanie naprężenia. W dwu-wymiarowym problemie wektor J jest zdefiniowany
jako:

J = JĪi+ JIj̄,

Jk =

∫

Γ

(wnk − ui,kTi)dl, k = I,II,
(3.24)

gdzie Γ is konturem ca lkowania, w jest gęstością energii odkszta lcenia, nk jest k-tą sk lado-
wą normalnego jednostkowego wektora w kierunku zewnętrznym do konturu ca lkowania,
ui jest przemieszczeniem, Ti jest obciążeniem i dl jest elementem d lugości  luku ca lkowa-
nego konturu. Kryterium to zak lada, że szczelina powiększy się w kierunku wektora J i
pęknięcie pojawi się, kiedy wektor J osiągnie wartość krytyczną.

Kryterium to by lo użyte przez Dai i Zheng [160] dla próby z pochyloną w stosunku do
kierunku jednoosiowego obciążenia szczeliną, umieszczoną w środku badanego elementu.
Badacze relacjonują, że rezultaty eksperymentu i opisywanego kryterium są zadowalające.
Należy jednak dodać, że dominującym modem obciążenia zastosowanym w eksperymen-
cie by l przypadek modu I. Wydaje się to istotne, ponieważ w pracy Gdoutosa [158] dla
przypadku dominującego II sposobu obciążenia, przewidywania z użyciem opisywanego
kryterium wykaza ly znaczące różnice w porównaniu do większości wyników eksperymen-
tu.

3.2.5. Kryterium maksymalnego odkszta lcenia obwodowego, 1981, (MOO).

Kryterium to zosta lo zaproponowane przez Changa [143] i dotyczy lo klasycznej szcze-
liny, jak i szczeliny w kszta lcie elipsy. Poniżej kryterium to opisane jest na podstawie
pracy Chambersa et al. [142], gdzie autorzy wykorzystują je do problematyki zmęcze-
niowego wzrostu szczeliny. Jest ono konsekwencją mechanizmu wzrostu szczeliny zmęcze-
niowej, który jest związany z plastycznym obszarem bezpośrednio przed wierzcho lkiem
szczeliny (w oryginalnej pracy Changa zmęczeniowy wzrost szczeliny nie by l rozważo-
ny). Obszar ten może charakteryzować obwodowe odkszta lcenie plastyczne. Kryterium
to zak lada, że szczelina będzie propagowa la się w kierunku, gdzie odkszta lcenie to bę-
dzie maksymalne, wtedy θ = θc. Konstrukcja kryterium w widoczny sposób opiera się na
kryterium MNO. Oczywíscie bardzo blisko wierzcho lka szczeliny dominuje obszar pla-
styczny, jednakże w porównaniu z innymi wymiarami jest on niewielki. Zak lada się więc
uplastycznienie bliskiego zasięgu, co pozwala skorelować odkszta lcenie wewnątrz strefy
plastycznej z obszarem sprężystym poza nim.

ǫθθ =
1

E
[σθθ − νσrr]. (3.25)

Używając teraz wyrażeń opisujących sk ladowe tensora naprężenia i uwzględniając tylko
osobliwy cz lon w rozwinięciu, autor uzyskuje:

ǫθθ

√
2πr =

1

E

[

KI cos3(
θ

2
) − 3KII cos2 θ sin(

θ

2
)

− ν

(

KI cos(
θ

2
)

[

1 + sin2(
θ

2
)

]

+KII sin(
θ

2
)

[

1 − 3 sin2(
θ

2
)

])

]

.

(3.26)
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Kryterium MOO zapisuje się wówczas w postaci:

∂ǫθθ

∂θ
= 0 and

∂2ǫθθ

∂θ2
< 0. (3.27)

W pracy pokazano polepszenie zbieżności wyników w porównaniu z kryterium MNO,
które jest szczególnie wrażliwe na wp lyw modu II.

3.2.6. T–kryterium, 1982.

Kryterium to zosta lo zaproponowane przez Theocarisa oraz Andrianopoulosa, [162]
i bazuje, podobnie jak S–kryterium, na gęstości energii odkszta lcenia. Autorzy sugerują
tu wykorzystanie podzia lu ca lkowitej gęstości energii odkszta lcenia w na jej dwie sk lado-
we: objętościową, TV i postaciową, TD. Pierwsza sk ladowa (TV) wspiera proces pękania
poprzez mechanizmy dekohezji. Druga sk ladowa (TD) decyduje o procesach odkszta lce-
nia plastycznego i mechanizmach zniszczenia poprzez poślizg. Związek między energią
odkszta lcenia W i gęstością energii odkszta lcenia w można wyrazić w formie:

w =
∂W

∂V
=

S(KI, KII, θ)

r(θ, c1, c2, ...cn)
=

1

8µ
(κ(σx + σy)2 + (σx − σy)2 + 4τ 2

xy), (3.28)

gdzie,

σxx = =
KI

(2πr)1/2
fx(θ),

σyy =
KI

(2πr)1/2
fy(θ),

σxy =
KI

(2πr)1/2
fxy(θ).

(3.29)

Należy zwrócić uwagę, że definiując w, używana jest wielkość r. Wielkość ta określa
odleg lość od wierzcho lka szczeliny, ale nie jest już wartością sta lą. Zależy od kąta θ
oraz innych parametrów, które mogą wp lynąć na po lożenie granicy strefy plastycznej.
Jest to konsekwencją jednego z wniosków z poprzedniej pracy autorów [161], dotyczącej
modyfikacji S–kryterium. W związku z tym zaproponowano użycie hipotezy Misesa (TD =
TD,0 = const) do określenia tej granicy i wówczas r = r(θ). Otrzymujemy więc (w p laskim
stanie naprężenia):

1

6µ
(σ2

x + σ2
y − σxσy + 3σ2

xy) = TD,0 = const, (3.30)

gdzie, TD,0 jest wartością krytyczną gęstości energii postaciowej, która zgodnie z warun-
kiem Misesa jest sta lą materia lową.

Wykorzystując wyrażenia (3.29) oraz (3.30) otrzymać można:

r =
(1 + ν)K2

I

6πETD,0
(f 2

1 (θ) + f 2
2 (θ) − f1(θ)f2(θ)) = r(θ) (3.31)

gdzie

f1,2(θ) =
1

2

[

fx(θ) + fy(θ) ±
(

[fx(θ) − fy(θ)]2 + 4fxy(θ)2

)1/2]

. (3.32)
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Zgodnie z tym kryterium gęstość energii odkszta lcenia w liczona jest wzd luż granicy
strefy plastycznej określonej na podstawie wyrażenia (3.31). Kąt propagacji θc jest wów-
czas zgodny z kątem, dla którego istnieje maksymalna wartość w. Jednakże poszukiwanie
maksymalnej wartości w wzd luż granicy definiowanej przez warunek Misesa jest rów-
noważne z poszukiwaniem maksymalnej wartości TV , ponieważ TD jest sta la wzd luż tej
granicy. Tak więc, szczelina rozpocznie propagację wtedy, kiedy objętościowa część energii
odkszta lcenia, TV , osiągnie krytyczną wartość, TVc

, gdzie

TV =
1 − 2ν

6E
(σx + σy)2. (3.33)

Kryterium to można wówczas zapisać w następujący sposób:

∂TV

∂θ
= 0 i

∂2TV

∂θ2
< 0. (3.34)

Jeśli materia l wykazuje szczególnie kruchy charakter, wówczas granica definiowana w
T–kryterium może być przyjęta jako ma la i regularna, jak sugeruje to S–kryterium. Przy
zastosowaniu tych warunków, różnice między tymi dwoma kryteriami są bardzo ma le.
Istniejące ma le różnice pomiędzy tymi kryteriami nie wynikają z zastosowanej idei, ale
z lokalizacji, gdzie liczone są wartości mające kontrolować proces wyznaczania kierunku
pękania.

Należy również podkreślić, że warunek wzrostu szczeliny TV (θ, r) = TVc
, nie jest do

końca w laściwy. Jeżeli będziemy rozpatrywać szczelinę prostopad lą do jedno–osiowego ob-
ciążenia, uzyskamy dla określonej wartości tego obciążenia pewne wartości r, K oraz TV .
Następnie, gdy zwiększymy obciążenie otrzymamy inne, większe wartości r i K, ale nie
TV , która jest wielkością sta lą, niezależną od wartości obciążenia. Dlatego też parametr
ten nie może być wielkością, na podstawie której określany jest warunek propagacji. Ale
alternatywnym parametrem może być promień r, którego wartość krytyczną rc, można
uzyskać stosując wyrażenie (3.31) dla prostopad lej szczeliny, tzn.:

rc =
(1 + ν)K2

Ic

6πETD,0
=

K2
Ic

2πσ2
ys

. (3.35)

gdzie σys jest naprężeniem uplastyczniającym w jedno–osiowej próbie rozciągania, a KIc

wartością krytyczną WIN. Spostrzeżenia te dotyczą rozwiązania osobliwego, a przedsta-
wione wyrażenia opisują p laski stan naprężenia. Kryterium to będzie jeszcze rozważane
dok ladniej w jednym z następnych rozdzia lów, w którym opisana idea będzie wykorzy-
stana do sformu lowania nowego kryterium.

3.2.7. Det-kryterium, 1987.

Kryterium to zosta lo zaproponowane przez Papadopoulosa [24], [25]. Opiera się ono na
niezmienniku tensora naprężenia, którego wartość maksymalna określa kąt θcr, pod któ-
rym nastąpi propagacja szczeliny. Ten warunek może być wyrażony przez matematyczną
relację:

∂Det.(σij)

∂θ

∣

∣

∣

∣

θ=θc

= 0.
∂2Det.(σij)

∂θ2

∣

∣

∣

∣

θ=θc

< 0. (3.36)

Natomiast, warunek krytyczny wzrostu szczeliny to:

Det.(σij) = Det.(σij)c (3.37)
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gdzie, Det.(σij)c jest sta lą materia lową oraz

Det.(σij) =
σxx σxy

σxy σyy
= σxxσyy − σ2

xy. (3.38)

Modyfikacje kryterium.

• W pracy [26] ten sam autor używając równań (2.13)– (2.15) wprowadza do obliczeń
dużą ilość cz lonów szeregu na wyrażenie sk ladowych tensora naprężenia, relacjonu-
jąc poprawę wyników.

3.2.8. Kryterium maksymalnego wspó lczynnika obwodowego naprężenia i
odkszta lcenia, 1989, (MWON, MWOO).

Kryteria te powinny być w zasadzie przedstawione jako modyfikacja istniejących już
kryteriów. Jednakże zostaną przedstawione osobno z powodu sposobu uwzględnienia sta-
 lego cz lonu (T ) w wyrażeniach na sk ladowe tensora naprężenia. Jest to istotne, ponieważ
nie uwzględnienie już tylko tego jednego, sta lego cz lonu w dotychczas sformu lowanych
kryteriach jest źród lem znacznych rozbieżności między ich przewidywaniami, a wynikami
eksperymentów. Szczególnie widoczne jest to w przypadku dwu–osiowego obciążenia, gdy
k ≥ 2, por. Rys. 2.6, [117].

Podobnie jak autorzy T–kryterium [162], Wu i Li [140] uważają, że promień r, czyli
odleg lość od wierzcho lka szczeliny, gdzie liczone są wielkości, na których bazują kryteria,
nie jest wartością sta lą i należy go określić w zależności od wielu czynników. Wspomi-
nają pracę Theocarisa et al. [162], która jako pierwsza próbuje uwzględnić plastyczno–
sprężystą granicę wokó l wierzcho lka szczeliny. Wskazują również potrzebę uwzględnienia
w budowie kryterium większej liczby cz lonów rozwinięcia na wyrażenie sk ladowych na-
prężenia. Sami bazując na poprzednich kryteriach i następujących za lożeniach:

• granica strefy plastycznej powinna jak najwierniej reprezentować rzeczywiste wa-
runki,

• wybrane wielkości fizyczne powinny rzeczywíscie kontrolować proces pękania,

modyfikują kilka istniejących kryteriów. Wykorzystują do tego celu dwie wielkości cha-
rakteryzujące wytrzyma lość materia lu:

1. Materia l staje się plastyczny, kiedy naprężenie obwodowe σθθ osiągnie wartość σys,
czyli naprężenia uplastyczniającego.

2. Materia l staje się plastyczny, kiedy odkszta lcenie obwodowe ǫθ osiągnie pewną war-
tość krytyczną – odkszta lcenia uplastyczniającego ǫys.

Naprężenie uplastyczniające σys jest wielkością odpowiadającą wartości uzyskanej
podczas jednoosiowej próby. W przypadku odkszta lcenia uplastyczniającego ǫys = σys/E,
gdzie E jest modu lem Younga.

Dwie granice strefy plastycznej wokó l wierzcho lka szczeliny wyznaczone za pomocą
wyżej wymienionych warunków na uplastycznienie materia lu można zapisać w postaci:

[rσ(θ)]
1
2 =

1

4
√

2π

1

σys − T sin2θ

{

KI

(

3cos
θ

2
+ cos

3θ

2

)

− 3KII

(

sin
θ

2
+ sin

3θ

2

)}

, (3.39)
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[rǫ(θ)]
1
2 =

1

4
√

2π

1

σys − T (sin2θ − νcos2θ)

{

KI

(

(3 − 5ν)cos
θ

2
+ (1 + ν)cos

3θ

2

)

−KII

(

(3 − 5ν)sin
θ

2
+ 3(1 + ν)sin

3θ

2

)}

.

(3.40)

gdzie
T = σ(1 − k)cos2β.

W przypadku tworzenia kryterium określającego propagację szczeliny bardzo ważnym
zadaniem jest określenie fizycznych wielkości, które determinują taką sytuację. Autorzy
zwracają uwagę na naprężenie i odkszta lcenie obwodowe w okolicy wierzcho lka szczeliny.
Definiują wspó lczynnik obwodowego naprężenia jako r

1
2σθθ, który oprócz takiego samego

wymiaru jak WIN może odzwierciedlić wp lyw większej liczby cz lonów szeregu określają-
cego sk ladowe naprężenia. Definiują również wspó lczynnik obwodowego odkszta lcenia jako
r

1
2 ǫθθ, który również może pos lużyć do określenia kierunku propagacji szczeliny.

Autorzy wykorzystując podane wcześniej wyrażenia na określenie granicy strefy pla-
stycznej oraz na pole naprężenia uwzględniające sta ly cz lon, modyfikują kilka znanych
dotychczas kryteriów. Przyk ladowo:

• Kryterium maksymalnego wspó lczynnika naprężenia obwodowego, MWNO.
Jest to zmodyfikowane kryterium MNO, które jest teraz postaci r

1
2σθθ. Inicja-

cja wzrostu szczeliny nastąpi, gdy r
1
2σθθ liczone na granicy wyznaczonej przez rǫ,

por. (3.40), osiągnie krytyczną wartość. Po uwzględnieniu proponowanych poprawek
można zapisać to kryterium w postaci:

r
1
2σθθ = A+

√
rB (3.41)

gdzie

A =
1

4
√

2π

{

KI

(

3cos
θ

2
+ cos

3θ

2

)

− 3KII

(

sin
θ

2
+ sin

3θ

2

)}

,

B = T sin2θ.

(3.42)

Wartość maksymalna r
1
2σθ wynika z rozwiązania następującego równania:

∂(r
1
2σθθ)

∂θ
= A′ +

√
rB′ +

r′

2
√
r
B = 0 (3.43)

∂2(r
1
2σθθ)

∂2θ
= A′′ +

√
rB′′ +

r′√
r
B′ +

r′′

2
√
r
B − r′r′

4r
√
r
B < 0 (3.44)

• MWOO. Kryterium maksymalnego wspó lczynnika odkszta lcenia obwodowego. Kry-
terium to można wyrazić w podobnej formie jak powyższe, a inicjacja wzrostu
szczeliny nastąpi, gdy r

1
2 ǫθθ liczone na granicy wyznaczonej poprzez rσ (3.39) osią-

gnie krytyczną wartość.

• mS. Kryterium minimalnego wspó lczynnika gęstości energii odkszta lcenia. Kryte-
rium to bazuje bezpośrednio na kryterium S, a jego modyfikacja polega na za loże-
niu, że wspó lczynnik ten można teraz wyrazić jako: r ·∂W/∂V . Wówczas mS można
zdefiniować jako:

mS = A+ r1/2B + rD

gdzie A,B,D są funkcjami θ, niezależnymi od r.
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Zmodyfikowane kryteria potrzebują sta lych materia lowych dla określenia inicjacji pro-
pagacji. Autorzy proponują uzyskać je przez rozważenie szczeliny pod wp lywem czystego
rozciągania (mod I). Przedstawione wyniki wykazują poprawę w stosunku do kryteriów
bazowych.

3.2.9. Kryterium wektora wierzcho lkowego przemieszczenia szczeliny,
1989, (CTD).

Kryterium to zaproponowane by lo przez Li [144], który wykorzysta l wyrażenia na
wierzcho lkowe rozwarcie i poślizg szczeliny (CTOD, CTSD) w dwu-osiowym stanie naprę-
żenia. Wykorzystując te wartości, autor zdefiniowa l wektor wierzcho lkowego przemiesz-
czenia (CTD), który ma być skorelowany z mechanizmem zmęczeniowego wzrostu szcze-
liny. CTD jest wektorem powsta lym z sumowania wektorów CTOD i CTSDe, gdzie ten
ostatni jest wielkością efektywną. Przyjęto, że szczelina będzie się propagować wzd luż
kierunku tego wektora. Kryterium to zosta lo zweryfikowane dla przypadku zmęczenio-
wego wzrostu szczeliny, dla którego wyniki zaczerpnięto z pracy [115], wykazując dobrą
zgodność.

3.2.10. Kryterium Nielokalnego Naprężeniowego Kruchego Pękania, 1995,
(NNKP).

Autorami kryterium Nielokalnego Naprężeniowego Pękania (NNKP–kryterium), są
Seweryn i Mróz [170]. Kryterium zak lada, że pękanie powiązane jest z rozwojem pew-
nej strefy zniszczenia wokó l wierzcho lka nacięcia. Dok ladne wyznaczenie tej strefy jest
szczególnie trudne. Dlatego też autorzy przyjmują, że inicjacja lub propagacja szczeli-
ny pojawi się, kiedy wartość średnia funkcji Rσ(σn, τn), na segmencie d0, por. Rys. 3.6,
osiągnie wartość krytyczną:

Rf = max(ϑ,x0)R̄σ(σn, τn) = max(ϑ,x0)

[

1

d0

∫ d0

0

Rσ(σn, τn)dr

]

= 1 (3.45)

gdzie, Rf – wspó lczynnik naprężenia pękania, R̄σ(σn, τn) – nielokalna funkcja napręże-
niowa pękania, Rσ(σn, τn) – lokalna funkcja pękania materia lu, σn, τn – normalna i tnąca
sk ladowa naprężenia na p laszczyźnie fizycznej, x0 – początek lokalnego uk ladu wspó lrzęd-
nych biegunowych (r, ϑ), d0 – d lugość strefy zniszczenia. Kryterium to określa wartość
krytycznego obciążenia, jak również kierunek propagacji szczeliny. Kąt propagacji wy-
znacza maksymalna wartość nielokalnej funkcji pękania R̄σ(σn, τn). W przypadku analizy
kruchego pękania elementu z nacięciem w kszta lcie V będącego pod wp lywem obciąże-
nia ścinającego i rozciągającego, wystarczającym jest przyjęcie za lokalną funkcję Rσ

prostego warunku wytrzyma lości na rozciąganie w postaci:

Rσ(σn) =
σn

σc
. (3.46)

Wówczas, strefa pękania d0 może być określona na podstawie analizy wzrostu szczeliny
wg modu I i używając kryterium Griffitha-Irwina [173] jako:

d0 =
1

2π

(

2KIc

σc

)2

. (3.47)

Powyższy model zosta l potwierdzony eksperymentalnie w pracy [174]. Kryterium to rów-
nież zastosowano do problemu zmęczeniowego wzrostu szczeliny [176], [177].
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Rysunek 3.6. Strefa zniszczenia wg NNKP–kryterium oraz wykres funkcji Rσ, [170].

3.2.11. W–kryterium, 2000

Autorami tego kryterium są Go loś i Wasiluk [180] oraz, w przypadku wykorzystania
go w problemie zmęczenia materia lów, Wasiluk i Hoshide [181]. Kryterium zak lada, że
szczelina rośnie w kierunku najmniejszej wartości wspó lczynnika W , definiowanego jako

W =
rp(θ)

a
, (3.48)

gdzie rp(θ) jest promieniem strefy plastycznej, natomiast a jest po lową d lugości szczeliny.
Kryterium to bazuje na za lożeniu minimalnej konsumpcji energii na kierunku pękania
podczas procesu wzrostu szczeliny w strefie plastycznej. Autorzy wykorzystują podzia l
ca lkowitej energii procesu pękania na energię kohezji, która jest przyjęta jako wielkość
sta la na wszystkich kierunkach wokó l wierzcho lka szczeliny, oraz energię, której ekwi-
walentem jest praca mechaniczna podczas propagacji szczeliny w strefie plastycznej. O
kierunku pękanie decyduje więc ta druga sk ladowa, a kąt pękania określa minimalna
wartość wspó lczynnika W , który koresponduje z minimalną wielkością ca lkowitej energii
procesu pękania.

3.2.12. Podsumowanie

W literaturze znaleźć można jeszcze wiele innych kryteriów określających warunki
i kierunek wzrostu szczeliny. Są one jednak zdecydowanie mniej popularne niż opisane
powyżej. Abdel-Mageed oraz Pandey [127] porównują niektóre z przedstawionych kryte-
riów do wyników z eksperymentów w przypadku obciążenia monotonicznego i cyklicz-
nego (Tabela 3.1). Podkreślają jednocześnie, że kryteria nie rozróżniają rodzaju obcią-
żenia. Porównanie to wskazuje na dużą rozbieżność pomiędzy wynikami eksperymentów,
a stosowaną teorią. Należy tu zauważyć, że w przypadku obciążeń cyklicznych dość do-
brą zbieżność kąta propagacji szczeliny wykazuje T–kryterium. W przypadku obciążenia
monotonicznego żadne kryterium nie daje zadowalających rezultatów. Pomimo to, jak
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Tabela 3.1. Wyniki dla kąta inicjacji wzrostu szczeliny podczas statycznego i cyklicznego
obciążenia [127].

Kąt inicj. eksper. Kryteria

Nachylenie Obciążenie Obciążenie MNO MOO S T Det.

szczeliny Cykliczne Monotoniczne r/a = 0.01 v = 0.3

15 88 74 66 69.4 72 86.5 97.5

30 70 59 61 59.2 63.5 72.3 82.75

45 58.8 45 53.6 49.2 51 60 63.75

60 37.5 29 43 36.8 40 47 33.33

90 0 0 0 0 0 0 0

wskazują to sami autorzy pracy, rozbieżność ta może być spowodowana zbyt dużą strefą
plastyczną przy wierzcho lku szczeliny w stosunku do grubości próbki. Niemniej jednak,
również inni autorzy relacjonują brak uniwersalności kryteriów, niezwykle wrażliwych na
zmiany relacji między wp lywem modu I i II. W większości kryteriów wykorzystywane
są konwencjonalne parametry wynikające z mechaniki pękania do określenia kierunku
wzrostu szczeliny w mieszanym sposobie obciążenia. Zazwyczaj używa się podstawowego
parametru wynikającego z mechaniki pękania – wspó lczynnika intensywności naprężenia
(WIN). Kryteria, które rozważają szczegó lowo koncepcję mechaniki pękania dotyczącą
granicy strefy plastycznej nie są jeszcze dostępne. Istnieje również dość ważne zagadnie-
nie związane z różnicą w sposobach obciążenia (monotoniczne lub cykliczne). W zasadzie
żadne z kryteriów nie rozróżnia tych dwóch sposobów obciążenia pomimo tego, iż mi-
kromechaniczna inicjacja wzrostu szczeliny jest różna dla tych dwóch typów obciążeń.
Podsumowując, żadne kryterium wymienione powyżej nie daje satysfakcjonujących wy-
ników dla wszystkich sposobów obciążenia.

3.3. Prędkość wzrostu szczeliny

3.3.1. Wstęp

Jak wspomniano, prekursorem badań zmęczeniowych by l Wöhler w XIX wieku. Jed-
nakże prawdziwy początek badań nad zmęczeniową propagacją szczeliny mia l miejsce do-
piero w latach 60 XX wieku, kiedy to do problemu wzrostu szczeliny zmęczeniowej wyko-
rzystano koncepcję Liniowej Mechaniki Pękania (Paris, 1957 [128], Paris et al., 1961 [129],
Paris i Erdogan, 1963 [130] ). Koncepcja wiąza la WIN z prędkością pękania i zak lada la,
że o rozwoju pęknięcia decydują zmiany WIN, w postaci:

da

dN
= C(∆K)n, (3.49)

gdzie ∆K = Kmax−Kmin, są ekstremalnymi wartościami WIN dla cyklu, C i n są sta lymi
eksperymentalnymi. Relację (3.49) można przedstawić jako prostą w logarytmicznym
uk ladzie wspó lrzędnych, por. Rys. 3.7, będącą częścią wykresu prędkości pękania, który
dla metali można umownie podzielić na trzy obszary o dość wyraźnych granicach:
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• inicjacja szczeliny,

• wzrost szczeliny,

• końcowe pęknięcie i zniszczenie.
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Rysunek 3.7. Wykres prędkości pękania

Obszar I, nazywany również obszarem progowym (ang.: threshold region), jest charak-
teryzowany przez wartość progową ∆KTH, powyżej której dopiero rozwija się pęknięcie.
Poniżej tej wartości pomiar wzrostu szczeliny nie jest możliwy. Wzrost jest tu bardzo
wrażliwy na mikrostrukturę (bardzo często granice ziaren są przeszkodami dla propagacji
w stopach metali [187]), środowisko oraz wspó lczynnik asymetrii cyklu R.

Pozosta le obszary, w tym obszar II, gdzie obowiązuje wzór Parisa (3.49), dla metali są
w wysokim stopniu niezależne od mikrostruktury materia lu. Strefa plastyczna przy wierz-
cho lku szczeliny obejmuje wówczas kilka ziaren, i powsta le si ly są wstanie przezwyciężyć
przeszkody mikrostrukturalne dla wzrostu szczeliny.

Czynniki wp lywające na prędkość wzrostu szczeliny

Na prędkość wzrostu szczeliny ma wp lyw bardzo wiele czynników. W niniejszym pa-
ragrafie wymienione będzie jedynie kilka najważniejszych z nich.

Asymetria cyklu i naprężenie średnie. Dość zauważalny wp lyw na prędkość
pękania ma asymetria cyklu R i naprężenia średnie σm. Wp lyw ten oczywíscie zależny
jest od poziomu tych wielkości, zakresu prędkości jak i rodzaju materia lu. Najogólniej
mówiąc, prędkość pękania powiększa się wraz ze wzrostem wartości tych wielkości. Próby
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uwzględnienia wp lywu asymetrii cyklu by ly podejmowane przez wielu autorów. Najczę-
ściej jednak używa się wzoru Formana et al. [96], który wzbogaci l wyrażenie (3.49) do
postaci:

da

dN
=

C(∆KI)
m

(1 −R)Kc − ∆KI

, (3.50)

gdzie, Kc odpowiada odporności na pękanie. Zwykle zastępuje się tę wartość przez KIc.
Natomiast wyrażenie na prędkość wzrostu szczeliny, uwzględniające σm zosta lo zapro-

ponowane, na przyk lad, przez Robertsa et al. [97] w następującej postaci:

da

dN
= B(1 + β)2(∆K ′)4,

da

dN
= B(Kmax)2(∆K ′)2,

(3.51)

gdzie, β = Km/∆K
′, Km = 1/2(Kmax + Kmin), ∆K ′ = 1/2(Kmax − Kmin) oraz B jest

sta lą materia lową. Wzory te wyprowadzono w oparciu o d lugość strefy plastycznej przed
wierzcho lkiem szczeliny.

Domykanie szczeliny. Domykanie szczeliny podczas zmęczeniowego wzrostu szcze-
liny ma miejsce, gdy w czasie cyklu obciążenia powierzchnie szczeliny stykają się. W wyni-
ku tego podczas początkowej fazy cyklu obciążenia część powierzchni szczeliny jest zwar-
ta, a więc rzeczywisty zakres ∆K nie jest w ca lości efektywny. Elber [90] by l pierwszym
badaczem, który zaproponowa l zmęczeniowy model zamykania szczeliny uwzględniają-
cy to zjawisko. Zasugerowa l, iż powierzchnie szczelin domykają się na skutek obecności
w lasnych naprężenia ściskających w plastycznej strefie pęknięcia. Pękanie zostaje więc za-
trzymane przy pewnej wartości naprężenia σcl, a może się dalej rozwijać, jeśli przy lożone
zostanie obciążenia zdolne do ponownego otwarcia szczeliny σop, por. Rys. 3.8. Efektywną
wielkość ∆K można więc wyrazić jako:

∆Keff = Kmax −Kop, (3.52)

Tak więc część cyklu obciążenia poniżej Kop nie ma wp lywu na zmęczeniowy wzrost
szczeliny. Propozycja ta sprowadza się więc do zdefiniowania efektywnego zakresu wspó l-

Rysunek 3.8. Schemat przedstawiający ∆Keff.
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czynnika jako:
∆Keff = U(∆K), (3.53)

gdzie

U =
σmax − σop

σmax − σmin
, (3.54)

da

dN
= C(∆Keff)m = C(U(∆K))m. (3.55)

W rzeczywistości określenie wspó lczynnika Keff zależy od wielu czynników, przede
wszystkim od rodzaju materia lu, asymetrii cyklu i innych warunków obciążenia.

Należy zwrócić uwagę, że istnieją również inne mechanizmy, które wymienia się ja-
ko wp lywające na zamykanie się pęknięcia. Adams [91], Purshothaman et al. [92] oraz
Walker et al. [93] wymieniają wp lyw nierówności powierzchni szczeliny jako czynnik wp ly-
wający na przyśpieszone zamykanie się szczeliny. Do innych czynników przyspieszających
ten efekt zalicza się również utlenianie powierzchni szczeliny, por. Endo et al. [94] oraz
Suresh et al. [95]. Jednak efekty te dla większości używanych stopów są drugorzędne i w
praktyce wykorzystywany jest klasyczny wzór Parisa. Ich wp lyw jest bardziej widoczny
w przypadku wartości WIN bliskich wartości progowej wzrostu szczeliny.

3.3.2. Z lożone pole naprężenia

W rzeczywistej eksploatacji elementy wykonane z różnego rodzaju materia lów są na-
rażone na wielo–osiowe obciążenia. Znamienne jest to, że już podczas inicjacji szczeliny,
i jej początkowego wzrostu, charakter obciążenia ma istotny wp lyw na jej dalszy roz-
wój, por. Smith i Pascoe [124], Parsons i Pascoe [123]. Należy również zwrócić uwagę, że
procesy zmęczeniowe są niezwykle skomplikowane i wp lyw na nie ma bardzo wiele czyn-
ników. W rozdziale tym omówione będzie kilka najważniejszych z nich wraz z próbą ich
wykorzystania do określenia prędkości wzrostu szczeliny. Sytuacja komplikuje się jeszcze
bardziej w warunkach mieszanego obciążenia szczeliny.

W przypadku mieszanego obciążenia badacze używają do badań eksperymentalnych
różnych metod w zależności od warunków jakie mają być uzyskane w sąsiedztwie wierz-
cho lka szczeliny. Duża liczba eksperymentów zosta la przeprowadzona dla pochylonej
szczeliny umieszczonej centralnie w próbce pod wp lywem czystego rozciągania. Erdogan
i Sih, 1963 [131] byli pierwszymi, którzy użyli takiej konfiguracji próbki testując ideal-
nie kruchy materia l i sformu lowali opisane już kryterium, patrz podrozdzia l 3.2.1. Iida i
Kobayashi, 1969 [116] użyli próbki wykonanej ze stopu aluminium 7075-T6, a więc mate-
ria lu, który wykazuje w laściwości plastyczne. Wspó lczynnik asymetrii cyklu by l R = 0.1.
Wyniki pokaza ly, iż bardzo trudno jest uzyskać mieszany mechanizm wzrostu szczeliny,
gdyż taka szczelina wzrasta natychmiast w kierunku prostopad lym do osi obciążenia,
gdzie KI jest maksymalne. Ponieważ szczelina zmienia orientację, KI wzrasta gwa ltownie
do wartości jaką otrzymalibyśmy dla szczeliny prostopad lej do osi obciążenia. Natomiast
KII szybko zmniejsza się, aż do ca lkowitego zaniknięcia. W pracy zauważono również, iż
obecność nawet niedużej sk ladowej naprężenia wynikającej z II typu obciążenia, zwiększa
prędkość wzrostu szczeliny w znaczny sposób.

Efektywny wspó lczynnik intensywności naprężenia. Jednym z pierwszych
autorów, który zmodyfikowa l konwencjonalny wzór Parisa i Erdogana [130], by l Tana-
ka [119]. Podobnie jak Iida i Kobayashi, [116] bada l próbki aluminiowe, w których szcze-
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liny pochylone by ly pod kątami: 30, 45, 72 oraz 90 stopni przy R = 0.65 i jedno–osiowym
rozciąganiu. Dodatkowo, Tanaka wyznaczy l również warunki progowe propagacji szczeliny
będącej pod wp lywem mieszanego obciążenia. W pracy pokazano, że kierunek propagacji
szczeliny wyznaczany za pomocą MNO [131], por. (3.16) i (3.17), oraz S–kryterium,
por. (3.20), wykazuje odchylenie od wyników eksperymentu. Zaproponowano nowe wy-
rażenie na prędkość propagacji szczeliny opierając się na pracach Weertmana, [120] oraz
Lardnera, [121] :

da

dN
= C(∆Keff)n, (3.56)

które daje wyniki zgodne z danymi eksperymentalnymi. Przy czym ∆Keff w z lożonym
stanie obciążenia wyrażone jest przez:

∆Keff = [∆K4
I + 8∆K4

II]
1
4 . (3.57)

Propozycja ta bazuje na za lożeniu, że zmęczeniowy wzrost szczeliny pojawi się, gdy suma
ca lkowitej wartości przemieszczenia w obszarze przywierzcho lkowym osiągnie wartość kry-
tyczną. W przypadku mieszanego modu deformacji przyjmuje się, że deformacje zależne
od modów I i II są niezależne od siebie. W pracy zaproponowano również inne wyrażenia
określające ∆Keff. Jednak wyniki eksperymentów są najbardziej zbieżne z wyrażeniem
(3.57).

Inna propozycja ∆Keff zaproponowana zosta la przez Yan et al. [183] dla szczeliny w
z lożonym stanie naprężenia:

∆Keff =
1

2
cos

θ0
2

[∆KI(1 + cosθ0) − 3∆KIIsinθ0] (3.58)

gdzie, θ0 jest kątem wzrostu szczeliny uzyskanym z kryterium maksymalnych naprę-
żeń obwodowych (MNO). Jest to wynikiem wykorzystania tego kryterium do określenia
prędkości wzrostu szczeliny zmęczeniowej w rozważanych warunkach obciążenia.

Wspó lczynnik gęstości energii odkszta lcenia. Kryterium to również bazuje na
konwencjonalnym wzorze Parisa i Erdogana (3.49) [130]. Jednakże zamiast ∆K użyto
zakresu wspó lczynnika gęstości energii odkszta lcenia ∆S, czyli:

da

dN
= Cs(∆S)ns , (3.59)

gdzie ∆S = Smax − Smin, a Cs i ns są sta lymi materia lowymi. Równanie to zosta lo
zweryfikowane przez Sih i Barthelemy [137], Badaliance [138] oraz Lam [139] wykazując
zgodność z wynikami eksperymentu.

Rozwarcie szczeliny. Jak wspominano wcześniej, bardzo interesującym para-
metrem opisującym prędkość wzrostu szczeliny jest wierzcho lkowe rozwarcie szczeliny
(CTOD). Jest to za lożenie bazujące na przyjęciu, iż zmęczeniowy przyrost szczeliny w
trakcie jednego cyklu δa jest bezpośrednio proporcjonalny do CTOD [100]. Idea ta by la i
jest dość szeroko wykorzystywana. Znaczna większość prac dotyczy jednakże modelowa-
nia wzrostu szczeliny nie będącej w warunkach z lożonego stanu naprężenia. Tego bardzo
fizycznego parametru używa się  lącznie z innymi wielkościami, które mają również wp lyw
na prędkość wzrostu szczeliny, np. efekt domykania szczeliny [101]. Jedną z prac próbują-
cą wykorzystać rozwarcie szczeliny będącej w z lożonym stanie naprężenia by la opisywana
już praca [144] (3.2.9).
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3.4. Propagacja szczeliny zmęczeniowej

Jednym z wniosków z poprzednich paragrafów jest duża rozbieżność pomiędzy wy-
nikami uzyskiwanymi na drodze eksperymentów dla wzrostu szczeliny zmęczeniowej w
z lożonym stanie naprężenia, a rezultatami uzyskiwanymi teoretycznie (patrz podrozdzia l
3.2.12). Rozbieżność ta wzrasta, gdy udzia l modu II wzrostu szczeliny powiększa się.
Dzieje się tak np. w przypadku jedno-osiowej próby, gdy kierunek początkowej lokalizacji
szczeliny zbliża się do osi obciążenia. By lo to zauważone już dla obciążenia monotonicz-
nego, ale w przypadku obciążenia cyklicznego problemem znacznie ważniejszym jest brak
ogólnie akceptowanych, prostych w zastosowaniu, a przede wszystkim efektywnych wyra-
żeń na prędkość wzrostu szczeliny. Doświadczenia pokazują, że nawet niewielka obecność
sk ladowej ∆KII skutkuje znacznym wzrostem prędkości. Opisane w poprzednim rozdzia-
le wyrażenia nie zawsze odpowiadają dobrze wynikom eksperymentów, w szczególności
gdy udzia l ∆KII wynikający z konfiguracji i obciążenia szczeliny jest znaczny. Do najczę-
ściej używanych wielkości należą: efektywny wspó lczynnik intensywności naprężenia oraz
wspó lczynnik gęstości energii odkszta lcenia. Należy zaznaczyć, że powsta lo wiele prac z
powodzeniem stosujących owe wyrażenia, ale dotyczą one jedynie wzrostu szczelin w po-
czątkowej fazie charakteryzujących się znaczną dominacją ∆KI. W pracy podjęta zostanie
próba modelowania szczeliny wg omawianych poprzednio kryteriów (patrz Rozdzia ly 3.2
i 3.3.2), a otrzymane wyniki zostaną porównane z wynikami eksperymentu zamieszczo-
nymi w pracy Pustejovskiego [99]. Autor przedstawi l w tej pracy wyniki eksperymentu
dotyczącego stopu tytanu Ti-6Al-4V, przy R = 0.1, w p laskim stanie odkszta lcenia. Za-
mieszczone tam rezultaty będą traktowane jako weryfikacja kryteriów proponowanych w
niniejszej rozprawie. Należy zwrócić uwagę, iż wyniki zamieszczone w [99] zosta ly wyko-
rzystane w pracy [137], w której zaproponowano użycie wspó lczynnika gęstości energii
odkszta lcenia do określenia prędkości wzrostu szczeliny. Jak widać na Rys. 3.9 i 3.10 nie
osiągnięto zadowalającej zgodności z wynikami eksperymentu, a co gorsze, nawet tenden-
cja dotyczącą prędkości wzrostu przy zmianie kierunku orientacji szczeliny początkowej
nie zosta la zachowana. Należy jednak wyjaśnić, iż metoda obliczenia WIN w pracy [137]
by la pewną aproksymacją. Dlatego, na Rys. 3.11 oraz 3.12 użyto identycznego modelu
wzrostu szczeliny zmęczeniowej, ale z zastosowaniem metody uzyskiwania WIN z niniej-
szej pracy. Rezultaty uleg ly znacznej poprawie, ale ciągle znacznie różni ly się od tych
uzyskanych eksperymentalnie. Można co prawda użyć pewnej modyfikacji wyrażeń propo-
nowanych w jedno-osiowych próbach uwzględniających czynniki wp lywające na prędkość
wzrostu szczeliny, opisanych w poprzednim rozdziale, jednakże, mimo wielu prób nie
uda lo się autorowi uzyskać zadowalającej zgodności wyników modelowania, jednocześnie
dla obu przypadków wzrostu szczeliny jak w eksperymencie. Podobne niezadowalające
wyniki uzyskano w przypadku zastosowania efektywnego wspó lczynnika intensywności
naprężenia ∆Keff.

Natomiast, jeżeli chodzi o kierunku wzrostu szczeliny, to okazuje się, że większość au-
torów nie rozróżnia rodzaju obciążenia i dla zmęczeniowej propagacji szczeliny stosuje się
te same kryteria jak i w przypadku obciążenia monotonicznego. Ciekawe jest to, że różni-
ce w kierunku propagacji są czasami bardzo znaczne. Jednakże w większości przypadków
zmęczeniowego wzrostu szczeliny kryteria wynikające z obciążenia monotonicznego są wy-
starczające. Różnice są istotne tylko wtedy gdy udzia l ∆KII jest duży. Są one znaczące
na kilku początkowych cyklach, ponieważ udzia l ∆KII w rozwiązaniu dość szybko zani-
ka i relatywnie ma nieduży wp lyw na ostateczny kierunek propagacji. Niemniej, próba
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Rysunek 3.9. Porównanie wyników eksperymentu z modelem i metodą uzyskiwania WIN
w [137].

Rysunek 3.10. Porównanie wyników eksperymentu z modelem i metodą uzyskiwania WIN
w [137].

odpowiedzi dlaczego takie zjawisko występuje wydaje się bardzo interesująca.
W pierwszym rzędzie istotnym wydaje się próba znalezienia odpowiedzi, co powoduje

różnice kierunku wzrostu szczeliny w przypadku obciążenia monotonicznego i obciąże-
nia cyklicznym. Po drugie, co jest może bardziej interesujące i konieczne, to możliwość
opisania w prosty i dogodny sposób (używając wielkości wynikających z Liniowej Mecha-
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Rysunek 3.11. Porównanie wyników eksperymenty z modelem [137] przy użyciu stosowanej
w niniejszej pracy metody obliczania WIN.

niki Pękania) prędkości wzrostu szczeliny zmęczeniowej w z lożonym stanie naprężenia. W
tym celu w niniejszym rozdziale uwzględniony zostanie sta ly cz lon w sk ladowych tensora
naprężenia, T , jako istotna część rozwiązania pomijana zwykle w obliczeniach kąta pro-
pagacji szczeliny, jak i, przede wszystkim, w wyrażeniach na prędkość wzrostu szczeliny.
Wszystkie wielkości będą skorelowane z pewnym obszarem deformacji materia lu, jakim
jest np. strefa plastyczna.

3.5. MK – Kryterium – propozycja

W przypadku materia lów kruchych, czy też wysokocyklowego zmęczenia proces pę-
kania powiązany jest ścísle z rozwojem mikro-szczelin w sąsiedztwie wierzcho lka karbu
lub początkowej szczeliny, por. Williams [178]. Proces ten może być powiązany również
z bardzo ma lym obszarem plastycznych deformacji. Mikro–szczeliny powodują os labie-
nie materia lu i redystrybucję naprężenia. Ponieważ mechanizmy te są niezwykle z lożone,
sformu lowanie modelu bezpośrednio uwzględniającego te efekty wydaje się trudne. Kry-
terium, które jako pierwsze zak lada lo istnienie strefy pękania, w której zachodzi silny
rozwój uszkodzeń, by lo kryterium zaproponowane przez Novoz̆ilova [179]. Inicjacja lub
propagacja szczeliny nastąpi, gdy uśrednione na pewnym odcinku d0 naprężenie normal-
ne osiągnie wartość krytyczną σcr. Tak więc wp lyw mikro–szczelin uwzględnia się przez
wprowadzenie ma lej, ekwiwalentnej szczeliny co prowadzi do pos lugiwania się wartościa-
mi uśrednionymi. Pozwala to oszacować pole naprężenia wokó l tak przed lużonej szczeliny,
albo też używając takich parametrów jak naprężenie lub gęstość energii wyznaczyć pożą-
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Rysunek 3.12. Porównanie wyników eksperymenty z modelem [137] przy użyciu stosowanej
w niniejszej pracy metody obliczania WIN.

dane wielkości w pewnej odleg lości od wierzcho lka karbu (szczeliny) [169]. Rozszerzeniem
kryterium Novoz̆ilova jest opisywane już kryterium NNKP (3.2.10).

Powróćmy w tym momencie do definicji gęstości energii odkszta lcenia w, które, jak
wspomniano w podrozdziale 3.2.6, sk lada się z dwóch części: objętościowej, TV i posta-
ciowej, TD. Ta pierwsza decyduje o procesie pękania i wspiera mechanizmy dekohezji.
Druga zaś decyduje o procesach odkszta lcenia plastycznego i mechanizmach zniszczenia
realizowanych przez poślizgi. Istotną rolę w analizie wszelkiego rodzaju pęknięć odgrywa
wzajemna relacja pomiędzy tymi sk ladowymi, por. [4]. Sk ladowe te można wyrazić w
następującej postaci:

TV =
1 − 2ν

6E
(σxx + σyy + σzz)2, (3.60)

TD =
1 + ν

3E
(σ2

xx + σ2
yy + σ2

zz − σxxσyy − σyyσzz − σzzσxx + 3σ2
xy), (3.61)

gdzie
σzz = 0 − dla p laskiego stanu naprężenia,

σzz = ν(σxx + σyy) − dla p laskiego stanu odkszta lcenia.

Wówczas, dla p laskiego stanu naprężenia

TV =
1 − 2ν

6E
(σxx + σyy)2, (3.62)

TD =
1 + ν

3E

(

(σxx + σyy)2 − 3(σxxσyy − σ2
xy)

)

, (3.63)
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oraz dla p laskiego stanu odkszta lcenia

TV =
(1 + ν)2(1 − 2ν)

6E
(σxx + σyy)2, (3.64)

TD =
1 + ν

3E

(

(ν2 − ν + 1)(σxx + σyy)2 − 3(σxxσyy − σ2
xy)

)

. (3.65)

Wielkości te wydają się bardzo atrakcyjne w modelowaniu wzrostu szczeliny zarów-
no pod wp lywem obciążenia monotonicznego, jak i cyklicznego. Wykorzystywane by ly
już podczas formu lowania T–kryterium (patrz podrozdzia l 3.2.6), gdzie kąt propagacji
szczeliny by l zgodny z maksymalną wartością TV ( TV |max → θpr), liczoną po konturze
wyznaczonym przez wielkość TD=const dla r(θ), spe lniającego kryterium plastyczności,
a więc w pewnej odleg lości od wierzcho lka szczeliny. W tamtym przypadku dogodne by lo
użycie hipotezy Misesa, dla której relacja sta lej T ys

D i naprężenia uplastyczniającego σys

wyraża się następująco:

TD = T ys
D =

1 + ν

3E
σ2

ys − dla p laskiego stanu naprężenia, (3.66)

TD = T ys
D =

(1 + ν)(ν2 − ν + 1)

3E
σ2

ys − dla p laskiego stanu odkszta lcenia. (3.67)

Wydaje się, że kryterium to można również zaliczyć do grupy kryteriów nielokalnych.
Jednakże nie jest ono zbyt w laściwe w przypadku materia lów kruchych czy też materia-
 lów, w których strefa plastyczna jest ma la w porównaniu z innymi defektami struktury,
jakim są np. mikro–szczeliny. W takim przypadku kryterium to zaczyna być zbieżne z
kryterium gęstości energii odkszta lcenia i w zasadzie przestaje być nielokalne z powo-
du konieczności wyznaczania potrzebnych wielkości zbyt blisko wierzcho lka szczeliny. W
wyniku tego nie uwzględnienia się niejednorodności materia lu, jak i redystrybucji naprę-
żeń, która istnieje również poza obszarem plastycznym wskutek mikropęknięć. Tak więc
zgodnie np. z NNKP–kryterium, uwzględnienie do obliczeń pewnego obszaru uszkodzeń,
których źród lem są procesy dekohezyjne wydaje się konieczne. W następnej części rozdzia-
 lu podjęto próbę sformu lowania nowego kryterium, które wykorzystuje dwu–wymiarowy
obszar uszkodzeń.

Idea podzielenia gęstości energii odkszta lcenia w na jej dwie sk ladowe wydaje się być
bardzo atrakcyjna ze względu na wspomnianą już interpretację fizyczną takiego podzia-
 lu. W przypadku T–kryterium umożliwi lo to określenie granicy sprężysto–plastycznej,
TD=const, na której poszukiwana by la wartość maksymalna gęstości energii odkszta lce-
nia, w, co sprowadza się do poszukiwania maksymalnej wartości TV, związanej z procesa-
mi dekohezji. Należy zauważyć, że S–kryterium zak lada, iż szczelina będzie propagować
w kierunku najmniejszej wartości w. Jednakże wartość ta poszukiwana jest wzd luż sta lej,
za lożonej odleg lości od wierzcho lka szczeliny, czyli wtedy gdy TD 6=const. Interesujące
jest również to, że zwykle p laszczyznę pęknięcia koreluje się z wystąpieniem warunku
TV > TD, co w zasadzie jest s luszne tylko dla przypadku p laskiego stanu odkszta lcenia.
Na tę sytuację zwrócono uwagę w pracy [162], podczas formu lowania T–kryterium, mo-
dyfikując ten warunek do postaci poszukiwania maksymalnej wartości ilorazu TV/TD, co
odpowiada zarówno p laskiemu stanowi odkszta lcenia, jaki p laskiemu stanowi naprężenia.
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Sformu lowanie kryterium. Zak ladając, że hipoteza oddzielenia sk ladowych gęsto-
ści energii odkszta lcenia podczas poszukiwania kąta propagacji szczeliny jest s luszna (T–
kryterium), można zastanowić się nad wykorzystaniem tej idei w nieco inny sposób. A w
rezultacie do próby sformu lowania bardziej uniwersalnego, nielokalnego kryterium. Wią-
żąc lokalizację p laszczyzny pęknięcia z maksymalną wartością ilorazu ([TV/TD]|max → θpr)
można zaproponować, że:

• kąt propagacji szczeliny będzie związany z wartością minimalną TD(θ) (TD(θ)|min →
θpr) poszukiwaną po granicy wyznaczonej przez warunek TV(θ)=const→ r(θ), od-
powiadającej pewnej wartości krytycznej T f

V.

Sytuacja taka fizycznie może oznaczać, że szczelina będzie propagować w kierunku, gdzie
rozpraszanie energii poprzez procesy plastyczne w stosunku do procesów dekohezji jest
najmniejsze, a kontur T f

V może definiować obszar związany z jedną z form mechanizmów
zniszczenia jakim jest proces dekohezji ujawniający się w postaci mikro–szczelin. Kryte-
rium to dla potrzeb niniejszej pracy będzie nazywane MK–kryterium. Wartość krytycz-
ną T f

V można uzyskać wykorzystując wytrzyma lość na rozciąganie σc. Charakterystyczną
granicę, na której poszukiwana jest minimalna wartość TD uzyskujemy wykorzystując
wyrażenie (3.60), co prowadzi do następującej zależności:

1√
2πr

=

√

T c
V · 6E

(1−2ν)(1+f)2
− T

KI(C + A) +KII(B −D)
, (3.68)

gdzie,

TV = T c
V =

1 − 2ν

6E
σ2

c − dla p laskiego stanu naprężenia,

TV = T c
V =

(1 − 2ν)(1 + ν)2

6E
σ2

c − dla p laskiego stanu odkszta lcenia,

(3.69)

f = ν, dla p laskiego stanu odkszta lcenia,

f = 0, dla p laskiego stanu naprężenia

oraz wyrażenia (2.16–2.18) zapisane w następującej postaci:

σyy =
KI√
2πr

A +
KII√
2πr

B,

σxx =
KI√
2πr

C − KII√
2πr

D + T,

τxy =
KI√
2πr

F +
KII√
2πr

G,

(3.70)
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gdzie
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C = cos
θ

2

(

1 − sin
θ

2
sin
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2
),

D = sin
θ

2

(

2 + cos
θ

2
cos

3θ

2
),

F = sin
θ

2
cos

θ

2
cos

3θ

2
,

G = cos
θ

2

(

1 − sin
θ

2
sin

3θ

2
),

T = σ(1 − k)cos2α.

(3.71)

Kryterium to można więc zapisać w następującej sposób

TV

TD

∣

∣

∣

∣

max

→ θpr, przy TV = const.

TD

(

r(T const.
V , θ)

)
∣

∣

∣

∣

min

→ θpr.

(3.72)

Wyrażenia te przedstawiono na Rys. (3.13), przy czym naszkicowano jedynie obszar w
okolicy kąta propagacji z powodu bardzo dużych wartości TD przy r → 0.
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Rysunek 3.13. Kontur dla TD(r(θ), T const.
V ) (linia ciąg la, niebieska) oraz kontur dla

r(T const.
V , θ) (linia czerwona, przerywana). Odpowiednio dla a) i b), α = 60, 30◦, p laski stan

odkszta lcenia, rozwiązanie z częścią nieosobliwą, T 6= 0.
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Przyk ladowe kszta lty obszarów wynikające z przekszta lcenia wyrażenia (3.68) do po-
staci:

r = rV|TV=const =
1

2π

(

KI(C + A) +KII(B −D)
√

T c
V · 6E

(1−2v)(1+f)2
− T

)2

, (3.73)

przedstawiono na Rys. (3.14)–(3.15) Dla porównania narysowano tam również granicę
sprężysto–plastyczną definiowaną przez T-kryterium, TD=const→ r(θ), por. (3.31). Jak
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Rysunek 3.14. Kontur dla TD = const. (linia przerywana) oraz kontur dla TV = const. (linia
ciąg la). Materia l: Al 7075-T6, E = 71GPa, ν=0.33, σYS=538 MPa, σc=586 MPa, KTH ≃ 1,
Kc = 25MPa

√
m, 2a = 20mm. Odpowiednio dla a) i b), α = 90, 30◦, por. Rys. 2.5 oraz

p laskiego stanu odkszta lcenia. Rozwiązanie osobliwe, T = 0.

można zauważyć, szczególnie w przypadku α = 90◦, obszar definiowany poprzez wyraże-
nie (3.73), a skorelowany z wielkością maksymalnego naprężenia rozciągającego (σc) jest
znacznie rozleglejszy niż obszar plastyczny, szczególnie na kierunku pękania. W przypad-
ku materia lów kruchych taki obszar (nazwijmy go obszarem dekohezji), określać może po-
jawianie się wspominanych wcześniej mikro–szczelin, a stosunkowo niewielki kontur uzy-
skiwany przy TD=const będzie opisywać towarzyszącą temu procesowi strefę plastyczną.
Należy zauważyć, że kąt, który odpowiada maksymalnej d lugości strefy dekohezji (3.68),
nie jest z regu ly kątem pod którym rozwijać się będzie szczelina. W przypadku jak na
Rys. (3.14)–(3.15) jest to w przybliżeniu kąt, przy którym kontur określający zasięg stre-
fy plastycznej jest najbliżej wierzcho lka szczeliny, co częściowo pokrywa się z wnioskami z
W–kryterium (patrz podrozdzia l 3.2.11). Dodatkowo, na Rys. 3.16 przedstawiono próbę
interpretacji fizycznej trzech obszarów deformacji uzależniając je od gęstości defektów
struktury, a mianowicie:

• obszar o największej gęstości defektów jest tu Strefą Zniszczenia, najbliżej wierz-
cho lka szczeliny.

• obszar deformacji plastycznych, określony jest tu przy za lożeniu TD(σys) = const.

• obszar dekohezji, wyznaczono przy za lożeniu TV(σc) = const.
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Rysunek 3.15. Kontur dla TD = const. (linia przerywana) oraz kontur dla TV = const. (linia
ciąg la). Materia l: Al 7075-T6, E = 71GPa, ν=0.33, σYS=538 MPa, σc=586 MPa, KTH ≃ 1,
Kc = 25MPa

√
m, 2a = 20mm. Odpowiednio dla a) i b), α = 90, 30◦, por. Rys. 2.5 oraz

p laskiego stanu naprężenia. Rozwiązanie osobliwe, T = 0.

Oczywíscie relacje pomiędzy tymi obszarami są zależne od rodzaju materia lu oraz
wielkości obciążenia.

Koniecznie należy zwrócić uwagę na sk ladową T , która uwzględniono w powyższych
wyrażeniach. Sk ladowa ta jest często pomijana w rozwiązaniach. Jak wspomniano po-
przednio, Larsson i Carlsson [21] zademonstrowali, że cz lon ten ma znaczny wp lyw na
kszta lt i wielkość np. strefy plastycznej, która rozwija się przed wierzcho lkiem szczeliny.
Sytuacja taka istnieje również w przypadku określenia zasięgu wprowadzonej tu strefy de-
kohezji określanej wyrażeniem (3.73), por. Rys. 3.17. Co ciekawe, zasięg strefy dekohezji
w przypadku α = 90◦ zosta l zmniejszony przez wprowadzenie cz lonu T , co jest zgodnie z
wyrażeniem (3.73), ponieważ mianownik tego wyrażenia w tym przypadku rośnie. Nato-
miast zwiększy l się nieco zasięg strefy plastycznej, przy jednoczesnej korekcie jej kszta ltu,
por. [166].

Wydaje się więc, że próba uwzględnienia tego sta lego cz lonu jest konieczna dla w laści-
wego określenia kierunku wzrostu szczeliny, tak w przypadku obciążenia monotonicznego,
jak i cyklicznego. Dodatkowo, w przypadku obciążenia cyklicznego, a więc i cykliczne-
go wzrostu szczeliny umożliwiać on będzie sformu lowanie dok ladniejszego prawa wzrostu
szczeliny.

Warunek propagacji szczeliny. W przypadku kryterium pękania należy podać
warunek krytyczny, po spe lnieniu którego materia l wraz z istniejącą w nim szczeliną,
ulegnie zniszczeniu wskutek pęknięcia. Może to być wartość krytyczna zasięgu obszaru
dekohezji na kierunku pęknięcia, rcr, lub kierunku propagacji zmęczeniowej w przypad-
ku obciążenia cyklicznego. Do określenia zasięgu obszaru dekohezji wykorzystać można
wartości σc i Kcr, a dla obciążenia cyklicznego σZG oraz ∆KTH, czyli
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Rysunek 3.16. Fazy obszaru zniszczenia, gdzie ρ to gęstość defektów.

r|θ=θpr
≥ rcr, (3.74)

gdzie rcr obliczane jest na podstawie jednoosiowej próby (mod I):

rcr =
1

2π

(

2Kcr
√

T c
V · 6E

(1−2v)(1+f)2
− T

)2

. (3.75)
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Rysunek 3.17. Kontur dla TD = const. (linia przerywana) oraz kontur dla TV = const. (linia
ciąg la). Materia l: Al 7075-T6, E = 71GPa, ν=0.33, σYS=538 MPa, σc=586 MPa, KTH ≃ 1,
Kc = 25MPa

√
m, 2a = 20mm, α = 90◦. Odpowiednio dla a) i b), p laski stan odkszta lcenia i

naprężenia. Rozwiązanie osobliwe, T = 0, obciążenie monotoniczne.

W wyniku tego uzyskujemy dla obciążenia monotonicznego:

1

2π

(

KI(C + A) +KII(B −D)
√

T c
V · 6E

(1−2v)(1+f)2
− T

)2

≥ 1

2π

(

2Kcr
√

T c
V · 6E

(1−2v)(1+f)2
− T

)2

. (3.76)

Daje to uproszczony warunek propagacji szczeliny dla obciążenia monotoniczego uzależ-
niony od wartości Kcr w następującej postaci:

KI cos
θ

2
−KII sin

θ

2
≥ Kcr, (3.77)

oraz analogicznie dla obciążenia cyklicznego:

∆KI cos
θ

2
− ∆KII sin

θ

2
≥ ∆KTH. (3.78)

Generalnie, warunek ten, pomimo wykorzystania do jego sformu lowania wyrażeń zawiera-
jących sk ladową T , jest od niej niezależny. Bazując na LMP fakt ten wydaje się s luszny,
bowiem za wielkość krytyczną propagacji przyjmuje się wartość WIN, Kcr. Ponieważ
WIN definiuje się za pomocą wartości naprężenia i d lugości szczeliny, obie te wielkości w
przypadku propagacji szczeliny są wielkościami krytycznymi. Tak więc jeśli rozważamy
czy szczelina będzie propagowa la czy też nie parametrem, który to jednoznacznie określa
jest w laśnie Kcr. Należy zaznaczyć, że warunek ten dotyczy szczelin d lugich. Powodem
takiej sytuacji jest w przypadku szczelin krótkich (od pewnej charakterystycznej d lugo-
ści) konieczność przy lożenia obciążenia, przewyższającego naprężenie krytyczne, σc dla
materia lu bez szczeliny, tak aby wartość krytyczna Kcr mog la być osiągnięta. Natomiast
sk ladową T , a w zasadzie również jej pewną wielkość krytyczną Tcr, można traktować jako
parametr determinujący zachowanie szczeliny już propagującej, charakteryzującą rodzaj
jej propagacji (stabilny lub niestabilny), por. [52] i podrozdzia l 2.2.2.
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3.5.1. Kierunek wzrostu szczeliny. Obciążenie monotoniczne.

Obliczenia kąta propagacji szczeliny dla różnych kątów α, por. Rys. 3.18 i różnego
stosunku σ

σc
zaprezentowano w Tabeli 3.2 oraz graficznie na Rys. 3.19. Analizując Ta-
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Rysunek 3.18. Dwu-osiowe obciążenia szczeliny.

Tabela 3.2. Wartości kąta propagacji θpr szczeliny wg MK–kryterium w zależności od sto-
sunku obciążenia do wielkości maksymalnego naprężenia rozciągającego ( σ

σc

) dla różnego po-
chylenia szczeliny (α).

α
σ
σc

15 30 45 60 80

Rozw. Os. -85.709 -72.7 -59.6 -45.12 -19.03
0.1 -86.709 -73.7 -59.6 -43.1 -15.53
0.2 -87.709 -74.7 -59.6 -40.6 -13.50
0.4 -89.709 -76.7 -59.6 -37.6 -11.53
0.6 -91.2 -78.7 -59.6 -35.6 -11.02
0.8 -92.7 -80.2 -59.6 -34.1 -10.53
1 -93.7 -81.7 -59.6 -33.1 -10.03

belę 3.2 można zadać pytanie, skąd wynikają różnice kąta propagacji szczeliny wraz ze
zmianą wartości obciążenia. Kryterium sk lada się z dwóch etapów:

• wyznaczenie charakterystycznego konturu na podstawie wyrażenia (3.68) do okre-
ślenia relacji r(θ),

• wyrażenia (3.65) lub (3.63) do wyznaczenia kąta propagacji szczeliny.

Wielkość TD(r, θ) jest bezpośrednio zależna od r, por. (3.68), ponieważ r wyznacza miej-
sce, gdzie TD jest liczone. W przypadku rozwiązania osobliwego relacja pomiędzy σ

σc
jest

nieistotna dla kierunku pękania, gdyż stosunek sk ladowych tensora naprężenia w przy-
padku różnych poziomów obciążeń pozostaje taki sam, por. (3.70) dla T = 0, czyli kąt
propagacji dla ustalonej konfiguracji szczeliny jest sta ly.
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Rysunek 3.19. Kąt propagacji θ wg MK–kryterium w zależności od stosunku obciążenia do
wielkości maksymalnego naprężenia rozciągającego ( σ

σc

) dla różnego pochylenia szczeliny (α).

Sytuacja jest odmienna podczas rozwiązania z uwzględnieniem T . W tym przypadku
zmiana relacji σ

σc
powoduje zmianę kąta propagacji szczeliny. Jest to wynikiem wp lywu

sk ladowej T , która występuje w wyrażeniu na σxx.
Bardzo ciekawą sytuację przedstawia Rys. 3.20. Zaprezentowano na nim wyniki otrzy-

mane z wykorzystaniem MK–kryterium, dla różnych d lugości szczeliny, a = 5, 20 mm,
tak, aby spe lniony by l warunek krytyczny propagacji szczeliny (3.77) dla PMMA (po-
lymethylmethacrylate). Wyniki te porównano z rezultatami eksperymentów dla tego
materia lu [132] i [166]. Jak widać d lugość szczeliny ma wp lyw na wartość kąta propa-
gacji. Oczywíscie jest to wp lyw pośredni, z powodu determinowania wielkości obciążenia
przez d lugość szczeliny, tak aby osiągnąć wartość krytyczną WIN (Kcr). Co ciekawe, w
pracy [132] przedstawiono wp lyw różnych d lugości szczelin, zaznaczając, że nie jest on
znaczący, co nie wydaje się już takie oczywiste po dok ladnej analizie wyników. Niestety,
rozrzut wyników uzyskiwanych eksperymentalnie jest z regu ly duży, co może utrudnić
analizę wp lyw takiego czynnika jakim jest d lugość szczeliny, czy też wielkość obciążenia.
Dodatkowo autorzy [132] rozpatrują wp lyw stosunku wartości krytycznej promienia rcr
do d lugości szczeliny a, ustalając ten iloraz jako sta ly. Niestety, nie podają fizycznej in-
terpretacji takiego związku. Inną ciekawą propozycją uwzględnienia wp lywu sk ladowej T
na kierunek pęknięcia jest praca Seweryna [175]. W pracy tej dokonano przeglądu kilku
najważniejszych kryteriów pękania z uwzględnieniem efektu "T–stress”, również wykorzy-
stując opisywane już poprzednio NNKP–kryterium (nazywane również R–kryterium), w
którym to wykorzystuje się d lugość strefy zniszczenia, d0, jako parametru materia lowego.
Powiązano tam kierunek pękania ze stosunkiem d0 i d lugości szczeliny, przedstawiając
wp lyw tego ilorazu na kierunek pękania, por. Rys. 3.21. Zauważono, że w przypadku
d0 → 0 efekt wp lywu sk ladowej T zanika. Jednakże, podobnie jak w [132], d lugość strefy
zniszczenia by la wcześniej za lożona, niezależna od konfiguracji szczeliny (kąta pochylenia
szczeliny).
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Rysunek 3.20. Porównanie kąta propagacji θ wg MK–kryterium dla różnego pochylenia
szczeliny (α) w PMMA z wynikami eksperymentów na podstawie [132] i [166] dla dwóch
d lugości szczeliny.

θ

α

Rysunek 3.21. Porównanie kąta propagacji θ wg NNKP–kryterium dla różnego pochylenia
szczeliny (α) w PMMA [175] z wynikami eksperymentów na podstawie [133].

W przypadku MK–kryterium d lugość strefy zniszczenia nie jest za lożona, zmienia
się w sposób ciąg ly i zależny od konfiguracji szczeliny oraz obciążenia. Zwrócić również
należy uwagę na porównanie wyników eksperymentu zaprezentowanego na Rys. 3.21, z



3.5. MK – Kryterium – propozycja 123

wynikami uzyskanymi na podstawie wprowadzonego kryterium, Rys. 3.19, dla różnych
wartości σ

σc
, które wykazuje duże podobieństwo.

Powróćmy teraz do wyników przedstawionych w Tabeli 3.2. W przypadku rozwią-
zania osobliwego wyniki otrzymane na podstawie MK–kryterium są ca lkowicie zgodne
z wynikami, które uzyskuje się na podstawie T–kryterium, przy za lożeniu że σc = σys.
Natomiast w przypadku σ

σc
= 1 wyniki zaczynają być zbieżne z Det–kryterium (patrz

podrozdzia l 3.2.7). Jedną z przyczyn takich rezultatów jest konstrukcja wyrażeń na TD,
por. (3.65) lub (3.63), które można przedstawić w następującej postaci:

TD =
1 + ν

3E

(

(T const
V

6E

1 − 2ν
)2 − 3(σxxσyy − σ2

xy)

)

. (3.79)

Proponowane kryterium związane jest z poszukiwaniem wartości minimalnej TD przy
TV =const. Dlatego  latwo można zauważyć, że poszukiwanie minimalnej wartości TD

jest tożsame z poszukiwaniem maksymalnej wartości Det(σij), podobnie jak w Det–
kryterium.

3.5.2. Kierunek wzrostu szczeliny. Obciążenie cykliczne.

W tym momencie należy ponownie podkreślić wprowadzenie do rozwiązania wielkości
T opisującej w bezpośredni sposób wartość przy lożonego obciążenia. Do tej pory więk-
szość opisywanych w niniejszej pracy kryteriów by la w laściwie niezależna od poziomu na-
prężenia, a w zasadzie od stosunku aktualnego obciążenia do wielkości charakteryzujących
dany materia l. Dla obciążenia monotonicznego w przypadku wprowadzonego kryterium
jest to maksymalne naprężenie rozciągające σc. W przypadku rozwiązania osobliwego,
wartości te nie mają wp lywu na kąt propagacji. Mają one jednak wp lyw na wielkość stre-
fy plastycznej czy też wielkość wprowadzonej strefy dekohezji. Uwzględnienie T pozwala
uwzględnić relację pomiędzy przy lożonym obciążeniem, a wielkością charakteryzującą od-
porność materia lu. Szczególnie zauważalne jest to w przypadku obciążenia cyklicznego.
Stosunek między tymi wartościami jest kluczowy. Po pierwsze, determinuje on wielkość
obszaru dekohezji, a więc ma olbrzymi wp lyw na obliczane na jego krańcu wielkości,
które mogą być wykorzystane do określania przyrostu szczeliny, oraz ma pewien wp lyw
na kąt propagacji szczeliny. Dlatego też, w przypadku wykorzystania MK–kryterium dla
obciążenia cyklicznego pozostaje zaproponowanie wielkości, z którą powiązane będą war-
tości krytyczne. Wydaje się, że należy użyć innej wartości krytycznej niż σc, związanej
z obciążeniem monotonicznym. Proponuje się za taką wartość przyjąć granicę zmęczenia
ZG, która w zależności od materia lu i rodzaju obciążenia cyklicznego stanowi kilkadzie-
siąt procent σys (np. dla stopów tytanu, zwykle 50% σys). Dla obciążenia cyklicznego
wp lyw poziomu naprężenia na kierunek propagacji szczeliny wydaje się jeszcze bardziej
interesujący, bowiem powoduje pewną rozbieżność w wynikach uzyskiwanych dla kąta
wzrostu szczeliny na pojedynczym cyklu. Ponieważ oczywistym jest, że pojedynczy cykl
obciążenia przebiega od jego wartości minimalnej do maksymalnej, więc rezultatem uży-
cia MK–kryterium by laby ciąg la zmiana wartości kąta wzrostu szczeliny zmęczeniowej
podczas jednego cyklu. Takiego zachowania szczeliny nie obserwuje się i dlatego nale-
ży przyjąć pewien poziom naprężenia, który będzie odpowiedzialny za determinowanie
kierunku wzrostu. Problem ten może mieć kilka rozwiązań, np.:

• szczelina rośnie w kierunku określonym przez wartości ekstremalne, tj. maksymalną
wartość, σmax lub wartość minimalną obciążenia na cyklu, σmin,
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• szczelina rośnie w kierunku określonym przez pewną wartość pośrednią obciążenia
na cyklu, σosz.

W pierwszym przypadku mog loby się okazać, iż szczelina niefizycznie oczekuje, aż ob-
ciążenie osiągnie wartość maksymalną i dopiero wówczas propaguje. Natomiast wzrost
szczeliny przy wartości minimalnej cyklu nie ma miejsca. W drugim przypadku należa-
 loby wybrać wielkość przy której określany by lby kąt wzrostu, która stanowi laby pew-
ną wartość charakteryzującą np. materia l. Sytuację taką przynajmniej w pewnej mierze
można by loby wyt lumaczyć zjawiskiem domykania szczeliny, a wówczas za kąt propagacji
szczeliny odpowiedzialne by loby σop, lub σmin jeśli σmin > σop. W niniejszej pracy wartość
σop będzie uznana za naprężenie decydujące o kierunku propagacji szczeliny.

Dla skorygowania tak sformu lowanego kryterium na Rys. 3.22.a.b porównano rezulta-
ty eksperymentu z opisywanej już poprzednio pracy [127], por. podrozdzia l 3.2.12, gdzie
zaprezentowano porównanie kątów propagacji w przypadku obciążenia cyklicznego i mo-
notonicznego. W przypadku obciążenia cyklicznego MK–kryterium daje zadowalające
rezultaty, a dla obciążenia monotonicznego wyniki są raczej negatywne. Jak pokazano
to w Tabeli 3.1, żadne z porównywanych w pracy [127] kryteriów nie daje zadowalają-
cych rezultatów. Również, żadne nie rozróżnia rodzaju obciążenia. W przypadku MK–
kryterium, takie rozróżnienie, por. Rys. 3.22.c.d, choć niewielkie, występuje z powodu
różnego poziomu obciążenia (wp lyw sk ladowej T ).

Pomimo, że rezultaty wprowadzonego kryterium na podstawie wyników zaprezento-
wanych w [127] dla obciążenia monotonicznego wydają się być niezadowalające, to dość
istotnym wydaje się spostrzeżenie, że grubość próbki użytej w tymże eksperymencie wy-
nosi la zaledwie 1.27 mm. Co ciekawe, sami autorzy piszą, że powodem tak szczególnie
dużej rozbieżności pomiędzy wynikami eksperymentów, a wynikami uzyskanymi na pod-
stawie różnych kryteriów może być zbyt duża strefa plastyczna, w stosunku do grubości
p lytki. Potwierdzeniem tego może być odwo lanie się do licznych eksperymentów doty-
czących jedynie obciążenia monotonicznego, gdzie jak pokazano to już poprzednio na
Rys. 3.20, wyniki są ca lkiem zadowalające. Należy również przypomnieć, że jeśli korzy-
stamy z wprowadzonego w niniejszej pracy kryterium ważna staje się relacja pomiędzy
grubością próbki, a strefą dekohezji, która w wielu przypadkach jest znacznie większa niż
strefa plastyczna.

3.5.3. Prędkość wzrostu szczeliny zmęczeniowej.

Propozycja, która będzie zaprezentowana, opiera się na znanym fakcie, że wzrost
szczeliny zmęczeniowej powodowany jest przez cykliczne deformacje plastyczne. Defor-
macje te mogą być reprezentowane przez postaciową część gęstości energii odkszta lcenia,
TD, liczoną po konturze wyznaczonym przez strefę dekohezji r. Proponuje się użycie ilo-
czynu wielkości TD oraz r liczonych na kierunku propagacji. A więc:

da

dN
= C[∆(TD · r(T const.

V ))]n, (3.80)

gdzie, C, n, to sta le zmęczeniowe uzyskiwane na podstawie testu jednoosiowego, dla
α = 90◦. W przypadku stopu Ti-6Al-4V ustalono, że są to następujące wartości:
C = 3.5, n = 1.712. W tabelach 3.3, 3.4 oraz Rys. 3.23 i 3.24 przedstawiono wyniki
bardzo dok ladnego porównania eksperymentu [99] z symulacją. W eksperymencie użyto
stopu tytanu Ti-6Al-4V, dla R = 0.1, dwóch próbek pod różnym obciążeniem, różnej
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Rysunek 3.22. Kąt propagacji szczeliny pod wp lywem obciążenia cyklicznego i monotonicz-
nego, dla różnych wielkości pochylenia szczeliny α. Materia l: Al 2024-T3, E = 70GPa, ν=0.33,
σYS=370 MPa, σc=440 MPa, ZG = 150 MPa, R = 0.2, KTH ≃ 2.2, Kc = 25MPa

√
m. P la-

ski stan odkszta lcenia, rozwiązanie z uwzględnieniem sk ladowej T . Porównanie rezultatów wg
MK–kryterium i danymi eksperymentalnymi z pracy [127].

d lugości szczeliny i różnym pochyleniu do osi obciążenia (szczegó ly na rysunkach). Autor
eksperymentu przedstawi l dok ladne dane dotyczące tak kąta propagacji, jak i prędkości
wzrostu szczeliny. W rezultacie wydaje się to być doskona ly materia l do weryfikacji jakie-
gokolwiek kryterium opisującego wzrost szczeliny zmęczeniowy. W tabelach zamieszczono
średnie prędkości propagacji uzyskane z symulacji wed lug (3.80). Jak można zauważyć
wyniki wydają się być bardzo zbieżne, pomimo że w przypadku szczeliny pochylonej dla
α = 43◦ w jej początkowej fazie rozwoju uwidacznia się dość duża różnica pomiędzy obli-
czeniami, a eksperymentem. Jednakże wydaje się, że na tę rozbieżność może mieć wp lyw
pewna niejednorodność materia lu w eksperymencie. Potwierdzić to może duża, początko-
wa rozbieżność pomiędzy przyrostem szczeliny w jej lewym i prawym wierzcho lkiem.

Dodatkowo porównano prędkość wzrostu dla materia lu jednorodnego, dla kilku kątów
pochylenia szczeliny, por. Rys. 3.25 oraz Tabela 3.5). Uzyskane wyniki są zgodne z eks-
perymentem, cechują się zmniejszaniem się prędkości wraz z wartością kąta pochylenia
szczeliny, α.
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Tabela 3.3. Porównanie wyników modelowania z wynikami eksperymentu dla α = 43◦.

LEWY WIERZCH. OBLICZENIA PRAWY WIERZCH.

Nr da dN da
dN

da dN da
dN

da dN da
dN

[10−3m] [10−7m] [10−3m] [10−7m] [10−3m] [10−7m]

1 0.30 4660 0.64 0.86 2954 2.91 0.86 4660 1.85
2 0.41 1440 2.84 0.43 1377 3.12 0.45 1440 3.12
3 0.81 2150 3.76 0.79 2192 3.60 0.77 2150 3.58
4 0.67 1750 3.82 0.66 1583 4.17 0.65 1750 3.71
5 0.81 1490 5.43 0.835 1698 4.91 0.86 1490 5.77
6 0.37 590 6.27 0.43 765 5.62 0.49 590 8.30
7 0.50 920 5.43 0.43 699 6.15 0.36 920 3.91
8 1.26 1660 7.59 1.255 1720 7.29 1.25 1660 7.53
9 0.55 650 8.46 0.53 617 8.58 0.51 650 7.84
10 0.65 650 10 0.68 706 9.54 0.71 650 10.92
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Rysunek 3.23. Porównanie ścieżki propagacji szczeliny dla α = 43◦ z wynikami eksperymen-
tów [99].
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Tabela 3.4. Porównanie wyników modelowania z wynikami eksperymentu dla α = 30◦.

LEWY WIERZCH. OBLICZENIA PRAWY WIERZCH.

Nr da dN da
dN

da dN da
dN

da dN da
dN

[10−3m] [10−7m] [10−3m] [10−7m] [10−3m] [10−7m]
1 0.98 1390 7.05 0.945 1396 6.77 0.91 1390 6.54
2 0.73 1040 7.01 0.76 1215 6.25 0.79 1040 7.59
3 0.58 680 8.52 0.54 729 7.40 0.50 680 7.35
4 0.76 890 8.53 0.785 920 8.53 0.81 890 9.1
5 0.56 550 10.1 0.5 511 9.78 0.44 550 8.0
6 0.45 450 10 0.475 437 10.86 0.50 450 11.1
7 0.55 500 11 0.575 474 12.14 0.60 500 12
8 0.65 500 13 0.63 459 13.71 0.61 500 12.2
9 0.80 500 16 0.8 507 15.78 0.80 500 16
10 0.80 500 16 0.85 462 18.38 0.90 500 18
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Rysunek 3.24. Porównanie ścieżki propagacji szczeliny dla α = 30◦ z wynikami eksperymen-
tów [99].
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Rysunek 3.25. Porównanie początkowej ścieżki wzrostu pochylonej szczeliny dla α =
30, 45, 60, 90◦. Materia l: Ti-6Al-4V, R = 20

200
(MPa), σZG = 450 (MPa), a = 10 mm. Ilość

cykli w poszczególnych punktach zamieszczono w Tabeli 3.5.

Tabela 3.5. Ilość cykli N , potrzebnych do osiągnięcia kolejno punktów A,B,C i D dla różnego
pochylenia szczeliny (α), zgodnie z Rys. 3.25.

N
α [◦] A B C D

90 350 513 787 995
60 500 815 1222 1532
45 688 994 1534 1962
30 836 1319 2131 2757

3.6. Szczelina zmęczeniowa w bimateriale

3.6.1. Proponowany model interfejsu

Poprzednio w Rozdziale 2.8, dokonano przeglądu istniejących modeli interfejsu. Jak
można zauważyć opisane tam modele wskazują na poważny problem jakim jest próba
uwzględnienia interfejsu w materia lach kompozytowych. Należy jednak zauważyć, że jeśli
problem dotyczy szczeliny zmęczeniowej, a więc wielu tysięcy cykli, to jest on związany z
regu ly tylko z jednym cyklem obciążenia szczeliny (pomijając wzrost wzd luż interfejsu).
Dodatkowo jeśli rozważamy materia l i szczelinę, których wymiary są znacznie większe
niż szerokość interfejsu, to wp lyw samego interfejsu, a więc i przyjętego modelu jest zni-
komy. Oczywíscie zaznaczyć należy, że mowa jest tu tylko o wp lywie samego interfejsu,
a nie materia lów tworzących kompozyt. Jeśli wybierzemy model interfejsu w postaci fa-
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zy ciąg lej pomiędzy materia lami tworzącymi bimateria l, można zastosować dwie metody
rozwiązania. Pierwszą, wykorzystującą w laściwą temu obszarowi funkcję Greena [111],
przy jednoczesnym za lożeniu szerokości interfejsu i funkcji opisującej zmianę modu lów
sprężystych. Drugą metodą jest użycie podanego już rozwiązania dla dyslokacji w jednym
z materia lów, tworzących np. bimateria l. W następnej części podrozdzia lu zostanie zapro-
ponowany model, który nie będzie ścis lym odwzorowaniem problemu, ale wystarczającym
dla analizy zmęczeniowego wzrostu szczeliny. G lównym problemem jest tu uzyskanie w
możliwie efektywny sposób wartości kąta propagacji i przyrostu szczeliny, przy uwzględ-
nieniu sta lych materia lowych.

Zak lada się więc obecność interfejsu w postaci fazy przej́sciowej o szerokości pomi-
jalnie ma lej 2δh w stosunku do wymiarów elementu. Wyniki dla szczeliny usytuowanej
w środku takiego interfejsu będą wówczas bardzo zbliżone do sytuacji szczeliny umiesz-
czonej w pobliżu interfejsu idealnego, w odleg lości δh. Problemem pozostaje określenie
warunków i kąta wzrostu szczeliny z wykorzystaniem dostępnych kryteriów. Za lóżmy
więc szczelinę propagującą się w kierunku interfejsu, przy czym jeden z wierzcho lków
znajduje się w pewnej odleg lości δh od interfejsu. Powstaje pytanie, jak dalej będzie się
propagowa la szczelina zmęczeniowa. Dotychczas stosowane kryterium będzie wskazywa lo
pewną wartość kąta dalszej propagacji θcr, ale czy wartość krytyczna (progowa) symbo-
licznie nazwana np. ∆W (może to być np. ∆K, ∆S, ∆r itp.) determinująca możliwość
dalszej propagacji na tym kierunku będzie wystarczająco duża, aby szczelina pokona la
jej wartość progową (WTH

g , g = 1, 2)? A jeśli nie, to co będzie się wówczas dzia lo ze
szczeliną?

Sytuacja będzie do pewnego momentu oczywista, gdy rozwijająca się szczelina będzie
w stanie przebić interfejs, a więc można za lożyć, że będzie to jednoznaczne z warunkiem
WG > WTH

1 , por. Rys. 3.26. Problemem z tak definiowanym interfejsem i proponowa-
nym rozwiązaniem jest jednak miejsce obliczenia wartości W . W proponowanej metodzie
będzie to druga strona interfejsu w odleg lości δh, a więc rozwiązanie wymaga nierze-
czywistego przed lużenia szczeliny o wartość δa pod kątem θcr obliczonym w materiale
jeszcze przed przej́sciem przez interfejs. Po sprawdzeniu możliwości propagacji w drugim
materiale, szczelina będzie albo propagowa la w tym materiale, albo należy powrócić do
kierunku przed przebiciem, uznając kierunek θcr za niew laściwy. W tym drugim przypad-
ku sytuacja poważnie się komplikuje, ponieważ WG < WTH

1 i szczelina nie może przebić
się przez interfejs, por. Rys. 3.26b, czyli musi pozostać w materiale macierzystym. Nie
istnieje efektywne kryterium określające kierunek wzrostu dla takiej szczeliny z powodu
wykorzystywania przez kryteria wartości ekstremalnych, które określają w zasadzie tylko
jedną możliwość kąta wzrostu. Przez wykorzystanie zaproponowanego modelu interfejsu
nie ma możliwości, aby szczelina rozwija la się pod kątem θcr dalej w materiale macie-
rzystym, ponieważ osiągnę la wartość δh. Rozwiązanie, które proponuje się w tej pracy
wykorzystuje wartości progowe WTH i dzięki czemu uzyskuje się dwa dodatkowe kąty
wynikające z tejże wartości θL

CR i θL
CR pod warunkiem, że WH(θcr) > WTH

2 . Wówczas
zak lada się, że szczelina będzie propagowa la pod kątem gdzie WH > WTH

2 liczone w prze-
dziale (θL

CR, θCR) oraz (θCR, θ
R
CR), por. Rys. 3.26b, gdzie WH uzyskuje wartość największą

i będzie to kąt, który umożliwi opuszczenie przez szczelinę obszaru δh lub ewentualnie
pozwoli na ślizganie się w nim (co w większości przypadków będzie zachodzi lo). Jeśli żad-
ne powyższe warunki nie będą spe lnione, rozwój szczeliny na tym wierzcho lku zostanie
zatrzymany.
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Rysunek 3.26. Proponowany model interfejsu i zachowanie szczeliny w jego okolicach.

3.6.2. Rezultaty symulacji numerycznej

W tym podrozdziale przedstawiono wyniki symulacji wzrostu szczeliny pod wp lywem
obciążenia cyklicznego, umieszczonej w bimateriale z wykorzystaniem proponowanej w
pracy metody, kryterium MK oraz prędkości wzrostu opartej na zakresie zmian iloczy-
nu ∆(TD · r). W przypadku przej́scia rozwijającej się szczeliny przez interfejs miejsce to
traktowane jest ze szczególną uwagą. Należy dodać, iż tak samo jak w przypadku ob-
liczeń WIN dla początkowej szczeliny umieszczonej w obu materia lach (Rozdzia l 2.11)
wprowadzone przed lużenie szczeliny o δa jest również podzielone na dwie części.

Rysunki 3.27 oraz 3.28 przedstawiają sytuację szczeliny umieszczonej w jednym z
materia lów, pod kątem 45◦ do osi obciążenia. Rysunki przedstawiają dwie konfigura-
cje materia lów i szczeliny. W obu przypadkach szczeliny rozwijają się po obu stronach
interfejsu. Można zauważyć, że w przypadku umiejscowienia początkowej szczeliny w
materiale o relatywnie mniejszych sta lych sprężystych, por. Rys. 3.27, szczelina znacznie
zmniejsza prędkość wzrostu w porównaniu do szczeliny umieszczonej w materiale jedno-
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rodnym. Szczególnie widoczne to jest w przypadku zbliżania się szczeliny do interfejsu,
kiedy oprócz obniżenia się prędkości następuje odchylenie ścieżki szczeliny od jej no-
minalnego, jednorodnego stanu. Zjawiska te zależne są od stosunku sta lych sprężystych
materia lów tworzących bimateria l. Następnie po przej́sciu szczeliny przez interfejs nastę-
puje jeszcze większe odchylenie kierunku jej propagacji w porównaniu do jednorodnego
materia lu. W przypadku początkowej szczeliny umieszczonej w materiale o relatywnie
większych sta lych sprężystych następuje wzrost prędkości, ale przy nieznacznej zmianie
kierunku pękania. Rysunek 3.29 przedstawia zbliżoną sytuację jak poprzednio. Tu jed-

 
 

 

0 20 m m=a

1 0 .33ν =
YS_1

ZG_1

500MPa

250MPa

σ
σ

=
=

1E 108 GPa=

I 
N 
T 
E 
R 
F 
A 
C
E 

[2] [1] 

2 0 .31ν =

YS_2

ZG_2

900MPa

450MPa

σ
σ

=
=

2E 128 GPa=

12 850 

2 208 

min _1

max _1

10
0.1

100

σ
σ

= = =Y

Y

R

45°

FATIGUE 
CONSTANTS: 

1

1

3.2

1.612

=
=

C

n
2

2

3.5

1.712

=
=

C

n

12 850 

5 936 2370 

7093 

6 058 
5 936 

min _ 2

max _ 2

11.68
0.1

116.8

σ
σ

= = =Y

Y

R

2 2
1 2

y,1 y 2
1 2

1 1
P.S.O.BC CD Dσ σ− −

= −

11 301 

11 301 

8 902 

10 177 

mater. jednorodny 
bimateriał 

Rysunek 3.27. Wzrost szczeliny zmęczeniowej w bimateriale na podstawie MK – kryterium.

nak rozwijająca się szczelina nie może przebić interfejsu. Po dotarciu do niego propaguje
się wzd luż po lączenia materia lów nie zmieniając już kierunku. Jednocześnie gwa ltownie
zmniejszając prędkość jej wzrostu.

Na Rys. 3.30 przedstawiono wp lyw zmiany modu lu E na kierunek rozwoju rozwo-
ju szczeliny umieszczonej równolegle do interfejsu, w odleg lości h. W przypadku dużej
różnicy pomiędzy sta lymi, następuje większe odchylenie od początkowej p laszczyzny lo-
kalizacji szczeliny. Rysunek 3.31 przedstawia wp lyw odleg lości równolegle zlokalizowanej
szczeliny od interfejsu na kierunek i prędkość wzrostu szczeliny. Co ciekawe prędkość
wzrostu szczeliny rośnie wraz ze zbliżaniem się do interfejsu. Można to wyjaśnić wp ly-
wem sk ladowej KII. Przy h → 0 i po lączeniu materia lów różniących się znacznie sta lymi
sprężystymi obliczenia wykazują, że szczelina będzie propagowa la z największą intensyw-
nością w kierunku "od interfejsu”. Powodem takiej sytuacji jest obecność sk ladowej KII,
której udzia l w rozwiązaniu jest wówczas znaczący. W rzeczywistości jednak interfejs nie
jest idealny, charakteryzuje się swoją w lasną odpornością na pękanie, która może być
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Rysunek 3.28. Wzrost szczeliny zmęczeniowej w bimateriale na podstawie MK – kryterium.
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Rysunek 3.30. Wzrost szczeliny zmęczeniowej w bimateriale na podstawie MK – kryterium.

mniejsza niż materia lów, które tworzą kompozyt. W takich przypadkach bardzo często
zamiast odchylenia się szczeliny od interfejsu obserwuje się pękanie wzd luż interfejsu.
Niniejsza praca nie uwzględnia takiej sytuacji. By loby to możliwe przy wprowadzeniu
prostej korekty do stosowanego kryterium określającego kierunek pękania uwzględniają-
cego mniejszą odporność na pękanie interfejsu. W pracy nie zostanie przedstawiony taki
przypadek, gdyż oznacza lby wprowadzenie nieciąg lości w rozwiązaniu, tzn. preferowaną
p laszczyznę pęknięcia. W przypadku szczeliny w interfejsie o mniejszej odporności na
pękanie niż materia ly, które  lączy, brak w zasadzie konieczności przewidywania kierunku
wzrostu szczeliny.



134 3. Szczelina zmęczeniowa w z lożonym stanie naprężenia.
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Rozdzia l 4

Zakończenie.

Praca dotyczy modelowania p laskiego zagadnienia wzrostu szczeliny zmęczeniowej w bi-
materiale powsta lym na skutek idealnego zespolenia dwóch materia lów sprężystych. Mo-
del uwzględnia z lożony stan obciążenia i naprężenia, a proponowana metoda oparta jest
na technice superpozycji oraz koncepcji szczeliny modelowanej jako ciąg ly rozk lad dyslo-
kacji, których wp lyw na pole naprężenia opisywany jest za pomocą odpowiednich funkcji
Greena. Wynikający stąd uk lad osobliwych równań ca lkowych typu Cauchy’ego rozwią-
zywany jest numerycznie za pomocą metody Gaussa-Chebysheva. W wyniku tego uzy-
skiwane są WIN oraz sk ladowa sta la naprężenia T w sąsiedztwie wierzcho lka szczeliny.
Umożliwia to analizę wzrostu szczeliny w z lożonym stanie naprężenia, w materiale jedno-
rodnym, jak i dowolnie innym, z lożonym kompozycie. Warunkiem jest znajomość odpo-
wiadającej danemu problemowi funkcji Greena oraz informacji o stanie pola naprężenia
w kompozycie bez szczeliny. Przyk ladowe problemy, dla których można znaleźć w litera-
turze odpowiednie funkcje Greena przedstawiono na Rys. 4.1. Należy podkreślić, iż ca ly
problem sformu lowany jest w sposób analityczny, jedynie rozwiązanie jest numeryczne.

Proponowana metoda okazuje się efektywna w analizie wzrostu szczeliny zmęczenio-
wej zarówno w materiale jednorodnym, jak i bimateriale. Wyniki numeryczne wykaza ly
bardzo dobrą zgodność zmęczeniowej ścieżki wzrostu szczeliny w porównaniu z wynikami
eksperymentu dla materia lu jednorodnego. Do tego celu wykorzystano sformu lowane w
pracy nowe, nielokalne kryterium energetyczne, określające warunek i kierunek propa-
gacji szczeliny pod wp lywem monotonicznego oraz cyklicznego obciążenia. Kryterium to
nazwano MK – kryterium, które jako jedyne, w odróżnieniu od kryteriów dostępnych w
literaturze, wykazuje zależność kierunku propagacji szczeliny od wielkości obciążenia, czy
też pośrednio od d lugości szczeliny. Kryterium bazuje na wprowadzonej dwu–wymiarowej
strefie dekohezji, której towarzyszy strefa plastyczna. Wyniki porównano z eksperymen-
tami, wykazując zadowalającą zgodność.

Dodatkowo na podstawie tego kryterium sformu lowano efektywne prawo przyrostu
szczeliny zmęczeniowej, które związano ze zmianami iloczynu d lugości strefy dekohezji
na kierunku pęknięcia r oraz zmianami plastycznymi przed wierzcho lkiem szczeliny cha-
rakteryzowanymi poprzez postaciową część gęstości energii odkszta lcenia, TD. Relację tę
porównano z wynikami eksperymentu, wykazując bardzo dobrą zgodność. Sprawdzono
również wiele innych proponowanych w literaturze wyrażeń na prędkość wzrostu szcze-
liny zmęczeniowej, jednakże ich zgodność z wynikami eksperymentów pozostawa la wiele
do życzenia.
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Rysunek 4.1. Przyk lady istniejących rozwiązań funkcji Greena dla dyslokacji.

Należy dodać, że wykorzystywana metoda umożliwia symulację rozwoju wielu osob-
nych szczelin, jak również ich rozga lęzień, por. Rys. 4.2. Taka możliwość wydaje się być
interesująca w przypadku istnienia w interfejsie sieci defektów w postaci szczelin, powsta-
 lych podczas tworzenia kompozytu.

Rysunek 4.2. Przyk lad możliwości metody.

Algorytm wykorzystywany w niniejszej pracy zosta l zaimplementowany w pakiecie
MatLab i jego kod źród lowy liczy oko lo 2000 linii.



Dodatek

Transformacja uk ladu wspó lrzędnych i pola naprężenia Zgodnie z Rys. 4.3
można dokonać następujących transformacji:

 y 

x 

x’ 

y’ 

ς  

Rysunek 4.3.

{

x = x′ sin ζ + y′ cos ζ
y = −x′ cos ζ + y′ sin ζ

{

x′ = x sin ζ − y cos ζ
y′ = x cos ζ + y sin ζ

σ′
xx = σxx sin2 ζ + σyy cos2 ζ − 2σxy sin ζ cos ζ
σ′

yy = σxx cos2 ζ + σyy sin2 ζ + 2σxy sin ζ cos ζ
σ′

xx = (σxx − σyy) sin ζ cos ζ + σxy(sin2 ζ − cos2 ζ)

Pole naprężenia w otoczeniu okrąg lej inkluzji i obciążenia zewnętrznego
W przypadku nieskończenie dużej matrycy, w której umieszczono okrąg lą inkluzję i zależ-
nej od 1-osiowego rozciągania zadanego w nieskończoności sk ladowe tensora naprężenia
wyrażają się w postaci [47]:

σrr = σ0

2

[

1 − γR2

r2 +
(

1 − 2βR2

r2 − 3δR2

r4

)

cos 2θ
]

,

σθθ = σ0

2

[

1 + γR2

r2 −
(

1 − 3δR4

r4

)

cos 2θ
]

,

σrθ = −σ0

2

(

1 + βR2

r2 + 3δR4

r4

)

sin 2θ,

(4.1)

gdzie

β = −2(µ2 − µ1)

µ1 + κ1µ2

, γ =
µ1(κ2 − 1) − µ2(κ1 − 1)

2µ1 + µ2(κ2 − 1)
, δ =

µ2 − µ1

µ1 + κ1µ2

,
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σ0 − wartość jednoosiowego naprężenia w nieskończoności,

R− promień inkluzji,

r, θ − wspó lrzędne biegunowe,

µ, κ− sta le sprężyste.
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