INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOY TECHNIKI

?0 J‘io The
ZENON MROZ
O FORNIE ZWIAZKOW FIZYCZNYCH
| PEORIT PIASTYCZNOSCI
e
> Warsgzawa, maj 1964 r, .

E{’(qcu | hmb.\li,{ac\j'smo:j,







“ fom :-

™~ _'

Do opisu defamaji takmx mturia&h;""';__“__ L erwszyn

'wiadczalntgb szereg doswiadozed wykazﬁ; ;amm Qﬁ
‘8 prnde wssystkin ohrét 4*-8 W 5&10&:!0&1 od o‘ﬂph ..
_przyrostn naprefes 4¢3 Waznoéé tuorii d-thwnaayanmg 3e:tﬁ&

(A)

W pracy niﬁiejsmj rozwasa i zagadnienis swigzkéw f:l.n:nwoh 2
dls ciaX sprezysto-plastycznych ze wz’méimiom. Ogranioceymy .ie;
przy tym do klasy meteriaZéw 1 rddzaj 6. -oboighﬁ dla ktd'quh
moszna pomingé efekty czasowe i wpyw tmrﬂm Hahridx tm
przy prostyn rozciggeniu charakteryzujy. sie atalo mqo‘
krzywg - b6~ ¢ /niaaalotnq,od -syhhoipi dt!brmaoji/, zas prny

_odciazanin proges bedsie pranbingak po 1nnqd krsg'ndg w ssozegdl-:

nosei po proattj, ktérel tangens ka‘ha
modua:owi aprezyshnm

,_ _w_-{:;-élw

/zapropnnewana py rnz pinr!any prh.&‘;_ :ﬂ w 1924
piynigoia tonm Mybkoéai edka:tahﬁ'ff"f' styczny
jest przez taw, petencjul‘ phstycmg téry utdssar

'fplynieain /s’cnarsyazonc prawo ptynigw

to, 26 przaﬂtrzaﬁtnapreﬁoﬁ wnktor uywel Kozt
aych d€” ma staly kierunek norma].w do powierzd
Teorie pZynigcia nia uzyskaza jednak pﬁlmgb '

przejscin ze sprezyamo do plaatyczmp nbuzarq,.
Proces deformacyi plastyoznes Jost w mom ud ms "‘_‘f .



>

™

| wiasnosei dla od&uta&uﬁ i nmehﬁ nie
Jaanorodmgo elomntn i prsugﬁmrmo ercm mmn Mé a.

wad zwigzek fizyozny w celu zaoh&uania Jjego zZgodnosel z deéwiad-
| czeniem, g , ¢
W r1947 . Przgu-
ryck’ otraymak porrad owiexkie rinyamalu 54 to o/ werunek ciaglo
el przy przejsoiu z uhszm aprgﬁymso do plaatyasnogo. b/warun -

- ﬁbadm l::ledy wzasnoéci ldtﬂm takib Jlt

wypukZodé pqwiorimhu pl;ynd&ﬂt iﬂ

_o&cbglmia de” od kierunku m.’tmge.

'0gélng anlisg prew liniowyeh gawiera Rosdsied m

Zajmujemy si¢ tam m.in. zagadnieniem wu"nnk& ogrmicmwynh

‘Jakie powinny by¢ naoZome na prawa fizycane. Pmblon. ten obacni-.g

intensywziie badany w teorii sprezystosdei 9dir;ss'msaxi: skoﬁczonyoh;
nie Jest rowniez wyczerpujgco przebadany w tm plastyoznesci.
Jest rzocsq ;]aan, Ze . aform&owany mi&zek ﬁzycm musi speiniad
warunkl wynikajgce z praw transformaoji przy zmlanie ukZadu,
uwzglgdniac cachy symetrii matqrialn. byé zgedny z prawami

s termodynamiki, Oprdcz tych natm-alny_ch zgdal, mbzna. sformuowacd -

jaszci.e dalsze warunki, kiére w postaci pewnybh 'nierémoéoi
ograniﬁza.&yby zwiqeki fizyczne. Varunki te romlu:}ony po 04
aby przy;}@ty model matematyczny materiah posiadaX pewne. padnt&-
wowe w_lgsnosci zgodne -z obserwacjsg _doswiaﬂe;.___alnq, Kie powinny

one by¢ zbyt ogranic‘zajq,eo ték, aby meina byke jeszcze ksztaiio- 2

zds. 11. 03 .7/ podaX uhrx warnnki: 2z kt

zgodnosni fmdaqat aby pray obciqszem istnialo pmoaéoat z danego
do Basie dnhgo ntm Mcmm a/ wamak Jt&llm

d/ uarumk nnduranam&d. ﬁqh;w ch&;tﬂ?) pﬂ:;mm -
entropi!.. 0p1m.1q.c sie na t.?ch wmw V. W wyprowa&:lt

3 m:gum p:.-m pzyugen, Inne pmh;l‘ais praedstawil DyC.

-';_--.._‘/, ktﬁ-g ﬂmtﬁﬁ%si) Wﬂww




.
b T

£ 373‘»'&‘%&::11& &odatkouyoh oboj.qgcﬁ. Niuﬁméo&, wmhm
LB poatnhtu sg naatepnaqoc. B

_g’dzia Gy jest atamm napa-ezenia na powiemhn:l p_ b
: _'&, jest dowolnym inmnym stanem wewngtrz powiersehmd f;_-‘
e n%_ dwoma dowolnyid przyrostami z danego punkiu ne powierzehy

w.ktera ﬁ'-l-o £,
: w p:rnoy naszej mwinieto dalej kwcepc‘b I.

: .__‘:'jsw:'e&rsto- plastycznych ze wzmoon_ienim powinna Wé icze"
.ﬁm od postaai swiqm dla cial: ”tm"“l’hﬂyemgh,

_' '_ '_"if-'ﬂc&nomnznosoi. Pokazanny ka dla prau liniwch arwr
T g -.'macméai sapewnia apelnianh obu ;mspstnlnh ﬂanh”
Ay ? Romdzialt II1 zbadano . ..wi aaﬂus&lng pemé pra

(A) (6 --&1)4;‘1 >O . Cfﬁ _(46‘..-.,?'-.46:;-._,- )(Ag?f_

(WP Gip

= e deygt oAl odpowiadajqcymi in prsyroat-li odkmlt‘_'.f
| I_?plastyaznyum Niardwnosé /;/ implikttja wypuktosci o R

l:ol

| wege, Prewa'nieliniows) i tqa pory niestosowens w. teox
"_'_I?_f-"pnnycmsa, mogy staé sl bardso uiyteozme prsy anal
; kéw doﬁviadcsalnyoh 84?3 Mﬂaga na 'l!.m awh&d#
. " 0Ogbing konoepoje ubyola prew nielintewych wyswnal Jus upm

| .&.A H:lu.azyn /ﬁ%:dz In,a,’/ nﬂlﬂﬂ‘ Iwer ‘!’ “h"
':' m n:.méw badane w nmc;] p:may nie. ayehipﬂa nie: :

nf :t IBI poatuzatu Drm, W Mct:u nuﬁdh

ok 'z.lﬁ":' ;

yia i T ‘ e Y - > Ky i 2 2
i o I L T il S T g e ) . B




e} ot

@

‘mogna stwierdzié, te p.ghu,t ten jcat tby P ’

Jednomaoznoso.k, guzmﬁ& oxy iul {odie :ﬂ;--{' ‘_

‘wydaje sig on by¢ m.‘lam.lnxm o@rmumhn dh

plasty'cwch. _ b 01
Naodwrdt dla cia sstywplaatreznyoh, mh d:lt ;:-:‘
,plastyczny'h ‘bes wmaml.nn:la warunek J ‘
de prat stowarzysszonychy pdobnio jak nie
f's‘r pracy obok notacji tmmo:} korzystamy ém
pm dstawinnia tenaoréw w preestrzeni nuprehﬂ J.ﬁ
Piszge np,6 roguniemy pod $ym wektor w 9-cie vmmﬁ
ni Euklidoaowej, 0 sklam;oh réwnyoh nkladom imm
Ilocgyn skalarny 6-& pmﬂstawia niosmiem.k 5"43%- ,.
6 wektora 6 jeaf réwny (Sv,m,), - toktor ja’hﬂotkcq'

keagrrun lcotoemis

odpowiada tensorowi Eerdwmsticowens
Ituszyna /  Ss= " /6<on) / Ubyole pwmd.umgmu
nio;]ednokrotnio upraszeza zapis i uatwia rosm'mil ’!
dperacje jak%owanio na ﬂupodprsestrsenns, mkladmh ’l

przyjete) bazie liniowej, obliczenie 1loezynwt_'_' :',_.' .
zatem przeprowadzali uﬁyw&;j gc przedstawienia Mcm

w przestrzeni wekto:ronj.

e N



(£ 3

Rozwsd &£t s ¥ I

it T SO —

iodel “izvezny obrgdka syrgafvtungla trecgneso

¥ily TT"'!*I".L 0Z g0 1ne

dla odksztalcen plastvezryeh €3 jednakuwe jax dla ¢iail cspreZyeto

Yezystikie Tenvnenolozicare teorie plastweznodel poriadaja
ewna wspdlra Trupe zaloZefh podst wowychs Tak wiec pravimude
sig, Ze zwiagzki niedzy vapreieniami i ud%sztnlceri&gi iieh
pochodrymi czasowyni moOzZna formtowad 1oﬁalnie dla danego elém
Yu, riezaleinle Od przestrzennezo rousk:iady nepreoief, Tengor Od-
ksztateernia . & rﬂzklaﬁa gig na czasc spr%zﬁftq € .1
czesd plastycana R /%o game flz prodkoSci odksztaiced/.
Zviazki Tizyczhe 'o*nv}uae sie riiezaleinie Als ezi0nOw Sproidys—
tyeh 1 plastyeznych, tak Ze dl: cisk sztywmosplasireznych prawa

L]

plastyeznych, * ezczezdolnym ~“"-3advu jednorodnenu stanowi napre

Zen odpowiadz jednerodny qt*ﬂ piynigcia pl¢5t¢cune*e. 3odobnﬁ

(20zeria byly réwnies prayimowane w-teorich 1zvcsnych rozuaﬁ

1
\

zajncyecn plastyczna deformacje ypligizta}téw. doina: by wymien@é
"teorie poslizizéw™ ©,V. Batdorfa i B. Cudisrsky’ ego LQ}, zquy?i-
kowars przez T,H. Lira [°] opvas ‘wezciriejsze précg }@I;'Tayiéfa?
[1,2] orsz 3., Sishopa i B, Billa [3] | '
ystatnio wkazaly cie interesuﬁace ;race zejmujaee si@ bé&a;g
rien nocé“thpweru stadius piynigeir plastycz “ego w n;tarialach
ﬁbllwr1qt~ Acgrych priy pocz&tkowo gedburofrvm gtanie napr§$ania.
pracy [5) 2. Pudiznsky, Z, Hashin i J.L. $Sapders rozpatrrweli
idealrie plastyvczne krysztaly jako Zuliste wtrgcevia.w matafials
sprozystym, puﬁuane”jednerudheﬁ, 3Lastvcznej de?ormacjii ?ﬂdbﬁﬂﬂ.
zalozenia byly prazwyjete w pracaeh [ 7! 4 [8] zie okreslono 'f
pole mnaprezen w otoczeniu_szeécienny¢h krysztaléw.odksztaiﬁ&jﬁ%f'
cyeh sie plustycanié.‘w obu przypadkach saivivno, &e pray obeijﬁ;

zemiu wywolujacym poczatkowo jednorodny stan napreleria w gakre=

cie sppgzystym, v otoczeniu vlastycznyen krysztalbw powat§34




(€ e’

C ) A

=

o P8
Tokalre koncentracje raprezen i ich rozklaq_ staje 8le coraz
bardziej riwnemierny w miare uwplastyesznianis sie coraz wiekezej
ilosel zlaren, ' I .
Prawa “eroménologlczne odnosza sig do elemewtu objetosci

zawierajecego wystarczajaeo dufa 1lo6¢ ziaren, tak Ze moZemy

mu praypisaé eechy JedroroimoSei i izotropowesei. Upisujse

de?qmmcje elemerntu tensoren is 1 vozbijajac ten tensor
na dwie cgzedel €° 1 V€% maniny pemietaé, ze &'
przedétawiaé bgd_zie czysto plsstyezna deformacje jedynie w
przypadku mﬁdelu s.z‘l;;yvmo-—plrastyéznego. ¥ ciele spresysto-plas-—
tycﬁw:n czion’ 6o ? .y raskutek nieje.d.noro&naéci deformacji
?:ewnat_rz_,elementu,"fb@dz ie wynikiem plﬁsﬁ;‘-clznych poslizgdu w
krya':.;"b;a'_;lach'i def‘omac,ji spowodovaned maproZeniami wzasnj'mi
,If‘mi]tmnapre;ﬁeni&mi /o Ta nisjednorodnodé deformacii plastyczne

wevmatrz elementu jest 22éwrnym czyrnikiem trumaczicym rdine

e eechy _wz'motmie?nia; wpkywald one mode rdwniez istotnie na postad

»

_zwiazkéw nisdzy napr¢zenien 1 odksatalceviem.

1,2, Typukio$e i ortomonalnuié

Qé’zweéxj' cialo s pr;ﬁySto-pl as-.t:yc.ma o objetosci V 2
"powierzchni‘ :5 : . Ograeamy przez & , ¢ | « pole
vapreien, odkeszlaleeft i pravmieszczel wewratrz ciala, pa povier
chri © Sr . ktéregv zadape sz sily powierzchniowe t(P) a
oA powierschni G przemieséczenia g
“Pofl dziaXariem tych‘o'bciazefx', caeé(:_-éiala Vp jeé_t w sta=-

pie plsstyeznym. Rozpatrzmy nieskodicgenie maiy przyrost sil

db(P) na = S¥ i oznaczmy przez <€  HdE _du odpo-
wiadajace tej aminnie prayrosty 6. £ 4 W% zacho-

dzace wewpatrz ciala, zakiadawy przy tim, Ze w ozdélmym praypadk.

ku nie gachodzi wsgedzie odeclgZenie. Po powrotne] zmiarie wa=-

~ runkéw brzezowyeh do wmartosSci wyjsciowyeh, w ciels pozdst&nie_.'

stan vpapreZenia resstkowgso dé- odpowiadajgce temu pole




'=”nieodwraca1ﬁq cseéé grzvrostu od rezbelcenia a de¥s jedt zwia-
Ny 1T 1 s :
.Ear-ﬁe _:a‘ CL‘ prawem noota a. Drzv;;mua e, Ze powrdt odbrval ®ig

;__po &rodze cz‘v&to Bprmaate;j wywolua"ceu przyrost ovdksztalcenia

i B
3 dE > wyﬁika;ja,cego z pola praemierzoass du® | mogeny mapi-

.-.._.df.‘-'_—.l'\--ds‘.u. T B STy JEEAET

#»

S 4.0 HE sg gwiggnne prawen Hooke a. lderityczne zwig:

'ﬂ"__.za_ahqdzg réwmdez dls skoiczonych prayrostiw,

'

ct

rzeds

(o)

S aotid Waranek ploetycznotel w kazdyn purkcie ciglec mozemy ]

1

'aié w O«cio wymisrowe] przestrzeni mapriZed jeko zamknieta hy-
jj- parpov!ie‘t‘zchni@ ‘F . "’arur‘e‘{ flastyc?.-r'u el ala calezo ciala
wﬁemy zlﬂterpre‘bomc w podobny Sposodh wprowadzzjae pojecie
inieskohczenie wymlarowej przestrzeri funkeyjnej, w ktdrej przed:
' -.&'b__lav_!_im:.r silty powierzciniowe (P) . Wokteri: ¥ w przestrzeni
"I'f.u'lr'f_tkc:r_jnej bedzie prazedsbawicl “unicje ) is‘t?-?...lzlorv T
"'-ci.:vm punkc‘ie brzesgu S S badgz ie naledec G0 Obszary sore-=
z'vstego w przéstrzeni *unkeyined jes5li odpowmiadajgcy stan nipra-
zeria v'ev.mﬂtrz ciala rigdzie rie ruruszs waruniu plastrecznosci,
“Powierzchria F w prz sstraeni “unkey: Jnej dzielaca stany
Spr-g.syste od spreXysto-plastyeznycl bedzie wuwaZana jako’ powiera—

_ ¢hnt® piyniccia dle caleso ciala’.

Ly

7 :
UZnAaczny DIZAZ du’= d“‘d“o piecodwrgcalne c¢zosSc prayrostu
przemieszezenia pozostzia po zdjeciu prayrostéw  dE(P), Fynk-

cie JMP(P) przedstawiny jako wektor dUf  w pezestrzeni

' _1” Po'd"obne gastogowanie przestrzeri “unkcyjnej moina znalezdé
 w H, 7iezlera 19 1U], xtéry ruzpetrywal wainosl prewa
p.JteﬁéQalu sprefyvetego dla cial spreZysto-plasiycznych w

nrze’etrzeﬁi wozélnionych napreien, W swych rozwuzsmiach po-
mlnql on jednak napreseria resatkowe 1 niektére jezo wnioskd
M aq sluszna. ' E




A

Ny

C.3Bele od & 80T mozns zepealizowad ns dro

M
- —

f‘unkcyj}mj. Rozwazmy m‘;stgqu:@ ca "-'-"y?f‘{';'{..’_f. nie
Jrdlf= §db-dufdsr= §d6. (JE-JE) )=
= (dE-dET LV + [d6T dET IV §J6™. deTdl

"¥tére przeksztaicilismy stocujac twierdzerie raussa oroz wyko-

ety die zolestobei (1.1) 1 zased; Bettiego d67dE’: JETdET

Jauwazny teraz, %e drusa calks we wzOrze /l.2/ znika, bowlien

d6™ Jest poleu napreen resgtiowyeh /speiniajgceyn warupki rowno.
wagl 1 zerowe warunki brzegowe  na S a o dE? ;geibi
i rlerozd:?lelrwci. Hofeny zutem napisaé  /[fl.2/ W 1,:“1

.37 dTdU’= §dt. dwcisr §d6.de’ oy + Sdsdc*w

Podobnie do /143/, otrzymaly

.-.,i’i.ﬁF_/_’ T dU= {t m”asﬁSe’-&s W+ (67 dETIN= § S6- &7 )-deiaw

: T o ’
gdzie O6=8-6"_ a 6% jest Tikeyjnym polen Jakie by istnia

Yo priv_zadanyeh waruynkach brzezowych w ciecle sore Zyebym,

Rozwazny dowolny stan I legacy wewmatrz powierzchpd

. 'w'pegestrzeni ‘upkeyirej. Mozemy wtedy napisal nastopujnes POV
; G 4

nodé ;

w6yl [6-65) 487dl 4 (6765 )-demcll= §6-6. )-dedh

."gd"zi'e' 6;«- =6 6y jest stanem naprezenia odpowiadajacym Te
Pé_t\.i,ewaﬂ ]; ._lezy wewnsira B , &x leZzy wewnatrz  +

- # P, * . . » . ) 6"_
©w kajdym punkcie cisfa 1 mozemy przyjac ie Sy = tzr, Drze-

i_!
«D
3
o
U
‘._
¢
o
E.\_.
L8
3
Q
3
o3
(w’

zysted. Ftad wyhika zerovarie Sig drugle] calll we WaOTae 2L

Zatdgmy, Ze mamy przyioZome dwa roEne przvrosty zewnetrznyeh

obciazed 4T g d T , wywoXujgce w eiele dwa roZne stany

P R T d&. - d€ ¢ dMy, Oznacz:jac pPrzes
Q(CLT)= dT.-dT, i podobrie przez 4]-6-6 . AQdE % AdE rosnic

dmbeh standw, analozicanie do 1.3/ cogeny webrovadzié nastepu~-

_daey wsér
AdT- AdW = §adb: ader dlp, + §0d6° adE dl) -

/15/
- (a6 alcf-elfﬁvej :




&

gdzie AW?'szﬁcza tgq czgdé . Yri - ktéra 184y ne zewnmgtrz
. WV / Vi 4 Ve ma objetoseiami plastyesmymi w stanie 11 2/.
“v%rbwadzoﬁa pow&ﬁﬁi réwpodcl /1.2 = [1.5/ pozwalajg na wycig-
znieccie kilkwu agolnwch'wniogkéw. Zalo?my ze mieodwraealny prayros
oukrzf “kceria dE* pokrywa 8ie z de*ormseja plastyezny dE°

% _ Vagr
Ros o

erwolang poélizziem v vaarnach krystalicxrvch. Prayjni juy dalej,
_#e powierzehria alyniﬁcia e 5 jest wypukla w kaZdym purkcie
ciaia %1 przyrost : dﬁ’ ' jest do niejlortogﬁnalnv. Te za%oZeria

: ala kvaztaléu szt“Wﬁ@-ﬂlasty%znych b@lﬂ agsgdriane wychu c 5
' :prawa poélizgéw ochmida przez J-- Bishopa i R, BHilla /3/. aru—
nek w?buklbéci i owtbgonalnosci mo*emy wy*azié matamat'cznie prIez
: 'nitrownoéé et it
i RN RGNS der >o |
% wyraﬁa;ch taw. zagade najwicksze’j pracy plastycznej. %sruneb orto.
“ngoralnoéci wektbva 487 gn o f noZemy rownlez zapisac naste-
pujaco fpabrz Rogdz. T/ '
e 41 s DA - Qdﬁ Y0,

Ve wzorze /l.5/ 6 oznécza-dnwolne'ﬁapr@zenie ddpowiﬁdajace

‘4

. wmgtrau powierschni f . Gatkl vowiersciiniowe /1.3/ - /1.6/

; f _'7 Sl - bedzienly uwazalil zﬁ iloezyny skalarne odﬁﬁﬁiednich ﬁektaréw w'

& przestrzeni funkérine] f apelninja one oowien Wszyst\&e wiasnosel
o f : ;:-iloczynu sknlarhegof Z /1.’/ wvnika wazuy wniosek, %2e powierzche
I W f:_nia rFf-_aaﬂt wypukih i welktor jest do niej orf@gonalny.




.

,Istutr 8, réwnanie A5/ ponaetaje w mﬂc? dla dowolnego ’ikﬂ?; e

20000116

o ortogorelnosé. wyrika z /l.6/, przy dodatkowym zaloZeniu,
2e "AVp  jesct wielkodcia malg, W pordwnaniu z wielkodciami
1 er . - > I - - * 4
Vootit Vo7 s/ widaing natoniast, Ze przyrost pragy. Fdl

vie zawsze jest wielkoSelg dodutnig: w przypadlu gdy powierzchnia

Lo %

F wychodzi po ze poczatek ukiadu, pra-rost pracy plastycznei

dla Cﬂlﬂzp ciata moZe by¢ ujemny [rys.ilb/.

s 3. Uwzzlednienie zm:rr'?trgk+ur*ﬁrxch i ganmatrvczgzgg

De lec Dokaz lismy, Ze pr2y pewnyeh zaIOZBuiach lokalne

vlgsroSel Gakrie Jjak wvnuklosé i ortoguralnoéé wektora
z,cgu"uaa wasnosé 1 dla catedo ciala. °Ozwoli tow szczegﬁlnoéei
na ud”TaTle naprezel 1 odksztalcen uogolnionycn dla c1a1 Qp?%ﬂuﬂtu
plustycznych. ' pe 1.2 - przyjelismy jednak dwa istqtne idea’izuja-

-

ce zaiozenia: &7 pominglidnmy efekt zmiany 3eOﬂstr11 ciazs a w’'

L]

szczezblnosel efekt obrotu ziarer krvstaliczmyeh pray deformasei
plastycznej, b/ zaloZylisny 93 je;‘nvm procesam p iecdwracalnym aee
jert'plastycz}a ﬂnﬂorwacja S qPolnlajaca. TP / i Ak, 8/._
Ubecnie odst vimy od tyeh zaloﬁeﬁ. Prayjmiamr 3atem ‘Ze pieodwra=
calny przvrost odkeéntalesnia A€ sklad& si@ z awdch ezgdci .j
def 4 e ’.”d31e e elnia j§ 9 Fis o fl.a/, zas d£"
Jest dodatkowym oa'“ztalcerﬁem rieodwracalmya, ’ ‘wywolanym da”orna»
cja plastyczng. Poniewas nasze rozwazania dotycza,efuktﬁw niaﬁalei
pyeh od ‘ezasu, poniriemy takie sprz“aana procesy jak nelzanle csy
przewodrictwo cienline 4“- przypiszeny zmianom strhxturalnym,
wewnatrz deﬁovwvﬁﬂce*o gie ziarna. Zmisny te makroskopowo epissﬁ-

mﬁ przvimaiac, Ze wiasnosecl aprekvste krvaataléw plaﬂtvczmgeh

nozs sie zmiemiad w traxcie dsformaeaialeniaﬁau caltkxowity pra{yﬁ
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rost nieodwracalnezo przyrostu odksztaiceria — dE€°=

rie speinia /1.7/ 1 /L.8/, zxfm‘ﬁf'wyrika %e nopmalnodé '’
do F rébwnies v ogilrym prtyyaﬁku nia sachoazi. “atomtaat 1r~
pukiosé powierzchri F wyﬁika ﬂadal z vaukloézi e
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= SdLj ("L&O -l—d-&,., +d4.3 )c{Af + SE‘S d‘a‘-ng—d-u-"-,t. w
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g0 z duZed ilodel ziaren kry8talicznych, Sak e zwiazki Tenoe
menologiczpe zbudowane dla uSredmionych wielko®ci nie beds zsle-
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Zaty od poroienic elementy w .clele; cialo btekie mozns wwaiad

paekroskopowo za Jednorodne. Uznaczny praze
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<€ sredrie wartoscl napreiefi, odkszialcell i ich pravrostéw
viblicszone Joko ealki po objetosSel elementy i padzielone przez
jezo objetosé. T o0zdlmym przipadknu dlu uérednionych wielkosei
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rdzie 36=6-6 SE=£-€
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jednorodnych oérodkéw /ef. inp. ?. Eill [15] , J, Mardel i P; Dan-
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wwzzlednienie prows

e [iyeezez0 raedu/ momentow napreZefi i tensordw krzyvizny. Poaija-
jac W naszyan Tozunotaniu ten czion; Labtwo jest DOprzednis WypIrowa
dzone zwigzkl odniesé do-:usrednionych wielkosei., Tak rp. rownanie
/L. 15/ Mo2eny napizadé w postael
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duwe 46 5 6% ° ga érednimi czebel smtx-yczmj-'

i art-fs-metv;-cznej tensora nrzrmattz nominalnyeh mpr@zan. !q.g
1/ Pr"* uzye¢iu w awigzkach anycznychwpraynostu napreaenia Bdn%i-

-~ sionege do szt"wr\ego ukadu amneeﬁ siq wras 3 asfamm-' :
m e&i@ mrodkievn foﬂpowiadnik paeﬁadne;] napz
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g i 3 P = A ?
welctora - 487 . od pormainofci do powterzéhmi piynigeia.

rnek plastyeznodci dla elementu moZna przeds stawid w S=cio
wyniarowe] przestrzeni $redrich papregef 6 s Otrzymany ze
grautowaria lub przeciscla powierzchel F ' w przectrzeni
?urkeyjnej. odobnle jak dla przestrzeni funkeyinej istrnienie

A X - - . - L]
cztong J€ i efak%tu obrotu prowadzié moZe do odchylenia
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1.4, Plaski model

—

Rozwazania p. 1.3 azilustrujemy na p2askinm modelu eizia spre-

svsto-plastyczneso. Rys.12 przedstawia model olementuy ciaza

ziozony z Awbeh czedei- 1 i 2 .
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» W Eg;:-z

W st“e51o ﬂp“qz”stvm caly element jest Jjednoredny 1 :uduany
dzislariu jearuronrego piaskiezo stapu naorgzenia 6x . Oy

&B“O- Czesé : 3 rﬁgaierw uleza unlast?cznienlu zdy warunek plas-

_tyczn'éci ;Cehsg) C) jest fna&nluny. Czgsé 2 pozosta

nadal sprgZysta. Pray rosty ﬂaprazenia dzialajace na caly element
L]

w"roszg "53 ' dﬁg o wywoluja'plaatyczne ptyniccie czesel I,

znaczvy odpowiada;qce temu przvrosty napreZzenia w czesciach

_ {8, S : @ @)
1 i2 przez o= “‘gfd_ 9 d6x , 9%y L Réwpowaza ele=

asnta wymasa &by ' @ F i @) e
A e e WS PR T Sy ==
s LD = S

7a}6imy, %e prazyrocty odksztalceﬁ plastyeznych czasel 1 sped-

niafa warynek normalmodei; calkawite prayrosty odksztalcenia

obu czsbei wyrazimy pastepnpjaco
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ok

:dzie  dA jest dodatrim wepblez;mpikiem; a E-.1i VY = estaiymi

spre2ystodcl catego elemerntu., 7eldiny dalsj, Ze R
6\ i-zr__‘i_ AR
dgy by = % . Przvrosty plastverrveh odksztaleced | déx, 45

dla calego elementu obliczyuy zakiadajqc spreZyste zachowanie ca-
robed po zdjeciu  <8x 1 9%y 2 A5/ 4 /1 1"'*/ wynika, e

oaae s A= L0 S AT sz, (NG A5 }

Zotem zdy purminiemy zmiany strukturalne czeSci plastyczned tzn.
s e =C) agf (4L, 25 ) -
gdy & 3 , Wektor C . bedzlie nor-
b
nalny do poczatkowej powilerzcinl piymigela. Jedmak giy 9% 1
Y : SR
3ty daja swd§ wkiud 40 nieodwracalned def amac,*, odehylenis od
ortogonalnosci jost okreslove waiYem /L. A8/,
atbEny, “ve sproivete wlasnodel cezedel 1 sa “unkecjami plastyesz-
Q4 aip e ap  ep
% ) ‘ 3)4:1)4(&.:, %‘ )
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7 vownavia /L.20/ widsimy, @e wektow € postada chary Ries .
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obeerie, 2e dla aktywpege procesu waiy
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W‘:‘_?’EJG‘._’_..'QI obrdt "/ &

F 'ty _
V=V (e,f”.f?;') . 6 6 o e s
5 id e dla f(Bx . &y YOO , Zwiazek /1,197 przyimis
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2 AAT R 22/ ’ynika,_ZQ omehs 1 mose byé obecnie formalnie

tvaktowana Jako ortotropowa w cwsm ahciaﬁenia (, Em_,‘ff sy.w.)

- ?'ek-tor <€ bgdzie sie:.-obram-w zalesnodel od ebrotu-woktm '

. -48 Cds"‘dsa) o Latwo 3ast oo&aé ogélxxy wzér wiazqw obrcsty obu
_wektoréw. Tak np. ;dv ste.n raprezenia p‘rmdstamomr jest punktam

AR 1‘3’3.12‘!: / e f‘e" Tk orz*'jmud%c
" czeéé £ Jako- ideah{ze plastycznq Ppelﬁiaj.acq w&runak Eu'bara- A!i.-

"‘__-_._seaa _ G" *G"*Ga =St y PO ﬁlgﬂbr&icﬂ"-?‘m Pr“ks“ﬂ‘:“m“

. ef i (te»f w\e_mc« <)
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gdzie "(‘—*C"“ E),j i e e ..A.Sy,/d_s-x /rm. Eb/. ,rrazﬁ.w
o preyvosdky k=4, ( ley=0) wektor d-fp b@dzie zacmal '

norialnodé do powierzehni pivniccia; dla 1nmc}1 wartaécl

1/ - Vodyw zmi:-mj» wiasrosel cprezvstyeh w rakoie deformacii: plaﬁ-l
tvezne pm... ,,:,: niecia 1 kxeztatt powierzehrni plyniecia
POZ D su‘r**\'*na’r *.":".-‘.x-'rﬂa ; .‘;.Tliu@z*m 177 wwehodzac Pormalnie o
postuls G.  OTuc [11], Podejécie przedetewione W peled
i 1," ;e,-s-t; J:;&Q‘n"’ rine 8 wnioski przecivne Lo tyeh jakie sa

wouriete w praey (17). 1 tak: Ilmszyn zakiada, Ze wiasroscl
oo syobe. cateso -elementu znmisniaje eio, podczad iy P. l.3
_aozonﬂ, ¥e zmienis 1jg Sig wiasno: el "“:*--_", gte Jedynie cz.;r’-:ci
-gtycanych. ¥ glesencie makroskopowo jednurodnym, zmiana
wl-sm el wom kmobjetuéciach plastyeznych nickonieczrie musi
elazal obserwowalna ?n*ano stagnodel calezo elenmentu, bowi
- {:*rjm rie Zachvdzi tu prawo uwaredpionis ["‘ . 1vl: Ueled, Wy

alidny/przy pomdnigein an"ectow zniar 1eonﬂt“ czmych/, 2@
wyp 1k }0 ¢ powiersz c*:ml zachowyje .313 podczas gdy =11usz*'r- G0~
ehodal 4o ',mosb'u 53 moze byt Ons leﬁ‘tsa. wiaje sic pam; 2

S Ri85. Miorturznts storuje sio postulat Druckira, ktéry prel
tu swa waZnosi,




2 mmﬁm& po;mzedxnch parazrafdw W‘, nika, Ze wizsnoéé ortogo-
ﬁpln‘uéei welktora pra; rostu odksataicen plastyeznych do lokalnej
?ﬂiﬁrachni plynie,ciﬂ zachowuje sle w przestrzeri furkeyjnej i

m prsaat"czeni uérednwzzycu napresen Jedynie prsy istotnych zaio-
aeniaqh upraszcza’raoych pummgc iu zmian strukturilnyeh i zeomet~
Itfysm:y‘c.h zachodzgcvcn W elementach plastyeznych. Uba efekty sobok
zemu innych rie mzpatryvwanych. v te] pracy/ s3 nisodiaczne
qng‘ha&h#daa deformacii pT. stycznej, polesgaj scej ma posdlizsu
' '"iaélonych plaszazyznaag krystalogra®ieznyeh. Ubrdt siatek
lieunyeh obserwuje £iz latwo metode roptsenozraficerny /zja—-
wgko-.atharvz—m/, miar@r struktyrzlne wrikaja -z obrot %7 ST IPO=
yénia ﬁie d.yslohcji na pel “'n*'ch DlaSZCZ""?nc&Gﬁ., polygoniz: mi z2lges
: . ﬁestm czy e'fektv te moga istotrie za: qué:rrc na ~3o=:taci
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Liriowe prawa piymigcia
Ogbéina forma zwiazkéw liniowych :
¢ Rogwezymy obeernie liniowe nrawa piyniecia dla cial sprezysto-

plastyesryeh, ktéryeh wlasnoéei rie zsle#a od czasu; rozpatrywad
bedzlemy przy tym izotermiezwne procesy deformacii i pomiriem;
e"ekt amieny geometrii przy odksztalceniu. Zaldim ze cialo

zoetaXo poddane pewrenu procesowi deformacjl, okreSionemu praez

traje ktorie 8B 1 &) kazdym punkeie eiaza, PowSzeche

rie prayimuje sie, Ze w dane] chwili t=t, w n-wymisrowe j

F »

przestrzeni napreien istnieje hyperpowierichrie n-1 wymiarowa

#

‘powierachnia piynigcia/, kbbéra dla pozpatry ane3o punktu ciaia
oddziela stary czveto gpreZrete od standw SpraZysto-plactycznyeh,
Dle ‘stendw naprederia odpowiadajdeyeh wmetrzu powlerzchni plynie~

" ok A

clg zaehodzq tylko zmisny spreiyste; rdéwnie zmisny czvsto-spre=

syste zachodza

e 1

stan napreZenia odpowiada powierzchri a trajek

=

»

torie 2 tez0 punktu jest skierowana do wnetrza /odeiazenie/.

Plagtivezna deformacja wystapi, gdy stan napreseris odpowiads po=

wierzchrpl 1. trajektoris jest skisrowama n:o zewnatrzz /akbtyvure ob-

ciazenie/.

o

Poriewas prowas deformacji plastyezne] z«leis
cigZenia, swigzkl Pizyezne bedg zawieraé szibkodci naprezen i

odksztalced 6 3 é /lub prayrosts d6-6dt, de&- édt /.

Uzolna postad zwigzkuy linioweso w predkosc] kb yw

DT t.:?f.". L= Tl & L
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res0 obeiszenia nrzyvimie postad
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ga8 dla odeigZeria 1lub w gtanle sprezystyn
: )l e .
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Preyimuiac, Ze awigzki /2.,1/ 1. /242/ s& odvracalne i oznaezajae
() : @) (Al :
przez Bﬂju i B{-jx.-t- mael erge odwrotpne <o A«‘-,"“- i

3 < 4 T -

Agﬁu s mozemy vdwrdc oTie relaclde /c.1l/ 1 /c,2/ isad¢ nastiem
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/2e3/ 6.3 = B—c“a‘rc Exe < Bgxe. Exe

Preyjmujeny, 2e tencory A-jee i B igxe W 0241lnvm prev-

padku zaleza od starm naprezenia, tensora plasiyezreso o ia?c:-
ris oraz historii deformaeji nie zawieraija jedmak szvbkoicei ode
ksztalcenlia ani raprezenisa,
2oy Warynki ozpanicaznjace

Powetaje teraz pryiariz. jakieso rodzzju dodatkowe warurki nale-
2y naXoivé rz povwyisze zwiagzkd 3Zeb okreSlalty on roces

e s - AT Pty o F 14 ™y T ~ Cine % - - - =1 3
pevryeh podstawowych cech proces arzypadky deformacji gnagi-
etatyeczwe i lub dyremiczre]., Te dodatkowe warunki -moga byl w rézuy

¢ % A : .
sSNO 50D f ormutoware 1 MOZeMYy OURZYRITWAC PoZne 50 Todzadin Oozranicges

ria na pos

o+

aé zwiazkéw fizyeznych. Fowin
uzasadnionych argunmentéw i nie kropowad zbytnio form zwiazkow,

tak aby moznz je byio dopasowwwad do wynikéw aoswiadczalnych, Und-
wimy obecnie peszezezblne ograniczajace warupkl i wskazeny re ist-

niejaee povwiazania nigdzy nimil

Afs Farvnek jedvoznaczroéci. Sfornulnjeny ter vworurek w nsgbapu

» 7 - - + -, - -
Jaey eposiy, Ul kazdezo programu oObclaZenia wyrazorego w zadaryeh
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72116/ prz¥ n2yciu delryeh znakéw na niejsce 4§ podstawié
prawg strone 72,117/, Widzimy, %6 w poréwnaniu do poprsednieo
przyoadky apaliza zeometrycana shaczrie ele koumplilyje :1v2

obszary wypukle] trans’ommsecji 88 ogmnriezdne przez niekolowe
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mldq,ut iq wch ahsnaﬁw 88 :pdnolml{ okredslone prEes za-
dam warmhki mma. Dlg. tmgamri:. ‘!.ozecvch po za tyai ab-

sgaremi mogn istnied punkty bifurkseji, prz': czyn ‘Awie trajel~
torie wrehodzace z dareso purkty Lifurkecil rie moza jeifoczes:
~ 'nis valeeé do obsmaru spriiystege 1ub plastycaneso : rbs'dwja;
4 ‘i;w.'in.'.zi'st tfa:jektoﬁi obeiaZenia bedzie odpox-zia&aé odeisgerinu lub

4

zmisnie reutralwe], i paodwrit, ¥arunek clas?ofSci jest ocaywis.
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nig

"atoﬁ‘-CéW, ady2 prascinsjg one hyperplaszcayzne (g jeds

r.g‘

v wy;}éciowym punkcia £, Dla naterialu bes wznoenienia i
~dla md.elu sztwmuplaswczne,go nyperstozki red: ﬂcud'\ sie do
{..linii prostveh odpawiadad&cvcr frajektorion prosteso obeigle~
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¥ przeciwienstwie do warynku jedroznac 5ci, warunek sta-
tew nofei msteria¥y machodzil 4le wegystkich trajektorii. Istost.
ris, Operator A'r:'a'u , okreSlony praesz /<,1C00/, jest do tw
ws okreilonw, gdy% zachodzi /2.98/ 1 po'ai:adao?r:_;rmetri@ ﬁ:-j-aé"

Ar;uh' . kor:ié_cz'f:'q. dé_ﬁqgo; aby istpiaza fywcjs szybko

onerzii, Tie potrzebujemy - -4 zatem ozrapiczal do Trajekto-

rii prostoliniowyeh, 1862 oxblnie stwierizic, ic caika 72.9/)
ktéra po progtu wo2na wyrazié jake illocayn -5 g et
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72,10/ jest pa pewne aspeimiony, sSdyz na crXlicunych saianach
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Nieliniowe prawa piynigcia

b e e L ——

3+1. Postaé praw nieliniowych

e - b e p——

Z rozwazan Rozdziaiu II moZzemy wysnué nastepujgey wasny uuté-]
sek: liniowe prawa piynigcia nie daja wystarczajaco dusej
swobody opisu wiasnoseci procesu plastyczne] d.rornnoji.Wrnth 5-
to z faktu, 2e zardwno prawa niestowarzyszone /2.46/ jak __.H
" 1 stowarszyszone /2.50/ okreslajs staly kierunek wcktdra d&”ﬂ
dla wsgystkich kierunkéw wektora <6 |, Natomiast teoris d.-

b

formacyjne i zwigzki liniowe typu /2.94/ mogg byd traktounnt
jako wystarczajgco dobre przyblizenia Jedynie dla pewnej
klasy trajektorii obeigzenia,

Foniewaz doswiadezalnie obserwuje sig #mienﬁoéé kiarunkn'

powstaje pytanie, jakiege rodzaju praw nalezy uzyo do opisu' 7
tego faktu. liozna by sie uciec do modeldw 1opko-plastyoznydh

i opisywal proces odksztalces plastyeznych z nakladajaeyn sig
narl procesem reologicznym. Istnieje jednak spora grupa matﬁli. ;
dla ktdérych efekty lepkie s3 dostatecznie makc by Jje moznt fﬁf
byZo pomingé, przynajmniej dla pewnych zakresdw szybkoded 2

obcigzen. Dlatego w ramach teorii nieuwsgledniajgcej efnktu“”
! czasu, odpowied:Z na postawione pytanie moze byé tyike Jgag.‘

| nalezy odstgpié od zalozenia o liniowosci pomigdzy saybkbéaiami
napr¢zend 1 odksztalce:i,
lozliwo$¢é zastosowania praw nieliniowych w teorii plastyé;nﬂéci"
i wynikajqce stqd konsekwencje nie byly do tej pory wysttro§ﬂ~”;.
Jaco wnikliwie przebadana. Mozna jedynie znaleZé u R. Hilla ZEI?
ogdlng wzmianke 0 uzyciu potencjaiu szybkosci do’ budowy praw |
nieliniowych; tak samoypostulat izotropii®™ A4.A. Iljuszyna

[1,2] prowadzi w konsekwencji do praw nieliniowych i uzgtt
przez niego zwigzki dla trajektorgd Xamanych sa niclinitnt

L



Aty .‘_“;—_ e f

- w szybkosciach. Br#k jednak:.lélnej analizy jakosciowej takich
zwigzkéw. '
Celem naszym nie jest sformuZowanie wystarczajaco ogdlnej
postaci praw nieliniowychi do tego powinna prowadzié analiza
konkretnego modelu fizycznego. Przadyskutjenu Jedynie pewng
szczegdlng postad z punktu widzenia podstawowych kryteridw
podanych w Rozdz. II,
Zaldéimy, e zwigzek pomiedzy przyrostami plastycznyech odksztaXece:
i napr¢zen zalezy jedynie od lokelnych wiasnodei powierzchni
piyni¢cia w rozpatrywanym punkcie: begdg to kierunki i wartodei
gXéwnych krzywizn oraz kierunek wektora normalnege do powierz-
chni, WXasnodei te oczywideie beds zalezaty od trajektorii po
ktérej dochodzimy do danego punktu. W 5-cio wymiarowej praze-
strzeni dewiatorowaj'mozemgIsaten‘i kazdym punkcie zbudowad
niezmienniceg baze¢ wyznaczona przesz normalny wektor m¢ i cztery
wektory w hyperplaszczyinie f]f odpowiadajgce kierunkom
g¥éwnych krsywizn. Dowolny przyrost d £ P mozemy przestawid
W bazie utworzonej przez tych pigé tensordw jako funkcje 4f.
Przy czym wapétczﬁnniki.rozlostnin_salez.ty 0d niezmiennikéw
a8, 1 od niezmiennikdéw mieezanych,
Rozpatrzmy sytuacje bardziej prostg, gdy mamy dﬁbzynieniﬁ-
2z igglistg poi;crschniq piynigcia, co odpowiada warunkows Hubera-
liisesa. ¥ozZna ;tedy prezy jgé, ge o kierunku € decydujg dwa
‘wektory: a0, 1 de, MoZemy zatem napisad
/3.1./ dg" (e e 4 %;,ﬂbﬁ?‘*)n; (o doa+ g egimd

da-t, y, =y n y @t jest wektorem Stb'cmm

gdzie .-
do powierzchni piyniecia i lezgeym w plaszczy’inie okreslone]
przez n, i ds; wepSiczynniki Knn, Ktn, Knt i %tt mogg byé w

ogélnym przypadku funkejami kata obrotu /ry8.I11.1/.

./l




W szczegdlnym przypadku, gdy
» 4
dg” (lthn = 1/Knt = 0 Iotr
n.L’i%‘/ ~/Kt: Oy zymamy
o

\
h s

Ly o

<> -l"—-l'-{“ L

; P g S [ ~imeRdvelin g
(3-2) d¢ = R Be Keze e L

Kgt obrotu 3, wektora ag okredlony jest przez wzdr

e fo U Kne +/Kee Bem&
w B ‘:5 Br’: - K..H. _“ I '_ -l,"lf“.Jt.-n Jeadd

Jatem dla prawa /3.2/ przy - L = 0 mamy 2. = O,

Zwigzek /3.2/ mozemy przedstawié w nieco innej postaci, Piszgc
I e 1 —gdze.

Vigan = Vg, o Vg, cona ket = Vi, agp , e K, § %5

>
sg nowymi wspdiczynnikami, zwigzek /3.2/ przyjmie postaé
/381 d€™- - dsuim, + e ga: ;
gdzie @ jest wektorenm Jednostkcwmﬁ skierowanym wzdXuz d.
Réwnanie /3,4/ przedstawia uogélnienie teorii deformacyjnej

/2.9% / 1 vésni sig od niej tym, Ze speinia warunek cigg¥osei na

B
Jakkolwiek /3.2/ i /3.4/ sa jakoSciowo formemi réwnowaznymd, to
ilosciowe réinice miedzy nimi wystapig gdy zaXozymy, Ze K.« K,
w /3.4/ oraz Kon 1 iy w /3.2/ 88 wspbicgynnikemi staXymi,

Pewne poréwnanie nisliniowych 4 liniowych praw otrzymemy obli-
czajgc moduzy docigZenia wychodzgc z danego punktu £ na po-
wierzchni, Pray dowolnie skierowanym wektorze ds oznaczmy prsez
d€, skladowg catkowitego wektora dg skierowang wzdluz ds.

lodutem docigZenia w danym kierunku nazwiemy wielkosd Ky =d8/3¢

Otrzymamy nastepujgce wyrazenia na odwrotnodé Ka
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-~ s B

‘ / £ s %
/3.5/ 1/le:: ,“2!“,—'_‘5 :_'Kn”c{auu{-t_. T’ktt AU CO 5 0h = niol.prawo /3.2/,
‘ 74 i) -1 9
J3.87 1K = T2pt K osuH Vi<, goah, - nizl,prawo /3.4/,
_ ; A e -
I3 MWK = TEpT 1A 9 el - teoria def&m /2.7 /,
itk

o b Ve ¥y JIE R e AR
A T/ o worsmt ey oht [4) )
IS8 IR - TEhet iR = niestowarzyszone prawy

- gtov,.prswo piyn. /2.50/i

piynigedie /2,46/ prazy obrocie wektora ds w ptaszczyinie nf, ng.
Rysunek III.2 pokazuje zaleznosé moduXdédw docigzenia od kgta o

wg wzordw /3.5-3.9/ przy zalozeniu okreflonych wartosci wepdlczyn-

nikéw wzmocnienie, prezy ozym frzyjeto ze dla X = O moduly
docigzenia sg jednakowe dla wszystkich teorii. Nalezy zauwa2z Cy
2e przyjgcie we wzorze /3.5/ Knn i Kttt jako staXych jest mozliwe
Jedynie gdy 1/Ktt < 1/Knn, gdy2z w przeciwnym wypadku mod!i K
poaiadakby dwa ekstrema; jedno dla o = Q, drugi& w p;zedziale
OLiotste el przodstawion-go wykresu wynikajs jasno rdéznice
miegdzy teoriami: dla niestowarzyszonego prawa ptyniecit moduzx
dociqzenia'moze byé w pewnym Przedziale wigkszy od modulu
spreiystego, zas dla teorii deformacyjnﬁj modut docigzenia
zmienia si¢ skokowo dla x = 2 3 istotne rdinice migdzy
praweﬁ nieliniowym /3.6/ i stowarzyszonym /3.8/ wystcpuja réwniesz
w okolicy X = "2 , przy czym modut dociszenia dla /3.5/ i
/3.6/ lety pomig¢dzy wekaganiami sto-arz., prawa piyn. i teorii
deformacyjnej, Poniewaz z doéﬁiadczania ha jedno-osiowy stan
napresenie moZemy otrzymaé tylko jedng ze staXych we wgorach
/3.5/ 1 /[3.6/, drugg moéna dobra’ tak, aby otrzymad dobrs zgodnoéd
2z doswiadczeniem na docigzenie.
NaleZy zauwazydé, e nit wagystkie hipotesy wzmoecnienia dadzs
ei¢ pozgezy¢ z nieliniowymd prawami /3.5/ i /3.6/ przy zaXoseniu
stazofoi wspéiczynnikéw wemoenienia. Tak np. prey 1zoé5powym
wzgmocnieniu i prawie /3.4/, nie mamy wtedy niezmiennika nieza-
leznego od drogi obecigzenia ktdry mdziby reprezentowad funkcie

wzmocnienia, Odwrotnie, prawo /3.2/ pozwala na takg moizliwosdé,
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Niech £ = { (>, ) = 0, bedzie'warunkiem plastycznosei Hubers -

Misesa, a g = ) le® s MNamy zatem

/3.10/ Dhok S VR s - O

a po podstawieniu /3.2/ otrzymamy jeden ze wapdiczynnikdéw :
' L B e SOE  T L fok of 3@

/3.11/_ -‘3.;!,,’ i X s £ = i [?1 2q trrli\)‘* 0% oS

Prawo /3.4/ da sig¢ natomiast bez trudu poXgegyé z modelem
kinematycznym wzmocnienia, ZaZoimy, e f = £(S-o) = 0, gdzie
o jest punkteﬁ érodkowym powierzchni; niech przemieszczenie
povierzchni zachodzi dla danego stanu napr¢Zzenia wgdiuz zewne-
trznej normalnej, tgh, dxX = C n- . lamy wtedy

/3.12/ Tos 8t PRlcm o,

skad otrzymamy c = M. oS | Wopbiegynniki Ky 1 K, okreslié
mozna z préby prostego obeigzenia i proby docigzenia. W ozdlnym
przypadku, przyjety mdel wzmocnienia bedzie nakiadad pewne
warunki ograniczajace na K.‘ i Ke.

3.2, Warunek jednoznacznosei dla prawa /3.4/.

W rozdziale II nokazalismy, zZe speh:ianio warunku jednognacznose:
zapewnia speinienie pozostaiych kryteridw ograniczajgeych zwiazki
fizyczne. Dla praw nieliniowych sytuacje bedzie podobna; dla ~ -
Ztego zbadamy dokladniej kwestie Jednoznacznosci dla zwigzku /3.4,
uogdlniajgcego teorie deformacyjng przy zaiozeniu staXoici

K4 1 Koo Jpéli %, YO 4 B, 20U - to ;
BN (A8 Sl Gin R, = A YD)
k _J.sn.L“' = -13“ s - -'-I‘,_'-ei/b:g, X ks oty } ¢

Pomiimy narazie przyrosty odksztaZcesd spregystych i rozpatrzmy
transformacje d¢° = Ads,




...?‘1__

% nierdéwnodel /3,131/ wynika, %e operator AP jest dodatnio
okreslony; nie znaczy to wcale fe transformacja ta jest wypukZa,
Konieczny i wystarczajgcy warunek wypukiosci transformacii
wynika 2z nastepujqo.gb fematu,
lemat 5. Jesdld transformaoja <" - APag Jest wypukXa, to da&°
ma staly kierunek wzdius normalnej do hyperpiaszezyzny
g 1 zalezy tylko ed skzadowej <S. wgdiuz tej nérmalnoj
Rozpatrujqe warunek wypukZodei  (I15.-ds ).[e dg'y> Oy zaldizmy, e

d8,-n; 50 | dasa <O |, tea d8~o Prey stalym wektorze ds, »

przgrost dJdf Jest rdwniai staty, Viedy w wyrazenin (ﬂ&fdﬁ)‘mf
'

,= Qs dE, wektor Ads moZe przyjmowad wezystkie kierunki

wychodzgee z danege punktu i skierowane do pdéiprzestrzeni 5S¢
495A > 0. OczywiSeie Ads del ) tylko wtedy, gdy (&
pokrywa si¢ z wektorenm R, normalnym do *ff.
Zaxésmy terag, %8 J€* ma staly kierunek wzdiuz m, ale zalesy
nie tylko od ds, ale i od innych niezmiennikéw ds i n,, np. od
kqta X/ coma= &5&‘/. Wtedy zerowanie sig 93, nie -
musi pociggal za sobg zerowanie sig adg® , Rozpatrzmy sytuacjg,
gdy 195»  Jest nieskodczenie maZy wielkesScia, zad 1u€” Jest
réznicq skoriezona, Wtedy zmiana gnaku ids, /np. przez nieskoxn-
czenie maZe przesuniccie koﬁca we&tdre.ds1 przy stazym d32/ nie
zmiend zmaku ads’ g wyniku czego iloczyn - ads ade=0ds, cde’
mode byé zardwno dodatni jak i ujemny. Zatem warunek wypukZodei
transformacji nie tylko ogranicza kierunek <£” 31e¢ 1 ustsla
Jego zaleinosé tylko od niezmiennika ds.nf. Nale2y zauwazyé, ge
druga czgsé lematu 5 pokrywa sig z obserwacjq D.C. Druckera 4],

Poniewas rozpatrywallémy tylko odksztaicenie plastyczne, mozemy

stwierdzié, ze dla cial 8ztywno-plastyeznych warunek wypukXodci
gransformacji prowadzi do stowarzxszggyoh @praw piyniecia,

Inaezej bodzde dla ciaz gpr¢systo-plastyeznych, Tu dopuszczalne
bedg weszystkie podane powyzej formy praw nieliniowych, zaé warunek




s wypukXofel transformacji nalesy jedynie pewne ograniczenis na
wspélczynniki Kqy Ky /lub ogdlniej Knn, Ktn, Ent, Ktt_/la
Zbadamy obecnie prawe nieliniewe /3.4./
Rzopatrzmy dwa dowolne przyroasty dqz j Eﬂ*.
n, odpowiadajqco aktywnemm obeigzeniu, Iahtlly

d32 i ds, okreflajq dwuwymiarowg Ptassozys
ng w prgestrzeni dewiatorowej, ktéth:pgpgr

5'\"5«) 13

pesone) )

cina sie wzdut “1inii z hyperpXaszczyzng ﬂr. Foniewas wektor if
¥ nie lezy w pkaszczyinie wyznaoczonej przesz dsz i ds,, zagadnienie |

sprowvadzimy do pXaskiego przez zrzutowanie n, na 1ty p&aazoiyung

/Rys. II11.3 przedstawia sytuacje na pleszezyinie ds, 3 da1/. _

erunek jedneznac¢znosci wyrazic _moZemy nastg¢pujgeo
\‘_1/54““3“""1 )td'i'z "‘“"--1.) = -.dsz_ Q il w.\u\2 + r\zw"d" + 4(} )-—-—-

R
- :l/.fl,.id/ﬁ.( L f;g‘—*" Leado o + -“ e t\w sl tLoa%y ) =] L.““‘l "CKVJ +
“

)] ¢ (T R+ 230,

J =
i
gdzie Osm < i, Jest coéﬁuacm kyta nachylenia pZasszczyzny d32,4§4
w stosunku deo wektora oy zaé pozostae wielkoscl geomeirycane sg
pokazane na Rs, III,3, Forms kwadratowa /3.14/ bedzie dodatnio f '
okreslona jesli ;
. e == v da X0, .
/‘:.151/ (l-|"' .!\..‘ < 5 . & b . |‘1'
3 . 2l Ty s S, Cc"/l"uz_) s —“::- j“Q:ﬁJd ecerd, ) 'M,'-y\,"L‘-".l‘-U(-b)‘@’“j.l ‘m(

./3-152/ <:"R--‘--‘ o=

2 b 2m’ fw‘b(‘,u.:;(q ~'20.&r":! oy
il G X4 COR, ) Bén" (a3 ) kG & z’

"I
- Cealdl deJ - L‘kl_ L(f)aﬂq 2(“ >+ e L) (‘i’- (49)\0( ""{p))‘] ‘<O

ila cdowolnych wartodci W > %2  w przedziale /- %-,4 ‘fg-/

i dowolnego m w przedziale /0,1/. Ogranicezmy sie Jedynie do

5 16,50 ) Fisiret =i
rozpatrzenia przypadku ok i if70 ., Vitedy pilerwsza
nicrdvnedé jest zawsze spelniena, Druga niexrdwnoséé osizga zerowe’

e:stremum dla S b et e i da si¢ przy te] wartcdci kqtdw

: przedstawd ¢ nastgpujaco: : L Sl
e y ot A tm PR Lo i s gy 1A ) “3aim L‘\a“"‘a) ﬂo
/ > o s - ! - —— e gy OL T 3 i, 3 .
/ 3. 11 / SA.',“‘\ R &2 K= KiG Ko K, Ky

2 /3.16/ wynika od razu, 2e %> SO gla dowolnych wertoded « 4 m.




/3*18/ : e

— ?3-—.

Jesld
3. 217
WV ogblnym przypadku 1/K2 moZe réwniei przybleradé ujemme wartosgcl.

-
(SR e 3 i/
Ch I SBE < W0

gdyz zakzadajgc, Ze medul styczny krzywej prostego obeigzenia
Jest mniejszy od moduiu spreizystege z /3.6/ otrzymalilz’s;y niexrdvmos
YRt G50 » niewymagajqca dodatnjoded v. , Przy k. 0O,
obrét  d€” gachedsilby w praeeiwng stremg do obrotu d8; od-
powiadajgce temm ograniczeniu na ujemng wartos ¢ 1/ K, moZna
otrsymad badajae wyrazenie zawarte w nawlasie nierdwnoiei
/3.26/7
Udowodnimy jeszcze, ze gdy jeden g preyrostéwm napretenie np, ds
odpowlads o&iqﬂmnin, warunek jednoznacznesei jest automatycznie
spelniony, joéli zachodzi /3,14/ Dowolny wektor ds, dla kidrego
ds, n';<0 » Przedstawimy Jﬂ:_ﬂ- sumg dn.‘ = ds" + -:13;", gdzie da;
lezy w hyperpZasgezyinie /1 g @ -dl'." Jest wspbiliniowy z ne /rys,
I111.3/. Mamy wtedy i 4

= _JS T N
r((.lfs,,cl/_s-;_): _E..‘ L)u. Qd’) + ‘czc*i‘/‘z- ;J ?_lf = PR 26

¢ G u Lo w (3.)‘
:‘Ld&,d’sz.)-k A/-\Jol/) - ,_\_-2--‘14‘1-9;;1:.__ i

W W - Y
. T %-tM:ﬁ_L ,
= &

stgd widzimy, 2e jesii I / d’% 5 708 %o s pewnoscia
T -Gl i S0 . ' -

3.4.,0dwrécenie zwiukow /3.4 /

-

7 notacji tensorowej, prawo piyniccia /3.4./ mosemy przedstawié

nastepujgce:
1/ Tatwo jest pokagaé dla u:quuch K, %e nierdwnesei /3:15,/ 1
/3416/ =8 speinione Jesld ©O2Um2-E®% . k> L7 o Ten

warunek nalezy traktowaé jako wysiarczajqey ale niekonieczny.,

o La




\/ ‘gs{;;,. dsmn O
O P TRy ] e
) o P R 1k, s o = 5.3
8 + L]
/3.19/ de‘b = /(7 i H D—q_‘j Hz (—J.Sm ,._U_)u) ..J ’OSun )

oials B B Y s i e S
Powstaje taras ‘naturalne pytanie w jaki spoadd uzyskdd odwréautl
powyZszych ﬂﬁﬂ gdyz czeste sg one wygodniejsze ni% postaé
/3.19/ /np. przy badaniu propagacji fal/. Odwreotnych swigzkéw dn
/3.4/ bgdziemy szukaé w postaci. : ;
/3.20/ 1 ds< 2[d€ - AT de. - Bnclla  dia 4O ENYO
gdzie A 1 B nie sg ju2 staiymi, lecz funkcjami galeznymi od kagta -
obrotu ¥ /rys.ITI.1/; r jest wektorem jednostkeowym skierowanym
wzdIuz &€

Funkeje & 1 B sg w nastepujgcy spoadb zwigzane z :1 i Ky

Sl . A 26-Awny ~ 8 ; ]
) [r, ke [@CPsy - ASINE Y (26~ Awng~B) J‘ Zel> 26 A @y~
26 toqy — A dn ¥ + { 2G~Acess -3 ‘j,&x‘

~ it |

' - i 26 L
/3.21/ Ky [EC T8 — A oinB)o+ (26~ Aslas- 8) ] 20 2G 9 F ~ASE | 2G.Acer R

zdzie cny = ‘€N ,ge | W notacii tensorowej prawo /3. 20/ wyrﬁ

si¢ nastepujgco S _
Rt R of ( d.&.b
/3-22/ 4,5‘3: 2\76.{2‘:‘ - (L_ﬁl,(:t JEM) t)-.-t ) ) ) %
dzie ":34:3-—:'.. 5;';-- }'60», ’ zas’ A - ¥ }_3 33 podome Z‘Hiﬂz&n. s m: -
Jak staze H,, Hg Z K.'Kz, Viedzmy, zatem e problam edwracania
zvigzkdw nieliniowyeh jest o wiele bardziej zZozony anizeli . ‘

w przypadkwu praw liniowych.

JeDe 'Jwaoi uzupe Majqce

-

. przeprowadzonej .analizy szczegdlne] postaci prawa liniougn

W mose

/3.4/ mozna wyeisgngé ogdlniejssy warmmek: prawa nieliniowe m

i 2
A,

by’ z powodgeniem uszyte do: opisu dcformaoji plaatycznej.

Operujde wickssg iloseig dowolnych funkoji lub staﬁych, moZna

ztulowal  odrgbpne zwiszkl fizyczne dla rézmych klas mtm\”m
snych rodsa;]éw proceadw defermacji. Prawa takie speiniaé m

tym nogg wuzystkie podstawowe kryteris sforrwlowm W Rozm“

II. Jakkelwiek przedyskutowalismy tylke warunek jedneznacznes L
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