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4.6.1 Równanie Boussinesqa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.6.2 Termodynamika przep lywu Darcy’ego . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.6.3 Przep lyw elektrolitu przez porowaty piezoelektryk . . . . . . . . . . . . . 22
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1 Imiȩ i nazwisko

Ryszard Wojnar

2 Posiadane dyplomy, stopnie naukowe

mgr fizyki, dr fizyki statystycznej

3 Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu oraz d luższych pobytach naukowych

Instytut Podstawowych Problemów Techniki PAN, adiunkt w latach 1974-2005, kierownik
grantu w latach 2005-2008. w latach 1979-1980 pobyt w Institut National Polytechnique de
Grenoble. W latach dziewiȩćdzisia̧tych spȩdzi lem  la̧cznie oko lo dwu miesiȩcy w Instytucie Wy-
miany Ciep la i Masy (Akademičeskij Naučnyj Kompleks Institut Teplo- i Massoobmena Imeni
A.V. Lykova) w Mińsku Bia loruskim. Obecnie: prace zlecone w IPPT PAN.

4 Wskazanie osia̧gniȩcia wynikaja̧cego z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia 14 marca 2003r.
bȩda̧cego podstawa̧ ubiegania siȩ o stopień doktora habilitowanego

4.1 Tytu l monotematycznego cyklu oraz wykaz publikacji wchodza̧cych w jego sk lad

Osia̧gniȩciem naukowym bȩda̧cym podstawa̧ ubiegania siȩ o stopień naukowy doktora habili-
towanego jest cykl dziesiȩciu prac opublikowanych w czasopismach o zasiȩgu miȩdzynarodowym,
zwany dalej Cyklem i zatytu lowany: Fizyka matematyczna zjawisk przenoszenia w ośrodkach
jednorodnych i niejednorodnych: wymiana ciep la, masy i pȩdu

W sk lad cyklu wchodza̧ publikacje:

[H1] Kinetic equation for the dilute Boltzmann gas in an external field, Acta Physica Polonica
B 49 (5) 905–920 (2018). IF 0.998.

[H2] Random walk, Rayleigh-Kac’ scheme and diffusion equation, Reports on Mathematical
Physics 72 (3), 321–332 (2013). IF 1.042.

[H3] R. Wojnar, Thermodiffusion and nonlinear heat equation, in: Thermal nonequilibrium
phenomena in fluid mixtures, Lecture notes in physics ; Vol. 584, W. Kóhler and S.
Wiegand (Eds.), pp. 93120, Springer-Verlag, Berlin; Heidelberg; New York; Barcelona;
Hong Kong; London; Milan; Paris; Tokyo 2002.

[H4] On nonlinear heat equations and diffusion in porous media, Reports on Mathematical
Physics 44 (1), 291–300 (1999). IF 1.042.

[H5] Nonlinear heat equation and two-level diffusion, Reports on Mathematical Physics 49 (2)
415–425 (2002). IF 1.042.

[H6] Boussinesq equation for flow in an aquifer with time dependent porosity, Bulletin of the
Polish Academy of Sciences, Technical Sciences 58 (1) 165–170 (2010). IF 1.005.
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[H7] Flow of Stokesian fluid through a cellular medium and thermal effects, Bulletin of the
Polish Academy of Sciences, Technical Sciences 62 (2) 321–329 (2014). IF 1.005.

[H8] wspó lautor J. J. Telega, Flow of electrolyte through porous piezoelectric medium: ma-
croscopic equations, Comptes Rendus de l’Académie des Sciences-Series IIB-Mechanics-
Physics 328 (2) 225–230 (2002). IF 1.09.

[H9] Thermodynamics of solids with a state equation, Journal of Theoretical and Applied
Mechanics 37 (4) 809–827 (1999). IF 0.831.

[H10] Homogenization of piezoelectric solid and thermodynamics, Reports on Mathematical Phy-
sics 40 (3), 585–598 (1997). IF 1.042.

 La̧czny IF (impact factor) czasopism tego cyklu wynosi 9.097.

Podajȩ też dodatkowy wykaz publikacji w lasnych, na które powo lujȩ siȩ również w rozdziale
4.3 Wprowadzenie - t lo naukowe badań.

[HD1] On elastic moduli of a two dimensional two phase system, ZAMM-Journal of Applied Mathe-
matics and Mechanics 77 (2) S469–S472 (1997).

[HD2] wspó lautor J. Wojnar, On the Smoluchowski flow in zeta-potential, Journal of Technical Phy-
sics 47 (1) 39–46 (2006). IF 0.470.

[HD3] Homogenization in viscoelasticity and thermal effects, Reports on Mathematical Physics 33 (1–2)
283–294 (1993).

[HD4] Subdiffusion with external time modulation, Acta Physica Polonica A 114 (3) 607–611 (2008).

[HD5] Random walk, diffusion and wave equation, Acta Physica Polonica B 44 (5) 1067–1084 (2013).

[HD6] The Brownian motion in a thermal field, Acta Physica Polonica B 32 (2) 333–349 (2001).

[HD7] Nonlinear heat equation and thermodiffusion, Reports on Mathematical Physics 46 (1) 295–301
(2000).

[HD8] On a Prigogine conjecture (Sur la théorème de Prigogine), Entropie(Paris) 38 (239–240) 158–161
(2002).

[HD9] Two-level diffusion, random walk and uniqueness, Reports on Mathematical Physics 68 (1) 85–96
(2011).

[HD10] Heuristic derivation of Brinkman’s seepage equation, Technical Sciences 20 (4) 359–374 (2017).

[HD11] wspó lautor J. J. Telega Flow of conductive fluids through poroelastic media with piezoelectric
properties, Journal of Theoretical and Applied Mechanics 36 (3) 775–794 (1998).

[HD12] Distortion equation of motion in linear incompatible elastodynamics, Archives of Mechanics 51
(1) 3–13 (1999).

[HD13] Homogenization of stress equations of motion in linear elastodynamics, Journal of Theoretical
and Applied Mechanics 30 (3) 545–565 (1992).

[HD14] wspó lautor J. J. Telega, Piezoelectric effects in biological tissues, Journal of Theoretical and
Applied Mechanics 40 (3) 723–759 (2002).
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[HD15] Piezoelectric phenomena in biological tissues, in: Gianni Ciofani and Arianna Menciassi (Eds.)
Piezoelectric nanomaterials for biomedical applications, Springer, Heidelberg - New York - Do-
rdrecht - London 2012, pp. 173–185.

4.2 Dane bibliometryczne

Na mój dorobek naukowy po doktoracie sk lada siȩ: 60 publikacji w czasopismach posiadaja̧cych impact
factor i 20 rozdzia lów w wydawnictwach monograficznych. Wg bazy bibliometrycznej Web of Science
ca lkowita liczba cytowań wynosi 98, bez autocytowań 83, indeks h6, wg Google Scholar liczba cytowań
wynosi 419, h-index wynosi 10, a i10-index - 12.

4.3 Wprowadzenie - t lo naukowe badań

4.3.1 Ogólny rzut oka na dziedzinȩ badań

Już pierwszy rzut oka na otaczaja̧ca̧ nas rzeczywistość wskazuje na jej różnorodność. Nawet pojedyncze
przedmioty maja̧ skomplikowana̧ budowȩ, nie mówia̧c już o nawet najprostszych organizmach żywych.
Dziȩki różnorodności moga̧ powstawać nowe substancje. Przyk ladem może być szereg napiȩciowy
metali, zgodnie z którym metal o niższym potencjale normalnym wypiera z roztworu soli metal o
wyższym potencjale. Dziȩki temu zachodza̧ reakcje redukcji i utleniania.

W przyrodzie i w zastosowaniach praktycznych zachodza̧ procesy analizy substancyj, wy laniania
ich sk ladników, i wykorzystywania tych sk ladników dla syntezy nowych materia lów. Świat w ca lej
swej różnorodności zbudowany jest z 81 pierwiastków trwa lych i 9 naturalnych pierwiastków promie-
niotwórczych, wśród których najważniejsze sa̧ tor i uran.

W sk lad bia lek organizmów żywych wchodzi g lównie 20 aminokwasów. Aminokwasy sa̧ grupa̧
organicznych zwia̧zków chemicznych zawieraja̧cych zasadowa̧ grupȩ aminowa̧ oraz grupȩ karboksylowa̧.
Dla istnienia organizmów żywych prócz wodoru istotnych jest 6 pierwiastków, sa̧siadów w tablicy
Mendelejewa: C, N, O i Si, P, S. Azot N różni siȩ od wȩgla C i tlenu O tylko jednym protonem
w ja̧drze i jednym elektronem na pow loce, a tak różne sa̧ w lasności tych pierwiastków. Krzem Si,
fosfór P, siarka S też sa̧ różne mimo bliskości w uk ladzie okresowym. Wȩgiel i krzem sa̧ obok siebie
w tej samej kolumnie wȩglowców. Atomy wȩgla moga̧ jednak tworzyć pierścienie, a nawet p laty
grafenowe, natomiast atomy krzemu  la̧cza̧ siȩ z soba̧ poprzez atomy tlenu. Z 20 aminokwasów 19 jest
lewoskrȩtnych. Znane sa̧ dwie odmiany kwarcu: lewo- i prawoskrȩtna.

Różne miejsca tej samej substancji moga̧ siȩ różnić od siebie swoim stanem, np. temperatura̧,
skutkiem czego jest możliwy przep lyw ciep la, albo císnieniem. We wzorze barometrycznym, [1],

p(h) = p0 exp

(
− gmh
kBT

)
(1)

wystȩpuje zastȩpcza masa cza̧steczki powietrza m obliczona jako średnia arytmetyczna z zawartości
w powietrzu azotu (78%), tlenu (21%) i argonu (1%): (28 · 78 + 32 · 21 + 40 · 1)% g/mol=28,96 g/mol,
co po podzieleniu przez sta la̧ Avogadra NAv = 6, 022 · 1023/mol daje m = 4, 81 · 10−23g. Symbol g
oznacza przyspieszenie ziemskie, h to wysokość wzglȩdem poziomu odniesienia, kB = 1.380 · 10−23J/K
jest sta la̧ Boltzmanna, T - temperatura̧ bezwzglȩdna̧ w kelwinach.

Cza̧stki zawiesiny zachowuja̧ siȩ jak cza̧steczki gazu i w sta lej temperaturze podlegaja̧ wzorowi (1).
W innej skali wykorzysta l to Jean Perrin do wyznaczenia liczby kB, a przez to i liczby Avogadra, [2].
Wysokości h wystȩpuja̧ce w doświadczeniu Perrina zawiera ly siȩ miȩdzy 5 µm a 100µm, a zawiesina
sk lada la siȩ z ziarenek gumiguty o masie 1, 25 · 10−12g. Dla porównania masa atomu wodoru wynosi
1, 68 · 10−24g, a masa koronawirusa 7 · 10−18g.
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Jeśli mamy p lytȩ kwadratowa̧ podzielona̧ na dwie równe czȩści prostoka̧tne, z których jedna ma
oporność ρ1, a druga oporność ρ2, to dla pra̧du elektrycznego p lyna̧cego prostopadle do linii podzia lu
oporność zastȩpcza wynosi ρ⊥ = (ρ1+ρ2), a p lyna̧cego wzd luż linii podzia lu oporność zastȩpcza wynosi
ρ‖ = 2ρ1 ρ2/(ρ1 + ρ2). W pierwszym wypadku mamy średnia̧ arytmetyczna̧, w drugim - harmoniczna̧.
Ośrodek jest wiȩc anizotropowy ze wzglȩdu na przep lyw pra̧du.

Jeśli jednak w p lycie rozmieścić sk ladniki o opornościach ρ1 i ρ2 na przemian, jak na szachownicy, to
oporność zastȩpcza wynosi jak to pokazali niezależnie od siebie Joseph B. Keller i Aleksandr M. Dykhne
ρszach =

√
ρ1 ρ2, czyli jest średnia̧ geometryczna̧, [4, 5]. Wynik otrzymuje siȩ dziȩki spostrzeżeniu

o możliwości dwoistego opisu pra̧dów w takim uk ladzie. Podobny wzór zachodzi dla szachownicy
zbudowanej z dwu rodzajów kwadratów sprȩżystych, [HD1], [6].

James Clerk Maxwell rozpatrzy l inne zagadnienie homogenizacyjne, [3]. Kulki w liczbie n o
promieniu a1 i oporności ρ1 sa̧ rozrzucone losowo w kuli o promieniu a2 i oporności ρ2. Oporność
zastȩpcza takiego uk ladu dana jest wzorem

ρeff =
2ρ1 + ρ2 + p(ρ1 − ρ2)

2ρ1 + ρ2 − 2p(ρ1 − ρ2)
ρ2 przy tym p = n

a3
1

a3
2

Promienie kulek powinny być ma le w porównaniu z odleg lościa̧ miȩdzy nimi tak, żeby stȩżenie wtra̧ceń
by lo ma le. Ze wzglȩdu na ma lość p można wzór Maxwella zlinearyzować otrzymuja̧c

ρeff =

(
1 + 3p

ρ1 − ρ2

2ρ1 + ρ2

)
ρ2

Poprawki wyższego rzȩdu można znajduja̧ siȩ w pracach szko ly Vladimira Mityusheva, np. [7].
Izaak Newton opisa l w Ksiȩdze I Principiów stworzona̧ przez siebie mechanikȩ ruchu cia l bez

tarcia. Ksiȩgȩ II swego opus magnum poświȩci l dynamice cia l z uwzglȩdnieniem tarcia. W rozdziale
VII tej Ksiȩgi podany jest model p lynu jako uk ladu zderzaja̧cych siȩ cza̧stek, których ruch spe lnia
równania mechaniki. Gdy czyta siȩ tȩ Ksiȩgȩ wydaje siȩ, że Autor napisze zaraz, że średnia energia
kinetyczna takiej cza̧stki jest proporcjonalna do temperatury. Na to jednak trzeba by lo czekać niemal
dwa wieki, do prac Maxwella i Boltzmanna. W czasach Newtona pojȩcia ciep la i temperatury nie by ly
jeszcze dobrze rozróżniane. Tym niemniej, Newton w roku 1701 poda l prawo stygniȩcia cia l, dyskretny
analog prawa Fouriera: szybkość utraty ciep la jest proporcjonalna do różnicy miȩdzy temperatura̧ cia la
a temperatura̧ otoczenia, przy za lożeniu, że różnica ta nie jest zbyt duża, [8, 9].

Newton przeprowadzi l liczne doświadczenia nad zjawiskami cieplnymi, ustali l prawo przep lywu
ciep la, ale nie poda l zwia̧zku ciep la z mechanika̧. Budowa pomostu miȩdzy mechanika̧ a nauka̧ o
cieple zajȩ la nastȩpne stulecia, [10]-[13].

W tym przej́sciowym okresie uważano ciep lo za rodzaj nieważkiego p lynu, zwanego cieplikiem (fr.
calorique, ang. caloric). Jedna̧ z wersji teorii cieplika poda l Antoni Lavoisier, [14]. Cieplik mia l
przep lywać od cia l cieplejszych do bardziej ch lodnych, a jego ilość na świecie mia la być zachowana.
Nawet dzisiaj, gdy z zasady odrzuca siȩ teoriȩ cieplika, w celach pogla̧dowych mówi siȩ o strumieniu
ciep la, choćby przy wywodzie równania Laplace’a dla opisu przestrzennego rozk ladu temperatury.

Nawet jeśli przyja̧ć pogla̧d Immanuela Kanta, że rzeczy same w sobie sa̧ niepoznawalne, to znaczy,
że rzeczywistość sama w sobie jest zakryta przed ludzkim rozumem, to jednak jak zwraca uwagȩ Józef
Fourier zjawiska fizyczne podlegaja̧ prostym i sta lym prawom, które można odkryć przez obserwacjȩ,
i których badanie jest przedmiotem filozofii przyrody. Ida̧c dalej za Fourierem widzimy, że ciep lo,
podobnie jak grawitacja przenika ca la̧ materiȩ wszechświata, i zbadanie wniosków sta̧d p lyna̧cych
jest jednym z najważniejszych zadań fizyki, [15]. Podobna̧ opiniȩ o nauce o cieple wyrazi l w swej
autobiografii Albert Einstein, gdy pisa l, że ”teoria jest tym bardziej przekonywuja̧ca, im prostsze sa̧
jej przes lanki i im obejmuje szerszy zakres zjawisk. Termodynamika jest jedyna̧ teoria̧ o powszechnej
stosowalności i o niepodważalnej podstawie.”, [16], również [17].
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W nauce o cieple i pracy wystȩpuja̧ dwie istotne zmienne stanu: energia i entropia. Sa̧ jak ksiȩgowy
i dyrektor, napisa l Robert Emden w analogii do dzia lania przedsiȩbiorstwa, [18]. Termodynamika nie
tylko t lumaczy zjawiska przyrody, ale jest narzȩdziem pracy inżynierii cieplnej, [19]. Zwróci l na to
uwagȩ już Sadi Carnot, [20]. W mechanice klasycznej zachowanie siȩ uk ladu punktów materialnych
opisywane jest przez uk lad różniczkowych równań ruchu. Równania ruchu opisuja̧ zachowanie siȩ
uk ladu fizycznego jako uk ladu funkcji matematycznych wyrażonych przez zmienne dynamiczne. Po-
dej́scie oparte o mechanikȩ, znane jako fizyka statystyczna, konkurencyjne do termodynamicznego jest
to dzie lo takich uczonych jak James Clerk Maxwell, Ludwig Boltzmann, Josiah Willard Gibbs, [21]-
[25]. W tym ujȩciu obok mechaniki klasycznej podstawowa̧ rolȩ pe lni rachunek prawdopodobieństwa.

Niektóre energetyczne poziomy atomowe sa̧ metastabilne. Przej́scia miȩdzy stanami metastabil-
nymi nie sa̧ niemożliwe, lecz tylko ma lo prawdopodobne, i ostatecznie moga̧ zaj́sć przej́scia elektronów
do stanu o niższej energii. Roman S. Ingarden w r. 1963 wprowadzi l pojȩcie temperatur wyższego
rzȩdu, [26, 27]. Wytworzenie inwersji obsadzeń poziomów atomowych jest konieczne do dzia lania la-
serów, [28]-[30]. Dwutemperaturowe uk lady znajduja̧ szerokie zastosowania, porównaj rozdzia l 4.5.3.

Zdarzenia przyrodnicze, takie jak trzȩsienia ziemi, wybuchy wulkanów, zjawiska meteorologiczne
maja̧ za swoja̧ przyczynȩ źród la ciep la, pochodza̧ce z wnȩtrza Ziemi lub od promieniowania s lonecznego.
A wiȩc ruch mas zwia̧zany jest z pojawieniem siȩ źróde l ciep la.

Z powia̧zania pól cieplnych i grawitacyjnych wynika ewolucja gwiazd, w tym i S lońca. Gora̧ca
korona s loneczna stale rozprasza siȩ w przestrzeni, tworza̧c wiatr s loneczny, strumień na ladowanych
cza̧stek, który rozcia̧ga siȩ do heliopauzy odleg lej oko lo 100 jednostek astronomicznych.

Ja̧dro S lońca, które rozcia̧ga siȩ od środka do oko lo 20–25% promienia s lonecznego wytwarza
energiȩ cieplna̧ poprzez syntezȩ ja̧drowa̧. Promieniowanie gamma powsta le w reakcji syntezy jest
poch laniane po przebyciu zaledwie kilku milimetrów plazmy s lonecznej, a nastȩpnie ponownie emi-
towane w kierunku losowym i z nieco mniejsza̧ energia̧. Mamy wiȩc do czynienia z dyfuzja̧ fotonów.
Skutkiem tego dotarcie promieniowania do powierzchni S lońca jest d lugotrwa le. Oszacowania mieszcza̧
siȩ w zakresie od 10 000 do 170 000 lat, [31]-[35].

Naturalne reaktory ja̧drowe moga̧ być źród lem energii cieplnej wewna̧trz Ziemi. Znane sa̧ dwa z loża
uranu, w których potwierdzono wysta̧pienie spontanicznych procesów rozszczepienia uranu, czyli ist-
nienie naturalnych reaktorów ja̧drowych: w Oklo i Bangombé w Gabonie. Można uważać, że podobne
georeaktory wystȩpuja̧ we wnȩtrzu Ziemi. Si ly grawitacji wspomagaja̧ dyfuzjȩ i prowadza̧ do groma-
dzenia siȩ ciȩżkich pierwiastków radioaktywnych, które po osia̧gniȩciu masy krytycznej zmieniaja̧ siȩ
w naturalne reaktory ja̧drowe, [36].

W skali zjawisk biologicznych procesy życiowe, na poziomie komórki i organizmu zależa̧ istotnie od
temperatury, [37]. Harry H. Pennes sformu lowa l zasadȩ zachowania energii cieplnej w tkance przez
która̧ przep lywa krew

ρC
∂T

∂t
= κ∆T + hm + hb

Tutaj ρ i C odnosza̧ siȩ do tkanki, κ jest wspó lczynnikiem przewodnictwa cieplnego tkanki, hm jest
szybkocia̧ wytwarzania ciep la przez procesy metaboliczne w jednostce objȩtości tkanki, zaś hb oznacza
szybkość wymiany ciep la miȩdzy krwia̧ i tkanka̧

hb = vρbCb(1− αeq)(Ta − T )

przy czym v jest szybkościa̧ przep lywu przez jednostkȩ objȩtości tkanki, ρb jest gȩstościa̧ krwi, Cb
jest ciep lem w laściwym krwi, αeq jest czynnikiem, który opisuje niezupe lna̧ równowagȩ cieplna̧ miȩdzy
krwia̧ i tkanka̧, 0 ≤ αeq ≤ 1, wielkość Ta jest temperatura̧ krwi tȩtniczej, a T jest miejscowa̧ tempe-
ratura̧ tkanki. Równanie Pennesa by lo wykorzystywane przez licznych autorów, [38]-[40].

W ramach wprowadzenia do tematu moich badań naukowych w dalszym cia̧gu niniejszego rozdzia lu
4.3 zostana̧ przedstawione podstawowe pojȩcia fizyczne i metody matematyczne stosowane w cyklu
monotematycznym zawieraja̧cym prace [H1]–[H10].
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W rozdziale 4.4 zajmujemy siȩ zjawiskiem dyfuzji w sta lej temperaturze, a w rozdziale 4.5 zjawi-
skiem dyfuzji powia̧zanej z przep lywem ciep la czyli termodyfuzji oraz zjawiskem dyfuzji dwupoziomo-
wej. Rozdzia l 4.6 omawia zjawiska sa̧czenia p lynu, w tym również i elektrolitu przez ośrodki porowate,
a rozdzia l 4.7 poświȩcony jest termosprȩżystości i piezotermosprȩżystości,

4.3.2 Fizyczne podstawy badań

1) Równanie cia̧g lości
Równanie cia̧g lości wyraża zasadȩ zachowania pewnej wielkości. W hydrodynamice jest to zasada

zachowania masy. Jeśli gȩstość cieczy jest ρ = ρ(x, t), i jeśli wprowadzimy gȩstość strumienia cieczy
j = ρv, to równanie cia̧g lości ma postać

∂ρ

∂t
+∇j = 0

Powyżej v = v(x, t) oznacza prȩdkość cieczy w punkcie x w chwili t, [41]. Podobne prawa zachowania
wprowadza siȩ dla innych wielkości, ciep la,  ladunku, [42, 43].

W przypadku dyfuzji Ficka, porównaj rozdzia ly 4.4 i 4.5,

j = −D∇ρ

co po wstawieniu do równania cia̧g lości daje

∂ρ

∂t
= D∆ρ

Tutaj D - to wspó lczynnik dyfuzji. Rozwia̧zaniem ostatniego równania przy warunku pocza̧tkowym

ρ(x, t = 0) = δ(x)

jest

ρ(x, t) =
1

8(πDt)3/2
e−

x2

4Dt

Zgodnie z tym rozwia̧zaniem stȩżenie substancji rozchodzi siȩ natychmiastowo po ca lej przestrzeni dla
każdego czasu t > 0, co wskazuje na to, że zwia̧zek j = ρv jest s luszny dla dostatecznie dużych czasów,
ale nie dla czasów bardzo krótkich - porównywalnych z czasem zderzenia cza̧stek.

2) Zasady termodynamiki
Pierwsza zasada podaje bilans energetyczny uk ladu przed i po jakimkolwiek procesie

dU = dQ+ dL

przy czym dU jest zmiana̧ energii wewnȩtrznej uk ladu, dQ jest ciep lem pobranym, zaś dL - praca̧
wykonana̧ na uk ladzie. Druga zasada zajmuje siȩ kierunkiem procesu i twierdzi, że procesy naturalne
biegna̧ tylko w jednym kierunku i sa̧ nieodwracalne.

Wyrażenie różniczkowe dla ciep la dQ pobranego w sposób odwracalny przez termicznie jednorodny
uk lad jest ca lkowalne. Wśród możliwych mianowników ca lkuja̧cych jeden oznaczany przez T jest
uniwersalna̧ funkcja̧ temperatury empirycznej, nie zależna̧ ani od reszty parametrów stanu, ani od
indywidualnych w lasności cia l. Równanie

dQ

T
= dS

określa funkcjȩ stanu S zwana̧ entropia̧, [23].
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W procesach zachodza̧cych w uk ladzie adiabatycznie os loniȩtym entropia jest funkcja̧ niemaleja̧ca̧

Skonc ≥ Spocz

Znak równości odnosi siȩ tylko do procesów odwracalnych, [23]. W procesie naturalnym uk lad nie
jest w stanie równowagi. Dlatego w ogólności nie potrafimy opisać takiego uk ladu. Można jednak
ocenić skutki procesu, jeśli stan pocza̧tkowy i końcowy sa̧ stanami równowagi, [44].

Jeśli Γ jest liczba̧ mikrostanów, to przy podstawowym dla fizyki statystycznej za lożeniu, że prawdo-
podobieństwo każdego mikrostanu jest takie samo i wynosi pi = 1/Γ, entropiȩ uk ladu określamy jako

S = −
∑
i

pi ln pi

Tak określona entropia spe lnia zwia̧zki matematyczne znane z termodynamiki fenomenologicznej, [25].
To samo za lożenie prowadzi do rozk ladu Gibbsa

p(i) =
1

Z
e−βEi przy tym Z =

∑
i

e−βEi oraz β =
1

T

dla uk ladu należa̧cego do zespo lu kanonicznego Gibbsa [25].

4.3.3 Funkcja rozk ladu prawdopodobieństwa

Prawdopodobieństwo, że zmienna losowa z przyjmie jaka̧ś wartość w przedziale miȩdzy x1 a x2 jest

P (x1 < z < x2) =

∫ x2

x1
p(x) dx

Jeśli podstawimy x1 = x0 − 1
2∆x i x2 = x0 + 1

2∆x, przy czym ∆x jest wielkościa̧ ma la̧ i skorzystamy
z rozwiniȩcia w szereg Taylora znajdziemy

P

(
x0 −

1

2
∆x < z < x0 +

1

2
∆x

)
= p(x0) +O[(∆x)2]

Zgodnie z tym wzorem należy interpretować zwrot ”prawdopodobieństwo, że wartość z leży miȩdzy x
a x+ dx wynosi p(x)dx ”, [25].

W przybliżeniu mechaniki klasycznej, dla p lynu prostego za określenie mikrostanu uważamy po-
danie wszystkich 3N sk ladowych po lożeń r1, r2, · · · , rN i 3N sk ladowych prȩdkości v1,v2, · · · ,vN .
Konfiguracjȩ przestrzenna̧ uk ladu podaje uk lad N po lożeń, r1, r2, · · · , rN , i gȩstość prawdopodo-
bieństwa znalezienia określonej konfiguracji jest pN (r1, r2, · · · , rN ) dr1 dr2 · · · drN . W szczególności
p1(r1) dr1 = p1(x1, y1, z1) dx1dy1dz1 oznacza prawdopodobieństwo, że cza̧stka nr 1 znajduje siȩ w
sześcianie o bokach dx1, dy1, dz1 zbudowanym wokó l punktu r1

Równanie Liouville’a
spe lniane przez N -cza̧stkowa̧ funkcjȩ rozk ladu fN = fN (r1, r2, · · · , rN ,v1,v2, · · · ,vN ) jest postaci

∂fN
∂t

= −KNfN (2)

przy czym

KN =
N∑
i=1

vi
∂

∂ri
−
∑
i<j

∂uij
∂ri

(
1

mi

∂

∂vi
− 1

mj

∂

∂vj

)
(3)

zaś mi to masa cza̧stki nr i, zaś uij oznacza potencja l oddzia lywania cza̧stki nr i z cza̧stka̧ nr j.
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Entropia uk ladu opisywanego równaniem Liouville’a nie ulega zmianie. Rzeczywíscie, jeśli wpro-
wadzić entropiȩ Shannona, [45, 46],

s = −fN ln fN (4)

widać, że
∂

∂t
S =

∂

∂t

∫
drN

∫
dvNs = 0

Wystarczy skorzystać z równania Liouville’a, ca lkowania przez czȩści i z za lożenia znikania funkcji fN
dla nieskończonych ri,vi, i = 1, 2, · · · , N .

Teoria liniowej odpowiedzi zosta la podana przez Ryogo Kubo, [10]. Zamiast równania Liouville’a
(2) napiszmy

∂fN
∂t

= −KNfN + g(t) (5)

gdzie g(t) jest pewna̧ funkcja̧ czasu - źród lem. Wtedy rozwia̧zanie r-nia (5) może być zapisane w
postaci

fN (t) = e−KN tf(0) +

∫ t

0
dτ e−KN τg(t− τ) = e−KN tfN (0) +

∫ t

0
dτ e−KN (t−τ)g(τ) (6)

Przypuśćmy teraz, że zamiast r-nia (5) mamy równanie

∂fN
∂t

= −(KN +K ′N )fN przy czym K ′N =
N∑
i=1

∂U(ri)

∂ri

1

mi

∂

∂vi
(7)

Tu U(ri) jest potencja lem zewnȩtrznym (elektrycznym, grawitacyjnym) dzia laja̧cym na cza̧stkȩ nr i.
Przyjmujemy, że operator K ′N stanowi niewielkie zaburzenie operatora KN .

W analogii do (6) zapisujemy pierwsze przybliżenie rozwia̧zania r-nia (7) w postaci

f
(1)
N (t) = e−KN tf(0) +

∫ t

0
dτ e−KN τK ′Ne−KN (t−τ)f(0) (8)

przy tym

fN (0) = ϕ(v1)ϕ(v2) · · ·ϕ(vN )
e−βU

Q
oraz Q =

∫
e−βUdrN (9)

jest rozk ladem równowagowym. W warunkach ustalonych e−KN tf(0) = f(0) i wyrażenie (8) przyjmuje
postać

f
(1)
N (t) = fN (0) +

∫ t

0
dτ e−KN τK ′NfN (0) (10)

Przypuśćmy, że pra̧d j jest nośnikiem jakiej́s wielkości,  ladunku elektrycznego, masy,

j =
N∑
i=1

αivi (11)

i że gradient potencja lu zewnȩtrznego jest

∂U(ri)

∂ri
= −αiE (12)

Tutaj αi oznacza wielkość fizyczna̧, np.  ladunek elektryczny (αi = zie), masȩ (αi = mi) przenoszona̧
przez cza̧stkȩ o numerze i, zaś E to natȩżenie odpowiedniego pola zewnȩtrznego. Pra̧d ca lkowity

J(t) =

∫
drN

∫
dvNj f

(1)
N (t) =

∫ t

0
dτ

∫
drN

∫
dvNj e−KN τK ′NfN (0)
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Uwzglȩdniono tu fakt, że ze wzglȩdu na nieparzystość j w vi, ca lka
∫

dvN j fN (0) = 0. Zbieraja̧c r-nia
(7), (11) i (12) dostajemy

J = βE

∫ t

0
dτ

∫
drN

∫
dvNj(0)j(τ)

Sta̧d, w przypadku pra̧du elektrycznego przewodnictwo wynosi

σ = β

∫ ∞
0

dτ

∫
drN

∫
dvNj(0)j(τ)

Ponieważ interesuje nas sytuacja równowagowa, z ca lkowaniem po czasie przeszlísmy do nieskończoności.
Wynik nie zależy od rodzaju w lasności fizycznej αi przenoszonej przez cza̧stkȩ nr i.

4.3.4 Termodynamika procesów nierównowagowych

Lars Onsager po loży l podwaliny pod termodynamikȩ procesów nieodwracalnych, [48, 49]. Istotȩ teorii
Onsagera można znaleźć w podrȩczniku Landaua i Lifszica [41].

Rozpatrzmy jakís uk lad zamkniȩty. Niech x1, x2, ... bȩda̧ pewnymi wielkościami opisuja̧cymi stan
uk ladu. W równowadze statystycznej entropia S ca lego uk ladu powinna osia̧gać maksimum, to znaczy
powinno być

Xi = 0 dla i = 1, 2, ...

przy czym

Xi = − ∂S
∂xi

W stanie bliskim równowagi wszystkie wielkości xi różnia̧ siȩ ma lo od ich wartości w stanie równowagi.
Przy tym wielkości Xi sa̧ ma le. W uk ladzie zachodza̧ procesy prowadza̧ce do równowagi, a wielkości
xi sa̧ funkcjami czasu. Prȩdkość zmian z dok ladnościa̧ do wyrazów rzȩdu pierwszego dana jest wzorem

ẋi =
∑
k

γikXk

Wielkości γik zwane wspó lczynnikami kinetycznymi sa̧ symetryczne wzglȩdem indeksów

γik = γki

Prȩdkość zmian entropii wynosi
Ṡ = −

∑
i

Xi ẋi

W charakterze wielkości ẋi moga̧ wystȩpować np. strumienie ciep la q albo masy j.
Oliver Penrose i Paul C. Fife rozwinȩli fenomenologiczna̧ teoriȩ kinetyczna̧, w której temperatura

zmienia siȩ w przestrzeni i w czasie. W takim wypadku powinno siȩ specjalnie zadbać o to, by
pierwsze i drugie prawo termodynamiki by lo zachowane. Penrose i Fife nazwali to ża̧danie zachowaniem
konzystencji termodynamicznej, [50].

4.3.5 Metody matematyczne

1) Metoda operatorów rzutowych
Metoda operatorów rzutowych jest stosowana przede wszystkim w mechanice statystycznej.
Metoda dzia la w przestrzeni liniowej funkcji w przestrzeni fazowej i rzutuje na liniowa̧ podprze-

strzeń wybranej funkcji z przestrzeni fazowej. Odkry l metodȩ Sadao Nakajima, do chemii fizycznej
wprowadzi l Robert Zwanzig, [51, 52].
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Zapisujemy równanie Liouville’a (2) skrótowo w postaci

∂f

∂t
= Kf

Wprowadzamy operator rzutowy P i operator Q = 1− P tak, że

P +Q = 1

Piszemy

∂

∂t
Pf = PKPf + PKQf

∂

∂t
Qf = QKQf +QKPf

(13)

Z ostatniego równania

Qf = eQKtQf(t = 0) +

∫ t

0
dt′eQKt

′
QKPf(t− t′)

co po wstawieniu do pierwszego daje

∂

∂t
Pf = PKPf + PKeQKtQf(t = 0) + PK

∫ t

0
dt′eQKt

′
QKPf(t− t′)

Jeśli w chwili pocza̧tkowej

Pf(t = 0) = f(t = 0) wtedy Qf(t = 0) = 0

i drugi cz lon po prawej stronie znika. Oznaczmy przez fP funkcjȩ powsta la̧ ze zrzutowania fP ≡ Pf .
Wtedy otrzymujemy równanie kinetyczne

∂fP

∂t
= PKfP +

∫ t

0
dt′ G(t′)fP(t− t′)

przy czym wyraz
G(t) ≡ PL eQKtQKP

jest operatorem zderzeń. Metoda operatorów rzutowych ma liczne zastosowania w fizyce, [53]-[57].

2) Homogenizacja
Homogenizacja wykorzystuje ideȩ rozszerzenia obszaru homogenizowanego cia la w taki sposób, aby

rozwia̧zanie byo przedstawione przez rozwiniȩcie wokó l ma lego parametru. W kontekście ogólnych
równań fizyki matematycznej ideȩ tȩ zaproponowa l Guido Sandri w latach sześćdziesia̧tych XX wieku,
[58]. Jednak wcześniej inne procedury homogenizacyjne oparte o uśrednianie stosowa l Hendrik An-
toon Lorentz do dielektryków i ośrodków magnetycznych, [59, 60] oraz Paul Karl Ludwig Drude do
przewodników, [61, 62], porównaj [63]-[65].

Jedna̧ ze stosowanych szeroko metod matematycznych do opisu zastȩpczych w lasności cia l niejed-
norodnych jest metoda dwuskalowej homogenizacji asymptotycznej opisana w monografiach, których
autorami sa̧ A. Bensoussans, J. Lions and G. Papanicolaou, [66], E. Sanchez-Palencia [67], N. Bakhva-
lov and G. Panasenko [68] i V. Jikov et al., [69].

Metody homogenizacji ośrodków termosprȩżystych zosta ly omówione w rozdziale tomu ”Thermal
Stresses”, [70].
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Niech Ω ⊂ IRn, n = 2 or 3, bȩdzie pewnym obszarem regularnym, a Γ = ∂Ω bȩdzie granica̧ tego
obszaru. Wprowadzamy parametr

ε = l/L,

przy czym l jest typowa̧ d lugościa̧ mikrostruktury, zaś L jest typowa̧ d lugościa̧ obszaru Ω.
Zgodnie z asymptotyczna̧ metoda̧ dwuskalowa̧ zamiast jednej zmiennej przestrzennej x, wprowa-

dzamy dwie zmienne, makroskopowa̧ x and mikroskopowa̧ y, przy czym y = x/ε, a zamiast funkcji
f(x) rozważamy funkcjȩ f(x, y).

W konsekwencji, zamiast przestrzeni Ω rozważamy przestrzeń Ω × Y , przy czym Y jest komórka̧
elementarna̧ mikrookresowości. Zgodnie ze wzorem na pochodna̧ zupe lna̧

∂f(x, y)

∂x
=⇒ ∂f(x, y)

∂x
+

1

ε

∂f(x, y)

∂y
przy czym y =

x

ε

Stosuja̧c metodȩ dwuskalowych rozwiniȩć asymptotycznych piszemy

f ε = f ε(x) = f (0)(x, y) + ε1 f (1)(x, y) + ε2f (2)(x, y) + · · ·

przy czym zak ladamy, że funkcje f (i)(x, y), i = 0, 1, 2, · · · sa̧ Y - okresowe. Wskaźnik górny ε oznacza
mikrookresowość odpowiednich wielkości. Zak lada siȩ milcza̧co, że wszystkie pochodne wystȩpuja̧ce w
homogenizacji asymptotycznej sa̧ określone. Efekt niejednorodności mikrostrukturalnej opisany jest
przez funkcje okresowe, tzw. funkcje lokalne na komórce.

Przyk lad: Przep lyw elektrolitu wg Smoluchowskiego w potencjale dzeta
W pracy [HD2] metodȩ rozwiniȩć dwuskalowych zastosowano do analizy ustalonego nieścísliwego

przep lywu elektrolitu w polu elektrycznym. Odzyskano w ten sposób formu lȩ Smoluchowskiego do-
tycza̧ca̧ potencja lu dzeta podwójnej warstwy elektrycznej (ang. electric double layer - EDL) i obser-
wacji, że císnienie nie jest sta le wzd luż g lȩbokości EDL, [71]. Wyprowadzono też analogiczna̧ formu lȩ
dla przep lywów ścísliwych.

Rozważmy ciecz-elektrolit w zbiorniku. Na granicy uk ladu ciecz-́scianka zbiornika powstaje war-
stwa EDL o ma lej grubości. Gdy ciecz jest w spoczynku, potencja l elektryczny Ψ wytwarzany przez
EDL ma wewna̧trz cieczy sta la̧ wartość ΨL, zaś wewna̧trz warstwy wartość ΨS . Wartość potencja lu
zmienia siȩ gwa ltownie w kierunku n prostopad lym do ścianki, i pozostaje sta la w kierunku t stycznym
do ścianki. Zgodnie z twierdzeniem Gaussa  ladunek elektryczny ρε w cieczy dany jest wzorem

ρε = −∇ · (ε ε0∇Ψ)

przy czym ε i ε0 sa̧ przenikalnościami elektrycznymi odpowiednio cieczy i próżni. Gdy pojawi siȩ
potencja l zewnȩtrzny Φ, ca lkowity potencja l elektryczny U staje siȩ suma̧ dwu sk ladników, U = Φ+Ψ.
Si la dzia laja̧ca na elektrolit jest F = −ρε∇Φ. Dla powolnych przep lywów równanie hydrodynamiki
jest postaci ∇p = ∇σ′ − ρε∇Φ, przy czym p jest císnieniem, a σ′ tensorem naprȩżenia o sk ladowych

σ′ij = η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
+ η′

∂vk
∂xk

δij

przy czym v jest prȩdkościa̧ cieczy, a η i η′ lepkościami, porównaj [41]. Po wstawieniu ostatniego
zwia̧zku do równania hydrodynamiki mamy

∂p

∂xi
=

∂

∂xj

[
η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
+ η′

∂vk
∂xk

δij
]
− ρε∇Φ
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Dla przep lywów nieścísliwych, po rozwiniȩciu nieznanych pól: císnienia p, prȩdkości v i potencja lu Φ
w szeregi wg ma lego parametru i zastosowaniu opisanej wyżej analizy asymptotycznej dostajemy

∂2

∂y3∂y3

(
η v

(0)
i + ε ε0Ψ(0)∂Ψ(0)

∂xi

)
= 0

Po sca lkowaniu na komórce przy warunkach brzegowych: v
(0)
i = 0, Ψ(0) = ΨS , dla y3 = 0, v

(0)
i =

vi Ψ(0) = ΨL dla y3 = δ/ε otrzymujemy prawo Smoluchowskiego

v = − 1

η
ε ε0 ζE (14)

przy czym ζ = Ψs−ΨL, zaś E = −∇Φ. Podobna analiza dla cieczy ścísliwych prowadzi do uogólnienia
równania Smoluchowskiego dla cieczy ścísliwych.

Widać, że metoda homogenizacji pozwala wyprowadzić nowe prawo fizyczne. Innego przyk ladu
dostarcza homogenizacja asymptotyczna niejednorodnego w sposób mikrookresowy ośrodka lepkoter-
mosprȩżystego, [HD3]. W wyniku homogenizacji otrzymujemy w tym wypadku zamiast zwia̧zków
lokalnych zwia̧zki ze splotem czasowym.

4.4 Dyfuzja

Dyfuzja̧ nazywa siȩ zmiana stȩżenia substancji w czasie wskutek niejednorodności w lasnego stȩżenia.
Jest to zjawisko makroskopowe, wyjaśniane na poziomie mikroskopowym, które pe lni ważna̧ rolȩ w
różnych procesach przyrodniczych, w szczególności w procesach biologicznych, chemicznych i technicz-
nych. Poszukiwanie opisu i wyjaśnienia dyfuzji siȩga czasu powstania praw dyfuzji Ficka. Mianowicie,
Adolf Fick zauważy l analogiȩ miȩdzy przep lywem ciep la a dyfuzja̧, [72, 73].

Badanie zjawisk dyfuzji i innych procesów wyrównywania zwia̧zane jest z poznaniem dynamicznej
struktury ośrodka. Badania struktury oparte sa̧ przede wszystkim na interpretacji zjawisk rozprasza-
nia, rozpraszania wolnych neutronów i promieniowania elektromgnetycznego, z tym, że badania neu-
tronowe podaja̧ dynamikȩ samych ja̧der atomowych i unikaja̧ wp lywu pow lok elektronowych atomów.
Funkcje Van Hovego, Gs(r, t) i Gd(r, t) zawieraja̧ pe lna̧ informacjȩ o dynamice uk ladu.

4.4.1 Równanie kinetyczne dyfuzji wyróżnionej cza̧stki

W pracy [H1] podano opis dyfuzji cza̧stki wyróżnionej (nr 1) w polu si l zewnȩtrznych otrzymany me-
toda̧ operatora rzutowego, co prowadzi od równania Liouville’a do do równania ze splotem czasowym
na transformatȩ Fouriera jednocza̧stkowej funkcji rozk ladu f(k1,v1, t).

Ewolucja N -cza̧stkowego uk ladu opisana jest przez równanie Liouville’a (1) dla funkcji rozk ladu
gȩstości prawdopodobieństwa fN (r1, r2, . . . , rN ,p1,p2, . . . ,pN , t) w 6N -wymiarowej przestrzeni fazo-
wej. Stosuja̧c operator przesuniȩcia Koopmana (ang. Koopman’s shift operator) mamy

FN (t) = e− tKN FN (0) (15)

Określamy funkcjȩ

FN (0) = eik1r1 f0
N (16)

i transformatȩ Fouriera jednocza̧stkowej funkcji rozk ladu

f(k,v1, t) =

∫
Ω

dr1 e−ikr1

∫
dvN−1 drN−1 FN (t) (17)

Ca lkowanie po dr1, a także po dri, i = 2, · · · , N, jest wykonywane po objȩtości Ω. Ca lkowanie po dv1,
a także po dvi, i = 2, · · · , N, jest wykonywane po ca lej przestrzeni prȩdkości.
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Z funkcji f(k,v1, t) przez ca lkowanie można otrzymać tzw. pośrednia̧ funkcjȩ rozpraszania

Is(k, t) =

∫ ∞
−∞

f(k,v1, t)dv1 (18)

z której po dokonaniu przekszta lcenia Laplace’a powstaje tzw. prawo rozpraszania

Ss(k, ω) =
1

2π

∫ ∞
0

Is(k, t)dt (19)

ważne przy badaniu dynamiki sieci krystalicznej, [75].
Korzystaja̧c z metody operatorów rzutowych, naszkicowanej w 4.3.5, też [52, 76], wyprowadzamy

równanie (
∂

∂t
+ ikv1

)
f(k,v1, t) + F ext

1

(
βv1 +

1

m1

∂

∂v1

)
f(k1,v1, t) =

=

∫
dvN−1 drN e− ikr1 PKN ·

·
∫ t

0
dτ e− τ (1−P)KN eikr1

f0
N (vN , rN )

ϕM(v1)
f(k,v1, t− τ)

(20)

przy czym

F ext
1 = − 1

Q

∫
drN

∂U ext

∂r1
e−βU

ext
(21)

przedstawia uśredniona̧ si lȩ zewnȩtrzna̧ niezależna̧ od po lożenia. W szczególnym przypadku, gdy
można zaniedbać si ly miȩdzycza̧stkowe dostajemy równanie W lasowa, [77, 78],(

∂

∂t
+ ikv1

)
f(k,v1, t) + F ext

1

(
βv1 +

1

m1

∂

∂v1

)
f(k1,v1, t) = 0 (22)

Widać, że zgodnie z ogólna̧ prawid lowościa̧ znaleziona̧ przez Zwanziga równanie na f(k1,v1, t) nie
jest odwracalne przy zamianie t na −t, choć samo równanie Liouville’a jest odwracalne, [52].

W powyższym ujȩciu temperatura bezwzglȩdna T ośrodka mierzona w jednostkach energii jest
sta la i jest odwrotnościa̧ sta lej β, T = 1/β.

Jeśli wyróżniona cza̧stka (nr 1) ma masȩ znacznie wiȩksza̧ od masy każdej z pozosta lych cza̧stek
(czyli jest cza̧stka̧ Browna) można wychodza̧c z równania kinetycznego doj́sć do równania Fokkera-
Plancka, jak to pokaza l (przy niewystȩpowaniu si l zewnȩtrznych) Micha l Narbutowicz, [79].

Opisana̧ metodȩ znajdowania równań kinetycznych można rozszerzyć na badania wielocza̧stkowych
funkcji rozk ladu potrzebnych do analizy zadań bardziej skomplikowanych, jak ruchy dyfuzyjne obiektów
rozcia̧g lych, porównaj [80]-[84].

W gazie Lorentza wyróżniona cza̧stka (nr 1) ma masȩ znacznie mniejsza̧ od masy pozosta lych
cza̧stek (jest to klasyczny model elektronu miȩdzy atomami sieci kryszta lu), np. [85]. Zagadnienia
dyfuzji badane w czasie porównalnym z czasem zderzenia prowadza̧ do równania kinetycznego ze
skokowym potencja lem, które sa̧ równaniami funkcyjnymi w przestrzeni prȩdkości. W pracy [86] po
przegla̧dzie znaczenia dyfuzji w biologii badamy ruch dyfuzyjny jako gaz Lorentza.

Wspó lczynnik przewodnictwa ciep la zależny od temperatury
Jeśli wspó lczynnik przewodnictwa ciep la zależy od temperatury w sposób potȩgowy

K = K0 T
n

i n > 0, rozk lad temperatury jest ograniczony. W jednowymiarowym zadaniu granice ogrzanego
obszaru rozszerzaja̧ siȩ wed lug prawa

x0 = C T 1/(2+n)

Powyżej K0 i C sa̧ to sta le. Poza tymi granicami temperatura T = 0, porównaj [41, 87]. W podobny
sposób można opisywać dyfuzjȩ, której wspó lczynnik zależy od stȩżenia, [HD4].
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4.4.2 Równanie Ficka-Smoluchowskiego

Gdy interesuje nas dyfuzja w skali czasowej, w której czas zderzenia cza̧stek może być zaniedbany, ale
czas miȩdzy zderzaniami zaniedbywalny nie jest możemy stosować klasyczny opis dyfuzji w polu si l
zewnȩtrznych podany przez Smoluchowskiego, [88] - [90],

∂f

∂t
= ∇D

(
∇f +

f

T
∇V

)
(23)

przy czym D oznacza tensor dyfuzji, T oznacza temperaturȩ bezwzglȩdna̧ w jednostkach energii, a
V potencja l zewnȩtrzny. Do równania tego typu można doj́sć wychodza̧c z rozk ladu dwumianowego
Bernoulliego, porównaj [91].

W istocie równaniem Smoluchowskiego opisywana jest dyfuzja w ciele sta lym poddanym naprȩże-
niom, które pe lnia̧ rolȩ si ly zewnȩtrznej, [92], [93]-[95].

W pracy [H2] badamy niesymetryczny spacer przypadkowy. Pokazujemy, że w tym wypadku nie
tylko pojawia siȩ analog si ly unoszenia (ang. drift force), ale i ulega zmianie analog wspó lczynnika
dyfuzji. Dyskutujemy tam również tak zwany paradoks nieskończonej prȩdkości rozchodzenia siȩ
dyfuzji. Pojawia siȩ on skutkiem przej́scia granicznego z krokiem dyfuzji h do zera.

W pracy [HD5] zwracamy uwagȩ na to, że dyfuzyjna interpretacja spaceru przypadkowego nie
jest jedyna, ale zależy od przyjȩtej skali d lugości kroku spaceru h i czasu trwania kroku τ . Tylko
dodatkowe argumenty: dodatniość funkcji rozk ladu i dodatniość wzrostu entropii pomagaja̧ wybrać
w laściwa̧, to jest dyfuzyjna̧ interpretacjȩ. W nawia̧zaniu do formu ly Einsteina pozwala to wyjaśnić
paradoks nieskończonej prȩdkości dyfuzji.

Wprowadźmy przekszta lcenie Fouriera oraz przekszta lcenie Laplace’a, odpowiednio wzorami

f̂(k) =

∫ ∞
−∞

dr eikrf(r) oraz f̃(z) =

∫ t

0
dteiztf(t), z = ω + iε, ε > 0

Za lóżmy, że wspó lczynnik dyfuzji D i temperatura T sa̧ sta le, i że ∆V = 0. Po zastosowaniu operacji
Fouriera do r-nia (23) dostajemy równanie liniowe, którego ca lka̧ jest

f̂(k, t) = f̂(k, 0) exp
[
−D

(
k2 − i kF

T

)
t
]

Gdy do r-nia (23) zastosujemy obie operacje dostajemy

˜̂
f(k, ω) = − Dk2 + i(ω − kF /T )

(Dk2)2 + (ω − kF /T )2
f̂(k, 0)

Dwa ostatnie wzory to przybliżenia dla dużych czasów, odpowiednio pośredniej funkcji rozpraszania
Is(k, t) i prawa rozpraszania Ss(k, ω), wprowadzonych wzorami (18) i (19). Mamy dla dużych czasów

Is(k, t) = f̂(k, t) oraz Ss(k, ω) =
˜̂
f(k, ω).

Gra na gie ldzie. W grze na gie ldzie uczestnicza̧ spekulanci i ludzie interesu. Już poeta rzymski
zauważy l, że kieruja̧ nimi dwa motywy, marzenie o bogactwie i strach przed strata̧, [97]. W warunkach
gie ldy uczciwej, i kupuja̧cy i sprzedaja̧cy sa̧ przekonani, że robia̧ dobry interes. Jak na to zwróci l
uwagȩ Louis Bachelier sytuacja przypomina spacer przypadkowy, gdy krok w ty l i krok do przodu ma
takie samo prawdopodobieństwo, [98]. Pojawienie siȩ dryfu wskazuje, że gie lda przestaje być uczciwa.
Dziȩki analogii z dyfuzja̧ otwiera siȩ perspektywa na wykorzystanie metod fizycznych w ekonomii,
[99]. Autor niniejszego tekstu poświȩci l ekonofizyce kilka opracowań, np. [HD4], [N17].
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4.5 Równanie ciep la, dyfuzja i termodyfuzja

Dyfuzyjny strumień masy j i strumień ciepla q powstaja̧ wskutek wystȩpowania gradientów stȩżenia
i temperatury. Przy tym każdy ze strumieni zależy na ogó l od obu tych gradientów. Praca [H3]
przedstawia powia̧zanie procesów przenoszenia masy i ciep la i jest synteza̧ prac [HD5] - [HD8].

Proces, w którym gradient temperatury wywo luje ruch masy nazywamy termodyfuzja̧. Używa siȩ
też terminów: dyfuzja termiczna, termoforeza lub termomigracja.

Zjawisko może być obserwowane go lym okiem, gdy np. dym papierosowy jest odpychany od
rozżarzonego prȩta metalowego. Rozgrzane przez prȩt cza̧steczki powietrza porywaja̧ za soba̧ cza̧stki
dymu. Si la, która odpycha od rozżarzonego prȩta cza̧stki dymu jest przyk ladem sily termodyfuzyjnej
(lub inaczej termoforetycznej). Zjawisko termodyfuzji polega na tym, że w mieszaninie dwu gazów
gradient temperatury dodaje siȩ do gradientu wzglȩdnej koncentracji obu sk ladników. Podobny efekt
wystȩpuje w cieczy i nosi nazwȩ efektu Soreta. W po la̧czeniu z dyfuzja̧ ca lkowity strumień cza̧stek
wynosi j = jD + jTD, a strumień ciep la q = qDT + qT.

Termodyfuzjȩ w mieszaninach cieczy zaobserwowa l i opisa l Carl Ludwig w r. 1856, a pog lȩbi l jej
rozumienie Charles Soret w publikacji z r. 1879, [100, 101]. Termodyfuzjȩ w mieszaninach gazów
opisa l po raz pierwszy John Tyndall w r. 1870, [102]. Nastȩpne studium tego zjawiska og losi l John
Strutt (Baron Rayleigh) w r. 1882.

James Clerk Maxwell napisa l w r. 1873 na temat mieszanin różnych cza̧steczek i cza̧stek, [103]:
”Proces dyfuzji przebiega w gazach, cieczach i do pewnego stopnia w cia lach sta lych. (...) Teoria
dynamiczna mówi nam o tym, co zachodzi, gdy zderzaja̧ siȩ cza̧stki o różnych masach. Wiȩksze masy
poruszaja̧ siȩ wolniej niż masy mniejsze tak, że przeciȩtnie każda cza̧stka, czy duża czy ma la ma tȩ
sama̧ energiȩ ruchu.”, [103], także [104].

W tym samym r. 1873 Wilhelm Feddersen wyrazi opiniȩ, że warunki do ujawnienia siȩ zjawiska
termodyfuzji sa̧ na tyle powszechne, że nie można temu zjawisku przypisywać tylko drugorzȩdnegp
znaczenia w przyrodzie. Dopiero jednak w r. 1912 David Enskog i w r. 1916 Sydney Chapman wypro-
wadzili wzór na wspó lczynnik termodyfuzji dla gazu opisywanego równaniem Boltzmanna. Dok ladnie
wyznaczono wspó lczynnik termodyfuzji dla uk ladu neon-ksenon w [105]. W roku 1938 Klaus Clusius
i Gerhard Dickel wykorzystali to zjawisko do rozdzielenia izotopów, [106]. Termodyfuzja by la jedna̧
z metod wzbogacania uranu w izotop U235 w programie atomowym Manhattan, [107]-[110].

Termodyfuzjȩ nazywamy dodatnia̧, gdy cza̧stki wȩdruja̧ od obszaru gora̧cego do zimnego, ujemna̧,
gdy ruch jest odwrotny. Naogó l cza̧stki wiȩksze wykazuja̧ termoferezȩ dodatnia̧, a mniejsze ujemna̧.

W zjawisku termoforezy w cieczach istotna̧ rolȩ pe lni kszta lt cza̧stki i w lasności jej powierzchni.
Stefan Duhr i Dieter Braun podaja̧ doświadczalny przyk lad termoforezy cza̧stek DNA: w temperaturze
3◦C cza̧stki DNA gromadza̧ siȩ w obszarze ciep lym, a w temperaturze 20◦C w obszarze ch lodnym. Tak
wiȩc wspó lczynnik termodyfuzji zależy przede wszystkim od rodzaju cza̧stki i w lasności jej powierzchni,
[104, 111].

Zjawisko termodyfuzji i zjawisko zmian fluorescencji pod wp lywem zmian temperatury pozwalaja̧
na badanie oddzia lywań miȩdzy cza̧stkami biologicznymi; jest to tzw. termoforeza mikroskalowa, ang.
microscale thermophoresis MST, [112]-[115].

4.5.1 Termodyfuzja Streatera

Specjalne podej́scie do zjawiska dyfuzji poda l Raymond Frederick Ray Streater, [116]. Zwróci l on
uwagȩ na to, że cza̧stka wyróżniona (cza̧stka Browna) poruszaja̧c siȩ w zewnȩtrznym polu si l wytwarza
wskutek tarcia ciep lo, co należy uwzglȩdnić przy bilansowaniu energii i entropii uk ladu.

W pracy [H4] omówiono również dyfuzjȩ Streatera w ośrodku niejednorodnym. Asymptotyczna̧
metoda̧ dwuskalowa̧ wyprowadzono makroskopowe równania takiej dyfuzji. Po homogenizacji cz lon
tarcia nie wystȩpuje w równaniu dyfuzji, pojawia siȩ tylko w równaniu ciep la jako cz lon źród lowy.
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Wyprowadzilísmy też wzór barometryczny dla tego przypadku

f(x) = f0 exp
[
− g

∫ x

0

 1

T0 + a
∫ ξ

0
dη
K(η)

dξ
]

(24)

Nie jest to wzór zgodny z rozk ladem Gibbsa, który otrzymamy dopiero, gdy przyjmiemy K →∞, co
oznacza, że temperatura w ca lym ośrodku jest taka sama. Wtedy

f(x) = f0 e
− g x

T0 (25)

czyli otrzymujemy klasyczny wzór barometryczny (1), porównaj [117]. Używana w niniejszym opra-
cowaniu temperatura

T = kB · T (26)

mierzona jest w dżulach. Wzór (24) opisuje wiȩc rozk lad cza̧stek o masie jednostkowej, gdy si la
zewnȩtrzna (ciȩżar) dzia la wzd luż osi x.

W pracy [HD7] podano jeszcze ca lkowa̧ postać zagadnienia i wyprowadzono zhomogenizowane
równania dyfuzji Streatera dla ośrodka porowatego.

Można wiȩc powiedzieć, że w opisie dyfuzji podanym przez Streatera wystȩpuje zjawisko termo-
dyfuzji poprzez powia̧zanie grawitacyjne strumienia dyfuzji ze strumieniem ciep la, [116].

4.5.2 Termodyfuzja Streatera razem z termodyfuzja̧ Dufoura-Soreta

W pracy [H3] wprowadzamy bezpośrednio termodyfuzjȩ Dufoura-Soreta, czyli proces powia̧zania stru-
mienia dyfuzji ze strumieniem ciep la poprzez oddzia lywania w skali mikrocza̧stkowej, jednak z utrzy-
maniem Streaterowskiego powia̧zania grawitacyjnego . Strumienie dyfuzji i ciep la sa̧ jak nastȩpuje

j = −D(∇f +
f

T
∇V )−M∇T

q = −N(∇f +
f

T
∇V )−K∇T

(27)

przy czym D jest wspó lczynnikiem dyfuzji, M i N sa̧ wspó lczynnikami termodyfuzji, a K jest
wspó lczynnikiem przewodnictwa ciep la. Odpowiednie równania cia̧g lości sa̧

∂f

∂t
+∇j = 0 C

∂T

∂t
+∇q = r (28)

przy czym C oznacza ciep lo w laściwe, a r - źród lo ciep la. Symetria wspó lczynników kinetycznych
wymaga by

MT 2 = Nf (29)

W pracy pokazujemy, że warunek konzystencji termodynamicznej, ścíslej spe lnienie drugiej zasady
termodynamiki, wymaga by zachodzi l zwia̧zek (23) i DK > NM . Pokazujemy też, że si la̧ termody-
namicna̧ dla strumienia masy jest

1

f

(
∇f +

f

T
∇V

)
(30)

a si la̧ termodynamiczna̧ dla strumienia ciep la

1

T 2
∇T (31)
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W jednowymiarowym zadaniu, gdy strumień masy znika, temperatura zmienia siȩ wg prawa

T (x) = T0 + a

∫ x

0

dξ

K − N2

D
f
T 2

(32)

przy czym a jest sta la̧.
Ponadto, w zadaniu jednowymiarowym, jeśli przyja̧ć, że temperatura T jest znana̧ funkcja̧ zmiennej

x, to w obecności termodyfuzji równanie Smoluchowskiego przyjmuje postać ze zmienionym poten-
cja lem

∂f

∂t
= ∇D

(
∇f +

f

T
∇Ṽ

)
(33)

przy czym

Ṽ = V +
N

D
lnT

W pracy [H4] pokazujemy też, że średnia prȩdkość cza̧stki v =
∫

Ω jdx dana jest wzorem

v = −
∫

Ω

[
D(∇f +

f

T
∇V ) + M∇T

]
dx (34)

Jeśli D,M, T i ∇V = −F sa̧ sta le, a ponadto f = 0, T = 0, V = 0 na ∂Ω,

v =
1

T
DF (35)

Jest to formu la Einsteina, [118]-[120]. Jeśli jednak, jak czȩsto siȩ obserwuje M = M̃f , a wektor ∇T
jest sta ly,

v =
1

T
DF − M̃∇T (36)

to znaczy dostajemy uogólnienie tej formu ly na przypadek termodyfuzji.
Uwaga: Zgodnie ze wzorem Einsteina-Stokesa dla cza̧stek kulistych o promieniu r

D =
T

6πηr

wspó lczynnik dyfuzji D jest odwrotnie proporcjonalny do lepkości η. Wzór ten jednak jest s luszny
tylko dla dostatecznie dużych cza̧stek, [121].

4.5.3 Dyfuzja dwupoziomowa

Dobrze znane sa̧ uk lady metastabilne, takie jak dwupoziomowe szk la i lasery optyczne, [123]-[125].
Sa̧ to uk lady o dwu stanach energii (ang. two level system TLS). Do uk ladów takich należa̧ silniki
bia lkowe (inaczej brownowskie), które pe lnia̧ funkcje biologiczne w organizmach żywych. Silniki takie,
jak miozyna, kinezyna i dyneina pod dzia laniem chemicznego źród la energii, takiego jak trifosoran ade-
nozyny kolejno przylegaja̧ i odrywaja̧ siȩ od pod loża. Istnienie dwu stanów, przylgniȩcia i oderwania
jest istotne dla powstania ruchu, [126].

Rozważamy ruch wyróżnionej cza̧stki w p lynie o temperaturze T pod dzia laniem zachowawczego
pola si l. Cza̧stka może znajdować siȩ w dwu stanach, A i B, o potencjale V A i V B. Prawdopodo-
bieństwo znalezienia cza̧stki w stanie A jest fA = fA(x, t), prawdopodobieństwo znalezienia cza̧stki
w stanie B jest fB = fB(x, t). Pole zewnȩtrzne jest takie, że na cza̧stkȩ w stanie A dzia la si la
FA = −∇V A, a na cza̧stkȩ w stanie B si la FB = −∇V B. Niech wielkości jA, jB i q bȩda̧ odpowied-
nio strumieniami dyfuzji wyróżnionych cza̧stek w stanach A i B, i strumieniem ciep la. Odpowiednie
równania cia̧g lości sa̧

∂fA

∂t
+∇jA = k

∂fB

∂t
+∇jB = −k cp

∂T

∂t
+∇q = r
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Przy tym cp oznacza ciep lo w laściwe przy sta lym císnieniu, zaś r oznacza źród lo ciep la. Wielkość k
jest dana przez

k = −ωAfA + ωBfB

zaś ωA i ωB sa̧ szybkościami przej́sci miȩdzy stanami A i B. Źród lo ciep la ma trzy sk ladniki

r = rA + rB + rC

przy czym
rA = −jA · ∇V A rB = −jB · ∇V B rC = k (V B − V A)

W pracy[H5] zbadano termodynamikȩ oddzia lywania miȩdzy cza̧stka̧ Browna, która może zajmować
dwa poziomy energii i strumienia ciep la opisywanego przez podane przez Streatera nieliniowe równanie
ciep la, to znaczy, że wziȩto pod uwagȩ przemianȩ energii potencjalnej na ciep lo na skutek tarcia.

Pokazano, że dla takiego ośrodka s luszne jest pierwsze prawo termodynamiki. Drugie prawo nie za-
chodzi, ponieważ nie jest to uk lad zamkniȩty. Przypuszczenie Prigogine’a, które mówi, że w uk ladach
sterowanych szybkość wytwarzania entropii zmierza do minimum.Tymczasem przypuszczenie Prigo-
gine’a nie jest spe lnione, nawet w postaci przybliżonej, znanej z dyfuzji jednopoziomowej, [HD8].
Zbadano również uk lad poza warunkiem równowagi szczegó lowej.

W pracy [HD9] podano model dwupoziomowej dyfuzji oparty o dwumianowy wzór Bernoulliego i
wykazano pewne twierdzenie o jednoznaczności rozwia̧ań uk ladu równań zagadnienia.

Analogicznie można opisać tzw. dwutemperaturowe przewodnictwo ciep la.Na nag le ogrzaniu me-
talu promieniowaniem inaczej reaguje jonowa sieć krystaliczna, a inaczej elektrony miȩdzyjonowe.
Przejawia siȩ to również w tym, że zaraz po napromieniowaniu temperatura elektronów Te jest inna
niż temperatura sieci Tl. Odpowiedni uk lad równań ma wtedy postać

c(1)
p (Te)

∂Te
∂t

=
∂

∂xi

(
λe
∂Te
∂xi

)
− α (Te − Tl) + fe(x, t),

c(2)
p (Tl)

∂Tl
∂t

=
∂

∂xi

(
λl
∂Tl
∂xi

)
+ α (Te − Tl) + fl(x, t),

(37)

przy czym λe i λl sa̧ odpowiednimi przewodnictwami ciep la, zaś α jest wspó lczynnikiem wymiany
ciep la. Funkcje fe(x, t) and fl(x, t) opisuja̧ zadane źród la ciep la, porównaj [131]-[139].

4.6 Zjawiska sa̧czenia przez ośrodki porowate

Temu zagadnieniu poświȩcono 3 prace, od [H6] do [H9].
W mniejszym lub wiȩkszym stopniu przedmioty, z którymi mamy do czynienia sa̧ substancjami

porowatymi. Należa̧ do nich zarówno tkanki pochodzenia biologicznego: korek, ga̧bka, kość, kreda,
produkty wytwarzane: chleb, ceramika, maski medyczne i przeciwgazowe, czy spotykane na zewna̧trz:
gleba, ska ly (trawertyn, pumeks). Bardzo czȩsto przez substancje porowate przep lywaja̧ p lyny.

Wspó lczynnik porowatości określony jest jako iloraz

φ =
ΩP

Ω0

przy czym ΩP oznacza objȩtość przestrzeni porów, a Ω0 objȩtość ca lego rozważanego materia lu,
w la̧czaja̧c w to i cia lo sta le (szkielet) i pory.

W niniejszym ujȩciu istotne dla tematu sa̧ trzy prawa przep lywu ustalonego:
równanie Stokesa

0 = −∇p+ η∆v +

(
ζ +

η

3

)
∇(∇ · v) (38)
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które dla cieczy nieścísliwych ma postać

0 = −∇p+ η∆v (39)

prawo Darcy’ego
v = −κ∇p (40)

i prawo Brinkmana
v = −κ∇p+ κ η′∆v (41)

Przy tym v oznacza prȩdkość, p oznacza císnienie, η i ζ to pierwsza i druga lepkość, κ to prze-
puszczalność ośrodka porowatego, zaś η′ to lepkość zwana przez Brinkmana lepkościa̧ skuteczna̧ ang.
effective viscosity, [140, 141], [HD10].

Jeśli η′ → 0 dostajemy prawo Darcy’ego, jeśli K →∞ i η′ → η odzyskujemy równanie Stokesa.
Na prostym przyk ladzie można  latwo porównać przep lywy opisane tymi prawami. Rozpatrujemy

ustalony jednowymiarowy przep lyw cieczy miȩdzy dwiema nieruchomymi p laszczyznami oddalonymi
od siebie o sta la̧ odleg lość 2h. P laszczyzna xz jest rówonoleg la do tych p laszczyzn i umieszczona
miȩdzy nimi pośrodku. Oś x skierowana jest w kierunku ruchu cieczy.

Równanie Stokesa daje
∂2v

∂y2
=

1

η

∂p

∂x
oraz

∂p

∂y
= 0

Sta̧d
∂p

∂x
= const

a po uwzglȩdnieniu warunków brzegowych v = 0 dla y = ±h dla prȩdkości otrzymujemy

vS = − 1

2η

dp

dx

(
h2 − y2

)
(42)

Wartość średnia prȩdkości

vS =
1

2h

∫ h

−h
vS dy = −h

2

3η

dp

dx
(43)

Z równania Brinkmana otrzymujemy dla przep lywu miȩdzy takimi samymi jak wyżej p laszczyznami

v = K

(
−∂p
∂x

+ η′
∂2v

∂y2

)
(44)

przy warunkach brzegowych v = 0 for y = ±h otrzymujemy rozwia̧zanie

vB = −K dp

dx

(
1− eαy + e−αy

eαh + e−αh

)
(45)

przy czym

α =
1√
Kη′

Dla ma lych wartości α, a wiȩc dla dużych wartości K albo η′, po rozwiniȩciu w odpowiednie szeregi i
pominiȩciu ma lych cz lonów dostajemy

vB = − 1

2η′
dp

dx

(
h2 − y2

)
(46)

czyli wyrażenie różnia̧ce siȩ od wyrażenia vS, r-nie (42), tylko wartościa̧ lepkości. Fakt ten wykorzy-
stano do oszacowania wp lywu przeszkód na dnie kana lu, np. dennej roślinności na przep lyw wody w
kanale, [N6, N7].
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Porowatość ośrodków spotykanych w przyrodzie na ogó l nie jest sta la, zmienia siȩ z czasem, mono-
tonicznie lub okresowo. Wchodza̧ tu w grȩ takie zjawiska jak ubijanie gruntu pod wp lywem w lasnego
ciȩżaru lub obcia̧żeń zewnȩtrznych, wysychanie wody albo jej zamarzanie w porach gruntu. W od-
niesieniu medycznym prześwit naczyń krwionośnych maleje wskutek arteriosklerozy. Przep lywy wód
podziemnych sa̧ tematem badań różnych dziedzin nauki i techniki, takich jak mechanika p lynów,
hydrologia, inżynieria zasobów wodnych, mechanika gruntów, [142].

4.6.1 Równanie Boussinesqa

Równanie Boussinesqa opisuje kszta lt powierzchni freatycznej czyli tzw. swobodnego lustra wody
przep lywów w ośrodku porowatym. Wyprowadzenie równania Boussinesqa oparte jest o prawo Darcy’ego
i przybliżeniu Dupuita. Przybliżenie to zak lada, że sk ladowa pionowa wektora prȩdkości przep lywu
może być pominiȩta w porównaniu ze sk ladowymi poziomymi.

W pracy [H6] wychodza̧c z prawa Darcy’ego wyprowadzono równanie Boussinesqa dla przypadku
porowatości zależnej od czasu, φ = φ(t). Niech p laszczyzna Oxy pokrywa siȩ z dnem zbiornika
wodonośnego, a oś z bȩdzie skierowana pionowo do góry. Niech swobodna powierzchnia cieczy bȩdzie
opisana wzorem z = h(x, y, t), i niech na tej powierzchni panuje císnienie p0.

Przyjmujemy, że císnienie w cieczy zape lniaja̧cej pory jest dane wzorem dla cieczy w spoczynku

p = p0 + ρg(h− z)

Wtedy prawo Darcy’ego

v = − K
η
∇p (47)

przy czym K oznacza przepuszczalność ośrodka porowatego, a η - wspó lczynnik lepkości cieczy, przyj-
muje postać

v = −C∇h (48)

przy czym

C = ρg
K

η

jest wspó lczynnikiem sa̧czenia. Po wstawieniu prawa (48) do równania cia̧g lości dostajemy

∂

∂t
(φh) = C

∂

∂xα

(
h
∂h

∂xα

)
(49)

co dla φ nie zależnego od czasu przechodzi w klasyczne równanie Boussinesqa

φ
∂h

∂t
=

1

2
C ∆h2 przy czym ∆ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
(50)

Równanie (49) otrzymane w [H6] ma postać klasycznego równania Boussinesqa, ale ze wspó lczynnikiem
zależnym od czasu. Wynik ten odnotowano w literaturze, [143]-[145].

4.6.2 Termodynamika przep lywu Darcy’ego

Si la̧ termodynamiczna̧ w przep lywie Darcy’ego jest X = − [∇(p+U)], przy czym p oznacza jak zwykle
císnienie, a U - potencja l si} zewnȩtrznych. Zgodnie z zasada̧ Onsagera produkcja ciep la dana jest
wzorem

T
dS

dt
= −

∑
i

Xi · xi = − [∇(p+ U)] · v =
K

η
[∇(p+ U)] · [∇(p+ U)]
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Zatem produkcja entropii wynosi

dS

dt
= γ [∇(p+ U)] · [∇(p+ U)]·

przy czym wspó lczynnik kinetyczny jest

γ =
1

T

K

η

Pracȩ [H7] poświȩcono wyprowadzeniu i zbadaniu równania Darcy’ego dla przep lywów przez ośrodek
porowaty sprȩżysty cieczy nieścísliwej i ścísliwej. Ośrodek porowaty (szkielet) ma budowȩ mikro-
komórkowa̧. Parametrem ma lości jest iloraz rozmiaru komórki i rozmiaru ośrodka

ε =
l

L

Skorzystano z metody dwuskalowych rozwiniȩć asymptotycznych wg parametru ε. Wyjaśniono przy
tym konieczność przeskalowania lepkości cieczy. Z równania Stokesa wyprowadzono prawo Darcy’ego
i wyznaczono szybkość wzrostu entropii podczas przep lywu.

Sprȩżysty szkielet opisany by l prawem Hooke’a

σij = Cijmn
∂um
∂xn

zaś przep lyw cieczy prawem Newtona

σ′ij = ηijmn
∂vm
∂xn

Tutaj σij i σ′ij oznaczaja̧ odpowiednio tensory naprȩżenia w ciele sta lym i cieczy, Cijmn i ηijmn to
tensory sprȩżystości i lepkości, u - to przemieszczenie w ciele sta lym , a v to prȩdkość p lynu.

Porowaty ośrodek sprȩżysty wype lniony ciecza̧ zosta l potraktowany jako kompozyt mikrookre-
sowy z elementarna̧ komórka̧ sześcienna̧. W pracy wykazano, że wspó lczynnik lepkości winien być
przeskalowany wg regu ly

ηε = ε2η

Wychodza̧c z równań teorii sprȩżystości i równań przep lywu Stokesa wyprowadzono prawo Darcy’ego
i wyznaczono szybkość wzrostu entropii podczas przep lywu, zgodna̧ z termodynamika̧ Onsagera. Wy-
znaczono również zastȩpczy tensor sprȩżystości ośrodka.

4.6.3 Przep lyw elektrolitu przez porowaty piezoelektryk

Dwuskalowa metoda rozwiniȩć asymptotycznych pozwoli la wyprowadzić równania przep lywu dwusk lad-
nikowego elektrolitu przez porowaty ośrodek piezoelektryczny. Jest to temat zespo lowej pracy [H8],
porównaj też obszerniejsza̧ wersjȩ [HD11].

Podobnie jak poprzednio rozważamy ośrodek porowaty (szkielet) wype lniony przep lywaja̧ca̧ ciecza̧
(elektrolitem). Szkielet jest piezoelektrykiem opisanym równaniami

∂

∂xj

(
aεijmn

∂uεm
∂xm

+ πεkij
∂Φε

∂xk

)
= 0

∂

∂xi

(
πεimn

∂uεm
∂xm

− εSεik
∂Φε

∂xk

)
= 0

(51)
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zaś ciecz

∂

∂xj

(
− pε δij + ε2ηεijmn

∂vεm
∂xm

)
+ fgi − q

ε∂Φε

∂xi
− k∂q

ε

∂xi
= 0

∂vεi
∂xi

= 0
∂

∂xi

(
εLεik

∂Φε

∂xk

)
= −qε

qε = q(+)ε + q(−)ε

∂J (+)ε

∂xi
= 0

∂J (−)ε

∂xi
= 0

(52)

Po homogenizacji m.in. odtworzono prawo Gaussa

∂

∂xi

1

Y

∫
Y
D

(0)
i dy = q(0)

przy czym Y oznacza objȩtość komórki elementarnej. Wyprowadzono też wzory na pozosta le prawa
zachowania i zastȩpcze wspó lczynniki materia lowe.

4.7 Termosprȩżystość i termopiezoelektryczność

W r. 1660 Robert Hooke sformu lowa l prawo sprȩżystości nosza̧ce jego imiȩ, [146, 147]. Analogiczne
prawo fizyki gazów nosi nazwȩ prawa Boylea-Mariottea, choć sam Robert Boyle nazywa l je ”Mr.
Towneley’s hypothesis”. W rzeczywistości prawo znane dzís powszechnie jako prawo Boyle’a-Mariotte’a
poda l w r. 1661 Henry Power, [148]. Sprȩżystość liniowa oparta o prawo Hooke’a opisuje odkszta lcenie
cia la sta lego pod wp lywem obcia̧żeń zewnȩtrznych i masowych. Jest ona uproszczeniem nieliniowej
teorii sprȩżystości i ga lȩzia̧ mechaniki ośrodka cia̧g lego. Podstawowym za lożeniami linearyzacyjnymi
liniowej sprȩżystości jest za lożenie ma lych odkszta lceń i za lożenie liniowego zwia̧zku miȩdzy tensorem
odkszta lcenia i naprȩżenia, porównaj monografiȩ [149]. Za lożenia te przestaja̧ obowia̧zywać, gdy
obcia̧żenia wywo luja̧ stan uplastycznienia, [150].

W ramach liniowej teorii sprȩżystości zagadnienie pocza̧tkowo-brzegowe sk lada siȩ z trzech typów
równań różniczkowych:
zwia̧zek naprȩżenia σ i odkszta lcenia ε (prawo Hooke’a)

σ = Cε lub ε = Sσ

zwia̧zek odkszta lcenia ε z przemieszczeniem u

ε =
1

2
[∇u+ (∇u)T]

równanie ruchu (II prawo Newtona)
ρü = ∇ · σ + F

Przy tym C oznacza tensor sprȩżystości, S = C−1 oznacza tensor podatności sprȩżystej, ρ - gȩstość
masowa̧, F si lȩ masowa̧, symbol (·)T oznacza transpozycjȩ.

Z powyższego uk ladu dostajemy przemieszczeniowe równania elastodynamiki (Naviera-Cauchy’ego)

ρüi = (Cijkl uk,l),j + Fi

oraz naprȩżeniowe równania elastodynamiki (Ignaczaka)

2Sijkl σ̈ij =

(
1

ρ
σik,k

)
,j

+

(
1

ρ
σil,l

)
,i

+

(
1

ρ
Fj

)
,j

+

(
1

ρ
Fj

)
,i
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W przypadku cia l sprȩżystych w tym ostatnim ujȩciu unika siȩ gradientów wspó lczynników sprȩżystości,
cho wprowadza siȩ gradienty gȩstości masowej. Zatem, naprȩżeniowe sformu lowanie liniowej elastody-
namiki odpowiada sformu lowaniu przemieszczeniowemu.

Wiadomo, że pod wp lywem obcia̧żeń przekraczaja̧cych granicȩ plastyczności nawet w jednorodnym
i izotropowym ośrodku powstaja̧ odkszta lcenia trwa le. Odkszta lcenia takie powstaja̧ również wskutek
obcia̧żeń cieplnych, przy wch lanianiu wilgoci i przy dyfuzji gazu do cia la sta lego. Odkszta lcenia takie
nazywaja̧ siȩ dystorsjami, [151, 153], także [152].

Sformu lowanie naprȩżeniowe zosta lo zastosowane do teorii dyslokacji przez Ignaczaka i Rao w pracy
[154]. W pracy[HD12] rozpatrzylísmy zagadnienie pocza̧tkowo-brzegowe liniowej inkompatybilnej ela-
stodynamiki w oparciu o teoriȩ, ktøra̧ poda l Arnold M. Kosevich na temat roz lożonych w sposób cia̧g ly
defekt́, w wywo lanych przez zadane pole odksztaceń plastycznych. Podano sformu lowanie zagadnienia
liniowej elastodynamiki z defektami w terminach pola tensora dystorsji i udowodniono odpowiednie
twierdzenie o jednoznacznoci. Pokazalísmy tam również przez symetryzacjȩ, że sam problem i twier-
dzenie jednoznaczności redukuja̧ siȩ do czysto naprȩżeniowego ujȩcia elastodynamiki.

W analogii do termodynamiki fenomenologicznej gazu doskona lego, [23], w pracy [H9] podano
termodynamikȩ sprȩżystego cia la sta lego. Kibaek Lee i Donald Scott Stewart rozszerzyli ostatnio
wyniki tej pracy przez do la̧czenie przemian fazowych i chemicznych, [155, 156].

Piezoelektryczność to liniowe oddzia lywanie miȩdzy polem mechanicznym i elektrycznym w krysz-
ta lach bez środka symetrii, [161]-[164]. Już od pierwszych zastosowań urza̧dzenia piezoelektryczne
bywa ly kompozytami, a dzisiaj sa̧ nimi przeważnie, porównaj monografiȩ [165].

Uk lady biologiczne, na różnym poziomie organizacji (makrocza̧steczki, wierzcho lki wzrostu) cha-
rakteryzuja̧ siȩ kszta ltem przestrzennego zwoju - helisy. Helisy nie maja̧ środka symetrii i dlatego
materia ly biologiczne (DNA, bia lka, celuloza, drewno, kolagen, kości) wykazuja̧ zjawisko piezoelek-
tryczne, [HD14, HD15], [166]. Możliwość zamiany sygna lów mechanicznych na elektryczne nie jest
wiȩc ograniczona do samych tylko minera lów i ceramiki. W istocie nawet w niewa̧tpliwym krysztale
jakim jest kwarc za efekt piezoelektryczny odpowiadaj helisy czsteczek Si3O6, stanowia̧ce komórki
elementarne kwarcu.

W pracy[ HD13] przeprowadzono homogenizacjȩ asymptotyczna̧ mikrookresowo niejednorodnego
ośrodka termosprȩżystego, uogólniona̧ w pracy [ H10] na homogenizacjȩ ośrodka termo-piezoelektrycznego.
W odróżnieniu od wcześniejszych prac [167, 168] nie wprowadzono linearyzacji zwia̧zku miȩdzy en-
tropia̧ a temperatura̧ cia la. Praca [ H10] zosta la wymieniona w monografii [170] i w artykule [171].

Najważniejsze osia̧gniȩcia - podsumowanie

Do najważniejszych osia̧gniȩć w powyższym cyklu prac H1- H10 zaliczam:

• Równanie kinetyczne dla gazu cza̧stek oddzia lywuja̧cych parami w polu zewnȩtrznym, s lusznego
w ca lym przedziale czasowym, obejmuja̧cym również czas zderzenia. Skrajnym przypadkiem
tego równania jest równanie W lasowa. Z wyprowadzonego równania można otrzymać momenty
prawa rozpraszania. Podczas ewolucji uk lladu opisywanego równaniem Liouville’a entropia nie
ulega zmianie. Podczas ewolucji uk lladu opisywanego równaniem kinetyczneym entropia uk ladu
wzrasta.

• Interpretacja spaceru przypadkowego sterowanego przez niesymetryczny rozk lad Bernoulliego
jako dyfuzji w polu zewnȩtrznym

• Wyjaśnienie paradoksu nieskończonej prȩdkości rozchodzenia siȩ impulsu dyfuzyjnego (ciepl-
nego) jako skutku przej́scia granicznego od przyrostów skończonych do przyrostów nieskończenie
ma lych.
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• Dyfuzja w ośrodku porowatym w polu zewnȩtrznym. Efekt Streatera powia̧zania pola termicz-
nego z polem zewnȩtrznym, np. grawitacyjnym.

• Zbadanie dyfuzji dwupoziomowej w warunkach nieizotermicznych i izotermicznych.

• Równanie Boussinesqa dla przep lywu w ośrodku porowatym o porowatości zależnej od czasu.
Rozwia̧zanie pewnego zadania szczegó lowego.

• Przep lyw cieczy Stokesa ścísliwej i nieścísliwej) przez komórkowy ośrodek porowaty: wyprowa-
dzenie prawa Darcy’ego i umieszczenie go w schemacie procesów nieodwracalnych Onsagera.

• Przep lyw elektrolitu przez ośrodek porowaty: wyprowadzenie makroskopowych równań przep lywu
i makroskopowych zwia̧zków konstytutywnych.

• Termodynamika cia la sta lego z równaniem stanu: opis przej́sć fazowych rodzaju pierwszego
(równanie Clapeyrona-Clausiusa) i rodzaju drugiego (równania Ehrenfesta).

• Homogenizacja ośrodka termo-piezoelektrycznego. Podanie wzorów na wspó lczynniki zastȩcze i
podanie równań różniczkowych ośrodka.

Na koniec opisu cyklu prac pragna̧ lbym wyjaśnić, że tematy prac [H8] i [H10] wskaza l mi ś.p.
Profesor Józef Joachim Telega. Z Nim też prowadzi lem dyskusje nad tymi zagadnieniami. Obliczenia
w H[8] sa̧ moje.
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C’est á la chaleur que doivent être attribués les grands mouvements qui frappent nos regards sur
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5 Omówienie pozosta lych osia̧gniȩć naukowo-badawczych

5.1 Opis dorobku naukowego nie zwia̧zanego z tematem habilitacji

Oprócz zagadnień zwia̧zanych z tematem niniejszej rozprawy habilitacyjnej w dzia lalności naukowej
zajmowa lem siȩ zagadnieniemi:
1. teoria sprȩżystości i termosprȩżystości,
2. pomiary optyczne w mechanice doświadczalnej,
3. biomechanika: zagadnienia wzrostu tkanek, w szczególności kości i chrza̧stki,
4. mechanika krystalizacji, granice ziaren, nanodruty,
5. przep lywy w kana lach,
6. fizyka zjawisk ekonomicznych.

Co do punktu 1 sa̧ to prace, np: N30, N31, N33, N49, N51, N52.
Co do punktu 2 sa̧ to prace: N35, N42, N47.
Co do punktu 3 sa̧ to prace, np: N10, N12, N13, N19, N20.
Co do punktu 4 sa̧ to prace: N1, N8, N9, N21.
Co do punktu 5 sa̧ to prace, np: N2, N6, N7.
Co do punktu sa̧ to prace, np: N11, N17.
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Do wiȩkszych prac należy rozdzia l poświȩcony homogenizacji (praca zbiorowa, podana w rozdziale
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nika̧.
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Wydawnictwo Naukowe TYGIEL sp. z o.o., 2019.

[N2] R. Wojnar, and W. Bielski, Gravity driven flow past the bottom with small waviness, in: Modern
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Cambridge Scientic Publishers, 2014.

[N8] R. Wojnar, P. Wojnar, S. Kret, Elastic state induced energy gap variation in ZnTe/ZnMgTe
core/shell nanowires, Technische Mechanik 34 (3–4) 233–245 (2014).

[N9] P. Wojnar, M. Zielinski, E. Janik, W. Zaleszczyk, T. Wojciechowski, R. Wojnar, M. Szymura,
 Lukasz K lopotowski, L. T. Baczewski, A. Pietruchik, M. Wiater, S. Kret, G. Karczewski, T.
Wojtowicz, J. Kossut, Strain-induced energy gap variation in ZnTe/ZnMgTe core/shell nanowi-
res, Applied Physics Letters 104 (16), 163111 (2014).

[N10] R. Wojnar, Modelling polycrystalline structure of collagen fibrils dense packing by the most
uniform concentric pattern among all possible 2D polycrystals, International Conference of the
Polish Society of Biomechanics: BIOMECHANICS 2014, Abstracts, Editors: J. Awrejcewicz,
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trotechniki 34 (131/132 - 1/2), 483-484 (1985).

[N44] R. Wojnar, Rayleigh waves in thermoelasticity with relaxation times, in: International Confe-
rence on Surface Waves in Plasma and Solids, Ohrid, Yugoslavia, World Scientific, Singapore
1985.
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[R79] R. Wojnar, Uogólnione macierze Jonesa i ich zastosowanie w elastooptyce, VII Sympozjum
Badań Doświadczalnych w Mechanice, 28–29 września 1976, IPPT–PW, 489–496, Warszawa
1976.

Wśród wyżej wymienionych sa̧ 23 referaty zwia̧zane z tematem habilitacji wyg loszone na konfe-
rencjach krajowych i miȩdzynarodowych. I tak odnosza̧ siȩ do rozdzia lu
(4.4) Dyfuzja: R5, R6, R13, R31;
(4.5) Równanie ciep la, dyfuzja in termodyfuzja: R23, R27, R38, R44, R51, R60;
(4.6) Zjawiska sa̧czenia przez ośrodki porowate: R30, R32, R37, R45, R65;
(4.7) Termosprȩżystość i termopiezoelektryczność: R50, R52, R54, R55, R64, R66, R69, R68.

W ramach Seminarium Zak ladu Teorii Ośrodków Cia̧g lych i Nanostruktur IPPT PAN wyg losi lem
również 9 wyk ladów zwia̧zanych z tematem habilitacji:

[S1] 2019-02-15 W. Bielski, P. Kowalczyk, R. Wojnar, kolejno odpowiednio: Instytut Geofizyki PAN,
Wydz. Matematyki, Informatyki i Mechaniki UW, IPPT PAN, Plane flow through the porous
medium with chessboard-like distribution of permeability.

[S2] 2017-11-10 W. Bielski, IGF PAN, R. Wojnar IPPT PAN, Przep lyw Stokesa po dnie porowatym.

[S3] 2016-10-21 W. Bielski, IGF PAN, R. Wojnar, IPPT PAN, Laminarne przep lywy niejednorodne:
od zawiesin do ośrodków porowatych.

[S3] 2015-10-09 W. Bielski1, P. Kowalczyk2, R. Wojnar3, 1IGF PAN, 2Wydz. MIM UW, 3IPPT
PAN Dwutemperaturowy przep lyw ciep la w warstwie metalowej.

[S4] 2013-04-12 R. Wojnar, Wymiana ciep la i masy w zastosowaniach fizyki matematycznej.

[S5] 2010-03-12 R. Wojnar, Równanie dyfuzji i rozk lady Wignera.
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[S6] 006-06-23 R. Wojnar, Dyfuzja w gospodarce.

[S7] 2002-06-21 R. Wojnar, Gaz Lorentza jako przyk lad dyfuzji w ośrodku porowatym.

[S8] 2001-10-19 R. Wojnar, Dwupoziomowa dyfuzja i nieliniowe równanie ciep la.

[S9] 2000-11-24 R. Wojnar, Przypuszczenie Prigogine’a i rozwia̧zanie Streatera.

5.4 Organizacja konferencji, dzia lalność recenzencka i edytorska

Od roku 1995 do chwili obecnej jestem sekretarzem naukowym Seminarium Zak ladu Teorii Ośrodków
Cia̧g lych i Nanostruktur IPPT PAN.

Recenzje dla czasopism:
Acta Geophysica, Acta Mechanica, Acta Physica Polonica A, Advances in Mechanical Engineering,
Applied Mechanics Reviews, Archiwum Mechaniki Stosowanej - Archives of Mechanics, Bulletin of the
Polish Academy of Sciences Technical Sciences, Computer Assisted Methods in Engineering Sciences
CAMES, Mathematical Problems in Engineering, Rozprawy Inżynierskie - Engineering Transactions,
Mechanika Teorretyczna i Stosowana - Journal of Theoretical and Applied Mechanics JTAM, Reports
on Mathematical Physics RoMP.

5.6. Dydaktyka i popularyzacja nauki

W latach 2010 - 2015 prowadzi lem w zastȩpstwie zajȩcia z fizyki w gimnazjach i liceach warszawskich
i podwarszawskich. (Zespó l Państwowych Szkó l Muzycznych im. Grażyny Bacewicz, Zespó l Szkó l im.
inż. Stanis lawa Wysockiego, Zespó l Szkó l Ogólnokszta lca̧cych im. Marii Da̧browskiej w Komorowie.)
W latach 1997 - 1999 prowadzi lem zajȩcia z mechaniki ośrodków cia̧g lych ze studentami w trybie
zaocznym wydzia lu technicznego Wyższej Szko ly Pedagogicznej w Olsztynie. Zajȩcia obejmowa ly
wyk lady i ćwiczenia.

Festiwale nauki:

W latach 2003-2020 prowadzi lem i wspó lprowadzi lem wielokrotnie lekcje pokazowe dla uczniów
liceum i gimnazjum w ramach Festiwalu Nauki (FN) w dziedzinie: technika i technologia, np.

P. Ranachowski, R. Wojnar, Porowata przyroda - od nanoporów do kości i betonu, XXIV FN,
Szko la marzeń, Jazgarzewszczyzna, 05-501 Zalesie Dolne, - lekcja 24 września 2020, czwartek.

P. Ranachowski, R. Wojnar, Daria Jóźwiak-Niedźwiedzka, Erwin Grzebielichowski, Porowata przy-
roda - od atomu do kości i betonu, XXII FN, IPPT PAN, czwartek 27 września 2018.

M. Gliński, R. Wojnar, J. Wo lowicz, Indentacja i nanoindentacja: określanie twardości w mikro-
i nanoskali, czyli obrazy i mowa kamieni, XVI FN, Warszawa, 21–30 września 2012r.

R. Wojnar, B lȩdny spacer po rynku finansowym lekcja festiwalowa, 19.IX. g.10. X FN 2006r.

R. Wojnar, A. Lissowski, Napiȩcia w rozwoju tkanek - Buckling in tissue development, VII FN rok
2003, Lekcja festiwalowa i wyk lad z pokazem, 25. IX.
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Popularyzacja nauki: publikacje

[P1] J. Wojnar, R. Wojnar, Kryzysy w fizyce i w ekonomii. Cz. 1, Fizyka w Szkole rok LVII nr 1
(306) s.4–15 (2010); Cz. 2, nr 2, s.4–13 (2010); Cz. 3, nr 3, s.4–14 (2010).

[P2] J. Wojnar, R. Wojnar, Ekonofizyka i socjofizyka: nowe ga lȩzie fizyki, Fizyka w Szkole, rok LV
nr 5, s. 39–50 (2008).

[P3] R. Wojnar, Wokó l Zasad Izaaka Newtona: recenzja wydawnictwa ”Isaac Newton’s Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica”, Proceedings of, 15–17 Oct. 1987, ed. W. A. Kamiński,
World Scientific Publishing Co., Singapore 1988, Sigma Magazyn Problemowo-Informacyjny
Politechniki Wroc lawskiej, nr 175, 1990-1991.

[P4] J. Ignaczak, R. Wojnar, Teoria sprȩżystości - podstawy i zastosowania, wk lad uczonych IPPT
PAN do rozwoju teorii sprȩżystości w latach 1952-2002, J. of Theoretical and Applied Mechanics
41 (3) 711–730 (2003).

[P5] R. Wojnar, Some remarks on the calculus of probability and stochastic differential equations, U
podstaw przyrodoznawstwa i humanistyki, pod red. T. Grabińskiej i M. Zabierowskiego, Wroc law
1998.

[P6] J. Wojnar, R. Wojnar, Achilles Zenona z Elei, Fizyka w Szkole rok XVVI, nr 1 (253), s.50–51
(2000); korekta nr 4 (2000), s. 179.

[P7] J. J. Telega, R. Wojnar, Main Polish historical and modern sources on applied mechanics, Appl.
Mech. Rev. 49 (8) 401–432 (1996).

[P8] J. Wojnar, R. Wojnar, Jednoczesność zaj́scia a jednoczesność zobaczenia zdarzeń, Fizyka w
Szkole nr 1 (144), rok XXVI, s.52–54 (1980).

5.5 Nagrody

Srebrny Krzyż Zas lugi, odznaczony 7 października 2002r.

II Nagroda w Konkursie PTMTS w r. 1991 za pracȩ: Homogenization of stress equation of motion
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Konstytutywnych Procesów Nieodwracalnych, 22 czerwca 1976 r.

48


