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1. Wstęp

Stacjonarne  fale  powierzchniowe  (F. P.)  stanowią   tę   klasę   zjawisk  fizycznych,  które
z jednej  strony  dostę pne są   bezpoś redniej  obserwacji  i  mają   dzię ki  temu duże znaczenie
dla zastosowań  praktycznych,  z  drugiej  zaś  strony, podobnie jak  i  inne procesy  stacjo-
narne  poddają   się   stosunkowo  łatwo  opisowi  matematycznemu.  Szczególna  prostota
opisu  matematycznego  F. P.  wynika  z  podwójnego  warunku  koniecznego  na  istnienie
tych fal,  narzuconego przez jednorodność równań pola oraz brak obcią ż eń na powierzchni
brzegowej  oś rodka.

Poniż ej  zajmiemy  się   opisem fal  powierzchniowych  korzystając  z równań  uogólnionej
termosprę ż ystoś ci,  [1]. W  teorii  tej  propagacja  impulsu  termosprę ż ystego  ma  charakter
falowy,  por.  Dodatek  A.  Nie  wystę puje  wię c  tutaj  znany  w  teorii  klasycznej  paradoks
nieskoń czonej  prę dkoś ci  rozchodzenia  się   impulsu  termosprę ż ystego.

Znane są  dwie podstawowe  teorie uogólnionej  termosprę ż ystoś ci,  teoria z jednym cza-
sem  relaksacji,  [2, 3]  oraz  teoria  z  dwoma  czasami  relaksacji,  [4].  .

Fale  powierzchniowe  w  półprzestrzeni  termo sprę ż ystej  z  jednym  czasem  relaksacji
badane były przez Nayfeha  i Nemat- Nassera, [5], (N, N- N). Wyprowadzili  oni  równanie
dyspersji  dla  F. P.  w  półprzestrzeni.  Powierzchnia  półprzestrzeni  była  swobodna  od
obcią ż eń  mechanicznych.  Jednocześ nie  znikała  na  niej  składowa  normalna  strumienia
cieplnego.  Analiza  równania  dyspersji  pozwoliła  podać  zależ ność  prę dkoś ci  fali  termo-
sprę ż ystej  od  czasu  relaksacji  t°  dla  róż nych  czę stoś ci.

Równania' dyspersji  F. P.  w  półprzestrzeni  termosprę ż ystej  z  dwoma  czasami  re-
laksacji  t0  i  tx  otrzymane  zostały  przez  Agarvala  [6],  oraz  Chandrasekharaiaha  i  Sri-
kantaiaha,  [7]. Autorzy  ci szukali  rozwią zań  w oparciu  o równania potencjałów Lamego.
Autor  pracy  [6]  przy  okazji  swojego  wywodu  uogólnia  spostrzeż enie  Knowlesa,  tzn.
pokazuje  słuszność równania dyspersji  dla szerszej klasy fal  niż fale płaskie. Autorzy  pra-
cy  [7] rozważ ają   powierzchnię   z  pewnym  nieklasycznym  mechanicznym warunkiem  brze-
gowym,  na  której  jednocześ nie  panuje  warunek  izotermicznoś ci.

W  obecnym artykule badamy  fale powierzchniowe  również w  półprzestrzeni z dwoma
czasami  relaksacji,  a  wię c  zaję tej  przez  materiał   Greena- Lindsaya,  [4].  Zakładamy, że
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ciało jest  jednorodne  i  izotropowe. Ponadto  przyjmujemy  że powierzchnia półprzestrzeni
jest  swobodna  od  obcią ż eń  mechanicznych  oraz, że  panuje  na  niej  warunek  swobodnej
wymiany  ciepła.  Wychodząc  bezpoś rednio  z  równań  przemieszczeniowo- temperaturo-
wych  otrzymujemy  zwią zek  dyspersyjny  zawierają cy  czę stoś ć,  długość wektora  falowego,
stałą   sprzę ż enia  termosprę ż ystego  s, dwa  czasy  relaksacji  / 0  i  h  oraz  współczynniki  wy-
miany  cieplnej  na  brzegu  r\ x  i  rj2.  Dla  szczególnego  przypadku  warunku  brzegowego
rozważ anego  przez N , N- N, [5], przeprowadzamy  asymptotyczną   oraz numeryczną  ana-
lizę  wyprowadzonego  równania dyspersji.  Analizę   tę  ułatwia zauważ ona  analogia  mię dzy
równaniem  dyspersji  dla  oś rodka  z  jednym  a  dwoma  czasami  relaksacji.

2.  Zwią zki  podstawowe

Dla  liniowego,  izotropowego  i  jednorodnego  ciała  termosprę ż ystego,  przy  braku  sił
masowych  i braku ź ródeł  ciepła, w prostoką tnym prostoliniowym  układzie współrzę dnych
X(,  i =  1,  2,  3,  podstawowe  równania  obu  wymienionych  teorii  są,  [1]:

Su  =  litEu + lEadtj- d  + hBIdĄ edu,  (2.1)

- fc.t  «  CE(l +  tod/ dt)0+y0QEkk,

(l+t oa/ dt)qt.=  - K6,,.

Powyż ej  kropka  (• )  nad  symbolem  jest  równoważ na  pochodnej czasowej  (d/ di).  Wiel-
koś ci  ui,  EtJ,  Sij,  q- i  oraz  © przedstawiają   kolejno  składowe  przemieszczenia, odkształ-
cenia,  naprę ż enia, strumienia  ciepła  oraz  temperaturę  powyż ej  temperatury naturalnego
stanu  odniesienia  <90. Współczynniki  Q, X i  fi,  CE  oraz K  przedstawiają   kolejno  gę stość
oś rodka,  moduły  Lamego,  ciepło  właś ciwe  przy  zerowej  deformacji  oraz  współczynnik
przewodnictwa  ciepła.  Ponadto

r = ( 3 A+ 2 ^ ) y0 ,  (2.2)

gdzie  y0  oznacza  liniowy  współczynnik  rozszerzalnoś ci  termicznej, zaś  t°,  t0  i  tx  są   cza-
sami  relaksacji.  Jeś li

tL  =   t0  = 0  oraz  t°  > 0  (2.3>

mamy  oś rodek  z  1 czasem  relaksacji,  [2, 3]; jeś li

h  >  t0  > 0  oraz  t°  =  0  (2.4)

mamy  oś rodek  z  2  czasami  relaksacji,  [4].
Eliminują c  Ei},  Sy  oraz  qt  z  układu  (2.1) dochodzimy  do przemieszczeniowo- tempe-

raturowych  równań  termosprę ż ystoś ci,  które  dla  przypadku  (2.4)  są:

(2.5>
K0,  lt  =  CE{6+t o6)  + y0o

  UJ,J.
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Niech  w  kierunku  xy  rozchodzi  się   zaburzenie  tennosprę ż yste  niezależ ne  od  x3,

K i - M i< k , Oi  ®  =  ®(x«,t),  i  = 1 , 2 , 3,  a  =  1,2.

Wtedy  postać  r- ń  (2.5)  jest:

(2.6>

Skł adowa  w3  jest  opisywana  zwykłym,  izotermicznym  równaniem  falowym.  N ie  jest  ona
sprzę ż ona  z  pozostał ymi  polami  {ux,u2,O)  i  nie  bę dziemy  się   nią   dalej  zajmować.

3.  Rozwią zanie  stacjonarne

Szukamy  rozwią zania  r- ń  (2.6)1>3  w  postaci  fali  harmonicznej  z  poprzecznie tł umioną ,
amplitudą:

(ui,ii2,0)  —  {U,  V, # )exp [—ax2 + i(kx1  — Qi)],   (3.1)-

gdzie  a jest  współ czynnikiem  zaniku  na  gł ę bokoś ci  (w  kierunku  x2),  k  jest  wektorem  fa-
lowym,  zaś  Q  czę stoś cią.  Wstawiając  (3.1)  do  (2.6)l j 3  dostajemy  nastę pują cy  ukł ad  rów-
nań  na  stałe  U,  V,  # :

(ikĄ+a2]U+(A+fł )[(ik)2U- aikV\ - - Q.- ittQ)ik  =   - QQ2U,

a

2]&   =   CE[- iQ+t0(~iQ)2]&- y&oiQ(ikU- aV),

co  moż na  też  zapisać  jako:

— hcx)qU—hicoaV+  er1  [oć2 — q2  + a>(i +  roa>)]   =  0,

gdzie:

a —.p«  ftf*   i  K _J  ̂ /7  «-   Ł ^ /1  /   f  _ / ^  P  *—^  n / i i i i>  f\  / ^  Z1  ^=  w/?«,  p  ==  c\c2  (3.3)

(3.4).

zaś  i3*  =   C\ \K jest  jednostką  czę stoś ci  Chadwicka- Sneddona.  P onadto:

c\  ~  (A + 2fi)/ (j,  ci  =   (J,/ Q,  m  =  yj(X+2fX),  h  =   y0o/ K,  x  — KjCE,  (3.5),

Wyznacznik  ukł adu  (3.2)  po  prostym  przekształ ceniu  jest:

£> =

lub

0

(1 - p~2)aiq2,  (co2 + ot,2 - P~2q2)iq,  mer'  miq{\  - icort)
- hwq,  - Mcoa,  Cil[a.2  — t

D  =
a>3 + p- 2(u*- q2),  0,  0
(l- p-2)q2,  u>2 + a2'- q2,  mc  ̂ ^(l- iwr^
— hwiq2,  —(a.2 — q2)ha>i,  clx  [a2 - q2+w(i  4-  Toa>)]



58  R-  WOJNAR

Warunek  istnienia niezerowych  rozwią zań  ukł adu (3.2) jest więc po  skorzystaniu  jeszcze
z  (3.3)+  postaci:

lco2 + p- 2(«2- <I2)]\ (a2+P)(u2  + Q) + («2- <I2)R]  = 0,  (3.6)

gdzie:

P = cy2- <72,  Q = - q2  + co2T0 + ia),  R = ewii+corj.  (3.7)

Wartoś ci  wtasne  problemu  speł niają  zatem  zależ noś ci:

cĄ mq*- p*afi,  «! +  «!=   - P- Q- R,  «!«i  -   PQ- q2R.  (3.8)

Wartoś ci  te wstawiamy  do r-ń (3.2) i  dostajemy  nastę pują ce  równania na U, V,  • &:

l  =  o ,
(3.9)

^  }

  a*  + *ł - i\  x &»t  j  =  2, 3.
\q  mxiqilicox)

4. Fale  powierzchniowe

Zakł adamy, że pół przestrzeń x2 > 0 jest  nieobcią ż ona, Si3(x1,  0, x3, t) — 0, oraz że
na  powierzchni  pół przestrzeni  zachodzi  swobodna  wymiana  ciepł a. Zatem dla pól  nie-
należ nych od x3,  na powierzchni  x2  =  0 speł nione są nastę pują ce  warunki  brzegowe:

0,  w 3 f 2 - 08  (4.1)

7]1&+rj 28&ldx2  =  0  dla stał ych  1 > ̂   > 0,  ł ?2 > 0,  (4.2)

Aby  otrzymać  (4.1) skorzystano  z /- - nia  (2.1)3.  Kł adąc

Aj  =  OfjCjw,  (4.3)

wstawiamy  teraz  ogólną  postać  naszej  fali  bież ą cej
3

(uuu2,0)  =  £  (U<J\   V<J\  ^)exp[- AJx2+i(kx1- Qt)]  (4.4)
J- i

• do r- ń  (4.1)1>2  i  (4.2).  Dostajemy  po  skorzystaniu  z  (3.9):

(<xl+q 2) U^+2aLoc2  C/ (2) + 2a1«3Ł / <3> = 0 ,
2g2 C/a> +  {2q2 -   p2eo2)  C/<2' +  (2q2 -   /32co2) C/<3' =  0,  (4.5)

(vo- V2«2)(a>2  + xl- <l2)U<2> + (r)o- V2a3)(a2  + al- q2)U<3>  = 0,

gdzie:

Vo =  VLX/CL-   (4.6)

"Warunek  istnienia  niezerowego  rozwią zania  ukł adu  (4.5) prowadzi  po pewnych  prze-
Jcształ ceniach  do szukanego  zwią zku  dyspersyjnego  (por.  [6]):

XI+CD2  - q2  + oc2<x3)+rj 0(g
2 - co2  + a2a3)]

2  =

(4.7)
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gdzie  zdefiniowaliś my:

G-   i 2

5.  Dyskusja  równania

R- nie  (4.7)  dla granicznej  wartoś ci  e = 0  dopuszcza  rozwią zania

G2  = l- co2/ q2,  q2  =  co2T0+uo.  (5.1)

Pierwsze  z  tych  równań  jest  klasycznym  równaniem na prę dkość  fali  Rayleigha,  drugie
jest  równaniem  dyspersji  fali  termicznej.

D la  innego  szczególnego  przypadku:  r] l  — 0,  r/2 = 1,  /- - nie  (4.7) redukuje  się do
(por. [7]):

(5.2)

Jeś li  co - >•  0  oraz  q -» 0  w  taki  sposób,  że  co/ q - + constans,  wtedy  dla  każ dego
Ti  >  T 0 > 0  odzyskujemy  z  (5.2)  wynik  Locketta, [8]:

G2  m (l  +   E- W2/ c2) / (l +  fi).  (5.3)

Aby  dojść  do tego  wyniku,  kł adziemy:

* - - £.  (5- 4)
co  pozwala  zapisać  r- nie  (5.2)  w postaci:

9{\  - XiTo+eTJ  + A]2  =  A2[2- X- X(Ta  + eTt)+2A],   (5.5)

gdzie:

-   P2X),  (5.6)

=   (a2 oc3/ q2)2  =   (1 - Z ) (l - J To )-  sJTi,  (5.7)

oraz:

,  r Ł - Ti + - i-.  (5.8)

Jeś li  teraz  to -» 0, c  -+  0,  ale X -»  constans,  wtedy

i 2 {-   (1 - X)X-  sX} {- X{\  + £)}
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albo

1 + 8  '

stą d,  uwzglę dniwszy  (5.4)  dostajemy  (5.3).
Jeś li  z kolei  mamy  przypadek  równych  czasów  relaksacji:

T l  =  T0 s  T°  czyli  71! =  To = T° =  T ° + ^ - .  (5.9)

r- nie  (5.5) przyjmuje  postać równania dyspersji  wyprowadzonego  przez N, N- N,  por. r- nie
(4.9a) w  [5], w ramach  teorii  z jednym  czasem  relaksacji,

=  A2[2- X- (l  + e)XT°  + 2A],  (5.10)

gdzie:

A2  =  (1 - X)(l - XT0) -  sXT°.

Tak  wię c  również  dla fal powierzchniowych  zachodzi analogia  wskazana  przez Agarvala,
[9], dla fal płaskich w przestrzeni  nieskoń czonej. Analogia  ta,  słuszna jeś li  idzie o rów-
nanie  dyspersji,  nie obowią zuje  w odniesieniu  do amplitud: nasze wyraż enia  (3.9) nie są
przy  założ eniu  (5.9)  takie  same jak ich odpowiedniki  (4.2),  (4.3) w  [5].

Dokonajmy  jeszcze,  wbrew  założ eniu  Ti> r0,  formalnego  przejś cia  granicznego:

^  = (^,1/0)^(0,0).  (5.11)

Otrzymujemy  wtedy  ten sam  wynik  co dla e- >0,  tzn:

-  = 0.  (5.12)

Ponieważ  ostatni  nawias  po P. S.  nie może  znikać,  wię c  r- nie  (5.12)  daje:

a  wię c  znów  mod fali  Rayleigha  i mod entropowy. Wynik  ten pozwoli  lepiej zinterpreto-
wać  przebieg  numerycznego  rozwią zania  równania  dyspersji.

6.  Analiza  numeryczna

Pełniejsza  dyskusja  równania  dyspersji  (5.5)  może być przeprowadzona  po analizie
numerycznej  jego  rozwią zania.  Rozwią zanie  otrzymano  metodą   Newtona,  tzn.  metodą
kolejnych  przybliż eń  wg. schematu:

X:=X- f(X)/ f'(X),  (6.1)

gdzie/'  =  dfjdX,  zaś:

f(y\   C0(\  Y"<9~4_ A\ 2 — A2O  Y— YT- i- 0  / f\   (fi 7\

Tutaj :

ST — To + eT^.  (6.3)

zaś  'S i A  dane są  formułami  (5.6) i (5.7).
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Za  zerowe  przybliż enie  przyję to  dla  (1/ T0)  <  C\  =  0.2817  wartość  X  stanowią cą
rozwią zanie  modu  termicznego  (5.13)2,  zaś  dla  (1/ T0)  >  c\ ,  wartość  X  =  (c£,Q)  sta-
nowią cą  rozwią zanie  modu  Rayleigha  (5.13)!.

Zbież ność  kolejnych  przybliż eń  była  szybka.  Na  ogół   potrzeba  było  mniej  niż  10
iteracji  na to, by  moduł   róż nicy wartoś ci X  uzyskanych  w  dwu  kolejnych  przybliż eniach
był   mniejszy  od  10~6.

Na  rys.  1 przedstawiono wyniki  obliczeń przeprowadzonych dla wartoś ci  stał ej sprzę-
ż enia  e = 0.05, wartoś ci  ilorazu  (3.3)s  jS2 = 3  (co odpowiada  liczbie  Poissona v  -   1/4),

J  www  L
0.1  0,2  0.3  OH  0,5  1,0

1/to

Rys.  1.  Kwadrat  prę dkoś ci  termosprę ż ystej  fali  powierzchniowej  c2  oraz  współ czynnik  jej  tł umienia n
w  funkcji  odwrotnoś ci czasu  relaksacji  (1/ T0)  dla  dwu  stosunków  TI / T U  =  1 oraz  T I / T 0  =  2,  W oś rodku
z  liczbą  Poissona  v =  1/4  i  stałą  sprzę ż enia  termosprę ż ystego  e  =  0.05  dla  czę stoś ci  a> =  10s

przy  zał oż eniu, że czę stość jest  liczbą  rzeczywistą  o wartoś ci  m =   105  i dla  dwu  wartoś ci
ilorazu  T^/ TO,  wynoszą cych  1 oraz  2.

Pierwszy  wykres  przedstawia  prę dkość  fali:

co 1

Re?
(6.4)

zaś  drugi — tł umienie  fali:

ri  =  Imq  = a> Im(l/ |/ T).  (6.5)

w funkcji  (1/ T0) ,  tzn. w funkcji  odwrotnoś ci mniejszego  z dwu czasów  relaksacji. Zgodnie
% wynikiem (5.13), dla maleją cych wartoś ci  xx,  rozwią zanie zbliża się do prostych asympto-
tycznych,  oznaczonych liniami  przerywanymi.
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Prę dkość  termosprę ż ystej  fali  powierzchniowej  nie przekracza  nigdzie  prę dkoś ci  kla-
sycznej  fali  Rayleigha  cR.  Co  do  przebiegu  jakoś ciowego,  nasze  wyniki  odpowiadają
dolnej gał ę zi rozwią zań podanych przez Tao i Prevost,  [10], dla płaskiej  fali  termosprę ż ystej
w  nieskoń czonej  przestrzeni   % czasami  relaksacji,  por.  także  Dodatek B.

Tłumienie fali  termosprę ż ystej  roś nie z  (1/ T0) ,  i  osią ga  maksimum w obszarze, w któ-
rym  zaburzenie  to  wytraca  stopniowo  charakter  fali  termicznej  nabierając  charakteru
fali  sprę ż ystej.  Dla  duż ych  ( l/ r 0)  fala  ma  charakter  fali  Rayleigha,  tzn.  charakter po-
wierzchniowej  fali  sprę ż ystej,  która  rozchodzi  się   bez  strat  z  prę dkoś cią   cR.

7.  Dyskusja  wyników

Dalszą   analizę   otrzymanych wyników  umoż liwi  nam rozwią zanie  równania  dyspersji
(5.5)  metodą   rachunku  zaburzeń,  por.  [5].

Celem  uproszczenia  postę powania  zauważ amy  najpierw,  że  r- nie  (5.5)  z  2  czasami
relaksacji  moż na  zapisać  formalnie  w  postaci  równania  z  1 czasem  relaksacji  podanego
przez  N,  N- N w  [5]:

}2  =  A2[2- X- XT0(\+S)+2A\ ,  (7.1)

gdzie:

A1  =   (1  - X)(l  - XT0)- SXT0,  (7.2)
Zaś:

S =  8- p-.  (7.3)

Teraz jednak  nowy  współczynnik  sprzę ż enia S  nie jest już  stałą   materiałową  lecz poprzez
Tx  i  To  zależy  od  co: zarówno  S  jak  i  To  są   wielkoś ciami  zespolonymi.

Dzielą c  stronami  (7.1),  (7.2)  przez X2  dostajemy:

r,  (7.4)
LA  1 1 *   j

gdzie:

1  /   1  \ /   1  \   i

(7.5)

Pamię tamy  przy  tern,  że  na  mocy  definicji  X,  (5.4):

1  q

Usuwamy  niewymierność  w  (7.4)  otrzymują c:

»2

=  ^ - $ 1 - lL  ~ J0( l  + ^)] } 24.J/
2.  (7.7)
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Mała  wartość parametru sprzę ż enia  S  skłania do  szukania  rozwią zań  r- nia  (7.7) metodą
rachunku zaburzeń. Nasuwają   się  przy  tym, ze wzglę du  na własność graniczną   (5.1), dwa
sposoby  poszukiwania  takiego  rozwią zania:  1°  szukamy  rozwią zania  wychodząc  z  rów-
nania  fali  Rayleigha:

& =  l- R,  (7.8)

gdzie  R  jest  kwadratem  prę dkoś ci  fali  Rayleigha

R  =   ci,  (7.9)

zaś  0  =  @ (X)  brane jest  w  punkcie X  =  R;  2°  szukamy  rozwią zania  wychodząc  z  za-
leż noś ci  dla  fali  termicznej

* - 4 - ,  (7.10)

gdzie  To  dane jest  przez  (5.8)t.

7.1.  Rozwią zanie od strony fali  Rayleigha.  Szukamy  rozwią zania  w  postaci  X=  R\# f  czyli
(por.  (4.15a) w  [5])

1  it  am
UU)

- it  am
~X~  R  '  U ' U )

gdzie:

Jf  =   1+Shl  + S2h2+   ...  (7.12)
Pisząc  jeszcze:

X  -   1 + S'Hi,  (7.13)
gdzie:

nadajemy  rozwinię ciu  (7.11)  postać:

- s r - —s  L -   (7- 14)
A.  JK.

Wprowadź my  jeszcze  oz;naczenia:

Wtedy  (7.5)  przyjmuje  postać:

jrf 2 =   rs- \ - So.i+S20,2,  (7- 16)

gdzie:

zaś wyraz w nawiasie klamrowym  {...}  po L. S.  r- nia  (7.7) daje  się   zapisać  nastę pują co:

- ^ r - ro ( l  + # )|  + ^ 2  =  (r+ *),» + ^  + / aWa,  (7.17)
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gdzie:

kolei  wyraz  w  drugim  nawiasie  kwadratowym  po  L. S.  r- nia  (7.7)  wynosi:

ś  wyraz  w  nawiasie  kwadratowym  po  P. S.  r- nia  (7.7)  jest:

Czynnik  0  rozwijamy  w  szereg  potę gowy:

gdzie:

gR  =

oraz

Korzystając  z  (7.21)  zapisujemy  /"- nie  (7.8)  w  postaci:

Obliczamy  pochodną   (7.22);  mamy:

8X 8  i

8X  8S  "  8X
lub

Ponieważ  X\s=Q  =  i?,  wię c:

(\+SHtY

' lJXlx
Zapisujemy  jeszcze  (7.23)  w  postaci  skrótowej:

gdzie:

g =

(7.18)

(7.19)

(7.20)

(7.21)

(7.22)

(7.23)

(7.25)
X  =  R

(7.26)

Wstawiamy  (7.26,  7.17,  7.16,  7.18)  i  (7.19)  do  (7.7). Ze wzglę du na  wynikają cą   z  (7.23)
i  (7.15)a  toż samoś ć:

( 7 ' 2 7 )



TERMOSPRĘ Ż YSTE  FALE  POWIERZCHNIOWE  €5

spostrzegamy,  że znikają  wyrazy  rzę du  0(#°) = 0(1)  po  każ dej  stronie  tak  otrzymanego
równania. Pozostają  wyrazy, których  najniż szy  rząd  po każ dej  stronie jest  0(ł2).  Współ-
czynnikiem przy  S2  po  lewej  stronie  równania jest  ( if 0) 2,  zaś  po  prawej  stronie  (0>0)2

4rs.  Przy  tym:

&° =,  - (r+s)shJl  + ~  )+sT0,  (7.28)

zaś:

)- T0.  (7.29)

Zatem  nasze  równanie  (7.7)  w  przybliż eniu  0(<?2) jest:

( if 0) 2  =   (&°)Hrs,

skąd :

Po  skorzystaniu  z  (7.28) -  (7.29)  dostajemy:

Stą d:

hx  =  To  M M V ,  v-   '....  *  (7.30)

Jest  to  wyraż enie  identyczne  z  otrzymanym  wg  teorii  z  1  czasem  relaksacji,  por.  wzór
(4.15b) w pracy  [5]. Zauważ my jednak, że sama pierwsza  poprawka  w rachunku zaburzeń,
wynoszą ca  Sht,  na mocy definicji  (7.3) zależy  liniowo  od  Tlt  zaś  od  To  zależy  w  sposób
bardziej  skomplikowany  poprzez  funkcję  s,  por.  (7.15)2.

7.2. Rozwią zanie  od strony  fali  termicznej.  Szukamy  rozwią zania  w  postaci  (por.  wzór
(4.14  a)  w  [5])

—  - T o d + / &+ ***»+ - O,  (7- 31)

gdzie  | j ,  £2 są na  razie  nieznanymi  współ czynnikami.  Kł adąc

W -   l + / * j+ * a $ 3 + ' . . .  (7.32)
lub:

FF=  l + / »\ ,  (7.33)

gdzie :

Wx -   ^ + « 3 +  ....  (7.34)
piszemy:

2 . -   r o( l+ ^^ j ,  V  (7.35)

5  Mech.  Teoret.  i  Stos.  1/88
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Po  wstawieniu  (7.35)  do  (7.5)  dostajemy:

lub  po  skorzystaniu  z  (7.32)  i  (7.34):

gdzie:

d2  =   ST0B,

B  =   Z0+£T0M
2+<?2T0N,

zaś:

oraz:
T0M

2  =  ( r o -

W  dalszym  cią gu,  zgodnie  z  (7.35)  znajdujemy:

- L
oraz:

- |r - l - ro( l+ < f) = =   To-

Ponadto  Z dokł adnoś cią do wyrazów  liniowych w  i:

gdzie:

go  =

czyli  po  skorzystaniu  z  (7.36):

( 7 - 3 6 )

(7.37)

(7- 38)

(7.39)

(7.40)

(7- 41)

Znajomość  gt  nie bę dzie nam dalej potrzebna. W rezultacie, na mocy (7.39) i (7.35) mamy:

9  • —  =  g0T0  + £T0Q,  (7.42)

gdzie:

Wstawiamy  (7.42, 7.39, 7.40, 7.37) do (7.7). Widzimy, że o ile P. S. tak otrzymanego rów-
nania  zawiera  wyrazy  co najwyż ej  rzę du 0  (S1),  to L. S.  zawiera  również  wyrazy rzę du
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0  ((?°).  Zatem  suma  tych  ostatnich  wyrazów  winna  znikać:

\goTo- (T0- U)]Zo=*0,

ską d:

Zo =  0,

lub  zgodnie  z  definicją   Z o  (por.  wzór  (7.38)):

(7.43)

Ograniczając  się  do liniowego  wzglę dem  S  przybliż enia,  z  rozwinię cia  (7.31)  otrzymu-
jemy:

lub  po skorzystaniu  z  definicji  (7.3):

Zatem, podobnie jak  w rozwinię ciu  od  strony fali  Rayleigha,  pierwsza  poprawka  w  roz-
winię ciu  od strony  fali  termicznej  jest  liniową   funkcją   7\ ; natomiast  zależ ność  od  T o

jest  w  obu wypadkach  róż na  i  nieliniowa.
Biorą c  pierwiastek  kwadratowy  z  obu stron  r- nia  (7.44),  w  liniowym  przybliż eniu

mamy:

7F  = ^T° \ l +' 2e  "iw" ) '  ( 7>45)

lub:

gdzie:

2  „   Ti  —ToR  -   T l ( T 0 ~ 1

1  =  ~  ( T O - 1 )2 2  '  2  ( T O - 1 )2  +  1/ O)2  '

Jeś li  ponadto  ca > 1, wtedy  w  liniowym  przybliż eniu:

—  ,—/   1  i  \
t/ T  I/T-   I 1  _!_  I

\   2  COTO /

wię c:

T0  .  2 T 0 ( T 0 - 1 )2
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Załóż my  jeszcze,  że  r x  >  To >  l j  wtedy  na  mocy  (6.4)-  (6.5):

-   R ( l / / x)  "  y V  I 1
  2 E T J '

[l  +  .(l
2 ] / T O I  \   2  T

Dla  duż ych  wartoś ci  T 0,  tzn.  małych  (1/ T0)  zarówno  prę dkość  fali  termosprę ż ystej  c
jak  i jej  tłumienie  rj,  Ze wzglę du na małość e, są  praktycznie liniowymi  funkcjami  (l/ |/  T 0) .
Oznacza to zatem, co widać na rys.  1, że dla małych  (1 jr0),  wielkość c2 jest liniową   funkcją
( 1/ T0) ,  zaś  zwią zek  7} z  (1/ T„ ) jest  paraboliczny.  Porównanie wartoś ci  c  i  r\   obliczonych
wg  formuł   (7.46)  z  wartoś ciami  uzyskanymi  na  drodze  numerycznej  (por.  rozdział   6)
wskazuje  na  ich  praktyczną   zgodność  (<  0.01)  dla  wartoś ci  (1/ T„ )  <  0.2.

Zauważ my  jeszcze,  że  w  tej  granicznej  sytuacji  (co >  1,  rx  >  T 0 >  1)  prę dkość  fali
i  jej  współczynnik  tłumienia są   dla  fali  powierzchniowej  takie  same jak  dla  płaskiej  fali
harmonicznej  w  ciele  nieskoń czonym  (por.  [10], a także  Dodatek B); zatem panują ce na
powierzchni półprzestrzeni warunki  brzegowe  nie mają   wpływu  na propagację   fali  w tym
zakresie  parametrów.

Dodatek A

Elementarne  wzbudzenia  ciała  stałego  w  modelu  typu  Debye'a  zdefiniowane  jako
kwanty  podłuż nych fali  dź wię kowych  noszą  nazwę  fononów. Fonony poruszają   się  w kie-
runkach  przypadkowych  z  prę dkoś cią   cT.  Jeś li  cx,  cy>  cz  są   składowymi  prę dkoś ci  cx

w  kierunkach  osi  x, y,  z  to:

cl  =
przy  czym:

<c2

x) -   <Ą 2> = <c2> =  c»,

gdzie <...> oznacza ś rednią.  W zwią zku  z tym prę dkoś ci fali  termicznej jest:

c„   =  d/ j/T,  (Al)

por.  [11],  [12]. Wzór  (Al)  słuszny jest dla ciała, w którym przekazywanie  energii  odbywa
się   na  drodze  fononowej,  a  wię c  dla  dielektryka,  por.  [12], [13],

Analiza  kinetycznego  równania  Boltzmanna dla  fononów  [14],  [15] jak  i  teoria linio-
wej  odpowiedzi  [16]  wykazują,  że  moż na  obserwować  rozchodzenie  się   fal  termicznych
w  „oknie"  czę stoś ci

T y 1  <  CO  <  T J 1 ,

gdzie  rv,  rE  są   odpowiednio  ś rednimi  czasami  zaniku  strumienia  ciepła  i  powrotu  do
lokalnej  równowagi  termicznej.
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Dodatek B

Falę   harmoniczną   o  stałej  amplitudzie  opisuje  r- nie  (3.1),  jeś li  poł oż ymy  w n im
a =  0. Ponieważ,  zgodnie  z  (3.3)2  oznacza  to,  że

« = 0,  (Bl)

wię c  r- nie  (3.6) redukuje  się   do:

(m

2- t2q2)(PQ~q2R)  -   0,

Stąd  albo:

co2  =  P~2q2,  (B2)

albo:

(a)1- (r)(~qz+a)2t0  +  ico)- q2soj(i + a)r1)  = 0  (B3)

Skorzystaliś my  tutaj ze zwią zków  (3.7). R- nia  (B2) i  (B3) odpowiadają   r- niom (14) i (15)
w  [10]. Korzystając  z  definicyj  (5.4) i  (5.8) zapisujemy  (B3) w postaci:

T0X
2- bX+l  = 0,  (B4)

gdzie:
Z> =   1+TO  +  BTS..

Pierwiastki  tego  równania są:

X+ -   _ L( 6 +  1/ J),  Z_ = - ~1  (Z>- ]/2T),  (B5)
/ i   o  z i 0

gdzie:

zł   =  b2- 4T0.  (B6)

Stąd  (por. rys.  2):

1  1  f12  ±   i 1 ' 2 .  (B7)
| / Z+  j/ 2  i/ jf L  l/ 2

Pamię tajmy,  że pierwiastki  liczb  zespolonych wystę pują ce  w (B5) i dalej  są   obliczane  wg

wzoru:

• \ / a + \b = x  +  \ y,

gdzie:

zaś  a  oraz  źł  są   liczbami  rzeczywistymi.
Pierwiastek  kwadratowy  z  wyróż nika  (B6) moż emy  zapisać  w postaci:

lub  w przybliż eniu  liniowym  ze wzglę du  na mał ość e:

,/2T=   _ ( 1 _ r o ) _ e r i | ± ^ . .  (B8)
1 ~ J
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2.0
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0.1  •,
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Rys. 2. Kwadrat prę dkoś ci harmonicznej fali  termosprę ż ystej c2 oraz współczynnik jej  tłumienia i/  w  funkcji
odwrotnoś ci czasu  relaksacji  1/ T0.  Krzywe  oznaczone kółeczkami © lub © zostały wykreś lone  odpowied-

nio  na podstawie  funkcji  X+  lub X- ,  z  wykorzystaniem  wzorów  (6.4), (6.5).
Parametry  rozpatrywanego  oś rodka  są   takie  same jak  na rys. 1

Wstawiając  (B8)  do  (B7)  znajdujemy:

2  l- T0

(B9)

Zauważ my,  iż  r- nie  (B9)2  jest  identyczne  z  (7.45).
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P  e 3  K)  M e

LTOBEPXHOCTHBIE BOJIHbl B T E P M O yn P yrO C TH C  BPEMEHAMH
PEJIAKCALJHH

noaepxHocTHbie  Bojnn>i  B  H3OTporaroivi  oflHopoAHOM   nojiynpocrpaHCTBe  utcnonb3yHcb
• reopneft  jiHHeitHoft  TepMoynpyrocrH  c  flByMH  BpeMesaMH  penaKcaqHH.  npeflnoJiarae- rcHj  *m>  noBepx-
HOCTB  nonynpocrpancTBa  cBo6oflHa  OT MexaHmiecKOH  H arpy3Kn3  H  MTO  Ha Hee  Bo3Mo>KeH  CBoSoflHoił
TerraooSiweH.  BBIBOAHTCH  HHcnepctfoHHoe  cooTHoineHHe K npeflcraBjiHercH  ero iKCJieHHOH H acH iwrro-

aHanH3.  yKa3aHa  aH anorna  HaiifleHHHX  peayjiMaToB  c  peayjitTaTaMH  Teopmt  c  oflHOM Bpe-
penaKcaqitn.  I I p n  oTcyrcTBHe  conpHiKeHMH  TepiwiecKHX  H MexainiyecKHX  noJieft  nojiy^iaeTCH

Bojmy  Pajiea.  Jlflu  mi3i<nx  3H aiemrił   ^acTOTbi  H BojiHOBoro  BeKTopa  sa^a^ia  CBOAHTCH
K  pemeH rao  JIcKarra.

S u m m a ry

SURFACE  WAVES  IN THERMOELASTICITY WITH RELAXATION  TIMES

Surface waves in an isotropic homogeneous semi- infinite space are studied within  the  linear thermo-
elasticity  with  two  relaxation times. The boundary of  the semi —  space  is assumed  to be  free  of  stresses
and  through it  there is a heat exchange with environment. Associated  dispersion  relation is  derived  and  its
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numerical  and  asymptotic  analysis  are presented. The analogy  of  our  results  with  those of  a  theory with
one  relaxation  time  is  discussed.  Also,  Rayleigh's  classical  result  for  isothermal  elastodynamics,  and
Lockett's  thermoelastic solution corresponding  to  low  frequencies  and small  wave vectors  are  recovered.

Fraca  wpłynę ła  do  Redakcji  dnia  20 stycznia  1987  roku.


