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摘  要：针对大型土木结构损伤识别优化效率低的问题，提出了子结构虚拟变形方法。虚拟变形方法是一种结构

快速重分析的方法，该方法利用单元的虚拟变形模拟结构的损伤，可以在不重新建立有限元模型的情况下，快速

计算出结构参数改变后的结构响应。该文基于虚拟变形法的基本思想，对子结构的刚度矩阵进行分解和对损伤后

结构运动方程进行整理，推导出利用子结构的虚拟变形刻画损伤的方法，扩展了虚拟变形方法的适用范围；并且

给出了虚拟变形和结构响应的相关性计算公式，通过相关性分析提取主要的虚拟变形，减少参与计算的子结构虚

拟变形的数目，提高计算效率；最后利用一个五十层框架的数值仿真验证方法的有效性。 
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Abstract:  Aiming at the low optimization efficiency of the large structural damage identification in civil 
engineering, a Substructure Virtual Distortion Method (SVDM) is presented base on Virtual Distortion Method 
(VDM). VDM is a fast structural reanalysis method which uses virtual distortions to simulate structural damages, 
and the modified structural responses can be estimated quickly without rebuilding the whole structural finite 
element model. Based on the VDM, the way of virtual distortions of the substructure is reduced to simulate its 
damages through the eigen-decomposition of the substructure stiffness matrix and the analysis of the structural 
motion equation, and thus it extends the application of the VDM to more complex practical structures. Via 
analysing the correlations of the distortions with structural responses, the main virtual distortions of the 
substructure are picked up to reflect the damages. The correlation estimation equation is presented. This reduces 
the number of necessarily-considered virtual distortions and increases the computational efficiency. A numerical 
50-story frame model is used to verify the proposed method. 
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结构损伤的准确识别是结构健康监测的关键

步骤，它为土木工程中服役结构的监测、维修、安

全评定等提供了可靠的理论依据。近些年结构损伤

识别的研究比较深入，但是由于土木结构大型复杂

的特点，利用有限测点进行结构准确的损伤识别还

存在一定的困难。 
根据方法是否依赖有限元模型，可分为无模型

和有模型损伤识别方法。无模型的损伤识别主要指

信号处理的方法，如小波分析[1]和 HHT 变换等[2]。

无模型方法可以快速判断损伤的发生时刻和大致

位置，但一般不易识别出损伤的具体程度。有模型

方法利用结构的实测信息通过优化有限元模型中

的参数进行损伤识别，即结构模型修正的方法[3]。

有模型方法不但可以识别损伤的位置还能识别出

损伤的程度，是目前主要损伤识别方法。 
根据所利用结构振动响应类型的不同，损伤识

别方法主要分为频域方法、时域方法。频域方法利

用结构频率和振型信息进行损伤识别。2009 年，李

永梅等[4]利用结构损伤前后的柔度矩阵，提出基于

柔度差曲率矩阵的结构损伤识别方法，能够定位损

伤，定性反映损伤程度，仅需结构的低阶模态信息。

2012 年，郑飞等[5]提出一种采用缩聚应变能与频率

相结合的损伤识别定性与定量方法。频域方法的优

点是对噪声的鲁棒性好，但是往往对局部损伤不敏

感，而时域方法直接利用结构的时域动力响应进行

损伤识别，不存在模态截断的现象，可充分利用实

测响应。2009 年，张坤等[6]在激励未知的情况下，

通过动态响应灵敏度同时对损伤和激励进行反演。

虚拟变形方法(VDM)[7]是一种结构快速重分析的方

法，通过引进虚拟变形快速计算有限元模型改变后

的响应，不需重新建立有限元模型。该方法的计算

效率与参与优化的虚拟变形个数成正比，如果只对

整体结构中某个局部区域进行损伤识别，这种方法

的优化效率就能显著体现出来。时域方法对局部损

伤比较敏感，常常利用较少传感器就可以进行准确

的损伤识别，但该类方法需要有比较准确和合理的

有限元模型，而且与频域方法相比，相对容易受噪

声的影响。 
虚拟变形方法属于基于时域响应的有模型损

伤识别方法。虚拟变形方法被广泛的应用在结构的

静、动态分析和结构参数识别中，虚拟变形不但能

模拟结构刚度[8]的变化，而且还可以模拟结构质    
量[9]和阻尼参数[10]的变化。但是目前的虚拟变形方

法主要用于模拟单元形式简单的损伤，例如杆单元

(拉伸变形)、梁单元(拉伸、弯曲和剪切变形)。当单

元复杂或自由度数目较多时，则需要引入较多的虚

拟特征变形来刻画损伤，大大增加了虚拟变形求解

计算量。目前对于大型复杂结构，为了降低需要识

别的未知数，常常将整体结构划分为若干子结构，

一个子结构由多个相邻单元组成并用一个损伤因

子来刻画。鉴于此，本文提出子结构的虚拟变形方

法，并通过子结构虚拟变形与响应的相关性分析，

提取主要的虚拟变形，减少子结构虚拟变形的数

目，提高计算效率。最后利用一个五十层框架有限

元模型结构验证方法的有效性。 

1  子结构虚拟变形方法 

1.1  子结构虚拟变形和损伤的关系 
设第 i 个子结构的扩展刚度矩阵为 s,iK ，损伤

后的子结构刚度为 d
s,iK ，则子结构 i 的损伤因子 iμ

可以表示为式(1)，结构的刚度矩阵为式(2)，损伤结

构的运动方程为式(3)。 
d
s, s,=i iiμK K                          (1) 

d d
s, s,i i

i i
= =∑ ∑K K K K ，           (2) 

d
s,( ) ( ) ( ) ( )i

i
t t t t+ + =∑Mu Cu K u f      (3) 

式中：M为结构的质量矩阵；C为阻尼矩阵； ( )tu
为结构的位移； ( )tf 为结构的激励。 

将式(3)中损伤结构刚度矩阵改变的部分移到

方程的右边，化为式(4)，即相当于在未损伤结构上

施 加 一 个 虚 拟 力 0 ( )tp ， 其 中 0 ( )t =p  

s,(1 ) ( )i i
i

tμ−∑ K u 。 

0( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t+ + = +Mu Cu Ku f p     (4) 
子结构的刚度矩阵 s,iK 可以由子结构的局部刚

度矩阵 ss,iK 来表示，为： 
T

s, ss,i i i i=K L K L               (5) 

式中： ss,iK 为子结构局部坐标系对应的刚度矩阵，

其维数与其子结构自由度数目相同； iL 为子结构局

部自由度编号与整体自由度编号对应的位置矩阵。
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联合式(5)，虚拟力可以写为下式的形式： 
0 T 0

s,( ) ( )i i
i

t t=∑p L p             (6) 

式中 0
s, ss, s,( ) (1 ) ( )i i i it tμ= −p K u 为局部坐标系下作

用在第 i 个子结构的虚拟力。 s, ss, s,( ) ( )i i it t=p K u 为

子结构的结点力，故施加的虚拟力 0
s, ( )i tp 和子结构

的结点力 s, ( )i tp 有如下式所示的关系： 
0
s, s,( ) (1 ) ( )i i it tμ= −p p           (7) 

从上面的推导可以看出，虚拟力、结构损伤与

结构响应存在一定的关系。将虚拟力 0
s, ( )i tp 作用在

第 i 个子结构上所产生的变形定义为虚拟变形。虚

拟变形可以通过对子结构刚度矩阵 ss,iK 进行特征

值分解来进行分析。特征值包括两部分：1) 特征值

为零对应的特征向量为子结构的刚体位移，这里不

考虑；2) 正特征值对应的特征向量为结构的特征变

形。 ss,iK 可以由正特征值和对应的特征向量表示，

见下式： 
T

ss,i ij ij ij
j
λ ϕ ϕ=∑K             (8)  

式中： ijλ 为第 i 个子结构的第 j 个特征值； ijϕ 为第

i 个子结构的第 j 个特征向量，这里将 ijϕ 定义为特

征变形， ijϕ 满足 ss,i ij ij ijϕ λ ϕ=K 。子结构虚拟力可

以表示为： 
0 0 0
s, ss,( )i i ij ij

j
t γ ϕ= ∑p K           (9) 

式中， 0
ij ijγ ϕ 为第 i 个子结构的第 j 个虚拟变形，

0 T
s,(1 ) (1 )ij i ij i iuγ μ ϕ μ= − − 为对应的虚拟变形系数。

同样，子结构结点力可以表示为： 

s, ss,( )i i ij ij
j

t γ ϕ= ∑p K           (10) 

式中， ij ijγ ϕ 为第 i 个子结构的第 j 个实际变形，其

中实际虚拟变形系数 T
s, ( )ij ij iu tγ ϕ= 。因此实际变形

系数与虚拟变形系数存在下式的关系： 
0 (1 )ij i ijγ μ γ= −              (11) 

1.2  计算损伤结构的响应 
由运动方程式(4)结合杜哈姆积分，损伤结构的

第α 传感器的响应 ( )y tα 可以表示为： 
L γ 0( ) ( ) ( ) ( )ij ij

i j
y t y t D tα α α

τ
τ γ τ= + −∑∑∑    (12) 

式中： L ( )y tα 为未损伤结构在外荷载作用下的响应；
γ ( )ijD tα 为在未损伤结构作用脉冲特征变形 ijϕ 时第

α 传感器的响应(在结构上施加脉冲特征变形 ijϕ 也

就是在结构上施加 ij ijλ ϕ 的脉冲激励)。在 VDM 方

法中， γ
ijDα 称为动态影响矩阵。 0 ( )ijγ τ 为第 i 个子

结构的第 j 个虚拟变形系数。 L ( )y tα 和 γ ( )ijD tα 均由

未损伤结构模型计算获得。如果已知虚拟变形系数
0 ( )ijγ τ ，则损伤结构的响应可以利用式(12)快速计

算。类似式(12)，损伤结构的实际变形系数 ijγ 可以

由下式表示： 
L γγ 0( ) ( ) ( ) ( )ij ij ijkl kl

k l
t t D t

τ
γ γ τ γ τ= + −∑∑∑    (13) 

式中： L ( )ij tγ 为未损伤结构在第 i 个子结构的第 j 个

实际变形系数； γγ ( )ijklD t 为在结构上作用脉冲特征变

形 klϕ ，第 i 个子结构的第 j 个实际变形系数。由   

式(12)和式(13)可以得到式(14)。式(14)为第二类

Volterra 积分，属于适定性问题，具有唯一解。如

果已知结构中的某些子结构未损伤，则式(14)中
1 0iμ− = ，那么对应子结构项可以去掉，缩小虚拟

变形的数目，简化求解方程。 
L(1 ) ( )i ij tμ γ− =

 0 γγ 0( ) (1 ) ( ) ( )ij i ijkl kl
k l

t D t
τ

γ μ τ γ τ− − −∑∑∑
 

(14) 

将式(12)和式(14)整理为式(15)和式(16)矩阵的

形式。式(15)和式(16)中 γD 、 Ly 和 γγD 由理论未损

伤模型计算获得，在给定结构的损伤因子 μ后，可

以由式(16)计算出虚拟变形系数，代入式(15)即可以

计算出结构的响应，而不需要进行结构的重新建模

和分析。 
L γ 0= +y y D γ                    (15) 

L γγ 0( ) ( ( ) )− = − −Ι μ γ Ι Ι μ D γ       (16) 

1.3  主要虚拟变形的选取 
模拟子结构损伤所需的虚拟变形的数量等于

子结构刚度矩阵的正特征值的数量。当子结构比较

复杂，或者自由度比较多时，对应的虚拟变形就会

比较多，如果将所有这些虚拟变形都求解，计算量

必然很大。实际中，某些子结构的特征变形对应的

虚拟变形对结构响应影响很小，因此将主要的虚拟

变形挑选出来，只利用主要的虚拟变形来模拟损

伤，可以降低需要计算的虚拟变形的系数，提高计

算效率。下面介绍选取主要虚拟变形的方法。 
由 1.1 节分析可知，子结构的虚拟变形、实际

变形与特征变形三者是对应，因此下面通过分析实
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际变形与结构响应的相关性来确定主要虚拟变形

系数或主要特征变形。定义 ijη 为子结构 i的第 j个
实际变形的相关性系数，其计算公式为： 

LL T

L
2

| ( ) |
|| ||

ij

ij

γ

η =
y y

y
             (17) 

式中，
L
ijγy 是将变形 L

ij ijγ ϕ 作为激励施加到未损伤结

构时传感器的响应。 
对 ijη 按照式(18)进行归一化为 ijη ，并对 ijη 从

大到小进行降序排列，即为
1 2, , , ni i i i i iη η ηL≥ ≥ ，然

后对其进行累计求和为 π ( )i m ， π ( )i m 的计算公式

见式(19)。定义门槛值ς ，当 nγ 满足式(20)时，nγ 为

所选取的主要虚拟变形的数量，排序后对应的第

1 ~ nγ 特征变形为所选取的主要虚拟变形。 

ij
ij

ij
j

η
η

η
=

∑
                    (18) 

,
1

π ( )
k

m

i i i
k

m η
=

= ∑                  (19) 

π ( ) π ( 1)i in nγ γς +≤ ≤           (20) 

1.4  目标函数 
通过上面分析可知，在给定子结构损伤因子 μ

后，结构的响应 ( )y μ 可以通过子结构虚拟变形方法
(式(15)和式(16))快速计算出来，从而建立目标函数
式(21)，通过最小化目标函数来优化识别损伤因子。 

M 2

M 2
1 || ( ) ||( )
2 || ||

O −
=

y y μμ
y

 ,  (0,1]∈μ    (21) 

对式(21)进行求导，可以得到目标函数的梯度，
见式(22)和式(23)，从而可采用基于梯度的优化算
法，提高优化效率。 

M T 0
γ

M 2
[ ]

|| ||i i

O
µ µ

−∂ ∂
= −

∂ ∂
y y γD

y
        (22) 

0
0

i i iµ µ µ
∂ ∂ ∂

+ =
∂ ∂ ∂
γ A bA γ             (23) 

2  数值模拟 
2.1  有限元框架模型 
如图 1所示五十层三跨普通框架结构模型，每

层高 3m，总高 150m，每跨宽为 6m，材料的弹性
模量 2.1GPa，考虑结构附属物的影响，密度设为
7.850×104kg/m3。柱子的截面积和惯性矩分别为

0.064 m2和 0.01365m4，梁的截面积和惯性矩分别为

0.036m2和 0.0216m4。 

实际中一般测量框架结构的水平加速度(见下
一节)，而水平位移主要受侧向刚度(柱的刚度)影
响，相对而言，梁的损伤对水平自由度响应的影响

较小。所以为了提高损伤识别的计算效率，本文将

每层框架的 4个柱和 3个梁作为一个子结构，用一
个损伤因子来刻画。设只有第 1层和第 4层发生了
损伤，损伤因子分别为 0.7和 0.4，子结构的损伤因
子见图 2，损伤前后的框架结构前 5阶频率见表 1。
假设已知损伤发生在底部的 5个子结构中，但不知
损伤的数量、位置和程度。下面利用本文提出的子

结构虚拟变形方法对这 5个子结构进行损伤识别。 

1

2

3

4

5

6

7

49
50

 
图 1  框架模型 

Fig.1  Model of the frame 
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图 2  损伤因子 

Fig.2  The damage extents 

表 1  结构的前 5阶频率              /Hz 
Table 1  The first 5 natural frequencies of the structure 

阶数 1 2 3 4 5 

未损伤 0.190 0.967 1.998 2.212 3.562 

损伤 0.180 0.934 1.925 2.145 3.469 

2.2  激励和响应 
在框架结构上作用地震激励，选用Taft波的前

5s加速度时程作用在框架结构上，见图3。采样频率
为100Hz。在第4层水平方向上布置加速度传感器，
利用Newmark-β方法计算损伤结构第4层传感器位
置的加速度响应见图4，并考虑5%的高斯白噪声的
影响，如图4(5%噪声)，然后利用小波方法去噪，
去噪后的结果如图4(去噪后)。利用图4‘去噪后’
的响应和图3的地震时程来识别底部5个子结构的
损伤因子。 
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图 3  加速度时程 

Fig.3  The time history of the acceleration 
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图 4  第 4 层加速度响应 

Fig.4  The acceleration of the 4-th story 

2.3  虚拟变形分析和选取 
这里以第 3 个子结构为例介绍如何选取主要虚

拟变形，第三个子结构的模型见图 5，对其刚度进

行特征分解，对应的非零特征值见表 2，表 2 中特

征值按照去掉零特征值(对应的特征向量即刚体变

形)后，由小到大排列，前 6 阶特征向量见图 6。 
表 2  子结构的特征值(×109) 

Table 2  The eigenvalues of the substructure (×109) 

序号 1 2 3 4 5 6 7 

特征值 0.16  0.72  1.16  2.05  2.96  3.76 7.49 

序号 8 9 10 11 12 13 14 

特征值 19.9  26.3  33.5  34.5  46.9  47.3 88.9 

序号 15 16 17 18 19 20 21 

特征值 89.3  89.6  90.5  98.6  102  119 135 

 

图 5  子结构的模型 
Fig.5  Model of the substructure 

1 2

3 4
 

5 6  
图 6  子结构前 6 阶特征变形 

Fig.6  The first 6 eigenvectors of the substructure 

将图 3 的地震作用在未损伤结构上，计算出子

结构 3 的 21 组实际变形时程，前 6 个实际变形系

数时程为图 7。将这 21 组变形作为荷载加到未损伤

结构上，计算相应的第 4 层加速度响应，则可以获

得 21 个加速度响应，其中前 6 组响应如图 8 所示；

然后利用这 21 个加速度响应与未损伤结构响应进

行相关性计算，其相关性系数如图 9 所示。 
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图 7  未损伤子结构的前 6 阶实际变形系数时程 

Fig.7  The first 6 virtual distortions of the intact substructure 
to the seismic excitation 
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图 8  未损伤结构实际变形引起的未损伤结构传感器的响应 
Fig.8  The responses of the intact structure at the sensor place 

to the virtual distortions of the intact substructure 

对图 9 各变形对应的相关性系数进行归一化

(求和为 1)，然后按照数值由大到小排序，其顺序为

[17, 15, 8, 7, 12, 10, 19, 21, 23, 4, 20, 22, 16, 14, 13, 
18, 9, 6, 2, 1, 3, 5, 11]。当式(20)中门槛值ς 取 99%

时，第 6 个值为小于 99%的最大值，那么将前 6 个

对应的特征值和特征向量挑选出来作为主要特征

变形，分别见表 3 和图 10。 
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图 9  相关系数 

Fig.9  The correlation coefficients 
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表 3  挑选的特征值(×109) 
Table 3  The selected eigenvalues (×109)  

阶数 15 13 6 5 10 8 

特征值 89.3 47.3 3.76 2.96 33.5 19.9 

15 13

6 5

10 8  
图 10  挑选的特征变形 

Fig.10  The selected eigenvector 

结构底部 5 子结构的所有特征变形数目之和为

96，那么对子结构 1~5 进行如上操作，挑选主要特

征变形，则只需选取 32 个主要虚拟变形就可以模

拟子结构损伤，见表 4，所需虚拟变形是总虚拟变

形数目的 1/3。 
表 4  所有子结构挑选的特征值的阶数 

Table 4  The orders of the selected eigenvalue of all the 
substructures 

序号 1 2 3 4 5 6 7 8 

子结构 1 1 1 2 2 2 2 2 

提取阶数 1 6 12 13 5 6 15 10

序号 9 10 11 12 13 14 15 16

子结构 2 2 3 3 3 3 3 3 

提取阶数 17 2 15 13 6 5 10 8 

序号 17 18 19 20 21 22 23 24

子结构 4 4 4 4 4 4 4 4 

提取阶数 13 15 5 8 10 6 17 19

序号 25 26 27 28 29 30 31 32

子结构 5 5 5 5 5 5 5 5 

提取阶数 13 5 15 6 8 2 17 19

为验证选取的主要变形已能模拟子结构损伤，

给定实际损伤因子，利用表 4 所选取的主要特征值

和对应的特征向量，由子结构虚拟变形方法，通过

相应地式(15)和式(16)计算结构响应，见图 11 
(VDM)，可以看出实际(图 11，理论)与构造的响应

(图 11，VDM)是一致的。此外，原有有限元模型 
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图 11  构造的响应与实际响应的比较 

Fig.11  Comparison of the constructed responses with the 
actual responses 

一共 600 个自由度，而利用子结构虚拟变形方法，

每个时间步只需计算一个 32 维矩阵的逆，大大提

高了结构响应计算的效率。 
利用图 4‘去噪后’的响应和图 3 地震时程，

以及表 4 挑选的主要特征变形来识别框架底部 5 个

子结构的损伤因子，识别的结果见图 12。损伤的位

置和程度可以被准确识别，验证了方法的有效性。 
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图 12  识别的损伤因子 

Fig.12  The identified damage extents 

2.4  计算效率分析 
该方法利用虚拟变形模拟结构的损伤，可以在

不重新建立有限元模型的情况下，快速计算出给定

损伤因子的结构响应。另外，利用子结构虚拟变形

法建立的目标函数，能够推导其梯度表达式，从而

可采用基于梯度的优化算法，提高优化效率。下面

仅从提高结构响应的计算效率方面进行分析。 
本文算例中参与计算的子结构数目为 5 个，所

选取相关性较大的虚拟变形的数目为 32 个，共 500
个时间步，每个时间步需要计算 32 维方阵的逆，

方阵求逆的计算量一般为 O(N3)，即 N3=323=32768，
所以优化过程中计算一次结构响应的计算量为

O(N3×500)=O(1.64×107)；常规的损伤识别方法中，

每次优化一般采用 Newmark-β方法计算结构响应，

计算一次结构响应的主要工作量为计算结构系统

矩阵的逆。算例中框架的整体自由度为 600 个，因

此计算量为 O(6003)= O(2.16×108)。可以看出，在单

次结构响应的计算中，子结构虚拟变形方法将计算

效率提高了 10 倍多。另外在优化中能采用目标函

数的梯度(见式(22)和式(23))，在优化过程中可以进

一步提高计算效率。 
而如果没有预判损伤子结构的位置，所有子结

构都要参与损伤识别，假设每个子结构挑选 6 个主

要虚拟变形，那么共 300 个虚拟变形，则计算量为

3003×500=4.5×109，则这种情况的计算量要大于利

用 Newmark-β 方法 20 多倍。此种情况采用

Newmark-β方法计算结构的响应效率更高。 
因此本文方法一般需要根据结构分析、经验或

者信号处理的方法预先确定或估计损伤的范围，然

后对局部结构进行识别。 
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3  结论 

本文推导了子结构的虚拟变形方法，通过一个

50 层框架结构模型验证了方法的有效性，并得到了

以下结论： 
(1) 利用子结构的特征变形模拟子结构的损

伤，扩展了虚拟变形方法的适用范围，可以将方法

更有效地应用于实际复杂结构。 
(2) 通过特征变形与响应的相关性分析，可以

选取主要的虚拟变形来模拟结构损伤，从而忽略对

结构响应影响较小的次要的虚拟变形，提高计算   
效率。 
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