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Miary Younga
i ich zastosowania w mikromechanice i optymalizacji.
Czesé 1. Podstawy matematyczne

1. Wstep. Celem niniejszego artykulu jest przedstawienie wspdlczes-
nych, matematycznych zagadnien mikromechaniki osrodkéw ciaglych, w kt6-
rych wykorzystuje si¢ tzw. miary parametryzowane. Pokazemy, jak wsp6i-
czesna matematyka daje sie z powodzeniem wykorzystaé w procesach mo-
delowania i w badaniu wlasnoéci mikrostruktury o$rodka. Ten wspdlczesny
jezyk matematyki bedzie dotyczyé pojeé takich jak miary parametryzowane,
ktérych przypadkiem szczegblnym sa miary Younga i H-miary.

Oméwione réwniez zostana te zagadnienia optymalizacji i sterowania,
w ktérych wykorzystuje sie takie miary, a takze przej$cia fazowe, zagadnienia
mikromagnetyzmu, ograniczen na stale efektywne itd.

Praca sklada si¢ z dwu czeéci. Same zastosowania i metody numeryczne
zostang przedstawione w czeéci drugiej pracy. Czesé pierwsza natomiast sta-
nowi synteze prezentacji narzedzi takich jak miary Younga, H-miary oraz
miary ogélniejsze od miar Younga.

W rachunku wariacyjnym i w mechanice oérodka ciagtego fundamentalng
role odgrywaja funkcjonaly catkowe typu

(1.1) J(u) = Sf(m,u(w),Vu(:v))dx,
e

okre$lone na pewnej przestrzeni funkcyjnej. W zastosowaniach do rachunku
wariacyjnego lub mechaniki osrodkéw ciaglych (zagadnienia statyczne) waz-
ny jest problem minimalizacji funkcjonalu. W zagadnieniach mechaniki ciala
statego zwykle bedzie to funkcjonal energii i méwimy wtedy o problemie
minimum energetycznego.

Jedna z podstawowych metod badania zagadnien istnienia oraz znajdo-
wania minimizeréw jest metoda bezposrednia rachunku wariacyjnego. Me-
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toda ta, pochodzaca od Leonida Tonelli (por. {49]), polega na badaniu mi-
nimum funkcjonatu bez potrzeby analizowania réwnan Eulera-Lagrange’a
i wywodzi sie z przypadku skoficzenie wymiarowego. Stosowanie tej metody
wymaga, aby funkcjonal J(u) dany catka i okreslony na odpowiedniej przes-
trzeni funkcyjnej, np.

(1.2) J(u) = X f@,u, Vu)de, weWHP(Q), p>1,

£
byt dolnie pélciggly wzgledem zmiennej u w odpowiedniej topologii, w ktérej
zbiory {u : J(u) < const} sg relatywnie zwarte. Tak okreslony funkcjonal
przy dodatkowych zalozeniach koercywnosci funkcji podcatkowej f posiada
minimum.

Okazuje si¢, ze wypuklosé funkcji podcatkowej (a nawet pewne jej uogél-
nienia, takie jak poliwypukloéé, kwaziwypuklo§é, wypuklo$é rzedu 1) gra
tutaj kluczows role. Jedli funkcja podcalkowa nie spelnia odpowiedniego
warunku wypuklodci, moga nie istnie¢ minimizery w sensie klasycznym, tj.
nalezace do odpowiednich przestrzeni Sobolewa.

Problem braku minimum dla pewnych zagadnief teorii optymalnego ste-
rowania byl zauwazony juz przez Younga w pracach [172, 173] (por. takze
pracg Wargi [171]). Metoda pochodzaca od Younga polegala na rozszerze-
niu klasy rozwigzan. Young wprowadzil pojecie krzywej uogdlnionej, tj.
takiej, ktéra jest uogdlnionym rozwiagzaniem przy braku rozwigzania kla-
sycznego. Jest to para (u,v), gdzie u = u(x) jest trajektoria, a v = (vz),
z € §2, jest miarg probabilistyczna (rodzina miar parametryzowang zmienng
T € 02).

Warto podkreélié, ze zagadnienie poszukiwania rozwiazan uogélnionych
i probleméw rachunku wariacyjnego oglosit Hilbert w problemach 19, 21
i 23 podczas stynnego Kongresu Matematykéw w 1900 roku w Paryzu (por.
[74]). -

Inne alternatywne podejécie do zagadnien minimalizacji funkcjona-
16w, ktére nie posiadaja minimum, polega na zastosowaniu tzw. relaksacji
funkcjonalu. Takg metodsg jest np. tzw. relaksacja kwaziwypukla, polegajaca
na tym, Ze problem znalezienia inf I(u) nie majacy rozwigzania zastepuje
sig problemem wyznaczania inf QI(u), czyli ,zadaniem kwaziwypukiym”,
a nastepnie udowadnia sig, ze infl = inf QI = min@QI. QI oznacza tu-
taj kwaziwypukly relaksacje funkcjonalu I. Okazuje sie, ze dwa ostatnie
zagadnienia sa réwnowazne zagadnieniu wyznaczania minimum odpowied-
niego funkcjonatu zrelaksowanego przez miary Younga (por. Pedregal [123]).
Metody relaksacyjne byly szeroko stosowane do badania istnienia minimi-
zeréw w rachunku wariacyjnym, jednakze tym problemem nie bedziemy sie
zajmowad ponad to, co jest potrzebne w zwiagzku z zastosowaniem miar pro-
babilistycznych. Natomiast przyjecie i rozwdj idei rozwigzan uogélnionych
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w sensie Younga doprowadzity do rozwoju miar probabilistycznych zwanych
tez miarami Younga.

Pierwotnie miary Younga, znane wczesniej jako miary probabilistyczne,
stuzyly jako aparat do znajdowania uogdlnionych rozwiazan w przypadku,
gdy problem minimizacyjny nie spetnial odpowiedniego warunku zwartosci,
tzw. inf-compactness. Rozwigzania klasyczne nie istnialy, natomiast gra-
niczne zachowanie minimizeréw stawalo sie coraz bardziej oscylujace. Roz-
wéj miar Younga w latach siedemdziesiatych zwigzany jest nie tyle z optyma-
lizacja, co z réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi {52-55, 139, 153-157].
Pézniejszy rozw6j miar Younga zwiazany jest z pracami (10, 11, 17-20, 61,
64, 66, 79, 82, 83, 87, 89, 90, 114, 142, 143, 151, 152, 168, 169]. Zastosowania
miar Younga do zagadniefi ewolucyjnych mozna znales¢ w pracach [52-55,
67, 68, 107, 111, 139, 141, 153, 154, 165]. Zagadnienia aproksymacyjne i ob-
liczenia numeryczne mozna znalezé m.in. w [94, 96, 98, 103, 104, 111]. Ob-
szerng literature dotyczaca zastosowan podamy w II czesci pracy, tu ograni-
czymy sig do kilku pozycji, np. [24, 26, 29, 35, 42-44, 48, 56, 60, 61, 79, 88,
96, 99 100, 101, 103-105, 118, 140, 148]. W zastosowaniach, w szczegdlnosci
do mechaniki nieliniowej, w bardzo szerokiej klasie tzw. materiatéw inteli-
gentnych (ang. smart materials), jak np. stopéw metali z pamiecig ksztattu,
gesto$é energii wewnetrznej W(x,-) jest funkcja niewypukla; méwiac pre-
cyzyjniej, nie jest nawet funkcja kwaziwypukla. Taka jest matematyczna
przyczyna nieistnienia klasycznych minimizeréw. W zamian za to mamy
zjawisko, ktére objawia si¢ w postaci szybkich przestrzennych oscylacji gra-
dientéw Vu; to zjawisko zwane jest ,mikrostrukturg”. Z matematycznego
punktu widzenia te szybkie oscylacje gradientéw moga by¢ opisane przez
miary probabilistyczne.

Nieciagloéci gradientéw rozwiazan (minimizeréw) na powierzchniach ma-
terialnych wystepuja w zjawiskach bliZniakowania w krysztalach (ang. cry-
stal twinning), zwiazanych z przejSciami fazowymi. Matematyczny model
tego zjawiska jest do§é skomplikowany przez fakt, ze funkcja energii wewne-
trznej W w krysztalach jest potencjalem wielostudniowym, a wigc niewy-
puklym.

Niecigglodci gradientéw rozwiazan wystepuja réwniez w pewnych przejs-
ciach fazowych typu faza stala—faza stala, znanych jako transformacje mar-
tenzytyczne, w ktérych wystepuja plaszczyzny rozdzielajace faze jednorodna,
zwang austenitemn od fazy zwanej martenzytem. Tymi zagadnieniami zaj-
miemy sie w drugiej czesci pracy.

Miary Younga stanowia dobre narzedzie do badania zjawisk oscylacji,
jednakze nie wystarczaja do badania zjawiska koncentracji. Pierwsze proby
uogdlnienia miar Younga w postaci pary miar Radona zostaly przeprowa-
dzone w pracy DiPerny i Majdy [55], ktérej celem bylo zastosowanie tych
miar do badania koncentracji.
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Inne podejscie do badania koncentracji i oscylacji jednoczednie zapropo-
nowano w pracy Fonseca i in. [66]; jest ono tez oparte na dwéch miarach,
mierze Younga i mierze warifoldowej.

Inny rodzaj miar, ktore chcemy tu zasygnalizowad, tzw. H-miary zostaty
wprowadzone w zwiazku z badaniami dotyczacymi pewnych zagadnief ho-
mogenizacji (Tartar (155, 156]) oraz niezaleznie w pracach Gerarda [69] jako
wynik badah dotyczacych badania defektu zwartosci ciggéw stabo zbiez-
nych. Wprowadzenie oraz zastosowania H-miar znajdziemy w pracach [5-8,
68, 72, 87, 95, 133, 148, 157, 159, 160, 161-163|.

Plan pierwszej czeSci pracy jest nastepujacy: rozdzial 2 zawiera pod-
stawowe definicje poliwypukloscei, kwaziwypuklosci oraz wypuklosci rzedu
1 oraz klasyczne rezultaty zwiazane z odpowiednim rodzajem wypukiosci
a dolng pélciaglodcia funkcjonatéw. W rozdziale 3 podajemy proste przy-
kiady zagadnieh minimalizacyjnych, ktére nie maja klasycznych minimize-
réw. W rozdziale 4 wprowadzamy ogdlne pojecie miar probabilistycznych
w ujeciu Balla [15], Tartara [153], Kinderlehrera i Pedregala [82]. W roz-
dziale 5 omawiamy miary Younga generowane przez ciaggi gradientéw; ta-
kie miary maja zastosowanie w szczegdlnoéci w mechanice osrodkéw cig-
glych. W rozdziale 6 omawiamy miary Younga generowane wyzsze gradienty.
W rozdziale 7 podajemy lemat Chacona [20] i zwiazki z miarami Younga.
()smy rozdzial pracy dotyczy uogélnien miar Younga przydatnych do ba-
dania zjawiska koncentracji. Wreszcie w rozdziale 9 przedstawiamy pojecie
H-miar wprowadzonych przez Tartara (por. [155]). Polaczenie miar Younga
z H-miarami ma taki sens, ze w pewnych zagadnieniach, np. mikromagnety-
zmu, jedna i druga miara wzajemnie si¢ uzupelniajg i daja pelniejszy obraz
badanego problemu minimizacji (por. Tartar [159]).

Obszerna czesé druga dotyczyé bedzie metod numerycznych i zastoso-
wania miar parametrycznych w: mikromechanice (przejscia fazowe, mikro-
magnetyki, cienkie warstwy), geometrycznie nigliniowej dynamicznej hiper-
sprezystosci, projektowaniu i sterowaniu optymalnym.

2. Wybrane pojecia podstawowe. Podstawowymi pojeciami w ni-
niejszej czesci bedg pojecia takie jak: dolna pélcigglosé funkcjonatu, funkcje
kwaziwypukle, funkcje poliwypukle.

Niech 2 ¢ R"™ bedzie otwartym, ograniczonym podzbiorem o mierze
skofhczonej. Zaldézmy, ze

f:2xR™x M™ — RU {+00},

i niech uw: 2 — R™, £ : 2 - M™ beds funkcjami mierzalnymi; symbolem
M™” oznaczamy tu zbiér macierzy o wymiarach n x m.

DEFINICJA 2.1. Funkcja f : £2 x R™ x M™ — R jest funkcjg Ca-
rathéodory’ego, jesli:
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(a) f(-,u, &) jest mierzalna dla kazdego u € R™ i £ € M™",

(b) f(z,-,+) jest ciagla dla prawie kazdego = € (2.

DEFINICJA 2.2. Niech (X, 7) bedzie dowolna przestrzenig topologiczna.
Méwimy, ze funkcja f : X — [—00,+00] jest T-dolnie pdlciggla, jezeli dla
kazdego t € R zbiér {z € X : f(z) <t} jest domkniety w X. Powiemy, ze f
jest ciggowo T-dolnie pélciggla w punkcie v € X, jedli dla dowolnego ciagu
(ug) zbieznego do v mamy

f(u) < liminf f(u)

lub
flu) = min{lirr}cinff(uk) DUk — U}

Bedziemy méwié, ze f jest dolnie pdiciagla w X, jesli jest ona dolnie pdi-
ciagla dla wszystkich u € X.

Symbol 7 bedzie oznaczaé tutaj silna, staba lub staba* topologie.

W dowodzie twierdzenia o istnieniu miar probabilistycznych wykorzy-
stuje si¢ twierdzenie Banacha—Alaoglu (por. [146]).

TWIERDZENIE 2.1. Niech V bedzie otoczeniem zera w przestrzens liniowo
topologicznej X i niech

Ve ={z* € X*|(z*, ) <1 dla kaidego x € V}.
Wéwczas V° jest stabo® zwarty.

Poniewaz miary Younga sa podzbiorami przestrzeni miar, przypomnijmy
pojecie stabej zbieznosci miar.

Niech X bedzie przestrzenia metryczna, lokalnie zwarta i osrodkows.
Niech Cp(X) = {u: X - R | Ve > 03K C X;|u(z)| < e dla z € X\K},
gdzie odwzorowania u sa ciagle, a zbiér K jest zwarty. Wowczas przestrzen
miar ograniczonych jest przestrzeniag sprzezong do przestrzeni funkcji cig-
glych o zwartym nosniku, tj. (Co(X))* ~ Mp(X) w sensie takim, ze dla
wszystkich L € (Co(X))* istnieje p € Mp(X) taka, ze

L(u) = S udp
X
dla wszystkich u € Cy(X).

Rozwazamy przestrzen miar M,(X) wyposazong w slaba* topologie
a(Myp(X), Co(X)); wprowadzmy pojecie stabej* zbieznosci w zbiorze miar.

DEFINICJA 2.3. Niech {v;};jen bedzie ciagiem miar Borela. Méwimy, ze
ciag jest stabo* zbiesny do v (vj = v), jezeli

jlggo | fdy; =)§(de

dla wszystkich f € Cp(X).
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Z twierdzenia Banacha—Steinhausa i twierdzenia Banacha-Alaoglu wy-
nika nastepujacy rezultat.

TWIERDZENIE 2.2. Cigg {v;}jen jest stabo* zbieiny do miary v wtedy

i tylko wtedy, gdy sup; v;(X) < oo oraz istnieje gesty podzbiér D C Cp(X)
taki, zZe

lim S udy; = S udv Yu € D.

X bs
Ponadto, kazdy cigg {v;} taki, ze (v;(X)) jest ograniczony, zawiera podcigg
stabo* zbieiny, a odwzorowanie v — v(X) jest dolnie pélciggle wzgledem
stabes™ zbieinosci.

Ostatnie stwierdzenie wynika z réwnosci

v(X)= sup{ S udy | u € Cp(X),lul £ 1}
X
oraz z faktu, Ze supremum rodziny funkcji pélcigglych jest funkcjg pdiciagta.

2.1. Kwaziwypuklodé, poliwypukiosé i wypuklosé pierwszego rzedu. Zalo-
zenie wypuklo$ci funkcji podcatkowej f(z,u, Vu) wzgledem trzeciej zmien-
nej jest warunkiem zbyt silnym dla zagadnien istnienia minimizeréw w nie-
liniowej mechanice oSrodkéw ciaglych i ogélnie w rachunku wariacyjnym.
Okazuje sie¢ w szczegdlnosci, ze warunek wypuklosci jest sprzeczny z jedng
z podstawowych zasad mechaniki — zasada obiektywnosci materialowej
(por. [47}). Zalozenie o wypukloSci gestosci energii wewnetrznej jest wystar-
czajace dla probleméw liniowych mechaniki oraz dla niektérych zagadnien
jednowymiarowych. W zwigzku z tym pojawily si¢ w literaturze pojecia
znacznie rozszerzajace klase funkcji i funkcjonaléw wypuktych. Wprowadzi-
my teraz odpowiednie uogélnienia pojecia wypuklosci funkcji. Pojecia te sa
rozwazane w pracach Balla, Dacorogni i innych [14, 17, 21, 47, 50, 113].

DEFINICJA 2.4. Funkcja f: M™” — R jest kwaziwypukla, jezeli
(2.1) § (F(A+ Vo) - f(A)dy >0
D

dla dowolnego ograniczonego zbioru D C R™, dla dowolnej macierzy A €
M™" i dla kazdej funkcji ¢ € W01'°°(D;Rm), tj. dla ¢ = 0 na @D (brzegu
obszaru D).

Jezeli funkcja podcatkowa f bedzie dodatkowo zalezeé od z oraz u(z),
tj. jesli f = f(z,u(z), Vu(z)), woéwczas méwimy, ze f(z,s, A) jest kwazi-
wypukla wzgledem A, jezeli zamiast (2.1) spelniona jest nieréwnosé

| (£(z0, 20, A+ Vo(y)) — f(z0,u0, A)) dy > 0
D
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dodatkowo dla prawie kazdego xzg € §2 oraz dla kazdego ugp € R™. W po-
dobny sposéb nalezy rozumieé obie ponizsze definicje.

DEFINICJA 2.5. Funkcja f : M™” — R jest funkcjg wypukig rzedu 1 (ang.
rank-one convezx), jezeli

(2.2) f(AA+(1-X)B) < Af(A)+(1-XNf(B)
VA € [0,1], dla wszystkich macierzy m x n takich, ze rz{A — B} < 1.

DEFINICJA 2.6. Funkcja f : M™* — R jest funkcjg poliwypukiqg, jezeli
istnieje funkcja wypukla g taka, ze

(2.3) f(A) = g(T(A)),
gdzie T'(A) jest wektorem zlozonym ze wszystkich s x s, 1 < s < inf{n,m},
minoréw macierzy A € M™”,

PRZYKLAD 2.1. Niech 2 C R?, n=m =2, u: 2 — R2. Funkcja
f(Vu) = |Vul? — (tr Vu)?

jest kwaziwypukla (a nawet poliwypukta) i nieograniczona z dotu. Symbol
tr oznacza operator §ladu macierzy.

PRZYKLAD 2.2. Niech m = n = 2; wéwczas ostatnia definicje mozna
rozumie¢ jako T'(A) = (A, det A) oraz

f(A) = g(A,det A),
tak wiec funkcja
f(A) = g(A,det A) = |A[? + (det A)?
jest poliwypukla (ale nie wypukla).
PrzZYKEAD 2.3. Niech m = n i niech
f(z,u, Vu) = g(det Vu),
gdzie g : R — R jest funkcjg wypukla; wéwczas f jest poliwypukla. W szcze-
gblnoéci funkcja f(Vu) = det Vu jest funkcja poliwypukla.
PRZYKEAD 24, Niech m=n=2, vy€R, a > 1 oraz
£2(€) = [€P*(1€[* = v det &)
Wéwczas mamy nastepujaca sytuacje (por. [51]):
fy jest wypukla & |y] < $v2,
[+ jest poliwypukla & |y| < 2,
[y jest kwaziwypukla & || <2+,
gdzie € > 0, lecz nie jest dane explicite,

fy jest wypukta rzedu 1 & |y| < 4/V/3.
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PRrRZYKLAD 2.5. W zagadnieniach geometrycznie nieliniowej sprezystosci
mamy do czynienia z gestodcig energii wewnetrznej dana wzorem (por. [47])

W(F) = CL((FFT)? - 3) + Cy(adj F adj FT - 3) + C3((det F)? — 1),

gdzie C; > 0 sg pewnymi stalymi materialowymi (material jednorodny),
za§ F = Vu jest gradientem deformacji. Jezeli dodatkowo przyjaé¢ w po-
wyzszym wzorze, ze det F' = 1, wéwczas mamy gesto$¢ energii wewnetrznej
materiatu niescisliwego. Mozna pokazaé, ze W (F') jest funkcja poliwypukia
(por. [14]). Precyzyjniej, funkcja W(F) = g(F,adj F,det F) jest funkcja
wypukla wzgledem wszystkich trzech argumentéw. Podkre§lmy, ze rozklad
taki na ogé! nie jest jednoznaczny.

UWAGA 2.1. Niech f = f(F), gdzie F = Vu. Wéwczas zachodzg im-
plikacje:

f wypukia = f poliwypukla = f kwaziwypukla = f wypukla rzedu 1.

Gdy m = 1 lub n = 1, wszystkie te pojecia sa réwnowazne. W ogdlnym
przypadku implikacje odwrotne nie sa prawdziwe, np. funkcja f(A) = det A
jest funkcjg poliwypukla (i oczywiscie kwaziwypukla), ale nie jest funkcja
wypuklg. Ponadto, jezeli f € C? (wzgledem gradientu), to
) 02 f s
f(Vu) jest wypukla rz. 1 & ————XAg€'¢? >0,
Qui,duly

dla A € R®, £ € R™ oraz ufa = g%. Ostatnig nieréwno$¢ nazywamy wa-
runkiem Legendre’a-Hadamarda, oznacza ona eliptycznosé réownan E-L, lub
silng eliptycznosé, gdy nieréwnosc¢ jest ostra.

UwagGA 2.2. Kwaziwypuklosé gestosci energii wewnetrznej ma nastepu-
jacg interpretacje w dziedzinie mechaniki: defprmacje jednorodne minima-
lizuja energie wewnetrzng ciala przy braku sil powierzchniowych i przy za-
tozeniu, ze material jest jednorodny. Z drugiej strony nie znaleziono jak do
tej pory interpretacji fizycznej funkcji poliwypuklej (Ball {14] wprowadzit to
pojecie do nieliniowej teorii sprezystosci w roku 1977), chociaz wiele gestoéci
funkcji energii ma te wilasnosé.

Niech teraz symbole C f, Pf, Qf oraz Rf oznaczaja kolejno nastepujace
regularyzacje funkcji f: wypukla, poliwypukis, kwaziwypukla oraz wypukla
rzedu 1, zdefiniowane nastepujaco:

Cf =sup{g: g < f, g jest funkcja wypukla},
Pf=sup{g:g < f, g jest funkcja poliwypukla},

Qf =sup{g:g < f, g jest funkcja kwaziwypukla},
Rf =sup{g:g < f, g jest funkcja wypukla rzedu 1}.
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Woéwcezas mamy nastepujacy ciag nierdwnosci charakteryzujacy relacje po-
miedzy odpowiednimi relaksacjami [50]:

(2.4) Cf<Pf<Qf<Rf<{f.
Jesli f jest wypukla, to w (2.4) mamy réwnoséé, poniewaz f = Cf = f**,
gdzie podwéjna gwiazdka oznacza drugie sprzezenie funkcji f (tzw. bipolara
funkcji f), f** = (f)*, f*(v) = sup{{u,u*) — f(u) : v € X}, u* € X*.
Ponadto, jesli n = 1 lub m = 1, to pojecia te pokrywaja sie. Wéwczas
mamy
Cf=Pf=Qf =Rf (=, jezeli f jest wypukla).

Nastepujaca nieréwnosé, zwana nieré6wnoscia Jensena, odgrywa duza role
w teorii miar Younga. Nieréwnos¢ ta jest rownowazna wypuklosci w sensie,
ktéry wynika z ponizszego twierdzenia.

TWIERDZENIE 2.3. Niech f bedzie funkcjg wypukle. Wéwczas prawdziwa
jest nastepujgca nieréwno$é dla wszystkich przestrzeni probabilistycznych
(2, 1) 1 wszystkich funkcji mierzalnych g : 2 — R™:

(2.5) | f(o@) d > £( § 9(a) du).
n N

Dowéd tego twierdzenia mozna znalezé w ksiazce Braidesa [33], str. 197.
Klasyczna wersja tej nieréwnosci jest nastepujaca: jezeli f jest wypukla, to
spelniona jest nieréwnoéé Younga:

IQl ) f(ue)) do 2 (IQI | ue)dz).

Zwréémy uwage, ze powyisza nieréwnosé Jest wykorzystana do okreslenia
funkcji kwaziwypuklej (por. (2.1)).

2.2. Dolna péiciggloéé funkcjonaléw a wypuklosé. Nastepujace klasyczne
juz rezultaty charakteryzuja zwiazki pomiedzy dolng péiciggloscia i odpo-
wiednig wypukloscig funkcji podcatkowych dla funkcjonatéw catkowych.

L. Przypadek przestrzeni L. Niech {2 bedzie otwartym podzbiorem prze-
strzeni R™ i niech w: 2 — R™. .

TWIERDZENIE 2.4 (Ball [16]). Niech ¢ : R™ — R bedzie funkcjq takg, Ze
d(u(-)) € LY(2) dla u € L®(2)™. Wiwczas

J(w) = | $lu()) da
7]
jest funkcjonatem ciggowo slabo* dolnie pdlcigglym na przestrzeni L°°({2)
wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ jest funkcjg wypukiq.

Dowdéd. Zalézmy, ze J jest stabo* dolnie pélciagly. Niech a,b € R™ oraz

X € [0,1]. Niech Q = {z € R"|0 < |z;| < 1/2} bedzie kostka jednostkowa
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i okreslmy v € L*°({2)™ w sposéb nastepujacy:
a, jezeliz € A,

v(z) =
(@) {b, jezeli z € As,
gdzie Q = A; U Ay oraz u(A;) = A, p(d2) = 1 — X i gdzie p ozna-
cza n-wymiarowg miare Lebesgue’a. Dzielimy R™ na rozlaczne, przystajace,
otwarte kostki @, o $rodku w z; i krawedziach 1/k. Dla i = 1,2 definiujemy
zbiory Ey; = U;(z; + $A;). Okreslamy cigg ug € L®(2)™ (k= 1,2,...)
nastepujaco: ug(z) = v(k(z—z;)) dlax € Q;NI2. Jezeli E C {2 jest zbiorem
mierzalnym oraz ¢ € R™, wéwczas

S u - cxe(x)dz = S ug-cdr=p(ENEgy)a-c+pu(ENEg2)b-c.

9 E

Granica tego wyrazenia, gdy k — oo, jest réwna
wE)Aa+ (1 -Nb]-c= | Pa+(1- 1] exe(z) da.
n
Poniewaz skoniczone kombinacje liniowe funkcji postaci cx g sa geste w prze-
strzeni L1(2)™ i poniewaz ciag uy jest ograniczony, wynika stad, ze
up = da+(1—-Nb w L®(2)™

Stad dostajemy

p(Aa+ (1~ Nb) < liminf ﬁ [ dlur(z)) de

2
i p(2N0 Eg1) (2N Ey5)
- kl_)nolo{—u(g) #(a) + Q) ¢(b)}

= A¢(a) + (1~ A)¢(b),
czyli funkcja ¢ jest wypukla. .
Odwrotnie, niech ¢ bedzie wypukla. Dla dowolnych ¢,d € R rozwazmy
zbiér
K(e,d)={u e L'(2)™ : |Jullpeo@m < ¢, J(u) <d}.
Zbér K jest domkniety w L1(2)™ oraz wypukly, stad jest stabo domkniety.
Zatem J jest funkcjonalem ciggowo stabo* dolnie pélciaglym.

Nastepujaca uwaga charakteryzuje wszystkie funkcje ciagle.

UwAGA 2.3. Niech ¢ bedzie funkcja taks jak w powyzszym twierdzeniu.
Niech L bedzie wyposazona w topologie staba*, zag L! w topologie staba.
Woéwcezas odwzorowanie ¢ : L®(2)™ — LY(§2) jest ciagowo ciggle wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢ jest funkcja afiniczna, tzn. ¢(u) = a + b - u, gdzie
a 1 wektor b sy stale. Zauwazmy, ze w powyzszym twierdzeniu nie bylo
konieczne wymaganie cigglosci funkcji ¢.



100 W. Bielski, E. Kruglenko, J. J. Telega

II. Przypadek przestrzeni WH, Rozwazmy teraz funkcje ¢ : M™ — R
taka, ze Y(F(-)) € L}(2) dla F € L>®(2)™.

TWIERDZENIE 2.5 (Morrey [112]; Ball [16}). Niech ¢ : 2 x R™ x M*™
— R bedzie funkcjq cigglq. Rozpatrzmy fumkcjonal

J(u) = { ¥(z,u(z), Vu(z)) dz.
2

Wowczas funkcjonat J jest ciggowo stabo* dolnie péiciggly w WHoe(12)
wtedy i tylko wtedy, gdy ¥ jest kwaziwypukla.

Twierdzenia te ukazuja role wypuklosci lub kwaziwypuklodci w zalezno-
$ci od tego, czy funkcja podcatkowa zalezy od gradientu, czy tez nie.

W zagadnieniach mechaniki i w rachunku wariacyjnym wazne jest for-
mulowanie probleméw minimalizacyjnych raczej w przestrzeniach WP
(1 < p < o0) niz WbH™, poniewa? gestoéci energii wewnetrznych (funk-
cje podcatkowe) wielu materiatéw hipersprezystych zachowuja sie jak wielo-
miany o ustalonej potedze wzgledem gradientéw deformacji lub kombinacji
odpowiednich minoréw gradientu deformacji.

Badanie minimizeréw funkcjonaléw niewypuklych w zastosowaniu do
nieliniowe]j teorii sprezystoéci zostalo rozpoczete w pracy Balla [14]. Ball
zauwazyl, ze rezultaty Morreya [113] nie mogg by¢ stosowane do nielinio-
wej sprezystosci, gdyz nie uwzgledniaja warunku niepenetracji materiatu
(det F > 0); réwniez brak w nich warunkéw typu: energia ro$nie, gdy
wyznacznik gradientu deformacji maleje do zera. Ball uzupelnit te braki,
wprowadzajac m.in. pojecie funkcji poliwypuklej, uogélniajac w ten spo-
s6b pojecie wypuklnéci. Twierdzenia Balla o istnieniu minimizeréw funkcjo-
naléw catkowych dotyczg funkeji poliwypuklych spelniajacych odpowiedni

"warunek koercywnosci. Ten rodzaj wypukloSci nie ma interpretacji fizycz-
nej, cho¢ mozna pokazaé, ze funkcje gestosci energii wewnetrznej dla ciat
hipersprezystych sa czesto poliwypukte. W samym rachunku wariacyjnym
wiecej miejsca poSwieca sie zagadnieniom istnienia mimimizeréw dla funk-
cji kwaziwypuklych, tez majacych duze znaczenie w mechanice nieliniowej.
Waznym rezultatem dotyczacym funkcji kwaziwypuklych jest nastepujace
twierdzenie.

Niech 2 C R™ bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym i niech

Plu, @) = § f(@,u(@), Vu(a)) dz.
2]
TWIERDZENIE 2.6 (Acerbi-Fusco [1]). Niech 1 < p < +o0; ponadto
zalézimy, Ze funkcja f: R™ x R™ x R"™ spelnia nastepujqce zalozenia:
(a) f jest funkcjg Carathéodory’ego;
(b) f jest funkcjg kwaziwypukly;
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(c) 0 < f(z,8,€) < alzx)+ C(|sP + |&P) dla kaidego = € R™, s € R™,
& € M™, gdzie C > 0 jest stalg oraz a = a(x) jest nieujemng, lokalnie
calkowalng funkcjg na R™.

Woéwczas dla kazdego zbioru otwartego 2 C R™ funkcjonat u — F(u, §2)
jest (ciggowo) stabo dolnie pélciggly w przestrzeni W1P(£2; R™).

Dowdd tego twierdzenia przy uzyciu aparatu miar Younga podany zostal
w pracy [80]. Twierdzenie to doczekalo si¢ takze uogdlniefi; por. rozdzial
dotyczacy lematu Chacona.

3. Metoda bezposrednia rachunku wariacyjnego. Stosujac metode
bezposrednia rachunku wariacyjnego, mozna udowodni¢ istnienie minimize-
- réw, jesli funkcja podcalkowa spelnia odpowiednie zalozenia. W pierwszym
przykladzie tego punktu pokazemy, stosujac metode bezposrednia, ze kla-
syczne minimizery moga nie istnie¢. Warunek koercywnosci jest tu spel-
niony, ale brak wypukloéci odpowiada za brak dolnej pélciagloéci badanego
funkcjonatu. Tego typu problemy prowadza do miar Younga. Znanym przy-
kiadem jest tzw. zagadnienie nawigacyjne Zermelo.

PRrRZYKLAD 3.1. Rozpatrzmy funkcjonal
1
(3.1) I(uw) = { [ + (4* = 1)*] dz
0
oraz nastepujace zagadnienie minimalizacji:

ZADANIE (P). Znalez¢é minimum funkcjonatu
inf{I(u) : u € A},
gdzie -
A= {ue W(0,1) : u(0) = u(1) = 0}.
Podobnych funkcjonaléw, nie posiadajacych minimizeréw, istnieje wiele, np.
Li(u) = i 1+ a0+ @2 - 1)%dz, w(0)=u(1) =0,

0
11

Iy(u) = “ (u2 + (ug —1)%dz, u=0nadnR, uweWw'*(), 2=[0,17
(Y
Takie potencjaly nazywa si¢ dwu- lub wielostudniowymi; przyklad potencjatu dwustu-
dniowego pokazano na rys. 1.

Zauwazmy, ze I(u) > 0 dla dowolnej funkcji u € W14(0,1), wobec
czego istnieje infimum funkcjonalu I(u) okreslonego na przestrzeni Sobolewa
Wb4(0,1) n W2(0,1). Zauwazmy, Ze ciag oscylujacy postaci (por. rys. 2)
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Rys. 1. Potencjal dwustudniowy niewypuktly typu f(u) = (u2 —1)?

0 1

Rys. 2. Ciag minimizeréw dla zadania (P)

k . [k 2k + 1]
r——, jesliz € |[—, o |’
n n
(3:2) un(2) = E+1 [2k+1 k+1]
—x+——, jeSlize y— |
n 2n n
dla k=0,1,...,n—1oraz n =1,2,... jest ciagiem zbieznym jednostajnie
(a wiec takze i punktowo) do funkcji uso(z) = 0.
Z kolei
(3.3) dudn_fix) = |un(z)] =1 p.w. na odcinku (0, 1).
Mamy wiec
, 1
0 S inf P _<_ W

Stad lim, .o I{u,) = 0, czyli inf P = 0, natomiast
Uo(z) =0 = nli__ngo un(z)

nie jest rozwigzaniem zadania (P), gdyz I(uw) = 1 > 0 = inf(P). Oznacza
to, ze ciagg minimalizujacy nie jest zbiezny do minimizera funkcjonatu I'(u):

Iup) — 0, ale I(us)=1.
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Nie mamy zatem spelnionego warunku dolnej pélciaglosci funkcjonatu I:
0 =lim i(r)lfI(un) ? Iuw) = 1.
n-—

Wobec tego zadanie (P) nie posiada klasycznego minimizera. Zobaczymy
pbiniej, jak zrelaksowaé ten problem, uzywajac miar probabilistycznych
(miar Younga).

Zobaczymy teraz, na czym polega metoda relaksacji kwaziwypuklej. Za
danie zrelaksowane (QP) dla zadania (P) ma nastgpujaca postac.

ZADANIE (QP). Znalezé
1
(34)  inf{ [ Qf(u(e), ¥()) dz : u € WH(92), u(0) = u(1) = 0},

: 0

gdzie

fw,8), jesli [§] > 1,
3.5 €)= -
( ) Qf(u f) {u2’ jeSh |£| S 1.

Zadanie (QP) ma conajmniej jeden minimizer v = 0. Zauwazmy tutaj,
ze zadanie (QP) jest wypukle (zagadnienie jednowymiarowe).

Zauwazmy, Ze:

(a) f(u,u) =u®+ (42 — 1)? jest funkcja niewypukla wzgledem % (f jest
wypukla wzgledem u, ale ten fakt jest bez znaczenia).

(b) Brak wypuklosci wzgledem u jest odpowiedzialny za brak dolnej p61-
ciagloéci funkcjonalu I (por. Ball [16]). Z kolei problem (QP) spelnia wa-
runki: Q f(u, &) jest wypukla wzgledem £ oraz @ f jest dolnie pélciagla.

Stad problem (QP) posiada minimum, jednakze ta metoda gubi istotne
informacje o np. oscylujacym zachowaniu sie minimizeréw.

PrzejdZmy teraz do problemu sterowania optymalnego, ktéry nie posiada
klasycznego rozwigzania.

PRZYKEAD 3.2. Zminimalizowaé funkcjonatl kosztéw (por. [153])
T

(3.6) T(w) = § (Jyl* - [uf?) dt
0

przy nastepujacych zalozeniach: u jest takie, ze |u(t)| < 1 dla prawie kazdego
t € (0,T), oraz spelnione jest réwnanie:

y(t) = u(t), y(0)= 0.
Zauwazmy, ze funkcjonal J jest niewypukly, a wiec nie wiadomo, czy mini-
mizer istnieje. Widaé, ze J(u) > —T dla kazdego u, tzn. J jest ograniczony
z dotu. Jesli J(u) = Sg (Iyl? = |u*)dt = =T, to y = 0 oraz |u|> = 1 p.w. na’
odcinku (0, 1). Ponadto, y = 0 implikuje u = 0 p‘w. w zbiorze (0, 1). Zatem
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mamy sprzeczno$é. Pomimo to twierdzimy, ze inf J(v) = —T. W tym celu
konstruujemy nastepujacy ciag:

) +1 dla0<t<T/(2n),n=12,...,
U =
" —1 dla<t<T/n,

a nastepnie przedtuzamy ten cigg w sposéb okresowy na caly odcinek [0, 7).
Jak widaé, wtedy

Yn — 0 silnie oraz w2 =1.
Stad inf J(v) = —T. Ale para (u,y) taka, ze y = 0 i u? = 0, nie moze by¢
rozwigzaniem rozpatrywanego zadania, tak wigc minimum jest nieosiaggalne.

Rozwazmy zadanie uogdélnione, tzw. zagadnienie zrelaksowane. Wezmy
dwie funkcje u i v takie, ze
()2 <ov@t)<1 pw. w(0,7).

Okreslamy zbiér K nastepujaco:

K={(uv):v=uv?iv<1}.
Widzimy, ze

(u,v) €co(K) p.w.
Okreslmy uogélniony funkcjonal kosztu nastepujaco:
3 T
J(u,v) = S (Jul|® = v) dt.
0

Zrelaksowany funkcjonal J(u,v) jest funkcjonalem wypuklym wzgledem
obu argumentéw i jest okreslony na zbiorze wypuklym i domknigtym. Stad
wniosek, ze J osigga swoje minimum, ktére jest realizowane w punkcie
(u,v) = (0, 1). Ponadto istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ po-
miedzy J i J okreslona przez u — (u,u?) oraz J(u) = J(u,u?). Jesli mamy
cigg minimalizujacy {un} taki, ze

J(un) = J(u),

oznacza to, 7e (un, u2) jest ciagiem minimizeréw dla J. Ciag ten jest zbiezny
do rozwigzania (0,1) bedacego minimizerem funkcji J. Te spostrzezenia
umozliwiajg nam wprowadzenie miar Younga.

4. Miary Younga. Niech bedzie dany ciag {u;} taki, ze u;
2 — R™ oraz uj(z) € K dla pk. z € 2. Wiemy, ze jezeli u; — U,
wowezas Uso(z) € To(K) p.w. w §2, 1 wynik ten jest optymalny. Przypu-
$¢my, ze chcemy znacd relacje pomiedzy lim;_co uj oraz limj_. F'(u;), gdzie
F :R™ — R sg funkcjami cigglymi, niekoniecznie afinicznymi.
Konstruujemy nowa funkcje (por. [153])

Uj : z = Uj(z) = (u;(2), F(u;(2)))-
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Woéwczas
Uj(z) € K':={(2,F(2)): z€ K} p.w.w .
Zaléimy, ze
u; — U,
F(UJ) - ¢

Woéwczas na mocy poprzednich rozwazan mamy U(z) € €6(K’) dla prawic
kazdego z € 2.

Dochodzimy do nastgpujacego zagadnienia: co mozna powiedzieé o gra-
nicach wszystkich ciagéw F'(u;) dla wszystkich funkeji ciaglych F, nieko-
niecznie wypuklych? Najpierw odpowiemy na pytanie, jak zachowuje sig
powyzszy ciag dla funkcji wypuklych. Otéz jezeli F' jest funkcja wypukla,
wowczas

Ui = U= (u,£), tan {

F(uj(z)) — £(z) > F(u(z)) dlapk ze€ 2.

W ogblnym przypadku odpowiedZ na powyzsze pytanie daje nastepujace
twierdzenie, ktére jest fundamentalnym twierdzeniem o istnieniu miar
Younga, stowarzyszonych z ciggiem funkcji zbieznych w sensie miary. Po-
nizej prezentujemy wersje tego twierdzenia z pracy [76, 78]; por. réwniez
Ball [15], Tartar [153], Dacorogna [49)].

TWIERDZENIE 4.1. Niech {2 bedzie zbiorem otwartym w R™, mierzalnym
w sensie Lebesgue’a. Niech K C R™ bedzie zbiorem domknietym i niech
u; : 2 = R™, j = 1,2,..., bedzie ciggiem funkcji mierzalnych w sensie
Lebesgue’a i takich, ze u;(-) jest zbieiny w zbiorze K wedlug miary, gdy
j — o0, tzn. dla dowolnego otwartego otoczenia U zbioru K w R™ istnieje

lim meas{z € 2: u;(z) €U} =0.

j—o0

Wéwczas istnieje podcigg {wj, } ciggu {u;} oraz rodzina probabilistycanych
miar Radona vy, x € §2, 0 mierze dodatniej na R™ zalezgca w sposéb stabo*
mierzalny od x taka, Ze

(a) llvzll = S dvy <1 dlapk z€,
(b) suppVxCK dla p.k. z € 0,

(€) fluj) = (Va, f) = Jgm F(XN) dvz(X) w prazestrzeni L°(£2) dla kaidej
funkcgi cigglej f: R™ — R spelniajgcej warunek lim)y o f(A) =0

Zalozmy ponadto, ze cigg {u;} spelnia nastepujgcy warunek ciasnosci:

(4.1) Vr >0 hm supmeas{z € 2N B, : ju;(z)| > L} =0,
L—o0 JEN

gdzie B, = B,(0) jest kulg o promieniu r i srodku w zerze. Wéwczas

(4.2) vzl =1 dla p.k. x € 2,
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tzn. vz jest miarg probabilistyczng i zachodzi nastepujgcy warunek:
dla dowolnego zbioru A C 12 i dowolnej funkcji f : R™ — R
takiej, ze cigg {f(u;} jest ciggowo stabo relatywnie

(4.3)

2warty w przestrzeni LY (A), mamy nastepujgcq zbieinosé:
flug) = (vo, f) w L (A).
UwAGA 4.1. Ball [15] udowodnil, ze warunek ciasnosci (4.1) jest réw-

nowazny warunkowi: dla danego r > 0 istnieje ciggla niemalejaca funkcja
gr : [0,00) — R taka, ze lim; o0 gr(t) = 00 oraz

(4.4) sup | gr(lur(z)) dz < oo.

N onB,
Ponadto okazuje sig, ze przy zalozeniu (4.1) dla dowolnego zbioru mierzal-
nego A C 2 mamy zbieznosé

f(,u5) = vz, f(z,-)) w przestrzeni Ll(A),

dla kazdej funkcji Carathéodory’ego f : A x R™ — R takiej, ze ciag
{f(,u;)} jest ciggowo stabo relatywnie zwarty w L!(A4). Stad fakt ten jest
réwnowazny warunkom (4.1), (4.2) i (4.3).

W tej samej pracy Ball pokazal, ze jesli ciag ug generuje miare Younga
vy, wéwcezas dla ¢ € L1(£2; Co(R™)) zachodzi réwnosé

Jim §op(z, wp(2)) dz = {{vz, 9z, ) da.
a Q

Szkic dowodu twierdzenia 4.1. Oznaczmy przez Cy(R™) przestrzeh Bana-
cha funkeji ciaglych f : R™ — R spelniajacych warunek limy o f(A) = 0,
wyposazong w norme || f|lc, = supyegm |f(A)]- Na mocy twierdzenia Rie-
sza o reprezentacji przestrzen dualna (Cp(R™))* jest izometrycznie izomor-
ficzna z przestrzenig Banacha M, (R™) ograniczonych miar Radona na R™.
Z ciagiem u; stowarzyszamy odwzorowanie v; : §2 — M;(R™) okreslone
nastepujaco:

Vj(:l)) = Ouj(a)-

Tak wigc cigg v; jest ograniczony w przestrzeni Banachs L3(§2; My(R™))
istotnie ograniczonych, stabo* mierzalnych odwzorowan p : 2 — M(R™).
Poniewaz Co(R™) jest przestrzenig osrodkows, wigc L(£2; Mp(R™)) jest
izometrycznie izomorficzna z przestrzenia dualng do L!(§2; Co(R™)) i wobec
tego istnieje, na mocy twierdzenia Banacha-Alaoglu, podciag vj, ciagu v;
oraz element v = (1) taki, ze v € LL(2; My(R™)) oraz vj, — v w prze-
strzeni LY (£2; Mp(R™)). Pélciggloéé normy daje nam warunek (a), wyko-
rzystanie warunku ciasno$ci powoduje, Ze zamiast nieréwnosci (a) mamy
réwnodé (4.2), czyli rodzina v = (v;) jest miarg probabilistyczna. Pelny
dowéd oparty na dualnoéci znajdzie czytelnik w pracy Balla [11). w
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Intuicyjnie mozemy mysle¢ o mierze Younga jako o granicznym rozkladzie
prawdopodobiefistwa, gdy k — 0, wartosci ciagu u®) blisko punktu z. Pre-
cyzyjniej mozna powiedzieé tak: niech B(z, d) bedzie kulg otwarta o §rodku

w punkcie z i promieniu § > 0. Niech z, k beda ustalone, podczas gdy ugfé)

jest rozktadem prawdopodobiefistwa wartosci funkcji u®)(y), gdy y jest wy-
brane losowo z kuli B(z, §). Oznacza to, ze

. — lim li (k)
(43) e = il Ve

prawie wszedzie.

W zastosowaniach znaczng role odgrywajg nastepujace fakty dotyczace
silnej zbieznodci ciggdw lub zbieznoéci wedlug miary oraz miar produkto-
wych.

LeEMAT 4.1. Niech {2 ma miare skoriczong i niech v, bedzie miarg Younga
generowang przez cigg {u;}jen. Wowczas zachodzi réunowainosé:
(4.6) u; — U wg miary © Vg = Gy dla p.k. z € (2.

Dowdéd. Zalézmy, ze u; — u wg miary; wowczas dla dowolnej liczby € > 0
mamy

(47) Jim [{lu; =l > e} =0.

Dla dowolnej funkcji f € C§°(R™) oraz dowolnej funkcji g € L*(§2) zachodzi
nieréwnosc

| §o(@)(Flus) - F(w) daf
7]
< ’ S 9(x)(f(uy) — f(u))dx| + ’ S 9(x)(f (u) — f(u)) dm‘.

juj—ul>e Juj—ul<e

Jesli wybierzemy odpowiednio e, druga catka moze byé dowolnie mala, po-
niewaz

|1 9@(fy) - Fw) da| < el V£l gl

juj—ul<e
Dla pierwszej z calek po prawej stronie nieréwnoéci mamy oszacowanie
| | s@ () - fw)de| <2lflle= | ol da.
fuj—ul>e luj—ul>e

Wobec tego réwniez pierwsza catka dazy do zera, gdy j dazy do oo, na mocy
absolutnej ciagloéci catki i zalozenia (4.7). Poniewaz C§° jest geste w Cp,
wnioskujemy, ze dla dowolnej funkcji f € Cp mamy

Flug) = (Buqey, /) w L(92)
istad v, = u(z)
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Niech teraz v, = Jy(;). Wobec tego warunek (4.2) jest spetniony. Roz-
wazmy najpierw przypadek, gdy ciag u; jest ograniczony w L*°(£2). Z wa-
ruaku (4.3) wnioskujemy, ze dla funkcji f(z) = |z|> mamy

(4.8) luslZa = | Flu)dz — | f(u) do = ljullls,

2 1o}
gdy j — oo. Jezeli przyjmiemy f = id, to dostaniemy, ze u; — u stabo
w przestrzeni L2(12), co w polaczeniu z (4.8) daje u; — u w L*(2). Zatem
dla dowolnej liczby o > 0 dostajemy oszacowanie

al{lu; —ul > a}] < | |u; —uldz — 0,
2
gdy j — o0, i stad mamy zbiezno$¢ u; — u w sensie miary.
Niech teraz T oznacza funkcje obcigcia taka, ze Tr(z) =z min{l, R/|z|},
R > 0, gdzie R jest ustalone. Pokazemy, ze jezeli ciag u; generuje miare
Younga, 8,(y), wéwczas Tr(u;) — Tr(u) w sensie miary. Niech f € Co(R™);
woéwczas foTp jest odwzorowaniem ciggltym oraz f(Tr(u;)) jest ciagiem fun-
kcji jednakowo catkowalnych i stad na mocy twierdzenia Dunforda-Pettisa
ciggowo stabo prezwartym w L!(§2). Warunek (4.2) jest spetniony, za$ z (4.3)
wnioskujemy, ze dla dowolnej funkcji ¢ € L*°(£2) mamy

| (2 £ (Tr(u;)) dz — | $(2) F(Tr(w) de.

7] 2
Oznacza to, Ze ciagg Tr(u;) generuje miarg Younga d7,(y(z)), | na mocy
poprzednich rozwazan (dla ciaggéw ograniczonych) mamy teze. Na koniec
pokazemy, ze u; — u w sensie miary. Niech bedzie dana liczba ¢ > 0.
Zachodzi nastepujaca nieréwnosé:

Hlu; — ul > e} < {lu; — ul > & u| < R, |u;| < R}
+ [lul > B} + [{|u;] > R}|.

Miara zbioru |[{z € §2 : |u| > R}| moze by¢ dowolnie mala, jedli przyjmiemy
R dostatecznie duze. Podobnie miara zbioru |{z € 12 : |u;| > R}| dla duzych
R jest dowolnie mata na mocy warunkéw (4.1) i (4.2). Wreszcie miara zbioru
Hz € 2: |uj —u| > ¢, |u] <R, |u;| < R}| dazy do zera, gdy j — c0. »

LEMAT 4.2. Niech |2| < oo. Jesli ciggi u; : 2 — R™ oraz vj : 2 — R*
generujq odpowiednio miary Younga 0y() oraz vy, wéwczas cigg (uj,v;)
generuje miare Younga 6y z) ® V.

Dowdd. Wystarczy pokazaé, ze dla wszystkich funkeji gladkich ¢ o no-
$nikach zwartych zawartych w R™ x R¥ zachodzi zbieznosé

©(uy, v5) = S p(u, A) dvg(A),
Rk
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gdy j — oo. Niech g € L1(£2) i rozwazmy nieréwnosé

H g(z) (‘P(Ujavj) = | e, ) duz()\)) dxl
2 it

S‘ f g(w)(W(Uj,vj)—80(“’”j))d”'|

ju;—uj<e

T o@)e) - ol dal

fuj—uj>e
+1§ 9@ (0w, v) = § 0w, A) dre(N)) del.
7 it

Pierwszy czlon po prawej stronie nieréwnosci szacujemy w sposéb nastepu-

jacy:
| § 9@ e(us,v) — olu,v;) da| < ellglle) Vel

[uJ-—'u.]<5

Drugi czlon dla ustalonego € > 0 spelnia nieréwnosé

| | 9@ eusu) — e(u ) da| < 2l | lg(o)] da.

[uj—uj>e luj—u|>e

Prawa strona nieréwnosci ma granice réwng zeru, gdy j — 00, poniewaz
ciag u; jest zbiezny w sensie miary na mocy lematu 4.1. Poniewaz L*°({2)
jest geste w L({2), mozemy przyjaé, ze g € L™®(2). Wobec tego funkcja
g(z)p(u(z),-) nalezy do przestrzeni L'(£2, Co(R¥)). Stad wynika, ze trzeci
czlon dazy do zera, gdy j — co. m

Prezentujemy jeszcze, bez dowodu, wersjg Tartara [153] lematu 4.1. Tar-
tar pokazal, ze miara Younga redukuje si¢ do rodziny miar Diraca wtedy
i tylko wtedy, gdy ciag jest silnie zbiezny w przestrzeni LP({2) dla pewnego
p>1.

LEMAT 4.3. Niech uj — u w L®(02). Wéwceas u; — u silnie w LP(£2)
(p < 0o) wtedy i tylko wtedy, gdy vy = by (Miara Diraca w u(x)).

PRrzYKEAD 4.1. Niech u; — u w L*(f2) i niech f bedzie identyczno-
Scig, tj. f(z) = x. Wowczas na mocy twierdzenia 4.1 mamy nastepujaca
fundamentalng wlasnosé miar Younga stowarzyszonych z ciggiem {u;}:

u(@) = | Advz()).
]Rm

PRZYKEAD 4.2. Niech u : [0,1] — R bedzie funkcjg ciagla i periodyczng
o okresie 1. Wéwezas dla uj(z) = u(jz) mamy
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1
Fluj(x)) = (v, FV) = | f(u(z))dz  stabo*, gdy j — oo.
0

W tym przypadku mamy v, = v (miara jednorodna).

PRZYKEAD 4.3. Rozwazmy cigg {sin(jz)}, 7 = 1,2,... Mozna poka-
zaé, ze odpowiadajaca temu ciagowi miara Younga wyraza si¢ nastepujaco
(por. [168]):

1 di

—— 1Y),

- \/1—-__—)\2)(( 1,1)( )

gdzie x(_1,1) jest funkcja charakterystyczna odcinka (—1,1). Wobec tego dla
wszystkich funkcji f € C(R) mamy

dvy(A) =

NS B iC))
f(sinjz) f:;_xl\/i___)\zd)\

gdy j — oc. Calka po prawej stronie jest réwna
2

1 .
o (S) f(siny) dy.

Przyjmijmy, ze f = id. Woéwczas otrzymujemy
1 A
sin jz = = _Sl —ﬁd)\ =0 slabo*, gdy j — oo.

Niech teraz f(z) = 2%. Wéwczas

/\2

(sin(jz))? = Wisy

d)\ = % stabo*.

EN
(RN

-1
Zauwazmy, ze dwie ostatnie granice pokrywaja si¢ z wyrazeniem

2

o | flsiny)dy
) .

odpowiednio dla f = id oraz f(y) = y°.
PRZYKEAD 4.4. Niech h : R — R bedzie okresowym rozszerzeniem na-
stepujacej funkcji:
a, jeSio<z <A
h@) ={) )
b, jesia<z <.
Okreslamy ciag funkcji z; : [0, 1] — R nastepujaco:

zj(z) = h(jz).
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Poniewaz funkcja h jest okresowa (por. przykiad 4.2), mamy nastepujacy

rezultat: .

z =\ h(y)dy = Xa+ (1 - M.
0
Zlozenie foh jest funkcjg okresowa, wobec tego zachodzi zbieznoéé

fz3) = Mf(a) + (1= N f(b) stabo, gdy j — oo.
Stad wniosek, ze ciag {z;} generuje miare Younga v = {v,} taka, ze

W tym przypadku rodzina miar {v,} jest niezalezna od parametru z, za-
tem indeks z mozemy opuscié. Taka miare v nazywamy jednorodng miarg
Younga (por. przyklad 4.2).

5. Miary Younga generowane przez gradient. W zagadnieniach wa-
riacyjnych mechaniki o$§rodkéw ciaglych, wszedzie tam, gdzie poszukujemy
rozwigzan Scislych badZ przyblizonych, mamy na ogdt do czynienia z funk-
cjonalami zaleznymi od gradientu deformacji (moze tez wystapié¢ gradient
wyzszego rzedu). Bedziemy wtedy méwic, ze miara Younga jest generowana
nie przez cigg funkcji, lecz przez ciag gradientéw (krétko: przez gradient).

DEFINICIJA 5.1 (Sychev [151]). Miara Younga (vg)zen jest gradientowq
p-miarg Younga, gdzie p € [1,00), jesli jest ona generowana przez gradienty
{Vu;}jen ciagu {u;j}jen C WHP(£2;R™) takiego, ze ciag {u;} jest stabo
zbiezny w przestrzeni W1P(£2;R™), a funkcje |Vu;|P sa jednakowo catko-
walne.

Niech bedzie dany funkcjonat

F(u, 2) = | W(z,u(z), Vu(z))dz
2
okre$lony na przestrzeni Sobolewa W1P(£2;R™) i niech ciag {u;} bedzie
ograniczony w tej przestrzeni. Poniewaz interesuje nas przestrzen Sobolewa
WP, a nie tylko W1, konieczny jest odpowiedni wzrost funkcji podcal-
kowej W (z, u, p). Mianowicie bedziemy zadaé, azeby wzrost funkcji W byt
typu:
Ci < W(z,u,A) < C(1+|A]P), AeM™

W przestrzeniach funkcji caltkowalnych wraz z p-ta potega, jesli cigg
{|Vug[P} jest ograniczony w L1(§2), to generalnie nie mozemy zagwaran-
towaé jego ograniczono$ci w L°°(f2). Wiemy natomiast, ze ciag ten jest
ograniczony w LP(£2) (dla pewnego p € [1,00)). Jedli Vu? € LP(£2; M™)
oraz

| IVui(z)lPde < M

7]
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dla pewnego M € R, wéwczas istnieje rodzina v = {v;}zen oraz podciag
danego ciggu (oznaczany tak samo) o tej wlasnodci, ze jedli

o(Vuj) = ¢ w LY(N) dla p € CR™),

wowczas
o(z) = § ©(A)dvg(A) pw.w S
an
Funkcja ¢ musi spelniaé¢ zaleznosé
(A
lim 2 —
IAIILnoo 1+ AP

W celu precyzyjnego opisania miar Younga generowanych przez gradienty
funkcji catkowalnych z p-tg potega wprowadza sie nastepujaca przestrzen
Banacha (dla ustalonego p > 1):

A)|
P = M™™Y - |9 ( }
{¢€C( ) ST AP <
Wéwcezas p-miarami Younga beda elementy przestrzeni sprzezonej (EP)*.

Mamy nastepujaca charakteryzacje gradientowych p-miar Younga.

TwiIERDZENIE 5.1 (Kinderlehrer—Pedregal [85]; Sychev [151]). Rodzina
miar probabilistycznych (vz)zecq jest gradientowq p-miarg Younga, gdzie p €
[1,00), wtedy i tylko wtedy, gdy

(a) istnieje ug € WHP(§2;R™) takie, ze
(5.1) | Advz(A) = Vue(z) dlapk z€n,

an

(b) nieréwnosé

(5.2) f(Vuo(z) < | f(4)dva(4)
Mmn
zachodzi dla dowolnej kwaziwypuklej funkcji f takiej, zZe
C1 < f(4) < Co(1+14P)

dla prawie kazdego x € {2,

()
(5.3) { | 0+ 14P) dva(4) dz < co.

_Qan

UWAGA 5.1. W przypadku skalarnym, tj. gdy min{n,m} = 1, kwaziwy-
puklos¢ redukuje sie do wypuklosci. Stad kazda rodzina miar probabilistycz-
nych spelniajaca wlasnosci (a) oraz (c) jest gradientowa p-miarg Younga.
Warunek (c) twierdzenia gwarantuje, ze tzw. moment rzedu p jest skon-

czony. Jest to konsekwencja faktu przyjetego zalozenia o wzroscie funkcji
podcatkowej.
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W zagadnieniach geometrycznie nieliniowej teorii sprezystosci rozwaza
sie ciagi ograniczone w WP (£2; R™). Wéwczas z dokladnoécia do podciagu
mamy

Uj — U silnie w LP(§2;R™) oraz Vu; — Vue, stabo w LP(£2; M™™).

Jak wiemy (lemat 4.3), zbieznoé¢ silna w LP gwarantuje, ze miara Younga
generowana przez ten ciag jest miara atomowa, natomiast stabo zbiezny ciagg
gradientéw Vu; generuje miarg v taky, ze

lim S W(z,u;(z), Vuj(z)) dz = S S Wz, u(z), A) dvz(A) dz.
j—r00
2 2Mnm
Ostatnia réwnos¢ bedzie mie¢ znaczenie przy formutowaniu probleméw wa-
riacyjnych za pomocg miar probabilistycznych.

6. Miary Younga generowane przez gradienty wyzszego rzedu.
Problemy wariacyjne wyzszego rzedu pojawiaja sie czesto w literaturze ma-
tematycznej, inzynierskiej i fizycznej. Sa one gléwnie powigzane z zagadnie-
niami dotyczacymi tzw. gradientowej teorii przej$é fazowych i z nieliniows
teorig powlok [96]. Zagadnienia réwnowagi materialéw mikromagnetycznych
wymagajg wprowadzenia drugiego gradientu, a takze modelu Blake’a~Zis-
sermana dla komputerowej segmentacji obrazéw [23].

Naszym zdaniem zagadnienia miar Younga mozna rozszerzy¢ na przy-
padek funkcjonaléw catkowych, ktérych funkcja podcatkowa zalezy od gra-
dientéw dowolnego rzedu. Rozwazmy teraz przypadek, gdy w € W2P(£2).
Z takim przypadkiem mamy do czynienia w zagadnieniach nieliniowej teorii
plyt, np. plyt von Kdrmana. Niech funkcja energii wewnetrznej bedzie dana
w postaci
(6.1) J(w) = | W(z,w(z), Vu(z), V2uw(z)) dz.

Q
Warto podkresli¢, ze zagadnienia tego typu nie byly jeszcze rozpatrywane
w literaturze.

Dla naszych celéw bedziemy zakladaé, ze funkcja podcatkowa jest wypu-
kla wzgledem drugiego gradientu. Jeszcze bardziej interesujacy jest przypa-
dek, gdy W jest funkcja kwaziwypukly wzgledem A.

Niech W (z, u(z), Vu(z), V2u(z)) bedzie funkcja taka, ze

W(z,p,q,A) : 2 x Rx R™ x M™™ — R.

DEFINICJA 6.1. Funkcja W (z, p, q, A) jest 2-kwaziwypukla (kwaziwypu-
kia wzgledem drugiego gradientu), jezeli

§ W (0, wo, Vwo, A + V?¢(y)) dy > |D|W (zo, wo, Vo, A)
D
dla wszystkich §£ € C2°(§2;R™) i dowolnego obszaru D C (2.
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Niech {wy} € W2P(£2), p > 1. RozwaZmy teraz zagadnienie istnienia
miar Younga v = {v;}zen stowarzyszonych z drugim gradientem w tym
sensie, ze istnieje ciag {wy }ren W przestrzeni Sobolewa W?2P(2) taki, ze

S W (z,w;(z), Vw;(z), Viw;(z)) dx
2]

- | | W, w@), Vu(z), A) dv.(A) dz.
2 pMm?
Zauwazmy, ze w; € W2P(£2) oraz w; — w® w W2P(£2) implikuja
wj = w silnie w LP({2),
Vw; — Vw  silnie w LP(£2; R").
Z lematu 4.3 wnioskujemy, ze miara Younga zwiazana z drugim i trzecim
argumentem funkcji W jest produktem miar
Suw(z) ® Ovw(z)-
Wobec tego miara Younga ma przedstawienie
Bz = Oy(z) ® Ovw(z) ® Vs, T E 2.

Jest to miara parametryzowana odpowiadajaca ciagowi drugich gradientéw.
Dla prostoty mozemy przyjacé, ze funkcja podcatkowa W zalezy w sposdb
niejednorodny jedynie od drugiego gradientu, tzn.

J(w) = | W(z, V2w(z)) dz.
Q
Mozna udowodnié nastepujacy rezultat.
TWIERDZENIE 6.1. Niech {wy} C W2P(£2) (p > 1) bedzie ciggiem ogra-

niczonym. Niech v, bedzie miarg Younga stowarzyszong z ciggiem drugich
gradientéw. Wéwczas

(a) Viu(z) = {2 Adug(A) dla w € WP,
(b) SMﬂz W(z, A) dvy(A) > W(z, Viw(z)).
Mozna tez udowodni¢ silniejsza wersje poprzedniego twierdzenia.

TWIERDZENIE 6.2. Rodzina (v;)zen jest miarg Younga stowarzyszong
z ciggiem drugich gradientéw dla p € (1, 00) wtedy i tylko wtedy, gdy
(a) istnieje wo € W2P(£2) takie, ze
| Adv(A) = Viug(z)
an
dla p.k. z € 12,
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(b) dla p.k. z € 2 nieréwnosé
(V2uo(z) < | 6(A) dva(A)

Mn?
zachodzi dla kazdej funkcji 2-kwaziwypuklej ¢ < ¢(A) < ClAP + ¢, gdzie
C, c1 oznaczajg stale dodatnie,
(c)
[ | a+1AP)dw(A)dz <0 VAEM™.
2 pqn?

Zagadnienie badania funkcjonaléw calkowych, ktorych funkcje podcal-
kowe zalezg od gradientéw dowolnego rzedu, w szczegdlnosci badanie mini-
malizacji takich funkcjonaléw nie zajmuje wiele miejsca w literaturze. Pio-
nierska praca jest tu praca [21] Balla, Currie i Olvera z 1981 r. Zagadnienia
dotyczace miar parametryzowanych dla zagadnienn wariacyjnych wyzszych
rzedéw beda tematem osobnej pracy.

7. Lemat Chacona. Waznym faktem majacym szczegblne znaczenie
w teorii miar Younga i w naszych zastosowaniach jest lemat Chacona o wy-
gryzaniu (ang. biting lemma). Chodzi o to, Ze w przestrzeni L*({2) ciag ogra-
niczony jest slabo zbiezny (z dokladnoscia do podciagu) na ogé! do miary,
a nie do funkeji. Po usunieciu ze zbioru {2 odpowiedniego zbioru o malej
mierze mamy slaba zbieznos$é naszego podciagu do funkcji z L1(£2).

TWIERDZENIE 7.1. Niech 2CR" bedzie zbiorem mierzalnym i ograniczo-
nym. Niech {f;}jen bedzie ograniczonym ciggiem funkcji w L (£2). Wéwczas
istniejg: funkcja f € L1(§2), podcigg fj, ciggu f; i nierosngcy cigg mierzal-
nych podzbioréw Ey C 2 0 wlasnosci limg_,o, meas(Ey) = 0, takie, ze
(7.1) fio = wLY(R\Ey), gdy s oo,

dla kazdej ustalonej liczby k. =

DEFINICJA 7.1. Méwimy , Ze ciag f; jest b-zbiezny do f (f; LN f), jesli
f; spelnia powyzszy warunek 7.1.

Twierdzenie 8.1 oznacza, ze po wycieciu z {2 zbioru o dowolnie malej
mierze cigg slabo zbiezny {f;}jen dazy do funkcji w przestrzeni L!, a nie
do miar jak w przypadku ogdélnym. Fakt ten ma duze znaczenie przy do-
wodzeniu istnienia minimizeréw metoda bezposrednia. Mamy nastepujace
uogdlnienie twierdzenia Acerbi-Fusco [1] o slabej dolnej pélcigglosci w wie-
lowymiarowym rachunku wariacyjnym przy wykorzystaniu miar Younga.

TWIERDZENIE 7.2 (Ball-Zhang [20]). Niech 1 < p < oo @ niech f: £2 x
R™ x M™" — R bedzie funkcjg speiniajgcq nastepujgce warunki:

(a) f jest funkcjg Carathéodory’ego,
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(b) |f(z,u,&)| < a(x)+C(|ufP+|£P) diap.k.x € 2, u € R™, £ € M™,
gdzie ¢ > 0 jest stalq oraz a(-) € L}(§2),

(c) f jest funkcjg kwaziwypuklg.
Wéwczas dla danego ciggu uj — v w WIP(§2;R™) istnieje podcigg us © 0~
dzina miar probabilistycznych (vz)zen okreslonych na M zaleznych w spo-
s6b mierzalny od x, takie, Ze

(7.2) f(@, us, Dug) 2 U(z) = (vz, f(z,u(2),)) w2
oraz
(7.3) (ve, f(@,u(z), ) > f(z,u(2), Vulz)) pw w2

Ponadto, jeieli Ey oznaczo cigg mierzalnych podzbioréw zbioru {2 spelnia-
jgcych warunek limy_,o, meas(Ey) = 0, wowczas dla kazdej ustalonej liczby
k mamy

| f(z,u(z), Vu(e)) dz < liminf | flz,us, Vue(z)) dz. =
\Ey, \Eg
Mamy nastepujacy pozyteczny rezultat o ogélnej dolnej péiciaglosdci dla
funkcjonaléw calkowych.

TWIERDZENIE 7.3 (Ball-Zhang [20]). Niech

(7.4) I{u) = S g9(z, fi(z,u,Vu),..., fu(z,u, Vu)) dz,

e}
gdzie g : 2 x RM — [0, 4-00] jest funkcjg typu Carathéodory’ego takg, Ze dla
x € {2 prawie wszedzie,

(a) a — g(z,a) jest funkcjq wypukly dla a = (a1,...,an),

(b) g(z, a) jest niemalejgca wezgledem a; € Iy dla1 <1< M, gdzie I; CR
jest odcinkiem domknietym (skoriczonym lub nie) oraz gdzie dla1 <1 < M,

() fi: 2xR™xM™ — I,

(d) fi spelnia zaloZenia twierdzenia 7.2 dla pewnego p niezaleznie od I.

Niech uj — u w WYP(£; R™). Wéwczas
I(u) < liminf I'(u;).-
j—o0

Dowody powyzszych twierdzen znajduja si¢ w pracy Balla i Zhanga [20].
Cala ta praca polega na zgrabnym powigzaniu aparatu miar Younga z le-
matem o wygryzaniu.

8. Analiza efektéw koncentracji i oscylacji generowanych przez
gradient. Zjawisko oscylacji mozna opisaé, stosujac miary Younga. Jed-
nakze wadg miar Younga jest to, ze gubig one efekty zwigzane z koncen-
tracja (por. [55, 66, 68, 133, 153]). Rézne ciaggi moga generowaé te same
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miary Younga. Niektére z tych ciagéw moga wykazywaé efekt koncentracji,
nie opisany przez miary Younga.

Przedstawimy tutaj propozycj¢ podang w pracy Fonseca i in. [66], da-
jaca ogblna charakteryzacje efektéw koncentracji i oscylacji. W tym celu
potrzebne jest pojecie pary miar: miary Younga oraz miary warifoldowej,
w skrécie MY-V (ang. Young measure-varifold pair).

Niech 2 C R" bedzie podzbiorem otwartym i ograniczonym i niech
{f;} bedzie ograniczonym ciagiem funkcji w LP(£2, R%) dla pewnego p > 1.
Woéwcezas istnieje podciag ciagu {f;}, tak samo oznaczony, oraz rodzina
v = {vz }zen miar probabilistycznych okreélona na R™ oraz nieujemna miara,
Radona A okreglona na przestrzeni £2 x S, zwana warifoldowa, o nastepu-
jacych wlasnoéciach. Dla dowolnej funkcji ¥ € Cp(£2) i wszystkich cigglych
funkcji ¢ okreslonych na R? spelniajacych warunek

lp(A)| <CA+|A[), 1<r<p,
oraz dla dowolnych funkcji 1 cigglych na R¢ i jednorodnych stopnia p mamy

(8.1) Jlim § 9(2)p(f3(2)) dz = § 9(@) § (A) dva(A) dz
kp] n R4
oraz
(82) lim {9(2)p(fi(z))de= | 9(x)p(A)dA(z, A)
J OOQ 2xsd-1
= {9(@) | ¥(4)d\(A)dn(z).
n gd—1

Ostatnia réwnoéé¢ oznacza dezintegracje miary Radona A (por. [169]). Po-
wyzej przyjeto nastepujace oznaczenia: 7 jest rzutem miary A na {2, za$
A = {Az}zen jest rodzing miar probabilistycznych (dla w-prawie kazdego
z € 80), A=A®m A = {A;}zen jest dekompozycja miary A (por. [59]).
Jezeli {u;} jest ciggiem ograniczonym w WIP(2;R™) i f; = Vu, oraz jesli
przestrzefi R? jest identyfikowana z przestrzeniag M™" macierzy m X n, to
méwimy ze (v, A) jest parg WIP(£2)-YM-V, a nawet krécej, (v, A) jest para
YM-V.

Ponizszy przyklad pokazuje, ze istnieja ograniczenia na miare A. Niech
p = m = n iniech funkcja v bedzie wyznacznikiem, 1(A4) = det A. Wéwczas
na mocy powyzszych rozwazan mamy

lim | 9(z)det Vuj(z)de = | | det Ad\,(A)dn(z).
J=o0 N f28d—-1
Z drugiej strony wiadomo, ze (por. Ball [14])
det Vu; — det Vu

w sensie miar, gdzie u oznacza staba granice ciggu {u;} w przestrzeni
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WLP((2; R"). Stad wniosek, ze zachodzi zalezno§é

(det Vuydz = ( | det Adrs(A))dr,

Snz—l

gdzie dx oznacza miare Lebesgue’a. Jezeli miare m rozlozymy na czesé ab-
solutnie ciagla i osobliwg: 7 = 7, + s wzgledem miary Lebesgue’a dz, to
otrzymamy zwigzek

| detAdr(4)=0

Snz—l

dla ws-prawie kazdego z € f2.
Podstawowe twierdzenie charakteryzujace pare YM-V jest nastepujace.

TWIERDZENIE 8.1. Niech p > 1. Para (v, A) jest parg YM-V, gdzie v =
{Vz}zen oraz A= {Az}ren @ 7, wtedy i tylko wtedy, gdy:

1. Vu(z) = §ymn Advz(A) dla prawie kaidego (w sensie miary Lebes-
gue’a) x € 2, dla pewnego u € WLP(2;R™),

2. p(Vu(z)) < {yymn ©(A)dve(A) dla prawic kaidego x € 2 oraz dla
kazdej kwaziwypuktej funkcji p, posiadajgcej skoticzong granice

. p(A)
|/11[1an 1+ ]AJp’°
3.\ ¥(A)dvg(A) < (dn/dx) (s ¢(A) dA(A) dla prawie kazdego x € 12
oraz dla kazdej p-jednorodnej cigglej funkcji ¢ takiej, ze Q¢(0) = 0, gdzie
QY jest kwaziwypukiq reqularyzacjg funkeji ¥,
4. §4¥(A)dr:(A) > 0 dla ms-prawie kaidego x € 12, dla kazdej p-
jednorodnej, cigglej funkcji o takiej, ze Q(0) = 0; 75 oznacza tu czesé
osobliwg miary m wzgledem miary Lebesgue’a dx.

Czesci 11 2 powyzszego twierdzenia wraz z warunkiem caltkowalnosci

| | 1APdv(4)dz < oo

2 Mmn
charakteryzujs miare Younga. Cze$é 3 pokazuje oddzialywania pomiedzy
miarg Younga oraz absolutnie ciagla czescig miary warifoldowej. Czesé 4
twierdzenia reprezentuje ograniczenia na miare warifoldowsg w zbiorze, gdzie
skoncentrowana jest osobliwa cze$¢ miary m, mianowicie miara ;. Interesu-
jaca konsekwencja tego rezultatu jest to, ze nie ma ograniczenia na szcze-
g6lna miare m. Dowdd, ktdrego nie bedziemy przytaczaé, tego twierdzenia
opiera si¢ na rezultacie dotyczacym dekompozycji ciggdéw gradientéw ogra-
niczonych w LP(§2;R™). W szczegblnosci chodzi o to, ze kazdy taki ciag
ma podciag, ktéry moze byé przedstawiony jako suma ciagu {Vz;} gradien-
tow, ktérego p-ta potega jest jednostajnie calkowalna, i pozostala, ktdra
jest zbiezna do zera w sensie miary (i stad prawie jednostajnie zbiezna).



Miary Younga 119

Méwimy, ze {Vz;} odpowiada za oscylacje, podczas gdy pozostala czesé
charakteryzuje efekty koncentracji.

LEMAT 8.4. Niech 2 C R"™ bedzie zbiorem otwartym i ograniczonym
i niech {w;} bedzie ciggiem ograniczonym w W1P(£2; R™). Wéwczas istnieje
podcigg {wy} oraz cigg {2} C WLP(§2;R™) takie, 7e miara Lebesgue’a

{z; # w; lub Vz; # Vw;}| — 0,

gdy j — o0, oraz {|Vz;|P} jest ciggiem funkcji jednostajnie catkowalnych.
Ponadto, jesli {2 jest obszarem spelniajgcym warunek Lipschitza, wéwczas
kaide z; moze byé wybrane jako funkcja Lipschitza.

Zauwazmy, ze lemat ten moéwi, iz oba ciagi {Vz;} oraz {Vw;} gene-
ruja te samg miare Younga (por. [89]). Charakteryzacja WP-miar Younga
nie daje zadnej metody rozkladu ciagu na czes¢ ,oscylacyjna” i zwigzana
z koncentracja” danego ciggu {w,} ograniczonego w W1P(£2;R™).

Charakteryzacja ta méwi jedynie o tym, ze miara Younga generowana
przez cigg {w;} bedzie generowana réwniez przez cigg {v;} taki, ze {|v;{P}
jest jednakowo calkowalny. Okazuje sie jednak, ze nie istnieje bezposredni
zwigzek pomiedzy jednym ciagiem a drugim.

Podamy jeszcze charakteryzacje W1P- miar Younga w jezyku nieréwnosci
Jensena dla funkcji kwaziwypuklych.

TwIERDZENIE 8.2 (Fonseca i in. [66]). Niech p > 1. Miara parametryzo-
wana v = {v; }zcn jest WiP-miarq Younga wtedy i tylko wtedy, gdy
1. Vu(z) = |}/ Advz(A) dla p.k. z € 2 oraz pewnego u € WhP(w),
2. o(Vu(z)) < {3 ¢(A)dvy(A) dla p.k. © € 2 oraz dla kazdej kwazi-
wypuklej funkcji ¢ takiej, zZe istnieje skoriczona granica
. _p(A) i
1 )
|A|lan 1+ |A|P <
3. §o Va7 AP dve(A) dz < oo.

PRrRzYKLAD 8.1 (oscylacje). Niech 2 C R" bedzie zbiorem otwartym
i niech p > 1. Dang funkcje f € WO1 P(Y;R™) przedtuzamy periodycznie na
calg przestrzen R", z okresem Y = (—1/2,1/2)". Dla ustalonego elementu
A € M™” okredlamy

1.,
uj(z) = Az + Ef(]:c).
Poniewaz
Vuj(z) = A+ Vf(y), y=j=,

wobec tego widaé, ze ciag u; — Az w W1P(2;R™) oraz para YM-V ge-
nerowana przez ciag jest para (v, A), gdzie (por. (8.1) i dzigki okresowosci
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funkcji f)

(va,0) = | (A + V() dy

Y

dla prawie kazdego (wzgledem miary Lebesgue’a) = nalezacego do obszaru
2 i dla wszystkich funkcji ¢ € Co(M™") oraz A = {Az}zen ® 7, gdzie
T=|A+ Vf”ip(Y,M) i ponadto (por. (8.2))

1 " ( A+Vf(y)
||A+Vf||Lp(YM A+ Vf(y)l

dla m-prawie kazdego = € £2 1 wszystkich funkcji ¢ € C(S™1).

oy ) = )|A +Vf@)Pdy

PRZYKLAD 8.2 (koncentracje). Rozwazamy funkcje f € Wy (Y;R™)
przedluzong zerem na R™, Y = (~1/2,1/2)". Ustalamy p > 1 i wybieramy
To € {2 oraz okreslamy ciag u; nastepujaco:

uj(z) = j TP f(j(z ~ 20))-
Wéwezas ciag u; — 0 jest slabo zbiezny do zera w W1P(§2; R™) oraz istnieje
para YM-V (v, A) generowana przez ten ciag taka, ze v = §p dla p.k. z € 12,
A= {A}zcq @, gdzie 7 = “vf“’ip(y,m)‘smo oraz

1 Viy)
Do) = e S () /0P

dla m-p.k. z € £2 i wszystkich ¢ € C(S™"1).
Jezeli p € Cp(M™") spelnia warunek ¢(0) = 0, wéwczas

lim { 8(z)p(Vu;(z)) dz = 0
jmoo 5

dla wszystkich funkcji 8 € Cp($2). Ustalmy € > 0 oraz ¢ takie, ze 1 < ¢ < p.
Istnieje wowcezas C(e) > 0 takie, ze |p(A)| < € + ¢(e)|AJP dla wszystkich
A € M™". Stad

] 0(2)(Vus(2)) da| < elbllze + CEBllz=n™? | [V£(i(z — z0))|* da
2 n

< ]ll o0 + C(E) 101105V £ %1y gy
Przechodzac do granicy z j — oo oraz z ¢ — 0, otrzymujemy wymagany
rezultat.
Wezmy funkcje ¥ € C(S™ ). Dla dostatecznie duzych j mamy

| ool ) Vs @) da

7]
Vi(j(x—=z
e —
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f(y)

Ivf(y)|)|w< P dy.

= {0+ v

Y
Przechodzac z j — o0, dostajemy

§ [ 00e)(4) dos(4) da) = 0(ao) § 0 (7S
ns Y
W ostatnim przykladzie zachowanie sie ciggu minimizeréw bylo catkowi-
cie scharakteryzowane przez miare warifoldows z pewna informacja o mierze
Younga v = dg.
Innymi przypadkami, w ktérych miary warifoldowe odgrywaja istotng
role, sa takie, w ktérych poszukuje sie efektywnej energii
' lim inf S W(Vu;)dx

J—00

)Ivs@Pdy

stowarzyszonej z ciagiem {u;} ograniczonym w przestrzeni WLP(2;R™),
gdzie funkcja W, gestosé energii wewnetrznej, jest niewypukla i ma zacho-
wanie asymptotyczne w nieskonczonosci typu C(1 + |A[P).

Pierwsze prace, w ktérych stosowano miary probabilistyczne do zagad-
niefi ewolucji, naleza do Tartara [153]; dokladniej chodzi o prawa zachowa-
nia, w ktérych pojawily sig oscylacje. Nastepnie pojawila sie potrzeba wpro-
wadzenia aparatu nadajacego si¢ do badania efektéw koncentracji, szczegdl-
nie wtedy, kiedy ograniczenia w L™ byly nieosiggalne. Takie miary zapro-
ponowali DiPerna i Majda [55]. Ich idea polegala na wprowadzeniu tréjki
uogdlnionych miar Younga (u,v*, %) stowarzyszonych z ciggiem ograniczo-
nym w przestrzeni L2. Zwiazki pomiedzy wprowadzonymi w tym rozdziale
miarami a miarami DiPerny i Majdy mozna scharakteryzowaé nastepujaco:

2
=, V= %Vm, V2 =),
DiPerna i Majda [55] pokazali, Ze uogdlnione miary Younga, generowane
przez cigg klasycznych rozwiazan dwuwymiarowego réwnania Eulera z jed-
nostajnie ograniczong lokalna energia kinetyczna, stanowig rozwigzanie mia-
rowe. Wiecej informacji o miarach DiPerny 1 Majdy i ich relacji z klasycz-
nymi miarami Younga mozna znalezé w pracach Kruzika i Roubicka [91].

9. H-miary. Jezeli ciag funkcyjny dazy stabo do zera (a nie silnie)
w L2(0) (22 C R"), wéwczas ciag taki wykazuje efekty oscylacji lub kon-
centracji w zaleznosci od tego, czy granica jego kwadratu ma n-wymiarowsa
gestosé, czy tez nie. JakoSciowa metoda badania efektéw oscylacji lub kon-
centracji jest zwiagzana z zastosowaniem H-miar; sg to miary okreslone na
zbiorze 2 x S"~!. Maja one charakter mikrolokalny, jednoczeénie precy-
zuja i uogdlniaja twierdzenia o skompensowanej zwartosci. Pojecie H-miary
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wprowadzil Tartar [155]. Niezaleznie od niego Gerard [69] wprowadzil po-
jecie lokalnego defektu miary, co jest tym samym co H-miary w sensie Tar-
tara. W rozdziale 9 pracy wprowadziliSmy pojecie pary YM-V; jest to préba
powiazania efektéw oscylacji i koncentracji dla pewnych probleméw nielinio-
wych, gdzie efekty oscylacji czy koncentracji sa generowane przez gradient
funkcji wektorowej (por. [66]).

W przeciwienstwie do tego podejécia H-miary sg pojeciem wprowadzo-
nym wezesniej i stuzyly do badania réwnan liniowych (np. hiperbolicznych).
Zastosowanie aparatu H-miar do badania zadan brzegowych i brzegowo-
poczatkowych mozna znalezé w pracach (7, 67, 133, 95].

Podobnie jak dla miar Younga, istnieje twierdzenie o istnieniu H-miar
zwiazanych z ciagiem slabo zbieznym w przestrzeni L?((2).

Niech {u.} bedzie ciagiem funkcji wektorowych (mogg by¢ skalarne jako
szczegblny przypadek) okreslonych na R™ z wartosciami w R™. Skladowe
funkeji ue o wartosciach wektorowych oznaczamy przez {ut}1<i<m.

TWIERDZENIE 9.1 (istnienie H-miar). Niech {uc}.>0 bedzie ciggiem stabo
zbieznym w L2(£2; R™) do zera. Wéwczas istnieje podcigg tego ciggu i rodzina
miar Radona o wartosciach zespolonych p = (u"(z,€))1<ij<m, okreslona
na przestrzeni R™ x S*~1 takie, Ze zaleinosé

0.1)  lim | [F(g1ud)](€) [F(d2ud)](€) $(£/1€]) d€
Rn
=§ | ou(@)62(2)0(&/1€Dmss(dz, d€) = (17, 4162 ® ¥)
R~ Sn—-l
zachodzi dla dowolnych funkcji ¢1, d2 € Co(R™) oraz ¢ € C(S™71).
Tutaj F oznacza transformate Fouriera:
FIf@)©) = (2m)2 | f(@)e ™4 da.
]Rn
Symbol f oznacza sprzezenie zespolone funkcji f. Podobnie jak w poprzed-
nim rozdziale S*~! oznacza sfere (n — 1)-wymiarowa.
Podczas gdy miara Younga ,mierzy” oscylacje, H-miara lokalizuje, w ja-
kim miejscu w przestrzeni fizycznej i w jakim kierunku nastepuje ostabienie

silnej zbieznosci ciaggu, spowodowanej oscylacjg lub koncentracja.
Mamy nastepujaca wazna wilasno$¢ H-miar:

LEMAT 9.1. Wartosci H-miary lezg w zbiorze macierzy hermitowskich
niewjemnych:

P
(9.2) Mij = R, Z ,uij/\i/\j >0 VieCr.
ij=1
Wlasno$éé ta wynika natychmiast ze zwiagzku (9.1).
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LEMAT 9.2. Jezeli cigg macierzy {ufu;s}ogijn jest stabo* zbiezny do
miary v, to dla kazdej funkcji cigglej ¢ € Co(R™) zachodzi zaleinosé
(vij, @) = (pij, @ 1).
Fakt ten wynika z (9.1), jesli przyja¢ ¥ = 1 i wykorzystaé twierdzenie
Plancherela.

PRZYKLAD 9.1. Niech {u;(z)},en dazy silnie do zera w L2(R™). Wéwczas
pi; = 0. Krétko méwigce, H-miara ciggu silnie zbieznego do zera jest réwna
zeru. Zauwazmy, ze nie ma w tym przypadku potrzeby wybierania podciagu,
poniewaz ciag transformat

Fluse)](€) = r) ™7 | uy(a)emi=¢ e
R™
jest silnie zbiezny do zera.

PrzYKLAD 9.2. Rozwazmy ciag funkcji skalarnych posiadajacy efekt kon-
centracji w pewnym ustalonym punkcie z € R",

(9.3) wl@) =2 (222),

£

gdzie f € L2(R"). Oczywiécie zakladamy, ze ciag ten jest stabo zbiezny do
zera. Odpowiadajaca temu ciggowi H-miara p jest réwna (por. [155])

p=0,Q®v,
gdzie ¥ ma nastepujaca gestos¢ powierzchniowa:
(9.4) v(€) = Ts]-"f(tg)lzt"‘l dt dla ¢€eS™1,
Zgodnie z twierdzeniem[:) istnieniu H-miar mozemy napisaé
(95) 6) = | 1O (20 1) de

dla kazdej funkcji @ cigglej na R” x S, Dla kazdej funkcji ciaglej ¢ o no-
$niku zwartym ciag funkcji

{¢us - ¢(Z)ue}

dazy silnie do zera w przestrzeni L2(R™). Ponadto zauwazmy, ze

lim § |6(2) 2| Fue (€)% (¢/1€]) dé = lim [6(=)[ | €™ F ()" &/ €]) dé
R"® R™
= 16(2)1? | 1FF(&)PH(E/1€) d€ = (u, I]” @ ).
R"

Wazna wiasnoScia H-miar jest tzw. zasada lokalizacji, ktéra jest uogél-
nieniem teorii skompensowanej zwartosci (por. [153]).
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TWIERDZENIE 9.2 (zasada lokalizacji). Niech cigg {u.} bedzie stabo zbie-
zny do zera i niech p bedzie H-miarg stowarzyszong z tym ciggiem. Ponadto
niech cigg ten speinia warunek

n m
0 ; o -
9.6) > > a—%(Ach(x)ug(:c)) —0 silnie w HZMRY); 1 =1,..., 1,
k=1j=1
gdzie wspdlezynniki Aﬁcj(m) sq funkcjami cigglymi w podzbiorze otwartym
2 C R". Wowczas H-miara p spelnio zaleinosé

n

m
(9.7) Z Z Afcj(x)ﬁj,ukr =0 w2 dla kazdego r.
k=1j=1

PRzYKLAD 9.3. Niech A, = ex;;, gdzie

1, gdy k,¢,j tworza permutacje parzysta,
exij = § —1, gdy k,1,j tworzg permutacje nieparzysta,
0, w pozostalych przypadkach.

Wéwczas warunek (9.6) oznacza, ze wektor rotacji ciaggu wektoréw spetnia
warunek
curl u®(z) — 0.

Warunek (9.7) przyjmuje postaé

m n

Z Z erij&itir = 0.

j=1li=1
Z powyzszego warunku wnioskujemy, ze miara g stowarzyszona z ciagiem
ma nastepujaca reprezentacje:

n= 5 ® EVa
gdzie v jest skalarng miarg Radona.

PRzZYKEAD 9.4. Prostym przykladem ciagdw slabo zbieinych sa ciagi

funkcji periodycznych. Niech bedzie dany ciag funkcji
ue(z) = u(z, z/e),’

gdzie funkcja u(z,y) jest okreslona na R™ x Y (Y — komoérka periodycz-
nosci), Y-okresowa wzgledem drugiej zmiennej. Ponadto u spelnia warunek
{y u(z,y) dy = 0. Dla prostoty mozemy zalozy¢, ze funkcja u(z,-) jest cia-
gla wzgledem z i przyjmuje wartoséci w przestrzeni L°°(Y"). H-miara takiego
ciggu moze byé wyznaczona w sposéb analityczny. Mamy nastepujacy re-
zultat (por. [6, 87, 155]):

LEMAT 9.3. Niech funkcja u(x,y) ma rozwiniecie Fouriera wzgledem vy,
tzn.
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(9.8) u*(x,y) = Z ug(a:)e%'q'y.
qeZ™

Wtedy H-miara stowarzyszona z ciggiem {u¥} ma postaé

(9.9) =y, ub(z)ul(z)d,(8),

geZ™, g#0

gdzie 84))q| Jest miarg Diraca w punkcie q/|q|.

Zauwazmy, ze w rownaniu (9.8) wspélczynnik uf(x) musi byé réwny zeru,
aby ciag u. byl stabo zbiezny do zera.

Mozna uproéci¢ definicje H-miary dla okresowo oscylujacych funkcji
u(z) = u(z/e), gdzie u € L2, (Y)P. Teraz nie musimy zakladaé, ze funkcja
u(y) ma warto$¢ §rednig réwna zero na koméree Y, poniewaz zawsze mozemy
wybraé podciag i zastosowaé poprzedni lemat. Ponadto poniewaz badamy
gléwnie funkcje o wartoSciach rzeczywistych, mozemy rozwazaé tylko rze-
czywisty czes¢ H-miary. Dla wygody bedziemy oznacza¢ H-miarg zwiazana
z u(y), opuszczajac zaleznoéé od zmiennej z. WprowadZmy nastepujaca de-
finicje.

DEFINICJA 9.1. Niech u(y) bedzie funkcja z Lger(Y)”. H-miarg p tej
funkcji (ciagu) jest miara o wartoéciach macierzowych okreslona na S"~!
wzorem

pig =R D Ty (),
g€eZN  q#£0

gdzie R oznacza cze$é rzeczywista liczby zespolonej, natomiast ufl sg wspOt-
czynnikami Fouriera i-tej skladowej funkeji u(y), tzn,

uy)= D lug MP0y(6)-
qeZ™, q#0

W ten sposéb otrzymali$my nieujemna rzeczywistg, symetryczng miare,
poniewaz dla dowolnego wektora A € R™ spelniony jest warunek

m
Sopghidi= Y ug- A28gq(8)-

i,j=1 geZ™, q#0

WNIOSEK 1. Poniewaz funkcja u(y) ma wartosci rzeczywiste, mamy
pij(—e) = wij(e), cayli H-miara p jest funkcjq parzystq na S*1.

Szczegllnie interesujacy jest przypadek, gdy mamy ciag wektorowych
funkcji charakterystycznych u(y) = x(y), (x*(¥))1<i<m, ktéry speinia wa-
runek
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x'(y) =01ub 1,

m
(9.10) > xy) =1,

i=1

X)X (y) =0 dai#j.
Z punktu widzenia zastosowani do mikromechaniki takie ciggi sa w szcze-
golnosdci wazne dla kompozytéw wielosktadnikowych, zwlaszcza gdy liczba
skladnikéw wynosi m > 3. W tym przypadku H-miara posiada specjalne
wlasnodci, ktére charakteryzuje nastepujacy lemat.

LEMAT 9.4. Niech p bedzie H-miarg rodziny funkcji charakterystycznych
{x*(y) }1<i<cm spetniajgcq relacje (9.10). Wowczas miara p ma nastgpujoce
wlasnosci:

m
Zuij=0 dlalSjSm,
i=1

(9.11) | mij(de)=~6'6" diai+ 3,
sn—1
[ pis(de) = 0(1-0),
sn—1

gdzie 0" = {,, x*(y) dy. Oczywiscie obecnie mamy Y i, 6" = 1.

Warunki (9.11) sg warunkami koniecznymi na to, aby rzeczywista, syme-
tryczna, nieujemna i parzysta miara p byta H-miara rodziny funkcji charak-
terystycznych.

Istniejg dalsze ograniczenia na takie H-miary, co najmniej w przypadku
m > 2. Dla m = 2 lemat 9.4 implikuje, ze znajomos¢é macierzy yu o wy-
miarach 2 x 2 redukuje ja do jednej ze skladowych, np. pj1, poniewaz
p'? = p?' = —p?? = —pu;y. Natomiast dla pojedynczej funkcji charakte-
rystycznej zbioér wszystkich dopuszczalnych H-miar jest znany (por. Kohn
[87] lub Tartar [155]).

Mamy kolejny lemat (por. np. [5, 87]):

LEMAT 9.5. Niech p bedzie H-miarg funkcji charakterystycznej x(y) ta-
kiej, ze 0 = {;, x(y) dy. Zmieniajgc x, widzimy, Ze 2bidr wszystkich H-miar p
jest doktadnie zbiorem P(S™ ) wszystkich miar probabilistycenych na sferze
jednostkowej, pomnozonych przez czynnik 6(1 —6).

UWAGA 9.1. Przez P(S""!) oznaczamy przestrzen miar probabilistycz-
nych na sferze jednostkowej S"~!. Jednocze$nie miara probabilistyczna v
jest miarg nieujemna o masie jednostkowej, tzn.

v(e) >0Vee S !, pray czym S dv(e) = 1.

gn—1
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Poniewaz zbidér wszystkich H-miar zwiazanych z funkcjami charaktery-
stycznymi jest nieznany, istnieje potrzeba jakiegos sposobu wyrazania w po-
staci jawnej takich H-miar. Jest to celem nastepujacej ,reguty miksujacej”
(ang. mizing formula for H-measures) dla H-miar (por. Kohn [87], Tartar
(155], Allaire [5]).

LEMAT 9.6. Niech {x}(y)}1<i<m oraz {x(y) h<i<m bedg dwiema rodzi-
nami funkcji charakterystycznych o wudzialach objetosciowych odpowiednio
(01)1<1<m i (02)1<z<m Stowarzyszone z nimi H-miary oznaczamy odpowied-
nio przez (u? )i<i,j<m oTaz (,u,2 Yi<ij<m- Niech ¢¥(y) bedzie inng funkcjg cha-
rakterystyczng magjgcg Srednig p 1 stowarzyszong H-miare v. Miksujgc od-
powiednio funkcje x1 oraz X2 i funkcje udziatu objetosciowego ¥, utwdrzmy
nowy cigg funkcji charakterystycznych

xe(y) = P)xi(y/e) + (L - v(y))xa(y/e).
Jezeli e dqzy do zera, wéwczas udzialy objetodciowe nowej rodziny sq naste-
pujgce: ‘ ' '
=001+ (1—0)05 dlal<i<m.
H-miara nowej rodziny ma postaé
pi = op; + (1 — @)ul; + (65 — 05)(6] — 6})v.
Rezultat ten jest wykorzystywany w zagadnieniach sterowania optymal-

nego, zagadnieniach malego kontrastu materialéw kompozytowych, zagad-
nieniach przej$é fazowych, w teorii laminatéw itd. (por. Allaire [6]).

UwAGA 9.2. Twierdzenie fundamentalne o H-miarach daje formule repre-
zentacji granicy funkeji kwadratowych ciagu {u.}. Przyjmujac ¢ = 1, mamy
zwykla miar¢ w przestrzeni fizycznej, tzn. San piz (-, d{) jest slaba* granicy,
ciagu funkeji kwadratowych {ulwl} , ktéry jest ograniczony w L'(R"). Tak
wige H-miary dajg dokladniejsza charakteryzacje braku zwartosci, biorgc
pod uwage kierunki oscylacji.

Twierdzenie fundamentalne mozna uogélnié na przypadek bardziej ogdl-
nych form kwadratowych zaleznych od u, w kontekscie operatoréw pseudo-
rézniczkowych (Hormander [75]). Przypomnijmy, ze standardowy operator
pseudo-rézniczkowy P jest okreslony przez swoj symbol (g;;(,£))1<ij<m €
C®(R™ x R™) wzorem

m

(Pu)i( Z]: 1 (qij(z, ) Fuj())(z)

zachodzacym dla kazdej gladklej funkcji u = (u;).

TWIERDZENIE 9.3. Niech cigg {ue} bedzie slabo zbieiny do zera w prze-
strzeni L2(R™)™. Istnieje podcigg ciggu {u.} i H-miara p takie, Ze dla
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dowolnego multijednorodnego operatora pseudo-réziniczkowego P stopnia 0
o symbolu gléwnym (gij(x,£))1<i,j<m zachodzi Téwnosé

lim S P(ue) - w. dz = s S i i (z, &) pij(dz, d§)

e—0 -
Rn §n—-114,j=1

[ | t{a(z, &) uidz,dg)}.

R» gn—1
Ponadto miara u jest hermitowska i pélokreslona w nastepujgcym sensie:
Mij = s 1<4,5<m,
i pijhih;  jest dodatnig miarg Radona, h € C™,
ij=1
Ponadto ljes’li u. = 0 poza domknietym zbiorem K wR™, wéwczas supp i C
K xSV,

UWAGA 9.3. Zauwazmy, ze )./, qijpi; = tr(qu), gdzie qu oznacza
iloczyn macierzy g i q, przy czym obie macierze maja wymiar m X m.
Zwykle uzywamy notacji nastepujacej (por. Tartar [155]):

m

(- Qe = | Y ai(x, &)pij(z, dg),

§n—1 7'7.721
gdzie Q(z,&,U) = 3754 qij(z,€)U;U;, a U jest tutaj zmienng pozorng.
PRZYKLAD 9.5. Ostatnie twierdzenie 9.3 pozwala na charakteryzacje gra-
nicy ciagu |u.|2. Niech ¢;; ma postaé
Qij(myg) = (p(x)éij, 1 S Z,] < m, pE C(?O(Rm)

Zastosowanie ostatniego twierdzenia daje

m

limjuc? =3 | pa(de,df).

i=1 §n—1

TWIERDZENIE 9.4. Niech p bedzie H—mz’aré spelniajgceq zasade lokalizacyi.
Niech (gij(z,€))1<i,j<m bedzie symbolem jednorodnym stopnia O wzgledem §.
Ponadto, niech

m n
A={(2,6,U) €R*xS"1xC™: 33" Al (2)&U; =0, 1< U< ko).
j=1k=1
Jezeli

m
3 a2, €)UU; 20 dia kaidego (z,€,U) € 4,
1,j=1
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woéwezas
m
Z Gijii; = 0.
i,j=1
7 twierdzen 9.3 i 9.4 mozna wywnioskowaé nastepujacy rezultat o skom-

pensowanej zwartosci, przydatny przy zastosowaniu H-miar do poszukiwania,
ograniczen na efektywne stale materialowe.

LEMAT 9.7. Niech {u.} bedzie ciggiem zbieznym do u w sensie slabej
topologii w L2(R™)™. Zaléimy, ze dla 1 <1<y cigg {uc} spelnia warunek
m n (9 . . m n 8 . . . ) 1
Z Z a—”(A]k(x)ug) — Z Z E(Ajk(w)uj) silnie w Hy_ (£2),
J=lk=1 j=1k=1
gdzie wspolczynniki Aé-k sqg ciggle w zbiorze otwartym 2 < RN. Niech A
bedzie zbiorem charakterystycznym okreslonym nastepujgco:

m n
A= {(z,g, U)eR"xS* 1 xC™: 3" S ALeU;=0, 1< < zo}.
j=1lk=1
Niech P bedzie multijednorodnym operatorem pseudo-rézniczkowym rzedu O
z hermitowskim symbolem gtdwnym (qi;(z, &))1<ij<m takim, ze

m
> aii(z,6)UU; 20
ig=1
dla kazdego (z,€,U) € A. Wowczas dla dowolnej nieujemnej gladkiej funkcji
¢ o nosniku zwartym w 2 mamy

(9.12) lim inf | 6(z)P(ue) - Tedz > | ¢()P(u) - uds.
R™ R ’

W tym rozdziale wykorzystaliSmy rezultaty publikowane w pracach [6,
67, 69, 87, 155, 157, 162]. W drugiej czesci opracowania pokazemy, miedzy
innymi, jak stosuje si¢ H-miary do badania ograniczeh na efektywne stale
materialowe.

Uwagi koncowe. Celem czesci I bylo zapoznanie czytelnika z réznymi
podejsciami i podstawowymi wlasnodciami parametryzowanych miar pro-
babilistycznych, zwanych tez miarami Younga, i ich uogélnieniami. Miary
uogdlnione implikujg istnienie dwéch lub wiecej miar generowanych przez
ten sam ciag oscylujacy (por. Alibert i Bouchitte [4], DiPerna i Majda [55],
Fonseca i in. [66], Kalamajska [81], Roubitek [143]). Za pomocg miar Younga
mozna opisaé jedynie oscylacje, natomiast nie jest mozliwe opisanie koncen-
tracji.

Literatura na temat miar Younga i miar uogdlnionych jest obecnie do$é
obszerna. Jednakze z punktu widzenia zastosowan, ktére bedg przedmiotem
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IT czedci pracy, wiele probleméw pozostaje jak dotychczas nierozwigzanych.
W szczegdlnosci dotyczy to metod numerycznych, szacowania rozwigzai
przyblizonych itd. (por. Carstensen [37]). Ksiazka Prohla [138] ogranicza
sie do zagadnieni mikromagnetykéw nieodksztalcalnych, czyli sztywnych.

W niniejszej czesci staraliSmy sie zaprezentowaé podejscie ,ciagowe”, re-
prezentowane przez i pochodzace od Tartara, Balla, Kinderlehrera, Pedre-
gala i innych. Ciekawe jest tez inne podejicie, reprezentowane przez Bal-
dera, Valadiera, Roubitka. Czytelnikowi pragnacemu poszerzy¢ swa wiedze
w ramach pierwszego podejscia mozna polecié ksiazke Pedregala [123] oraz
obszerny artykul Miillera, natomiast drugie podejscie jest ujete w obszernej
monografli Roubitka [143] oraz w kilku obszernych artykulach autorstwa
Valadiera oraz Baldera.

Cytowana w pracy literatura stanowi zaledwie czastke wiedzy dotyczacej
miar Younga. W wielu artykulach pojecie miary Younga wystepuje pod inna
nazwa (np. relazed controls, measures of oscillations); tak jest np. w pracach
Fattoriniego.

Podziekowanie. Praca zostala sfinansowana przez KBN, projekt ba-
dawczy Nr 8 TO7A 052 21; trzeci z autoréw byl réwniez finansowany przez
projekt badawczy KBN Nr T07A 043 18.
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