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toda ta, pochodząca od Leonida Tonelli (por. [49]), polega na badaniu mi-
nimum funkcjonału bez potrzeby analizowania równań Eulera-Lagrange’a 
i wywodzi się z przypadku skończenie wymiarowego. Stosowanie tej metody 
wymaga, aby funkcjonał J{u) dany całką i określony na odpowiedniej przes-
trzeni funkcyjnej, np.

(1 .2) J(u) = J / ( r ,u ,  Vu) dx, u € W 1,p(i?), p > 1,
i?

był dolnie półciągły względem zmiennej u w odpowiedniej topologii, w której 
zbiory {u : J(u) < const} są relatywnie zwarte. Tak określony funkcjonał 
przy dodatkowych założeniach koercywności funkcji podcałkowej /  posiada 
minimum.

Okazuje się, że wypukłość funkcji podcałkowej (a nawet pewne jej uogól-
nienia, takie jak poliwypukłość, kwaziwypukłość, wypukłość rzędu 1 ) gra 
tutaj kluczową rolę. Jeśli funkcja podcałkowa nie spełnia odpowiedniego 
warunku wypukłości, mogą nie istnieć minimizery w sensie klasycznym, tj. 
należące do odpowiednich przestrzeni Sobolewa.

Problem braku minimum dla pewnych zagadnień teorii optymalnego ste-
rowania był zauważony już przez Younga w pracach [172, 173] (por. także 
pracę Wargi [171]). Metoda pochodząca od Younga polegała na rozszerze-
niu klasy rozwiązań. Young wprowadził pojęcie krzywej uogólnionej, tj. 
takiej, która jest uogólnionym rozwiązaniem przy braku rozwiązania kla-
sycznego. Jest to para (u, ^), gdzie u =  u(x) jest trajektorią, a v — (vx), 
x  G 12, jest miarą probabilistyczną (rodziną miar parametryzowaną zmienną 
x G Q).

Warto podkreślić, że zagadnienie poszukiwania rozwiązań uogólnionych 
i problemów rachunku wariacyjnego ogłosił Hilbert w problemach 19, 21 
i 23 podczas słynnego Kongresu Matematyków w 1900 roku w Paryżu (por. 
[U]).

Inne alternatywne podejście do zagadnień minimalizacji funkcjona-
łów, które nie posiadają minimum, polega na zastosowaniu tzw. relaksacji 
funkcjonału. Taką metodą jest np. tzw. relaksacja kwaziwypukła, polegająca 
na tym, że problem znalezienia inf I(u) nie mający rozwiązania zastępuje 
się problemem wyznaczania inf QI(u), czyli „zadaniem kwaziwypukłym”, 
a następnie udowadnia się, że inf I  =  inf QI = min QI. QI  oznacza tu-
taj kwaziwypukłą relaksację funkcjonału I. Okazuje się, że dwa ostatnie 
zagadnienia są równoważne zagadnieniu wyznaczania minimum odpowied-
niego funkcjonału zrelaksowanego przez miary Younga (por. Pedregal [123]). 
Metody relaksacyjne były szeroko stosowane do badania istnienia minimi- 
zerów w rachunku wariacyjnym, jednakże tym problemem nie będziemy się 
zajmować ponad to, co jest potrzebne w związku z zastosowaniem miar pro-
babilistycznych. Natomiast przyjęcie i rozwój idei rozwiązań uogólnionych
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w sensie Younga doprowadziły do rozwoju miar probabilistycznych zwanych 
też miarami Younga.

Pierwotnie miary Younga, znane wcześniej jako miary probabilistyczne, 
służyły jako aparat do znajdowania uogólnionych rozwiązań w przypadku, 
gdy problem minimizacyjny nie spełniał odpowiedniego warunku zwartości, 
tzw. inf-compactness. Rozwiązania klasyczne nie istniały, natomiast gra-
niczne zachowanie minimizerów stawało się coraz bardziej oscylujące. Roz-
wój miar Younga w latach siedemdziesiątych związany jest nie tyle z optyma-
lizacją, co z równaniami różniczkowymi cząstkowymi [52-55, 139, 153-157]. 
Późniejszy rozwój miar Younga związany jest z pracami [10, 11, 17-20, 61, 
64, 66, 79, 82, 83, 87, 89, 90, 114, 142, 143, 151, 152, 168, 169]. Zastosowania 
miar Younga do zagadnień ewolucyjnych można znaleźć w pracach [52-55, 
67, 68, 107, 111, 139, 141, 153, 154, 165]. Zagadnienia aproksymacyjne i ob-
liczenia numeryczne można znaleźć m.in. w [94, 96, 98, 103, 104, 1 1 1 ]. Ob-
szerną literaturę dotyczącą zastosowań podamy w II części pracy, tu ograni-
czymy się do kilku pozycji, np. [24, 26, 29, 35, 42-44, 48, 56, 60, 61, 79, 88, 
96, 99 100, 101, 103-105, 118, 140, 148]. W zastosowaniach, w szczególności 
do mechaniki nieliniowej, w bardzo szerokiej klasie tzw. materiałów inteli-
gentnych (ang. smart materials), jak np. stopów metali z pamięcią kształtu, 
gęstość energii wewnętrznej W(x,  •) jest funkcją niewypukłą; mówiąc pre-
cyzyjniej, nie jest nawet funkcją kwaziwypukłą. Taka jest matematyczna 
przyczyna nieistnienia klasycznych minimizerów. W zamian za to mamy 
zjawisko, które objawia się w postaci szybkich przestrzennych oscylacji gra-
dientów Vu; to zjawisko zwane jest „mikrostrukturą”. Z matematycznego 
punktu widzenia te szybkie oscylacje gradientów mogą być opisane przez 
miary probabilistyczne.

Nieciągłości gradientów rozwiązań (minimizerów) na powierzchniach ma-
terialnych występują w zjawiskach bliźniakowania w kryształach (ang. cry-
stal twinning), związanych z przejściami fazowymi. Matematyczny model 
tego zjawiska jest dość skomplikowany przez fakt, że funkcja energii wewnę-
trznej W  w kryształach jest potencjałem wielostudniowym, a więc niewy- 
pukłym.

Nieciągłości gradientów rozwiązań występują również w pewnych przejś-
ciach fazowych typu faza stała-faza stała, znanych jako transformacje mar- 
tenzytyczne, w których występują płaszczyzny rozdzielające fazę jednorodną, 
zwaną austenitem od fazy zwanej martenzytem. Tymi zagadnieniami zaj-
miemy się w drugiej części pracy.

Miary Younga stanowią dobre narzędzie do badania zjawisk oscylacji, 
jednakże nie wystarczają do badania zjawiska koncentracji. Pierwsze próby 
uogólnienia miar Younga w postaci pary miar Radona zostały przeprowa-
dzone w pracy DiPerny i Majdy [55], której celem było zastosowanie tych 
miar do badania koncentracji.
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Inne podejście do badania koncentracji i oscylacji jednocześnie zapropo-
nowano w pracy Fonseca i in. [66]; jest ono też oparte na dwóch miarach, 
mierze Younga i mierze warifoldowej.

Inny rodzaj miar, które chcemy tu zasygnalizować, tzw. H-miary zostały 
wprowadzone w związku z badaniami dotyczącymi pewnych zagadnień ho-
mogenizacji (Tartar [155, 156]) oraz niezależnie w pracach Gerarda [69] jako 
wynik badań dotyczących badania defektu zwartości ciągów słabo zbież-
nych. Wprowadzenie oraz zastosowania H-miar znajdziemy w pracach [5-8, 
68, 72, 87, 95, 133, 148, 157, 159, 160, 161-163].

Plan pierwszej części pracy jest następujący: rozdział 2 zawiera pod-
stawowe definicje poliwypukłości, kwaziwypukłości oraz wypukłości rzędu 
1 oraz klasyczne rezultaty związane z odpowiednim rodzajem wypukłości 
a dolną półciągłością funkcjonałów. W rozdziale 3 podajemy proste przy-
kłady zagadnień minimalizacyjnych, które nie mają klasycznych minimize- 
rów. W rozdziale 4 wprowadzamy ogólne pojęcie miar probabilistycznych 
w ujęciu Balia [15], Tartara [153], Kinderlehrera i Pedregala [82]. W roz-
dziale 5 omawiamy miary Younga generowane przez ciągi gradientów; ta-
kie miary mają zastosowanie w szczególności w mechanice ośrodków cią-
głych. W rozdziale 6 omawiamy miary Younga generowane wyższe gradienty. 
W rozdziale 7 podajemy lemat Chacona [20] i związki z miarami Younga. 
Ósmy rozdział pracy dotyczy uogólnień miar Younga przydatnych do ba-
dania zjawiska koncentracji. Wreszcie w rozdziale 9 przedstawiamy pojęcie 
H-miar wprowadzonych przez Tartara (por. [155]). Połączenie miar Younga 
z H-miarami ma taki sens, że w pewnych zagadnieniach, np. mikromagnety- 
zmu, jedna i druga miara wzajemnie się uzupełniają i dają pełniejszy obraz 
badanego problemu minimizacji (por. Tartar [159]).

Obszerna część druga dotyczyć będzie metod numerycznych i zastoso-
wania miar parametrycznych w: mikromechanice (przejścia fazowe, mikro- 
magnetyki, cienkie warstwy), geometrycznie nieliniowej dynamicznej hiper- 
sprężystości, projektowaniu i sterowaniu optymalnym.

2. W ybrane pojęcia podstawowe. Podstawowymi pojęciami w ni-
niejszej części będą pojęcia takie jak: dolna półciągłość funkcjonału, funkcje 
kwaziwypukłe, funkcje poliwypukłe.

Niech Q C Rn będzie otwartym, ograniczonym podzbiorem o mierze 
skończonej. Załóżmy, że

/  : Q x Rm x Mmn -> R U {Too},
i niech u  : 17 —> Rm, Mmn będą funkcjami mierzalnymi; symbolem
Mmn oznaczamy tu zbiór macierzy o wymiarach n x m.

De f in ic j a  2.1. Funkcja /  :_ Q x Rm x Mmn —> R jest funkcją Ca- 
ratheodory’ego, jeśli:



94 W. Bielski, E. Kruglenko, J. J. Telega

(a) /(•, u ,£) jest mierzalna dla każdego u  E Mm i £ E Mmn,
(b) f{ x , •, •) jest ciągła dla prawie każdego x E fi.
De f i n i c j a  2.2. Niech (X,r)  będzie dowolną przestrzenią topologiczną. 

Mówimy, że funkcja /  : X  —> [—oo,+oo] jest r-dolnie pólciągla, jeżeli dla 
każdego t 6 R zbiór {x E X  : f (x)  < t} jest domknięty w X.  Powiemy, że /  
jest ciągowo r-dolnie pólciągla w punkcie u E X , jeśli dla dowolnego ciągu 
(uk) zbieżnego do u mamy

f (u)  < liminf f ( u k)
k—*oo

lub
f (u)  = min{liminf f ( u k) : uk -* u}, 

k

Będziemy mówić, że /  jest dolnie pólciągla w X , jeśli jest ona dolnie pół- 
ciągła dla wszystkich u G X.

Symbol r  będzie oznaczać tutaj silną, słabą lub słabą* topologię.
W dowodzie twierdzenia o istnieniu miar probabilistycznych wykorzy-

stuje się twierdzenie Banacha-Alaoglu (por. [146]).
T w i e r d z e n i e  2.1. Niech V  będzie otoczeniem zera w przestrzeni liniowo 

topologicznej X  i niech
V° = {z* 6 X* | (z*, x) < 1 dla każdego x G V}.

Wówczas V° jest słabo* zwarty.
Ponieważ miary Younga są podzbiorami przestrzeni miar, przypomnijmy 

pojęcie słabej zbieżności miar.
Niech X  będzie przestrzenią metryczną, lokalnie zwartą i ośrodkową. 

Niech C0(X) = {u : X -> R | Ve > 0 3K C X;  |u(z)| < e dla x G X \ K } ,  
gdzie odwzorowania u są ciągłe, a zbiór K  jest zwarty. Wówczas przestrzeń 
miar ograniczonych jest przestrzenią sprzężoną do przestrzeni funkcji cią-
głych o zwartym nośniku, tj. (Co(X))* ~  M b ( X ) w sensie takim, że dla 
wszystkich L 6 (Co(AT))* istnieje fi 6 Mb(X)  taka, że

L{u) =  ^udf i
x

dla wszystkich u E Cq (X).
Rozważamy przestrzeń miar Aib(X)  wyposażoną w słabą* topologię 

a(Mb(X),  Co(X))] wprowadźmy pojęcie słabej* zbieżności w zbiorze miar.
D e f i n i c j a  2.3. Niech {vj}jen będzie ciągiem miar Borela. Mówimy, że 

ciąg jest słabo* zbieżny do v (i/j z/), jeżeli

lim \ f  duj = \ f  du
i—►oo J J J
J X X

dla wszystkich /  E Cq{X).
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Z twierdzenia Banacha-Steinhausa i twierdzenia Banacha-Alaoglu wy-
nika następujący rezultat.

T w i e r d z e n i e  2.2. Ciąg { ĵ}jGN jest słabo* zbieżny do miary v wtedy 
i tylko wtedy, gdy sup;- Vj{X) < oo oraz istnieje gęsty podzbiór D C Co(X) 
taki, że

uduj  =  ̂udu  Vu € D. 
x

Ponadto, każdy ciąg {Vj} taki, że (uj(X)) jest ograniczony, zawiera podciąg 
słabo* zbieżny, a odwzorowanie u v{X) jest dolnie półciągłe względem 
słabef zbieżności.

Ostatnie stwierdzenie wynika z równości

"(X)  =  sup { \ udu J u € Cq(X),  |u| < 1 j

oraz z faktu, że supremum rodziny funkcji półciągłych jest funkcją półciągią.

2.1. Kwaziwypuklość, poliwypukłość i wypukłość pierwszego rzędu. Zało-
żenie wypukłości funkcji podcałkowej f ( x , u , V u )  względem trzeciej zmien-
nej jest warunkiem zbyt silnym dla zagadnień istnienia minimizerów w nie-
liniowej mechanice ośrodków ciągłych i ogólnie w rachunku wariacyjnym. 
Okazuje się w szczególności, że warunek wypukłości jest sprzeczny z jedną 
z podstawowych zasad mechaniki — zasadą obiektywności materiałowej 
(por. [47]). Założenie o wypukłości gęstości energii wewnętrznej jest wystar-
czające dla problemów liniowych mechaniki oraz dla niektórych zagadnień 
jednowymiarowych. W związku z tym pojawiły się w literaturze pojęcia 
znacznie rozszerzające klasę funkcji i funkcjonałów wypukłych. Wprowadzi-
my teraz odpowiednie uogólnienia pojęcia wypukłości funkcji. Pojęcia te są 
rozważane w pracach Balia, Dacorogni i innych [14, 17, 21, 47, 50, 113].

D e f i n i c j a  2.4. Funkcja /  : Mmn —> R jest kwaziwypukła, jeżeli

(2.1) \ { f ( A  + V < Ky ) ) - f ( A ) ) d y >  0
D

dla dowolnego ograniczonego zbioru D C Rm, dla dowolnej macierzy A  € 
Mmn i dla każdej funkcji 0 6 Wo’°°(D;Rm), tj. dla 0 = 0 na dD (brzegu 
obszaru D).

Jeżeli funkcja podcałkowa /  będzie dodatkowo zależeć od x  oraz u(x),  
tj. jeśli /  =  f ( x , u(x) ,Vu(x) ) ,  wówczas mówimy, że f ( x , s , A ) jest kwazi-
wypukła względem A,  jeżeli zamiast (2.1) spełniona jest nierówność

J (/(aro, uo, A  +  V0(?/)) -  j ( x 0, u 0, A)) dy > 0
D
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dodatkowo dla prawie każdego xq  E Q oraz dla każdego u q  6 Rm. W po-
dobny sposób należy rozumieć obie poniższe definicje.

D e f i n i c j a  2.5. Funkcja /  : Mmn —»■ R jest funkcją wypukłą rzędu 1 (ang. 
rank-one convex), jeżeli
(2.2) /(AA +  (1 -  A)B ) < \ f ( A )  +  (1 -  A) f ( B)
VA 6 [0,1], dla wszystkich macierzy m  x n takich, że rz{A — B}  < 1 .

D e f i n i c j a  2.6. Funkcja /  : Mmn —>• R jest funkcją poliwypukłą, jeżeli 
istnieje funkcja wypukła g taka, że
(2-3) /(A ) =  g(T(A)),
gdzie T(A) jest wektorem złożonym ze wszystkich s x s, 1 < s < inf{n, m}, 
minorów macierzy A  € Mmn.

P r z y k ł a d  2.1 . Niech Q c  R2, n = m = 2, u  \ Q —> R2. Funkcja 
f ( V u )  = |V it|2 — (trV it)2

jest kwaziwypukła (a nawet poliwypukłą) i nieograniczona z dołu. Symbol 
tr oznacza operator śladu macierzy.

P r z y k ł a d  2.2. Niech m = n = 2; wówczas ostatnią definicję można 
rozumieć jako T ( A ) =  (A, det A)  oraz

f ( A )  = g(A, det A),
tak więc funkcja

/(A ) =  <7(A ,det A) = |A |2 +  (det A )2 

jest poliwypukłą (ale nie wypukła).

P r z y k ł a d  2.3. Niech m = n i niech
/(x , u,  Vtt) =  g(det Vn),

gdzie p : R —> R jest funkcją wypukłą; wówczas /  jest poliwypukłą. W szcze-
gólności funkcja /(V u ) =  det Vw jest funkcją poliwypukłą.

P r z y k ł a d  2.4. Niech m  = n = 2, 7 6  R, a > l  oraz 
/7 « )  =  l«|2“(l4|2 - 7 d e tO .

Wówczas mamy następującą sytuację (por. [51]):

' f 7 jest wypukła I7 I < | \ / 2,
/7 jest poliwypukłą ^  |7 | < 2,

< /7 jest kwaziwypukła ^  I7 I < 2 +  e,
gdzie e > 0, lecz nie jest dane explicite,

k /7 jest wypukła rzędu 1 I7 I < 4/\/3.
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P r z y k ł a d  2.5. W zagadnieniach geometrycznie nieliniowej sprężystości 
mamy do czynienia z gęstością energii wewnętrznej daną wzorem (por. [47])

W(F)  =  Cl ({FFTf  -  3) +  C2(adj F  adj F T -  3) +  C3((det F ) 2 -  1),

gdzie Ci > 0 są pewnymi stałymi materiałowymi (materiał jednorodny), 
zaś F  = Vu jest gradientem deformacji. Jeżeli dodatkowo przyjąć w po-
wyższym wzorze, że det F  = 1, wówczas mamy gęstość energii wewnętrznej 
materiału nieściśliwego. Można pokazać, że W(F)  jest funkcją poliwypukłą 
(por. [14]). Precyzyjniej, funkcja W(F)  =  g{F, adj F , det F)  jest funkcją 
wypukłą względem wszystkich trzech argumentów. Podkreślmy, że rozkład 
taki na ogół nie jest jednoznaczny.

Uwaga  2.1. Niech /  =  / (F ) ,  gdzie F  = Vu. Wówczas zachodzą im-
plikacje:

/  wypukła =$■ f  poliwypukłą => /  kwaziwypukła => f  wypukła rzędu 1 .

Gdy m = 1 lub n =  1, wszystkie te pojęcia sa równoważne. W ogólnym 
przypadku implikacje odwrotne nie są prawdziwe, np. funkcja f ( A ) = det A  
jest funkcją poliwypukłą (i oczywiście kwaziwypukłą), ale nie jest funkcją 
wypukłą. Ponadto, jeżeli /  G C2 (względem gradientu), to

Qî  f . •
/(V ti) jest wypukła rz. 1 - ~--AaA > 0,

du]aduĴ

dla A 6 Mn, £ 6 Rm oraz ula =  Ostatnią nierówność nazywamy wa-
runkiem Legendre’a-Hadamarda, oznacza ona eliptyczność równań E-L, lub 
silną eliptyczność, gdy nierówność jest ostra.

UWAGA 2.2. Kwaziwypukłość gęstości energii wewnętrznej ma następu-
jącą interpretację w dziedzinie mechaniki: defprmacje jednorodne minima-
lizują energię wewnętrzną ciała przy braku sił powierzchniowych i przy za-
łożeniu, że materiał jest jednorodny. Z drugiej strony nie znaleziono jak do 
tej pory interpretacji fizycznej funkcji poliwypukłej (Bali [14] wprowadził to 
pojęcie do nieliniowej teorii sprężystości w roku 1977), chociaż wiele gęstości 
funkcji energii ma tę własność.

Niech teraz symbole C /, P f,  Q f  oraz R f  oznaczają kolejno następujące 
regularyzacje funkcji / :  wypukłą, poliwypukłą, kwaziwypukłą oraz wypukłą 
rzędu 1 , zdefiniowane następująco:

C f = sup{p :g < / ,  g jest funkcją wypukłą},
P f  = sup{g :g < / ,  g jest funkcją poliwypukłą},
Q f = sup{<7 :g < / ,  g jest funkcją kwaziwypukłą},
R f  = sup{<7 :g < / ,  g jest funkcją wypukłą rzędu 1}.
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Wówczas mamy następujący ciąg nierówności charakteryzujący relacje po-
między odpowiednimi relaksacjami [50]:
(2.4) C f < P f  < Q f < R f  < f.
Jeśli /  jest wypukła, to w (2.4) mamy równość, ponieważ /  =  C f  =  /**, 
gdzie podwójna gwiazdka oznacza drugie sprzężenie funkcji /  (tzw. bipolara 
funkcji / ) ,  /** = (/*)*, f*{u) = sup{{u,u*) -  f{u) : u € X},  u* € X*. 
Ponadto, jeśli n =  1 lub m = 1, to pojęcia te pokrywają się. Wówczas 
mamy

C f  = P f  -  Q f  = R f  (= / ,  jeżeli /  jest wypukła).
Następująca nierówność, zwaną nierównością Jensena, odgrywa dużą rolę 

w teorii miar Younga. Nierówność ta  jest równoważna wypukłości w sensie, 
który wynika z poniższego twierdzenia.

T w i e r d z e n i e  2.3. Niech f  będzie funkcją wypukłą. Wówczas prawdziwa 
jest następująca nierówność dla wszystkich przestrzeni probabilistycznych 
(i?, /i) i wszystkich funkcji mierzalnych g : Q —* Mn:

(2.5) \ f(g(x)) d p > f ( \  g(x) dp}j.
n n

Dowód tego twierdzenia można znaleźć w książce Braidesa [33], str. 197. 
Klasyczna wersja tej nierówności jest następująca: jeżeli /  jest wypukła, to 
spełniona jest nierówność Younga:

Zwróćmy uwagę, że powyższa nierówność jest wykorzystana do określenia 
funkcji kwaziwypukłej (por. (2.1 )).

2.2. Dolna pólciąglość funkcjonałów a wypukłość. Następujące klasyczne 
już rezultaty charakteryzują związki pomiędzy dolną półciągłością i odpo-
wiednią wypukłością funkcji podcałkowych dla funkcjonałów całkowych.

I. Przypadek przestrzeni L°°. Niech Q będzie otwartym podzbiorem prze-
strzeni Rn i niech u  : Q —> Rm.

T w i e r d z e n i e  2.4 (Bali [16]). Niech (f>: Mm —> R będzie funkcją taką, że 
<j>(u(-)) e L l {Q) dla u  e T°°(/2)m. Wówczas

J(u) = J cf)(u(x)) dx 
n

jest funkcjonałem ciągowo słabo* dolnie półciągłym na przestrzeni L°°{Q) 
wtedy i tylko wtedy, gdy jest funkcją wypukłą.

Dowód. Załóżmy, że J  jest słabo* dolnie półciągły. Niech a,b  6 Rm oraz 
A G [0,1]. Niech Q = {x 6 Rn | 0 < |xi| < 1/2} będzie kostką jednostkową
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i określmy v  G L°°{Q)m w sposób następujący:
f a, jeżeli x  G Ai, 

v(x) — <
16, jeżeli x G A 2 ,

gdzie Q = Ai U A 2 oraz /x(Ai) =  A, ^ (^ 2) =  1 — A i gdzie fi ozna-
cza n-wymiarową miarę Lebesgue’a. Dzielimy Mn na rozłączne, przystające, 
otwarte kostki Qj o środku w Xj i krawędziach 1/k. Dla i = 1,2  definiujemy 
zbiory Ek>i =  Uj (xj +  \ ^ i ) -  Określamy ciąg u k G L°°(Q)m (k = 1 ,2 ,...) 
następująco: u k{x) = v(k(x — Xj)) dla x G Qjf\Q.  Jeżeli E  C Q jest zbiorem 
mierzalnym oraz c G Mm, wówczas

J u k ■ c x e {x ) d x =  \ u k -cdx = fi(E fi Ek)i)a ■ c +  n(E  n E ky2)6 • c. 
n E

Granica tego wyrażenia, gdy k —> 00, jest równa

fi(E)[Xa +  (1 — A)6] • c =  J [Aa + (1 — A)6] • c x e (x ) dx.
n

Ponieważ skończone kombinacje liniowe funkcji postaci c x e  są gęste w prze-
strzeni L l (Q)m i ponieważ ciąg u k jest ograniczony, wynika stąd, że

u k ±  Aa +  (1 -  A)6 w L°°(i?)m.
Stąd dostajemy

1 r
<f)(Xa 4- (1 — A)6) < liminf - - \ 4>{uk(x))dxk—>00 S2) J

\łi(Q C \Ek 1) /i(i?D Ek2)
= •  m  • 0 ( a ) + ~ m r m
=  \<j>(a) +  (1 -  \)<j>(b),

czyli funkcja 4> jest wypukła.
Odwrotnie, niech 0 będzie wypukła. Dla dowolnych c, d G M rozważmy 

zbiór
K(c,d) = {u  G L l (Q)m : ||a ||Lo0(r?)m < c, J(w) < d}.

Zbór K  jest domknięty w oraz wypukły, stąd jest słabo domknięty.
Zatem J  jest funkcjonałem ciągowo słabo* dolnie półciągłym. ■

Następująca uwaga charakteryzuje wszystkie funkcje ciągłe.

UWAGA 2.3. Niech </> będzie funkcją taką jak w powyższym twierdzeniu. 
Niech L°° będzie wyposażona w topologię słabą*, zaś L 1 w topologię słabą. 
Wówczas odwzorowanie 0 : L°°(f2)m —> Ll {Q) jest ciągowo ciągłe wtedy 
i tylko wtedy, gdy (f) jest funkcją afiniczną, tzn. (f>(u) — a +  6 ■ a , gdzie 
a i wektor 6 są stałe. Zauważmy, że w powyższym twierdzeniu nie było 
konieczne wymaganie ciągłości funkcji </>.
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II. Przypadek przestrzeni W 1'00. Rozważmy teraz funkcję ip : Mmn —> R 
taką, że ^{F ^ ))  <= L1 (i7) dla F  € L°°(ft)mn.

T w i e r d z e n i e  2.5 (Morrey [112]; Bali [16]). Niech ^  : Q x Rn x Mnm 
—» R będzie funkcją ciągłą. Rozpatrzmy fumkcjonał

J(u) =  ̂^{x,  u(x), Vu(x))  dx. 
n

Wówczas funkcjonał J  jest ciągowo słabo* dolnie półciągły w W 1,00(f2) 
wtedy i tylko wtedy, gdy ip jest kwaziwypukła.

Twierdzenia te ukazują rolę wypukłości lub kwaziwypukłości w zależno-
ści od tego, czy funkcja podcałkowa zależy od gradientu, czy też nie.

W zagadnieniach mechaniki i w rachunku wariacyjnym ważne jest for-
mułowanie problemów minimalizacyjnych raczej w przestrzeniach W 1,p 
(1 < p < oo) niż IT1’00, ponieważ gęstości energii wewnętrznych (funk-
cje podcałkowe) wielu materiałów hipersprężystych zachowują się jak wielo-
miany o ustalonej potędze względem gradientów deformacji lub kombinacji 
odpowiednich minorów gradientu deformacji.

Badanie minimizerów funkcjonałów niewypukłych w zastosowaniu do 
nieliniowej teorii sprężystości zostało rozpoczęte w pracy Balia [14]. Bali 
zauważył, że rezultaty Morreya [113] nie mogą być stosowane do nielinio-
wej sprężystości, gdyż nie uwzględniają warunku niepenetracji materiału 
(det F  > 0); również brak w nich warunków typu: energia rośnie, gdy 
wyznacznik gradientu deformacji maleje do zera. Bali uzupełnił te braki, 
wprowadzając m.in. pojęcie funkcji poliwypukłej, uogólniając w ten spo-
sób pojęcie wypukłości. Twierdzenia Balia o istnieniu minimizerów funkcjo-
nałów całkowych dotyczą funkcji poliwypukłych spełniających odpowiedni 
warunek koercywności. Ten rodzaj wypukłości nie ma interpretacji fizycz-
nej, choć można pokazać, że funkcje gęstości energii wewnętrznej dla ciał 
hipersprężystych są często poliwypukłe. W samym rachunku wariacyjnym 
więcej miejsca poświęca się zagadnieniom istnienia mimimizerów dla funk-
cji kwazi wypukłych, też mających duże znaczenie w mechanice nieliniowej. 
Ważnym rezultatem dotyczącym funkcji kwaziwypukłych jest następujące 
twierdzenie.

Niech Q C Rn będzie dowolnym zbiorem mierzalnym i niech

F{u, Q) = J f { x , u(x), Vu(x)) dx. 
n

T w i e r d z e n i e  2.6 (Acerbi-Fusco [1]). Niech 1 < p < + 00; ponadto 
załóżmy, że funkcja f  : Rn x Rm x Rnm spełnia następujące założenia:

(a) /  jest funkcją Caratheodory ’ego;
(b) /  jest funkcją kwaziwypukłą;
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(c) 0 < /(* ,« ,£ )  < a(x) +  C d s^  + |£|p) dla każdego x  € Rn, s € Rm, 
£ € Mmn, gdzie C > 0 jesż oraz a = a(x) jest nieujemną, lokalnie 
całkowalną funkcją na Rn.

Wówczas dla każdego zbioru otwartego i? C Rn funkcjonał u  t—> F (u , 17) 
jest (ciągowo) słabo dolnie półciągły w przestrzeni W 1,p(l7; Rm).

Dowód tego twierdzenia przy użyciu aparatu miar Younga podany został 
w pracy [80]. Twierdzenie to doczekało się także uogólnień; por. rozdział 
dotyczący lematu Chacona.

3. M etoda bezpośredn ia  rachunku wariacyjnego. Stosując metodę 
bezpośrednią rachunku wariacyjnego, można udowodnić istnienie minimize- 
rów, jeśli funkcja podcałkowa spełnia odpowiednie założenia. W pierwszym 
przykładzie tego punktu pokażemy, stosując metodę bezpośrednią, że kla-
syczne minimizery mogą nie istnieć. Warunek koercywności jest tu speł-
niony, ale brak wypukłości odpowiada za brak dolnej półciągłości badanego 
funkcjonału. Tego typu problemy prowadzą do miar Younga. Znanym przy-
kładem jest tzw. zagadnienie nawigacyjne Zermelo.

P r z y k ł a d  3.1. Rozpatrzmy funkcjonał
i

(3.1) I{u) = J [u2 +  {u2 — l)2] dx
o

oraz następujące zagadnienie minimalizacji:

Za d a n i e  (P). Znaleźć minimum funkcjonału

inf{/(w) : u 6 .4},

gdzie
A  = {u e W 1A(0, 1 ) : u(0) = u( 1 ) =  0}.

Podobnych funkcjonałów, nie posiadających minimizerów, istnieje wiele, np. 
1

I\(u) =   ̂[1 -f U2}[1 +  (u2 — l ) 2] dx, u(0) =  u( 1) =  0,
0
1 1

l 2(u) — 5 5 +  (Uy — l ) 2) dx, u =  0 na dO, u G IY1,4(17), Q =  [0, l]2.
oo

Takie potencjały nazywa się dwu- lub wielostudniowymi; przykład potencjału dwustu- 
dniowego pokazano na rys. 1.

Zauważmy, że I(u ) > 0 dla dowolnej funkcji u € W 1,4 (0,1), wobec 
czego istnieje infimum funkcjonału I(u) określonego na przestrzeni Sobolewa 
W 1 ,4(0,1) (T Wrl,2(0 ,1). Zauważmy, że ciąg oscylujący postaci (por. rys. 2)
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Rys. 1. Potencjał dwustudniowy niewypukły typu f(u) =  (u2 — l)2

(3.2) Un(x)

k
5n

- x  + k +  1
n

jeśli x €
k 2fc +  l 
n * 2 n

jeśli x E
2/c +  l h + r  

2n ’ n
dla & = 0, 1 , . . . ,  n — 1 oraz n =  1 , 2, . . .  jest ciągiem zbieżnym jednostajnie 
(a więc także i punktowo) do funkcji Uoo(x) = 0.

Z kolei

(3.3)
dun (x) 

dx Wn(®)| =  1 p.w. na odcinku (0, 1 ).

Mamy więc

0 < inf P < 4 n2
Stąd limn_>o I{un) = 0, czyli inf P = 0, natomiast

Uqo(x ) = 0 =  lim un(x)n—►oo

nie jest rozwiązaniem zadania (P), gdyż / ( uqq) =  1 > 0 =  inf(P). Oznacza 
to, że ciąg minimalizujący nie jest zbieżny do minimizera funkcjonału I (u):
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Nie mamy zatem spełnionego warunku dolnej półciągłości funkcjonału I:

0 =  lim inf/(«n) ^  /(woo) =  1 .n—*■ 0
Wobec tego zadanie (P) nie posiada klasycznego minimizera. Zobaczymy 
później, jak zrelaksować ten problem, używając miar probabilistycznych 
(miar Younga).

Zobaczymy teraz, na czym polega metoda relaksacji kwaziwypukłej. Za 
danie zrelaksowane (QP) dla zadania (P) ma następującą postać.

Za d a n i e  (QP). Znaleźć
i

(3.4) inf |  J Qf(u(x),u(x)) dx : u G W1,4(J?), u(0) =  u( 1) =  0 j, 
o

gdzie

(3.5) Qf{u,£)
/(«>£), jeśli KI > ii
u2, jeśli |£| < 1 .

Zadanie (QP) ma conajmniej jeden minimizer u = 0. Zauważmy tutaj, 
że zadanie (QP) jest wypukłe (zagadnienie jednowymiarowe).

Zauważmy, że:
(a) /(u , u) =  u2 +  (u2 — l )2 jest funkcją niewypukłą względem u ( /  jest 

wypukła względem u, ale ten fakt jest bez znaczenia).
(b) Brak wypukłości względem u jest odpowiedzialny za brak dolnej pół-

ciągłości funkcjonału I  (por. Bali [16]). Z kolei problem (QP) spełnia wa-
runki: Qf(u,£)  jest wypukła względem £ oraz Q f  jest dolnie półciągła.

Stąd problem (QP) posiada minimum, jednakże ta  metoda gubi istotne 
informacje o np. oscylującym zachowaniu się minimizerów.

Przejdźmy teraz do problemu sterowania optymalnego, który nie posiada 
klasycznego rozwiązania.

P r z y k ł a d  3.2. Zminimalizować funkcjonał kosztów (por. [153])
T

(3.6) J(u) = J {\y\2 -  \u\2)dt
o

przy następujących założeniach: u jest takie, że \u(i)\ < 1 dla prawie każdego 
t € (0, Z1), oraz spełnione jest równanie:

y'{t) =  u(t), y( 0) =  0.
Zauważmy, że funkcjonał J  jest niewypukły, a więc nie wiadomo, czy mini-
mizer istnieje. Widać, że J(u) > — T  dla każdego u, tzn. J  jest ograniczony 
z dołu. Jeśli J(u) =  (\y\2 — \u\2) dt = — T, to y =  0 oraz |u\2 =  1 p.w. na‘
odcinku (0,1). Ponadto, y =  Ó implikuje u =  0 p.w. w zbiorze (0,1). Zatem
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mamy sprzeczność. Pomimo to twierdzimy, że inf J(v) = —T.  W tym celu 
konstruujemy następujący ciąg:

f + 1 dla 0 < t < T/(2n), n =  1 ,2 ,...,
W )  “  |  dla < t < T//nj

a następnie przedłużamy ten ciąg w sposób okresowy na cały odcinek [0, T]. 
Jak widać, wtedy cy

yn - 0  silnie oraz un = 1 .
Stąd inf J(v) = —T.  Ale para (tt, y) taka, że y = 0 i u2 = 0, nie może być 
rozwiązaniem rozpatrywanego zadania, tak więc minimum jest nieosiągalne.

Rozważmy zadanie uogólnione, tzw. zagadnienie zrelaksowane. Weźmy 
dwie funkcje u i v takie, że

(u(t))2 < v(t) < 1 p.w. w (0,T).
Określamy zbiór 1C następująco:

K =  {(tt, v) : v = u2 i v < 1 }.
Widzimy, że

(u, v) € co(/C) p.w.
Określmy uogólniony funkcjonał kosztu następująco:

T
J(u , v) = J (|ii|2 — v) dt. 

o
Zrelaksowany funkcjonał J(u ,v ) jest funkcjonałem wypukłym względem 
obu argumentów i jest określony na zbiorze wypukłym i domkniętym. Stąd 
wniosek, że J  osiąga swoje minimum, które jest realizowane w punkcie 
(u, v) =  (0,1). Ponadto istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniość po-
między J  i J  określona przez u i—> (u, u2) oraz J{u) = J(w, u2). Jeśli mamy 
ciąg minimalizujący {un} taki, że

J{un) -> J(u),
oznacza to, że (un, u2) jest ciągiem minimizerów dla J . Ciąg ten jest zbieżny 
do rozwiązania (0,1) będącego minimizerem funkcji J . Te spostrzeżenia 
umożliwiają nam wprowadzenie miar Younga.

4. M iary Younga. Niech będzie dany ciąg {uj} taki, że Uj : 
Q —» Rm oraz Uj(x) 6 K  dla p.k. x  6 Q. Wiemy, że jeżeli Uj Uqq, 
wówczas Uoo(x) e ćó(K) p.w. w f?, i wynik ten jest optymalny. Przypu-
śćmy, że chcemy znać relacje pomiędzy limj_>oo Uj oraz lim -̂coo F(uj ), gdzie 
F : Km —> R są funkcjami ciągłymi, niekoniecznie afinicznymi.

Konstruujemy nową funkcję (por. [153])
U j - x  ^  Uj(x) = (uj(x),F(uj(x))).
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Wówczas
Uj(x) £ K'  := {(z, F( z )) : z € K}  p.w. w Q.

Załóżmy, że

{Uj —L u,
F{uj) ->■ i.

Wówczas na mocy poprzednich rozważań mamy U(x) 6 có{K') dla prawic 
każdego x £ f2.

Dochodzimy do następującego zagadnienia: co można powiedzieć o gra-
nicach wszystkich ciągów F(uj ) dla wszystkich funkcji ciągłych F , nieko-
niecznie wypukłych? Najpierw odpowiemy na pytanie, jak zachowuje się 
powyższy ciąg dla funkcji wypukłych. Otóż jeżeli F  jest funkcją wypukłą, 
wówczas

F(uj(x)) £(x) > F(u(x)) dla p.k. x £ Q.

W ogólnym przypadku odpowiedź na powyższe pytanie daje następujące 
twierdzenie, które jest fundamentalnym twierdzeniem o istnieniu miar 
Younga, stowarzyszonych z ciągiem funkcji zbieżnych w sensie miary. Po-
niżej prezentujemy wersję tego twierdzenia z pracy [76, 78]; por. również 
Bali [15], Tartar [153], Dacorogna [49].

T w i e r d z e n i e  4.1. Niech Q będzie zbiorem otwartym w W1, mierzalnym 
w sensie Lebesgue’a. Niech K  C Rm będzie zbiorem domkniętym i niech 
Uj : FI —> Rm, j  — 1, 2, . . . ,  będzie ciągiem funkcji mierzalnych w sensie 
Lebesgue’a i takich, że Uj{-) jest zbieżny w zbiorze K  według miary, gdy 
j  —► oo, tzn. dla dowolnego otwartego otoczenia U zbioru K  w Rm istnieje

lim meas-fz £ Q : Uj(x) U} = 0.
j —*oo

Wówczas istnieje podciąg {ujk} ciągu {uj} oraz rodzina probabilistycznych 
miar Radona ux, x £ Q, o mierze dodatniej na Rm zależąca w sposób słabo* 
mierzalny od x taka, że

(a) HiĄcll := J dvx < 1 dla p.k. x £ ft,

(b) supp vx C K  dla p.k. x  £ Q,
(c) f (uj) {vx , f )  =  SRm f { \ )d u x(\) w przestrzeni L°°(i7) dla każdej 

funkcji ciągłej f  : Rm —► R spełniającej warunek lim^i^oo /(A) =  0.
Załóżmy ponadto, że ciąg {uj} spełnia następujący warunek ciasności:

(4.1) Vr > 0 lim supmeas{a: £ Q D Br : \uj(x)\ > L } = 0,
L->°° jen

gdzie Br = Br{0) jest kulą o promieniu r i środku w zerze. Wówczas

(4.2) ||iĄc|| =  1 dla p.k. x £ Q,
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tzn. ux jest miarą probabilistyczną i zachodzi następujący warunek:
' dla dowolnego zbioru A  C £2 i dowolnej funkcji f  : R771 —» R 

takiej, że ciąg { f (uj}  jest ciągowo słabo relatywnie 
^ z w a r t y  w przestrzeni L}(A), mamy następującą zbieżność:

J ( u j )  (^ ,/>  w L l (A).
UWAGA 4.1. Bali [15] udowodnił, że warunek ciasności (4.1) jest rów-

noważny warunkowi: dla danego r  > 0 istnieje ciągła niemalejąca funkcja 
gr : [0, oo) —► R taka, że lim^oo gr{t) = oo oraz

(4.4) sup \ gr(\uk(x)\) dx < oo.

Ponadto okazuje się, że przy założeniu (4.1) dla dowolnego zbioru mierzal-
nego A  C O mamy zbieżność

/(•, Uj) fyx, f (x,  •)) w przestrzeni L 1(A),
dla każdej funkcji Caratheodory’ego /  : A  x Rm —» R takiej, że ciąg 
{/(-,Uj)} jest ciągowo słabo relatywnie zwarty w I/1 (A). Stąd fakt ten jest 
równoważny warunkom (4.1), (4.2) i (4.3).

W tej samej pracy Bali pokazał, że jeśli ciąg uk generuje miarę Younga 
vx, wówczas dla 6 L l (Q\ (7o(Rm)) zachodzi równość

lim \ ip(x, Uk(x)) dx = \ {vx,il){x, •)) dx.
k—xx> J  JQ Q

Szkic dowodu twierdzenia Ą.l. Oznaczmy przez Co(Rm) przestrzeń Bana-
cha funkcji ciągłych /  : Rm —» R spełniających warunek lim^i^oo /(A) =  0, 
wyposażoną w normę ||/ | |c 0 =  su PA€R m |/(A)|. Na mocy twierdzenia Rie- 
sza o reprezentacji przestrzeń dualna (Co(Rm))* jest izometrycznie izomor-
ficzna z przestrzenią Banacha .A4&(Rm) ograniczonych miar Radona na Rm. 
Z ciągiem Uj stowarzyszamy odwzorowanie i/j : 1? —► Mb{Rm) określone 
następująco:

^Uj(x)•
Tak więc ciąg Vj jest ograniczony w przestrzeni Banacha L£?(f?; A4f>(Rm)) 
istotnie ograniczonych, słabo* mierzalnych odwzorowań p : Q —> .M ^R771). 
Ponieważ Co(Rm) jest przestrzenią ośrodkową, więc L™{Q\ A4&(Rm)) jest 
izometrycznie izomorficzna z przestrzenią dualną do L1(17; Co(Rm)) i wobec 
tego istnieje, na mocy twierdzenia Banacha-Alaoglu, podciąg Vjk ciągu Pj 
oraz element v = (vx) taki, że v G A4b(Rm)) oraz Vjk u w prze-
strzeni L“ (i?; A45(Rm)). Półciągłość normy daje nam warunek (a), wyko-
rzystanie warunku ciasności powoduje, że zamiast nierówności (a) mamy 
równość (4.2), czyli rodzina v =  (vx) jest miarą probabilistyczną. Pełny 
dowód oparty na dualności znajdzie czytelnik w pracy Balia [11]. ■



Miary Younga 107

Intuicyjnie możemy myśleć o mierze Younga jako o granicznym rozkładzie 
prawdopodobieństwa, gdy k —> 0, wartości ciągu u^  blisko punktu x. Pre-
cyzyjniej można powiedzieć tak: niech B{x , ń) będzie kulą otwartą o środku

(k)w punkcie x i promieniu o > 0. Niech x, k będą ustalone, podczas gdy i /  £ 
jest rozkładem prawdopodobieństwa wartości funkcji u(k\ y ) ,  gdy y jest wy-
brane losowo z kuli B ( x , ń). Oznacza to, że

(4.5) vx = lim lim v{k}
ó—>0 k—>oo ’

prawie wszędzie.
W zastosowaniach znaczną rolę odgrywają następujące fakty dotyczące 

silnej zbieżności ciągów lub zbieżności według miary oraz miar produkto-
wych.

Lem at  4.1. Niech Q ma miarę skończoną i niech vx będzie miarą Younga 
generowaną przez ciąg {'UjjyeN- Wówczas zachodzi równoważność:
(4.6) Uj —> u wg miary O  vx = 5U(X) dla p.k. x 6 f2.

Dowód. Załóżmy, że Uj —> u wg miary; wówczas dla dowolnej liczby e > 0 
mamy
(4.7) lim \{\uj — u\ > e} \ =  0.

j->oo

Dla dowolnej funkcji /  € C'o°(Rm) oraz dowolnej funkcji g 6 L l (Q) zachodzi 
nierówność

| \ g{x)(f(uj) -  f (u) )dx  
fi

< \ g(x)(f(uj)  -  f{u)) dx +  \ g(x)(f(uj) -  f{u)) dx
-u >£■ \Uj— u\<£

Jeśli wybierzemy odpowiednio e, druga całka może być dowolnie mała, po-
nieważ

\ g(x)(f(uj)  -  f (u) )dx  < e\\Vf\\Loo\\g\\Li
\ui— u\<£

Dla pierwszej z całek po prawej stronie nierówności mamy oszacowanie 

\ g ( x ) ( f ( u j ) - f ( u ) ) d x  < 2 | | / | |Loo J \g\dx.
\Uń— U\>£

Wobec tego również pierwsza całka dąży do zera, gdy j  dąży do oo, na mocy 
absolutnej ciągłości całki i założenia (4.7). Ponieważ Cg° jest gęste w Co, 
wnioskujemy, że dla dowolnej funkcji /  € Co mamy

i stąd ux — óu(x).
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Niech teraz vx =  5u x̂y Wobec tego warunek (4.2) jest spełniony. Roz-
ważmy najpierw przypadek, gdy ciąg Uj jest ograniczony w L°°(i2). Z wa-
runku (4.3) wnioskujemy, że dla funkcji f ( x ) =  \x\2 mamy

(4.8) \ M \ h  = \ f ( uj ) dx \ f(u)dx =  \\u \\2L2 ,
n n

gdy j  —► oo. Jeżeli przyjmiemy /  =  id, to dostaniemy, że Uj —*■ u słabo 
w przestrzeni L2(l7), co w połączeniu z (4.8) daje Uj —» u w L l {Q). Zatem 
dla dowolnej liczby a >  0 dostajemy oszacowanie

Of|{|iLj — u \>  a}| < J |Uj — u\dx  —> 0, 
n

gdy j —> oo, i stąd mamy zbieżność uj —> u w sensie miary.
Niech teraz Tr  oznacza funkcję obcięcia taką, że Tr (x ) =  x  min{l, R /\x \}, 

R >  0, gdzie R  jest ustalone. Pokażemy, że jeżeli ciąg Uj generuje miarę 
Younga Su(xy wówczas Tr {uj) —► Tr (u ) w  sensie miary. Niech /  e  Co(Rm); 
wówczas / o Tr  jest odwzorowaniem ciągłym oraz /(T^(uj)) jest ciągiem fun-
kcji jednakowo całkowalnych i stąd na mocy twierdzenia Dunforda-Pettisa 
ciągowo słabo prezwartym w L l (Q). Warunek (4.2) jest spełniony, zaś z (4.3) 
wnioskujemy, że dla dowolnej funkcji (f> £ L°°(f2) mamy

\ 4>(x) f  (TR(iij)) dx -> \ <j>(x)f{TR(u))dx. 
n n

Oznacza to, że ciąg Tr (uj) generuje miarę Younga Str (u(x))i i na mocy 
poprzednich rozważań (dla ciągów ograniczonych) mamy tezę. Na koniec 
pokażemy, że Uj u w sensie miary. Niech będzie dana liczba e >  0. 
Zachodzi następująca nierówność:

| { |U j — u\ >  e}| < | { |U j — u\ > e, \u\ <  R , \uj\ < R}|
+  |{ H > i? } | +  |{|uj |> i? } |.

Miara zbioru \{x Q : |ii| > R}\ może być dowolnie mała, jeśli przyjmiemy 
R  dostatecznie duże. Podobnie miara zbioru |{# £ f2 : \uj\> R}| dla dużych 
R  jest dowolnie mała na mocy warunków (4.1) i (4.2). Wreszcie miara zbioru 
|{z € Q  : |Uj — u\ >  s, \u\ < R, \uj\ <  R}| dąży do zera, gdy j  —+ oo. ■

Lem at  4.2. Niech |i?| <  oo. Jeśli ciągi uj : i? —► Rm oraz vj : i? —> Rfc 
generują odpowiednio miary Younga Su(x) oraz vx, wówczas ciąg (uj,Vj) 
generuje miarę Younga óu(x) ® vx .

Dowód. Wystarczy pokazać, że dla wszystkich funkcji gładkich ip o no-
śnikach zwartych zawartych w Rm x Rfc zachodzi zbieżność
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gdy j  —► oo. Niech g E L1 (i?) i rozważmy nierówność 

| \ g{x) (<p(ujtVj) -  \ (p(u, A) dvx{\)^ dx |

< \ g(x){v{uj ,Vj) -y{u,Vj))dx
\ U j - u \ < £

+  | 5 9 (x)(<p(uj,Vj) -  (p(u, Vj)) dx
\ U j — u \ > £

+  | \ g{x) (ip{u, Vj) -  \ <p(u, A) dvx(A)) dx .
n Rk

Pierwszy człon po prawej stronie nierówności szacujemy w sposób następu-
jący:

\ g{x)(ip(uj ,vj ) - ( p ( u ,v j ))dx <e||p||Li(/2)|lv vl|L'
\uj— u\<e

Drugi człon dla ustalonego e > 0 spełnia nierówność

\ g(x)(<p(uj,Vj) -  ip(u,Vj))dx < 2||v?||Loo J \g(x)\dx.
\Uj— u\>£ Ili,- — u\>£

Prawa strona nierówności ma granicę równą zeru, gdy j  —> oo, ponieważ 
ciąg Uj jest zbieżny w sensie miary na mocy lematu 4.1. Ponieważ L°°{Q) 
jest gęste w L1 (l?), możemy przyjąć, że g E L°°{Q). Wobec tego funkcja 
g(x)<p{u(x), •) należy do przestrzeni L1 (i?, Co(Mfc)). Stąd wynika, że trzeci 
człon dąży do zera, gdy j  —» oo. ■

Prezentujemy jeszcze, bez dowodu, wersję Tartara [153] lematu 4.1. Tar-
tar pokazał, że miara Younga redukuje się do rodziny miar Diraca wtedy 
i tylko wtedy, gdy ciąg jest silnie zbieżny w przestrzeni Lp(f2) dla pewnego
p > 1 .

L e m a t  4.3. Niech Uj u w L°°(Q). Wówczas Uj —► u silnie w LV(Q) 
(p < oo) wtedy i tylko wtedy, gdy vx =  Su^  (miara Diraca w u(x)).

P r z y k ł a d  4.1. Niech uj —l u w L°°(i7) i niech /  będzie identyczno-
ścią, tj. f (x)  = x. Wówczas na mocy twierdzenia 4.1 mamy następującą 
fundamentalną własność miar Younga stowarzyszonych z ciągiem { u j } :

u(x) = J \ d v x(\).
Rm

P r z y k ł a d  4.2. Niech u : [0,1] —> R będzie funkcją ciągłą i periodyczną 
o okresie 1. Wówczas dla Uj(x) =  u{jx) mamy
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f (uj(x))  A  (i/, /(A)) =  \ f(u(x)) dx słabo*, gdy j  oo.
o

W tym przypadku mamy vx = v (miara jednorodna).

P r z y k ł a d  4.3. Rozważmy ciąg (sin(ja;)}, j  =  1,2, . . .  Można poka-
zać, że odpowiadająca temu ciągowi miara Younga wyraża się następująco 
(por. [168]):

d V x W  =

gdzie X(-i,i) Jes  ̂funkcją charakterystyczną odcinka (—1,1). Wobec tego dla 
wszystkich funkcji /  € C(R) mamy

/(sin  ja;) A /  =  -  \TT J
/ (A )

7T J)1 y/l -  A2 

gdy j  —> oo. Całka po prawej stronie jest równa

dA słabo3*

 ̂ 27T
— 5 f{siny)dy.

o
Przyjmijmy, że /  =  id. Wówczas otrzymujemy

i
sin ja; \ ^ d \  — 0 słabo*, gdy j  —> oo.TT J “ 'TT \ / l  -  A2 

Niech teraz /(z ) =  z2. Wówczas

(sin(ja;))2 A  i  $•TT , j L = d \ = -  słabo*.
ir j j  2

Zauważmy, że dwie ostatnie granice pokrywają się z wyrażeniem
 ̂ 27T

—  \ /(sin?/) dy

odpowiednio dla /  =  id oraz /(?/) =  y2.

P r z y k ł a d  4.4. Niech h : R —> R będzie okresowym rozszerzeniem na-
stępującej funkcji:

(a , jeśli 0 < x < A, 
h(x) =  <

l b, jeśli A < a; < 1.
Określamy ciąg funkcji Zj : [0,1] —► R następująco:

Zj(x) =  h(jx ).
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Ponieważ funkcja h jest okresowa (por. przykład 4.2), mamy następujący 
rezultat:

i
Zj J h(y) dy = \ a  +  (1 — A)b. 

o
Złożenie f  oh  jest funkcją okresową, wobec tego zachodzi zbieżność 

f  (.Zj) A  Af(a)  +  (1 -  A)/(&) słabo*, gdy j  -> oo.
Stąd wniosek, że ciąg {Zj} generuje miarę Younga u = {vx} taką, że

isx — AJa +  (1 — A )5b.
W tym przypadku rodzina miar {i/x} jest niezależna od parametru z, za-
tem indeks x  możemy opuścić. Taką miarę u nazywamy jednorodną miarą 
Youńga (por. przykład 4.2).

5. M iary Younga generowane przez gradient. W zagadnieniach wa-
riacyjnych mechaniki ośrodków ciągłych, wszędzie tam, gdzie poszukujemy 
rozwiązań ścisłych bądź przybliżonych, mamy na ogół do czynienia z funk-
cjonałami zależnymi od gradientu deformacji (może też wystąpić gradient 
wyższego rzędu). Będziemy wtedy mówić, że miara Younga jest generowana 
nie przez ciąg funkcji, lecz przez ciąg gradientów (krótko: przez gradient).

De f in ic j a  5.1 (Sychev [151]). Miara Younga (vx)xen jest gradientową 
p-miarą Younga, gdzie pG [1, oo), jeśli jest ona generowana przez gradienty 
{'Vuj}j<=f$ ciągu C W 1 ,p(i2; Rm) takiego, że ciąg {uj}  jest słabo
zbieżny w przestrzeni W 1,p(42;Rm), a funkcje |V uj|p są jednakowo całko-
walne.

Niech będzie dany funkcjonał

T(u ,  17) =  J W(x,u(x) ,  S7u(x)),dx
n

określony na przestrzeni Sobolewa IY1,P(12;Rm) i niech ciąg {uj} będzie 
ograniczony w tej przestrzeni. Ponieważ interesuje nas przestrzeń Sobolewa 
W1,p, a nie tylko W 1’00, konieczny jest odpowiedni wzrost funkcji podcał-
kowej W(x,u ,p) .  Mianowicie będziemy żądać, ażeby wzrost funkcji W  był 
typu:

Ci < W(x,  u, A)  < C( 1 +  | A |p), A  e  Mmn.
W przestrzeniach funkcji całkowalnych wraz z p-tą potęgą, jeśli ciąg 
{|Vufc|p} jest ograniczony w L l {Q), to generalnie nie możemy zagwaran-
tować jego ograniczoności w L°°{Q). Wiemy natomiast, że ciąg ten jest 
ograniczony w IP(Q) (dla pewnego p € [l,oo)). Jeśli Vu-7 € Lp(fi\ Mmn) 
oraz

\ \Vv?(x)\v dx < M
n
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dla pewnego M  G R, wówczas istnieje rodzina u = {vx}x€n oraz podciąg 
danego ciągu (oznaczany tak samo) o tej własności, że jeśli

cp(Vuj) ^ p  w L l {Q) dla p  G C{Rm),
wówczas

p(x) = j p(A)dux(A) p.w. w 12.
Mmn

Funkcja p  musi spełniać zależność

lim
1^4.|—KX>

\<p(A)\
1 + \A\P

= 0.

W celu precyzyjnego opisania miar Younga generowanych przez gradienty 
funkcji całkowalnych z p-tą potęgą wprowadza się następującą przestrzeń 
Banacha (dla ustalonego p > 1):

E ” = U  6 C(Mmn) : sup < oo}.
I Mmn t +  \A\P J

Wówczas p-miarami Younga będą elementy przestrzeni sprzężonej (Ep)*. 
Mamy następującą charakteryzację gradientowych p-miar Younga.
T w i e r d z e n i e  5.1 (Kinderlehrer-Pedregal [85]; Sychev [151]). Rodzina 

miar probabilistycznych (vx)xen j est gradientową p-miarą Younga, gdzie p G
[1.00) , wtedy i tylko wtedy, gdy

(a) istnieje u q  G W 1,p (12; Rm) takie, że

(5.1) j Advx{A) = V u q (x ) dla p.k. x  G 12,

(b) nierówność

(5.2) /(Vuo(a?)) < \ f (A) dvx(A)

zachodzi dla dowolnej kwaziwypuklej funkcji f  takiej, że
Ci < f{A) < C2( 1 + \A\P) 

dla prawie każdego x G 12,
(c)

(5.3)  ̂ J (1 +  |Tjp) dvx(A) dx < oo.

UWAGA 5.1. W przypadku skalarnym, tj. gdy min{n, m }  =  1, kwaziwy- 
pukłość redukuje się do wypukłości. Stąd każda rodzina miar probabilistycz-
nych spełniająca własności (a) oraz (c) jest gradientową p-miarą Younga. 
Warunek (c) twierdzenia gwarantuje, że tzw. moment rzędu p jest skoń-
czony. Jest to konsekwencja faktu przyjętego założenia o wzroście funkcji 
podcałkowej.
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W zagadnieniach geometrycznie nieliniowej teorii sprężystości rozważa 
się ciągi ograniczone w W 1,p(J?;Km). Wówczas z dokładnością do podciągu 
mamy

Uj —» Uoo silnie w Lp(l?;Rn) oraz Vuj  —k Vitoo słabo w Lp(ł2;Mnm).
Jak wiemy (lemat 4.3), zbieżność silna w Lp gwarantuje, że miara Younga 
generowana przez ten ciąg jest miarą atomową, natomiast słabo zbieżny ciąg 
gradientów Vu j  generuje miarę vx taką, że

lim \ W( x , Uj ( x ) 1' V u j ( x ) ) d x = \  \ W(x ,u(x ) ,A)dux(A)dx.
7 —>00 J J J J

n n Mnm
Ostatnia równość będzie mieć znaczenie przy formułowaniu problemów wa-
riacyjnych za pomocą miar probabilistycznych.

6. M iary Younga generowane przez gradienty  wyższego rzędu.
Problemy wariacyjne wyższego rzędu pojawiają się często w literaturze ma-
tematycznej , inżynierskiej i fizycznej. Są one głównie powiązane z zagadnie-
niami dotyczącymi tzw. gradientowej teorii przejść fazowych i z nieliniową 
teorią powłok [96]. Zagadnienia równowagi materiałów mikromagnetycznych 
wymagają wprowadzenia drugiego gradientu, a także modelu Blake’a-Zis- 
sermana dla komputerowej segmentacji obrazów [23].

Naszym zdaniem zagadnienia miar Younga można rozszerzyć na przy-
padek funkcjonałów całkowych, których funkcja podcałkowa zależy od gra-
dientów dowolnego rzędu. Rozważmy teraz przypadek, gdy w 6 W 2,P(Q). 
Z takim przypadkiem mamy do czynienia w zagadnieniach nieliniowej teorii 
płyt, np. płyt von Karmana. Niech funkcja energii wewnętrznej będzie dana 
w postaci
(6.1) J { w ) ~  ^ W( x , w( x ) )Vw(x ) , V2w(x))dx.

n
Warto podkreślić, że zagadnienia tego typu nie były jeszcze rozpatrywane 
w literaturze.

Dla naszych celów będziemy zakładać, że funkcja podcałkowa jest wypu-
kła względem drugiego gradientu. Jeszcze bardziej interesujący jest przypa-
dek, gdy W  jest funkcją kwaziwypukłą względem A.

Niech W(x,  u(x),  Vm(:r), V 2u(x))  będzie funkcją taką, że
W(x,p,  q, A)  : Q x R x Rm x Mmm -> R.

D e f i n i c j a  6.1. Funkcja W(x,p,q,  A)  jest 2-kwaziwypukła (kwaziwypu- 
kła względem drugiego gradientu), jeżeli

J W(xo,wo,Vwo,A + V 2£(y))dy > \D\W(x0, w0, Vw0, A)
D

dla wszystkich £ 6 C^°(i?;Rm) i dowolnego obszaru D C 17.
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Niech {w*;} C W 2,p(fi), p > 1. Rozważmy teraz zagadnienie istnienia 
miar Younga v = {vx}xen stowarzyszonych z drugim gradientem w tym 
sensie, że istnieje ciąg {uąJfceN w przestrzeni Sobolewa W 2,p(f2) taki, że

j W(x,Wj(x),  Vwj{x),  V 2Wj(x)) dx 
n

—» J j W(x,  w(x), Vw(x),  A)  dvx{A) dx.
fź M m 2

Zauważmy, że Wj G W 2'P{Q) oraz Wj — w° w W 2,P{Q) implikują

Wj —> w silnie w LP(S7),
Vwj  —> Vw  silnie w Lp(l?;Rn).

Z lematu 4.3 wnioskujemy, że miara Younga związana z drugim i trzecim 
argumentem funkcji W  jest produktem miar

^w(x) ® ^Vw(x)’

Wobec tego miara Younga ma przedstawienie

flx — ^w(x) ® ^Vw(x) ® % G f2.
Jest to miara parametryzowana odpowiadająca ciągowi drugich gradientów. 
Dla prostoty możemy przyjąć, że funkcja podcałkowa W  zależy w sposób 
niejednorodny jedynie od drugiego gradientu, tzn.

J(w) =  J W{x, V 2w(x)) dx. 
n

Można udowodnić następujący rezultat.

T w i e r d z e n i e  6.1. Niech {wk} C W 2,p(f2) (p > 1) będzie ciągiem ogra-
niczonym. Niech vx będzie miarą Younga stowarzyszoną z ciągiem drugich 
gradientów. Wówczas

(a) V 2w(x) =  $Mn2 A d v x(A) dla w e  W 2’v,
(b) W ( x , A) dvx(A)  > W(x,  V 2w(x)).

Można też udowodnić silniejszą wersję poprzedniego twierdzenia.

T w i e r d z e n i e  6.2. Rodzina {yx)x^Q jest miarą Younga stowarzyszoną 
z ciągiem drugich gradientów dla p G [1 , oo) wtedy i tylko wtedy, gdy

(a) istnieje wo G W 2,p(f2) takie, że

\ A d v x(A) = V 2w q (x )
Mn2

dla p.k. x  G ft,
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(b) dla p.k. x € 1? nierówność

cpęV2wo(x)) < \ <f)(A)dvx( A )
Mn2

zachodzi dla każdej funkcji 2-kwaziwypuklej c < 4>(A) < C |A |P + c\, gdzie 
C, C\ oznaczają stale dodatnie,

(c )
\ \ (l + \A\P) dvx(A) dx <oc VA e Mn2.
^Mn2

Zagadnienie badania funkcjonałów całkowych, których funkcje podcał-
kowe zależą od gradientów dowolnego rzędu, w szczególności badanie mini-
malizacji takich funkcjonałów nie zajmuje wiele miejsca w literaturze. Pio-
nierską pracą jest tu praca [21] Balia, Currie i Olvera z 1981 r. Zagadnienia 
dotyczące miar parametryzowanych dla zagadnień wariacyjnych wyższych 
rzędów będą tematem osobnej pracy.

7. Lem at Chacona. Ważnym faktem mającym szczególne znaczenie 
w teorii miar Younga i w naszych zastosowaniach jest lemat Chacona o wy-
gryzaniu (ang. biting lemma). Chodzi o to, że w przestrzeni Z7(l?) ciąg ogra-
niczony jest słabo zbieżny (z dokładnością do podciągu) na ogół do miary, 
a nie do funkcji. Po usunięciu ze zbioru 17 odpowiedniego zbioru o małej 
mierze mamy słabą zbieżność naszego podciągu do funkcji z 17(1?).

Tw i e r d z e n i e  7.1. Niech l? c R n będzie zbiorem mierzalnym i ograniczo-
nym. Niech {fj}jeN będzie ograniczonym ciągiem funkcji w Z7(l?). Wówczas 
istnieją: funkcja f  G 17(1?), podciąg f j s ciągu f j  i nierosnący ciąg mierzal-
nych podzbiorów Ek C 1? o własności lim/j^oo meas(£'^) =  0, takie, że
(7.1) w L 1{ f 2 \ E k), gdy s ^  oo,
dla każdej ustalonej liczby k. ■

De f i n i c j a  7.1. Mówimy , że ciąg f j  jest b-zbieżny do /  (fj / ) ,  jeśli 
f j  spełnia powyższy warunek 7.1.

Twierdzenie 8.1 oznacza, że po wycięciu z 1? zbioru o dowolnie małej 
mierze ciąg słabo zbieżny {f j}jeN dąży do funkcji w przestrzeni l7 , a nie 
do miar jak w przypadku ogólnym. Fakt ten ma duże znaczenie przy do-
wodzeniu istnienia minimizerów metodą bezpośrednią. Mamy następujące 
uogólnienie twierdzenia Acerbi-Fusco [1] o słabej dolnej półciągłości w wie-
lowymiarowym rachunku wariacyjnym przy wykorzystaniu miar Younga.

T w i e r d z e n i e  7.2 (Ball-Zhang [20]). Niech 1 < p < oo i niech f :  1? x 
Rm x Mmn —> R będzie funkcją spełniającą następujące warunki:

(a) /  jest funkcją Caratheodory ’ego,
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(b) |/(a>,u,£)l < a(a;)+C,(|ti|p +  |Ślp) dlap.k. X e ft, U e  Rm, i  e Mmn, 
gdzie c > 0 jest stałą oraz a(-) 6 L l (ft),

(c) /  jest funkcją kwaziwypukłą.
Wówczas dla danego ciągu Uj —̂ u w W 1,p(ft] Rm) istnieje podciąg us i ro- 
dżina miar probabilistycznych (i/x)x^n określonych na Mn zależnych w spo-
sób mierzalny od x, takie, że

(7.2) f (x ,  us, Dus) l{x) := (i/x , f (x,  u(x),  •)> w ft 

oraz
(7.3) (vx, f ( x , u ( x ) , - ) ) > f ( x , u ( x ) , Vu ( x ) )  p.w. w ft.
Ponadto, jeżeli Ek oznacza ciąg mierzalnych podzbiorów zbioru ft spełnia-
jących warunek lim/:;_>00 meas(Ek) =  0, wówczas dla każdej ustalonej liczby 
k mamy

J f ( x , u ( x ) , V u ( x ) ) d x <  liminf J f (x,  u s, V u s{x)) dx. ■
Q\Ek Ŝ °° Q\Ek

Mamy następujący pożyteczny rezultat o ogólnej dolnej półciągłości dla 
funkcjonałów całkowych.

T w i e r d z e n i e  7.3 (Ball-Zhang [20]). Niech

(7.4) I(u) = \ g(x, fi(x,  u , Vu), . . . ,  f M(x, u , Vn)) dx,
n

gdzie g : ft  x —> [0, +oo] jest funkcją typu Caratheodory’ego taką, że dla
x E f t  prawie wszędzie,

(a) a  i—► g{x, a) jest funkcją wypukłą dla a = (a\ , . . . ,  a ^ ) ,
(b) g(x , a) jest niemalejąca względem ai E Ii dla 1 <1 < M , gdzie Ii C R 

jest odcinkiem domkniętym (skończonym lub nie) oraz adzie dla 1 < l < M,
(c) / z : x Rm x Mmn -+
(d) /z spełnia założenia twierdzenia 7.2 dla pewnego p niezależnie od l. 

Niech Uj —̂ u w W 1,p(ft; W71). Wówczas
I(u) < liminf /(%■).•j->oo

Dowody powyższych twierdzeń znajdują się w pracy Balia i Zhanga [20]. 
Cała ta  praca polega na zgrabnym powiązaniu aparatu miar Younga z le-
matem o wygryzaniu.

8. Analiza efektów koncentracji i oscylacji generowanych przez 
gradient. Zjawisko oscylacji można opisać, stosując miary Younga. Jed-
nakże wadą miar Younga jest to, że gubią one efekty związane z koncen-
tracją (por. [55, 66, 68, 133, 153]). Różne ciągi mogą generować te same
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miary Younga. Niektóre z tych ciągów mogą wykazywać efekt koncentracji, 
nie opisany przez miary Younga.

Przedstawimy tutaj propozycję podaną w pracy Fonseca i in. [66], da-
jącą ogólną charakteryzację efektów koncentracji i oscylacji. W tym celu 
potrzebne jest pojęcie pary miar: miary Younga oraz miary warifoldowej, 
w skrócie MY-V (ang. Young measure-varifold pair).

Niech Q C Rn będzie podzbiorem otwartym i ograniczonym i niech 
{fj}  będzie ograniczonym ciągiem funkcji w Lp(i7, Rd) dla pewnego p > 1 . 
Wówczas istnieje podciąg ciągu {fj},  tak samo oznaczony, oraz rodzina 
u =  { v x }xefi  miar probabilistycznych określona na Rm oraz nieujemna miara 
Radona A określona na przestrzeni Q x Sd_1, zwana warifoldową, o następu-
jących własnościach. Dla dowolnej funkcji d E Cq{Q) i wszystkich ciągłych 
funkcji <p określonych na M.d spełniających warunek

\<p(A)\ < C(1 +  |A |r ), l < r < p ,

oraz dla dowolnych funkcji 0  ciągłych na Rd i jednorodnych stopnia p mamy

(8.1) lim \ d(x)<p{fj{x)) dx =  \d(x)  \ <p(A) dvx(A) dx
n  n  Rd

oraz

(8.2) lim \ 'd{x)il)(fj(x))dx= \ d(x)ip(A) dA(x,A)j —>oo J J
fi f ix  3d-1

= \d(x)   ̂ 0(A) d \x(A)dir(x).
fi sd_1

Ostatnia równość oznacza dezintegrację miary Radona A  (por. [169]). Po-
wyżej przyjęto następujące oznaczenia: ir jest rzutem miary A  na i?, zaś 
A = {A zjzeft jest rodziną miar probabilistycznych j[dla 7r-prawie każdego 
x  E 17), A  =  A ® 7T, A =  { \ x }xefi  jest dekompozycją miary A  (por. [59]). 
Jeżeli {uj}  jest ciągiem ograniczonym w W 1,p(l7;Rm) i f j  = Vu j  oraz jeśli 
przestrzeń Rd jest identyfikowana z przestrzenią Mmn macierzy m  x n, to 
mówimy ze (v>A) jest parą W 1 ,p(i7)-YM-V, a nawet krócej, (v,A) jest parą 
YM-V.

Poniższy przykład pokazuje, że istnieją ograniczenia na miarę A. Niech 
p = m = n i niech funkcja 0  będzie wyznacznikiem, 0(A ) = det A.  Wówczas 
na mocy powyższych rozważań mamy

lim \ d(x) det Vuj(x) dx = ( \ det A d \ x{A) dnix).
j —>oo  ̂ J J

fi f i§ d -\

Z drugiej strony wiadomo, że (por. Bali [14])

det Vuj  —̂ det V u

w sensie miar, gdzie u  oznacza słabą granicę ciągu {tij} w przestrzeni
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Stąd wniosek, że zachodzi zależność

(det Vu) dx =  ̂  ̂ det A d \ x{A)^j dir,
gn2-l

gdzie dx oznacza miarę Lebesgue’a. Jeżeli miarę 7r rozłożymy na część ab-
solutnie ciągłą i osobliwą: 7r =  7ra +  7rs względem miary Lebesgue’a dx, to 
otrzymamy związek

J det A d \ x(A) = 0
§n2-l

dla 7rs-prawie każdego x E fi.
Podstawowe twierdzenie charakteryzujące parę YM-V jest następujące.

T w i e r d z e n i e  8.1. Niech p >  1. Para {v,A) jest parą YM-V, gdzie v =  
{vx}xtn oraz A = {Ax}xGft <g> ir, wtedy i tylko wtedy, gdy:

1 . Vu(x) = $Mmn A d v x{A) dla prawie każdego (w sensie miary Lebes-
gue’a) x E fi, dla pewnego u E W 1,p(i?;Rm),

2. (p(Vu(x)) < $Mmn <p(A) dvx(A) dla prawie każdego x E fi oraz dla 
każdej kwaziwypuklej funkcji <p, posiadającej skończoną granicę

|a H o o 1 +  |A|p ’

3. 'ip(A) di/x (A) < (dn/dx) ip(A) d \ x(A) dla prawie każdego x E fi  
oraz dla każdej p-jednorodnej ciągłej funkcji ip takiej, że Qip(0) = 0, gdzie 
Qjj jest kwaziwypuklą regularyzacją funkcji 'ip,

4. 4>(A) d \ x (A) > 0 dla irs-prawie każdego x E fi, dla każdej p- 
jednorodnej, ciągłej funkcji 'ip takiej, że Qtp(0) =  0; irs oznacza tu część 
osobliwą miary n względem miary Lebesgue’a dx.

Części 1 i 2 powyższego twierdzenia wraz z warunkiem całkowalności 

J J \A\P dux(A) dx < oo
QMmn

charakteryzują miarę Younga. Część 3 pokazuje oddziaływania pomiędzy 
miarą Younga oraz absolutnie ciągłą częścią miary warifoldowej. Część 4 
twierdzenia reprezentuje ograniczenia na miarę warifoldową w zbiorze, gdzie 
skoncentrowana jest osobliwa część miary 7r, mianowicie miara 7rs. Interesu-
jącą konsekwencją tego rezultatu jest to, że nie ma ograniczenia na szcze-
gólną miarę 7r. Dowód, którego nie będziemy przytaczać, tego twierdzenia 
opiera się na rezultacie dotyczącym dekompozycji ciągów gradientów ogra-
niczonych w Lp(i?;Rm). W szczególności chodzi o to, że każdy taki ciąg 
ma podciąg, który może być przedstawiony jako suma ciągu {Vzj} gradien-
tów, którego p-ta potęga jest jednostajnie całkowalna, i pozostałą, która 
jest zbieżna do zera w sensie miary (i stąd prawie jednostajnie zbieżna).
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Mówimy, że {V z j } odpowiada za oscylacje, podczas gdy pozostała część 
charakteryzuje efekty koncentracji.

L e m a t  8.4. Niech ft  C Rn będzie zbiorem otwartym i ograniczonym 
i niech {wj} będzie ciągiem ograniczonym w W 1,p(ft]Rm). Wówczas istnieje 
podciąg {wk} oraz ciąg {Zk} C W 1,p(ft] Rm) takie, że miara Lebesgue’a

\{zj 7̂  Wj lub Vzj  ^  —► 0,

gdy j  —> oo, oraz {| V^-|p} jest ciągiem funkcji jednostajnie całkowalnych. 
Ponadto, jeśli f t  jest obszarem spełniającym warunek Lipschitza, wówczas 
każde Zj może być wybrane jako funkcja Lipschitza.

Zauważmy, że lemat ten mówi, iż oba ciągi {V z j} oraz {Vur,} gene-
rują tę samą miarę Younga (por. [89]). Charakteryzacja VF1,p-miar Younga 
nie daje żadnej metody rozkładu ciągu na część „oscylacyjną” i związaną 
z „koncentracją” danego ciągu {wj} ograniczonego w W l,p(ft]Rm).

Charakteryzacja ta  mówi jedynie o tym, że miara Younga generowana 
przez ciąg {wj}  będzie generowana również przez ciąg {t?j} taki, że {|ujjp} 
jest jednakowo całkowalny. Okazuje się jednak, że nie istnieje bezpośredni 
związek pomiędzy jednym ciągiem a drugim.

Podamy jeszcze charakteryzację W 1,p- miar Younga w języku nierówności 
Jensena dla funkcji kwaziwypukłych.

T w i e r d z e n i e  8.2 (Fonseca i in. [66]). Niech p >  1. Miara parametryzo- 
wana v =  {vx}xen jest W 1,p-miarą Younga wtedy i tylko wtedy, gdy

1. S7u(x) = A  dvx(A) dla p.k. x  € ft  oraz pewnego u  G W l'p(u),
2. (p(S/u(x)) < (p(A)dvx(A) dla p.k. x  G ft oraz dla każdej kwazi- 

wypukłej funkcji ip takiej, że istnieje skończona granica

lim
| A | —KX)

<p{A)
1 +  l^ lp

< oo,

3- Sn\ r̂ \ A \T>dvx { A ) d x < (x>.

P r z y k ł a d  8.1 (oscylacje). Niech ft c W1 będzie zbiorem otwartym 
i niech p > 1. Daną funkcję /  G W j’p(Y;Rm) przedłużamy periodycznie na 
całą przestrzeń Rn, z okresem Y  = (—1/2, l/2 )n. Dla ustalonego elementu 
A  G Mmn określamy

Uj(x) = A x  + j f ( j x ) .

Ponieważ
V itj(*) =  A  + Vf (y) ,  y  = j x ,

wobec tego widać, że ciąg Uj —L A x  w oraz para YM-V ge-
nerowana przez ciąg jest parą (i/, A), gdzie (por. (8.1) i dzięki okresowości
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funkcji / )
Wx, <p) = \ +  V/(sO) dy

dla prawie każdego (względem miary Lebesgue’a) x należącego do obszaru 
17 i dla wszystkich funkcji <p G Co(Mmn) oraz A = {Ax}xej7 <8> 7r, gdzie 
t t =\ \A + V /||^p(yM) i ponadto (por. (8.2))

dla 7r-prawie każdego x  G 17 i wszystkich funkcji if) G C(Smn_1).

P r z y k ł a d  8.2 (koncentracje). Rozważamy funkcję /  G Wg1,p(Y;Rm) 
przedłużoną zerem na Rm, Y  = (—1/2, l/2 )n. Ustalamy p > l i  wybieramy 
Xo G 17 oraz określamy ciąg Uj następująco:

Uj(x) '= j ~ l+n/pf ( j ( x  ~  aro))-
Wówczas ciąg Uj —*• 0 jest słabo zbieżny do zera w W1,P(17; R771) oraz istnieje 
para YM-V (i/, A) generowana przez ten ciąg taka, że v = $o dla p.k. x G 17, 
A = {Ax}x€f2 <8) 7r, gdzie tt =  ||V /||^p(yM)JXo oraz

dla 7r-p.k. x G 17 i wszystkich ifj G C(Smn_1).
Jeżeli ip G Co(Mmn) spełnia warunek </?(0) =  0, wówczas

lim \ 6(x)(p(S7uj(x)) dx =  0
j —*oo J

dla wszystkich funkcji 9 G Co(l7). Ustalmy e > 0 oraz q takie, że 1 < q < p. 
Istnieje wówczas C(e) > 0 takie, że |<£>(A)| < e -f c (e )\A\p dla wszystkich 
A  G MTn. Stąd

\ 9(x)p{Vuj(x))dx < £||0||l oo + C(£)\\9\\L^ n Nq,p J \Vf ( j (x  -  x0))\q dx
n n

< ^PIIl 00 +  C(e)||fl||L- Ĵ « - ||V /||*lL9(Y,Mmn)‘
Przechodząc do granicy z j  —► oo oraz z e —► 0, otrzymujemy wymagany 
rezultat.

Weźmy funkcję G (^(S77171-1). Dla dostatecznie dużych j  mamy 
Vuj(ar)

n |Vmj (x )|
\Vuj(x)\p dx

= J e{x)%jj 
n

V f ( j { x  -  ar0)) \  
|V /.(i(ar-a;o))|/ j n \ V f { j ( x -  x0))\pdx
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= S9(*o + i ^ ( |J ^ i ) |V / ( B) ?dy.

Przechodząc z j  —► oo, dostajemy

J \0(x)ip(A)dvx(A)dir{x) = 0(xo) \ |V/(y)[pdy.

W ostatnim przykładzie zachowanie się ciągu minimizerów było całkowi-
cie scharakteryzowane przez miarę warifoldową z pewną informacją o mierze 
Younga vx — do-

lanymi przypadkami, w których miary warifoldowe odgrywają istotną 
rolę, są takie, w których poszukuje się efektywnej energii

liminf \ W(Vuj )dx
j —>oo J

n

stowarzyszonej z ciągiem {uj} ograniczonym w przestrzeni W 1,P(J?; 
gdzie funkcja W,  gęstość energii wewnętrznej, jest niewypukła i ma zacho-
wanie asymptotyczne w nieskończoności typu C( 1 +  |A|P).

Pierwsze prace, w których stosowano miary probabilistyczne do zagad-
nień ewolucji, należą do Tartara [153]; dokładniej chodzi o prawa zachowa-
nia, w których pojawiły się oscylacje. Następnie pojawiła się potrzeba wpro-
wadzenia aparatu nadającego się do badania efektów koncentracji, szczegól-
nie wtedy, kiedy ograniczenia w L°° były nieosiągalne. Takie miary zapro-
ponowali DiPerna i Majda [55]. Ich idea polegała na wprowadzeniu trójki 
uogólnionych miar Younga (/i, z/1, v2) stowarzyszonych z ciągiem ograniczo-
nym w przestrzeni L? . Związki pomiędzy wprowadzonymi w tym rozdziale 
miarami a miarami DiPerny i Majdy można scharakteryzować następująco:

1 1 +  I ' |2 2 _„ \/i := 7T, v : = ------ — JA-, v
1 + dn

dx

DiPerna i Majda [55] pokazali, że uogólnione miary Younga, generowane 
przez ciąg klasycznych rozwiązań dwuwymiarowego równania Eulera z jed-
nostajnie ograniczoną lokalną energią kinetyczną, stanowią rozwiązanie mia-
rowe. Więcej informacji o miarach DiPerny i Majdy i ich relacji z klasycz-
nymi miarami Younga można znaleźć w pracach Krużika i Roubićka [91].

9. H-m iary. Jeżeli ciąg funkcyjny dąży słabo do zera (a nie silnie) 
w L2(Q) (Q c  Rn), wówczas ciąg taki wykazuje efekty oscylacji lub kon-
centracji w zależności od tego, czy granica jego kwadratu ma n-wymiarową 
gęstość, czy też nie. Jakościowa metoda badania efektów oscylacji lub kon-
centracji jest związana z zastosowaniem H-miar; są to miary określone na 
zbiorze Q x §n_1. Mają one charakter mikrolokalny, jednocześnie precy-
zują i uogólniają twierdzenia o skompensowanej zwartości. Pojęcie H-miary
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wprowadził Tartar [155]. Niezależnie od niego Gerard [69] wprowadził po-
jęcie lokalnego defektu miary, co jest tym samym co H-miary w sensie Tar- 
tara. W rozdziale 9 pracy wprowadziliśmy pojęcie pary YM-V; jest to próba 
powiązania efektów oscylacji i koncentracji dla pewnych problemów nielinio-
wych, gdzie efekty oscylacji czy koncentracji są generowane przez gradient 
funkcji wektorowej (por. [66]).

W przeciwieństwie do tego podejścia H-miary są pojęciem wprowadzo-
nym wcześniej i służyły do badania równań liniowych (np. hiperbolicznych). 
Zastosowanie aparatu H-miar do badania zadań brzegowych i brzegowo- 
początkowych można znaleźć w pracach [7, 67, 133, 95].

Podobnie jak dla miar Younga, istnieje twierdzenie o istnieniu H-miar 
związanych z ciągiem słabo zbieżnym w przestrzeni L2(Q).

Niech {ue} będzie ciągiem funkcji wektorowych (mogą być skalarne jako 
szczególny przypadek) określonych na Rn z wartościami w Rm. Składowe 
funkcji u e o wartościach wektorowych oznaczamy przez {*4}i<i<m.

Twie r dze nie  9.1 (istnienie H-miar). Niech {we}£>o będzie ciągiem słabo 
zbieżnym w L2(l7; Rm) do zera. Wówczas istnieje podciąg tego ciągu i rodzina 
miar Radona o wartościach zespolonych fi = (/d13 (x, określona
na przestrzeni Rn x Sn_1 takie, że zależność

(9.1) lim 5 [ ^ i u l ) ] « ) [ ^ « i ) ] ( O l K € / |€ | ) d e£—>1) J Rn

= \ \ M x ) M x )^{£/\£\)Vij{dx,d£) = ( /^ ,0 i0 2® 0)
Rn gn-1

zachodzi dla dowolnych funkcji 0i, 02 £ Co(Rn) oraz 0  £ C (§n_1).
Tutaj T  oznacza transformatę Fouriera:

J 1 /M K 0  = (2x )-» /2 j f ( x ) e - ^ d x .
Rn

Symbol /  oznacza sprzężenie zespolone funkcji / .  Podobnie jak w poprzed-
nim rozdziale Sn_1 oznacza sferę (n — l)-wymiarową.

Podczas gdy miara Younga „mierzy” oscylacje, H-miara lokalizuje, w ja-
kim miejscu w przestrzeni fizycznej i w jakim kierunku następuje osłabienie 
silnej zbieżności ciągu, spowodowanej oscylacją lub koncentracją.

Mamy następującą ważną własność H-miar:
Le mat  9.1. Wartości H-miary leżą w zbiorze macierzy hermitowskich 

nieujemnych:
p _

(9.2) fiij =  fiji, ^2  MijAjAj > 0 VA £ Cp.
*j=1

Własność ta  wynika natychmiast ze związku (9.1).
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Le m a t  9.2. Jeżeli ciąg macierzy {'wf^e}o<ij<n jest słabo* zbieżny do 
miary Vij, to dla każdej funkcji ciągłej <p 6 Cb(Rn) zachodzi zależność

(vij,<l>) =  (iHjA®  !>•
Fakt ten wynika z (9.1), jeśli przyjąć ip =  l i  wykorzystać twierdzenie 

Plancherela.

P r z y k ł a d  9.1. Niech dąży silnie do zera w L2(Rm). Wówczas
Hij — 0. Krótko mówiąc, H-miara ciągu silnie zbieżnego do zera jest równa 
zeru. Zauważmy, że nie ma w tym przypadku potrzeby wybierania podciągu, 
ponieważ ciąg transformat

[^(uj (#))](£) =  (27r)-n /2 J Uj(x)e~'lx ̂  dx
Rn

jest silnie zbieżny do zera.

P r z y k ł a d  9.2. Rozważmy ciąg funkcji skalarnych posiadający efekt kon-
centracji w pewnym ustalonym punkcie £ € Rn,

(9.3) „ ,( * ) =  e - ”/2/ ( ^ ) ,

gdzie /  € L2(Rn). Oczywiście zakładamy, że ciąg ten jest słabo zbieżny do 
zera. Odpowiadająca temu ciągowi H-miara fi jest równa (por. [155])

/i =  5z ®v,
gdzie v ma następującą gęstość powierzchniową:

oo
(9.4) «/(£) =  \ \T f{ tt) \2tn- l dt dla £ 6 S’*-1 .

0
Zgodnie z twierdzeniem o istnieniu H-miar możemy napisać

(9.5) <m» =  5 i ^ / ( e i 2̂ ( z , | | j ) r f c

dla każdej funkcji <P ciągłej na Rn x Sn_1. Dla każdej funkcji ciągłej <p o no-
śniku zwartym ciąg funkcji

{(pu£ -  <f>(z)ue}
dąży silnie do zera w przestrzeni L2(Rn). Ponadto zauważmy, że

lim \ \<p(z)\2 \Tu£(£)\2ip(£/\£\)d£ = lim \<p(z)\2 \ en|.?7(e£)lV(£/l£l) d£
e— > 0  J  e — > 0  JRn Rn

=  S I ^ / ( € ) |V (€ / I€ l )  dĄ =  (M, w 2 ® f).
Rn

Ważną własnością H-miar jest tzw. zasada lokalizacji, która jest uogól-
nieniem teorii skompensowanej zwartości (por. [153]).
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Twie r dze nie  9.2 (zasada lokalizacji). Niech ciąg {u£} będzie słabo zbie-
żny do zera i niech f.l będzie H-miarą stowarzyszoną z tym ciągiem. Ponadto 
niech ciąg ten spełnia warunek

n m  r\

(9.6) £ £  —— (Alkj(x)uJe(x)) —> 0 silnie w Hlô (Rn); l — 1 , . . . ,  lo, 
k=ij=i OXk

gdzie współczynniki Alkj(x ) są funkcjami ciągłymi w podzbiorze otwartym 
f i c R " .  Wówczas H-miara fi spełnia zależność

n m

(9.7) £  £  Alkj(x)£jg>kr — 0 w Q dla każdego r.
k=i j=i

Pr zykł ad  9.3. Niech A =  ekij, gdzie

{1, gdy k,ż, j  tworzą permutację parzystą, 
—1, gdy k , i , j  tworzą permutację nieparzystą, 
0, w pozostałych przypadkach.

Wówczas warunek (9.6) oznacza, że wektor rotacji ciągu wektorów spełnia 
warunek

curl u  (x) —> 0.

Warunek (9.7) przyjmuje postać
m n

T l eHj£iPjr = 0- 
j=1 i=l

Z powyższego warunku wnioskujemy, że miara fi stowarzyszona z ciągiem 
ma następującą reprezentację:

gdzie u jest skalarną miarą Radona.

Pr zykł ad  9.4. Prostym przykładem ciągów słabo zbieżnych są ciągi 
funkcji periodycznych. Niech będzie dany ciąg funkcji

u£(x) =  u (x ,x /e ) ,'
gdzie funkcja u (x ,y ) jest określona na Rn x Y  (Y  — komórka periodycz- 
ności), Y -okresowa względem drugiej zmiennej. Ponadto u spełnia warunek 

u(x , y) dy = 0. Dla prostoty możemy założyć, że funkcja u(x, •) jest cią-
gła względem x i przyjmuje wartości w przestrzeni L°°(Y). H-miara takiego 
ciągu może być wyznaczona w sposób analityczny. Mamy następujący re-
zultat (por. [6, 87, 155]):

Lemat  9.3. Niech funkcja u{x , y ) ma rozwinięcie Fouriera względem y, 
tzn.
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(9.8) uk(x ,y )=  5 > £ ( z ) e 2i’ « .
q€ Zn

(9.9)

Wtedy H-miara stowarzyszona z ciągiem ma postać 

(9-9) m  = Uq(X)rfi(X)Sq/\q\(Z)>
q£Zn,q̂ O

gdzie $q/\q\ jest miarą Diraca w punkcie q/\q\.

Zauważmy, że w równaniu (9.8) współczynnik Uq (x ) musi być równy zeru, 
aby ciąg u£ był słabo zbieżny do zera.

Można uprościć definicję H-miary dla okresowo oscylujących funkcji 
u£(x) =  u(x/e), gdzie u £ Lper(Y)p. Teraz nie musimy zakładać, że funkcja 
u(y) ma wartość średnią równą zero na komórce Y, ponieważ zawsze możemy 
wybrać podciąg i zastosować poprzedni lemat. Ponadto ponieważ badamy 
głównie funkcje o wartościach rzeczywistych, możemy rozważać tylko rze-
czywistą część H-miary. Dla wygody będziemy oznaczać H-miarę związaną 
z u(y), opuszczając zależność od zmiennej x. Wprowadźmy następującą de-
finicję.

Def inic j a 9.1. Niech u{y) będzie funkcją z Lper(Y)p. H-miarą fi tej 
funkcji (ciągu) jest miara o wartościach macierzowych określona na 5n_1 
wzorem

gdzie oznacza część rzeczywistą liczby zespolonej, natomiast ulq są współ-
czynnikami Fouriera i-tej składowej funkcji u(y), tzn*

W ten sposób otrzymaliśmy nieujemną rzeczywistą, symetryczną miarę, 
ponieważ dla dowolnego wektora A £ Rm spełniony jest warunek

W nio sek 1. Ponieważ funkcja u(y) ma wartości rzeczywiste, mamy 
fiij(-e ) = fiij(e), czyli H-miara fi jest funkcją parzystą na Sn_1.

Szczególnie interesujący jest przypadek, gdy mamy ciąg wektorowych 
funkcji charakterystycznych u(y) =  x(y), (Xl{y))i<i<m, który spełnia wa-
runek

Pij = & ^ 2  UqUqSq/\q\(£)>
q€ZN,q^0

u%{y)= J 2  k ' Al% / k i ( 0 -
qeZn,q^0

m
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Xl{y) = 0 lub 1,
m

(9.10) =
i=1
x l(y)x3(y) =  0 dla i ^ j .

Z punktu widzenia zastosowań do mikromechaniki takie ciągi są w szcze-
gólności ważne dla kompozytów wieloskładnikowych, zwłaszcza gdy liczba 
składników wynosi m > 3. W tym przypadku H-miara posiada specjalne 
własności, które charakteryzuje następujący lemat.

Lemat  9.4. Niech p  będzie H-miarą rodziny funkcji charakterystycznych 
{xz(2/)}i<i<m spełniającą relacje (9.10). Wówczas miara p  ma następujące 
własności:

m
Pij =  0 dla 1 < j  < m,

i=1
(9.11) \ kHj(de) =  - 9 l6j dla i ±  j,

g n - i

\ pu(de) = 9(1 -  9),
g n - l

gdzie 9l = \Y xf(y) dy. Oczywiście obecnie mamy Y iL i 9l = 1.

Warunki (9.11) są warunkami koniecznymi na to, aby rzeczywista, syme-
tryczna, nieujemna i parzysta miara p była H-miarą rodziny funkcji charak-
terystycznych.

Istnieją dalsze ograniczenia na takie H-miary, co najmniej w przypadku 
m > 2. Dla m = 2 lemat 9.4 implikuje, że znajomość macierzy p o wy-
miarach 2 x 2  redukuje ją do jednej ze składowych, np. p\\, ponieważ 
p 12 = p21 = —p22 = —/in . Natomiast dla pojedynczej funkcji charakte-
rystycznej zbiór wszystkich dopuszczalnych H-miar jest znany (por. Kohn 
[87] lub Tartar [155]).

Mamy kolejny lemat (por. np. [5, 87]):

Le mat  9.5. Niech p będzie H-miarą funkcji charakterystycznej x(y) ta-
kiej, że9 = \Y x(y) dy• Zmieniając x, widzimy, że zbiór wszystkich H-miar p 
jest dokładnie zbiorem V(Sn~1) wszystkich miar probabilistycznych na sferze 
jednostkowej, pomnożonych przez czynnik 9(1 — 9).

Uwag a  9.1. Przez T^S”-1) oznaczamy przestrzeń miar probabilistycz-
nych na sferze jednostkowej Sn_1. Jednocześnie miara probabilistyczna v 
jest miarą nieujemną o masie jednostkowej, tzn.

u(e) > 0 Ve € §n_1, przy czym  ̂ du(e) = 1.
g n - i
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Ponieważ zbiór wszystkich H-miar związanych z funkcjami charaktery-
stycznymi jest nieznany, istnieje potrzeba jakiegoś sposobu wyrażania w po-
staci jawnej takich H-miar. Jest to celem następującej „reguły miksującej” 
(ang. mixing formula for H-measures) dla H-miar (por. Kohn [87], Tartar 
[155], Allaire [5]).

Le m a t  9.6. Niech {Xi(2/)}i<i<m oraz {X2(y)}i<i<m będą dwiema rodzi-
nami funkcji charakterystycznych o udziałach objętościowych odpowiednio 
(#i)i<i<m i {dl2)i<i<m- Stowarzyszone z nimi H-miary oznaczamy odpowied-
nio przez oraz Niech 0(y) będzie inną funkcją cha-
rakterystyczną mającą średnią g i stowarzyszoną H-miarę v. Miksując od-
powiednio funkcje Xi °raz X2 l funkcję udziału objętościowego 0, utwórzmy 
nowy ciąg funkcji charakterystycznych

xl(y) = ?P(y)xi(y/£) +  ( i  -  {̂y))xl(y/ )̂-
Jeżeli £ dąży do zera, wówczas udziały objętościowe nowej rodziny są nastę-
pujące:

9l = g0\ +  (1 — 0)62 dla 1 < i < m.
H-miara nowej rodziny ma postać

tHj = qĄ  +  (1 -  6)łijj +  (0{ -  0l2)(6{ -  932)v.
Rezultat ten jest wykorzystywany w zagadnieniach sterowania optymal-

nego, zagadnieniach małego kontrastu materiałów kompozytowych, zagad-
nieniach przejść fazowych, w teorii laminatów itd. (por. Allaire [6]).

Uwag a  9.2. Twierdzenie fundamentalne o H-miarach daje formułę repre-
zentacji granicy funkcji kwadratowych ciągu {u£}. Przyjmując -0 = 1, mamy 
zwykłą miarę w przestrzeni fizycznej, tzn. $§n-i /%(•, d£) jest słabą* granicą 
ciągu funkcji kwadratowych {ulu3.} , który jest ograniczony w L1(Rn). Tak 
więc H-miary dają dokładniejszą charakteryzację braku zwartości, biorąc 
pod uwagę kierunki oscylacji.

Twierdzenie fundamentalne można uogólnić na przypadek bardziej ogól-
nych form kwadratowych zależnych od u£ w kontekście operatorów pseudo- 
różniczkowych (Hórmander [75]). Przypomnijmy, że standardowy operator 
pseudo-różniczkowy P  jest określony przez swój symbol (qij(x, £))i<żj<m 6 
C°°(Rn x Rn) wzorem

m
(Pu)i(x) =  ^ P ' 1 (qij(xr )Jruj (-))(x)

J=l
zachodzącym dla każdej gładkiej funkcji u  = (Ui).

Twie r dze nie  9.3. Niech ciąg {u£} będzie słabo zbieżny do zera w prze-
strzeni L2(Rn)m. Istnieje podciąg ciągu {u£} i H-miara pL takie, że dla
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dowolnego multijednorodnego operatora pseudo-różniczkowego P stopnia 0 
o symbolu głównym {qij(x, Q ) i< i , j< m  zachodzi równość

m
lim \ P (u£) • u £ dx = \ \ T  qij{x,a)lHj{dx,di)
e —►O J j  jRn Rn Sn_1

= \ \ tr{q(x>£) n(dx,d£)}.
Rn Sn_1

Ponadto miara pi jest hermitowska i pólokreślona w następującym sensie:

{ tHj = Pji, 1 < i, j  < m ,
m

Hijhihj jest dodatnią miarą Radona, h  £ Cm.
i,3=1

Ponadto jeśli u £ =  O poza domkniętym zbiorem K  w Rm, wówczas supp fi C 
K  x §n_1.Uwa ga  9.3. Zauważmy, że Ya j =i QijVij ~  tr(<jr/z), gdzie qpi oznacza 
iloczyn macierzy pi i q, przy czym obie macierze mają wymiar m  x m. 
Zwykle używamy notacji następującej (por. Tartar [155]):

m
({p -Q (x ,£ ,u )))  = \ J 2

Sn-1 i,j=1

gdzie Q (x,£ ,U ) =  Yli!j=iqij(x,€)UiUj, a U  jest tutaj zmienną pozorną.

P r z y k ł a d  9.5. Ostatnie twierdzenie 9.3 pozwala na charakteryzację gra-
nicy ciągu \u£\2. Niech qij ma postać

qij(x,€) = <p(x)óij, 1 < i , j < m ,  (peCo°(Rm).

Zastosowanie ostatniego twierdzenia daje
m

lim \u£\2 = y~] \ pu(dx,d£). 
e—>0 r~.; JZ=1§n—1

T w ie r d z e n ie  9.4. Niech pi będzie H-miarą spełniającą zasadę lokalizacji. 
Niech (qij(x,£))i<ij<m będzie symbolem jednorodnym stopnia 0 względem £. 
Ponadto, niech

m n
A =  {(as,£ )U) € Rn x 5 n_1 x C m : £  £  Ą k(x)£,kUj =  0, 1 < l < io}-

j —1fc=l
Jeżeli

m

<łi3(XiO UiU3 ^  0
i,3=1

dla każdego (x ,£ ,U ) £ A ,
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II części pracy, wiele problemów pozostaje jak dotychczas nierozwiązanych. 
W szczególności dotyczy to metod numerycznych, szacowania rozwiązań 
przybliżonych itd. (por. Carstensen [37]). Książka Prohla [138] ogranicza 
się do zagadnień mikromagnetyków nieodkształcalnych, czyli sztywnych.

W niniejszej części staraliśmy się zaprezentować podejście „ciągowe”, re-
prezentowane przez i pochodzące od Tartara, Balia, Kinderlehrera, Pedre- 
gala i innych. Ciekawe jest też inne podejście, reprezentowane przez Bal- 
dera, Valadiera, Roubićka. Czytelnikowi pragnącemu poszerzyć swą wiedzę 
w ramach pierwszego podejścia można polecić książkę Pedregala [123] oraz 
obszerny artykuł Mullera, natomiast drugie podejście jest ujęte w obszernej 
monografii Roubićka [143] oraz w kilku obszernych artykułach autorstwa 
Valadiera oraz Baldera.

Cytowana w pracy literatura stanowi zaledwie cząstkę wiedzy dotyczącej 
miar Younga. W wielu artykułach pojęcie miary Younga występuje pod inną 
nazwą (np. relaxed controls, measures of oscillations); tak jest np. w pracach 
Fattoriniego.

Podziękowanie. Praca została sfinansowana przez KBN, projekt ba-
dawczy Nr 8 T07A 052 21; trzeci z autorów był również finansowany przez 
projekt badawczy KBN Nr T07A 043 18.
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