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1. Wstep

Celem pracy jest uzyskanie rozwigzan réwnan termosprezystoéci, opisujacych
drgania harmoniczne ofrodka, za pomoca osobliwych rownan catkowych. Przez
catkowanie podstawowych rownan roézniczkowych termosprezystosci mozna wy-
prowadzi¢ zwiazki catkowe, stanowiace uogdlnienie znanych z elastokinetyki twier-
dzen SoMIGLIANA [1].

Catkowanie réwnania potencjalu termosprezystego przemieszcezenia prowadzi
réwniez do przedstawienia jego rozwiazania w postaci calek powierzchniowych.
W przypadku braku sprzeZzenia miedzy temperatura a deformacja ciala otrzymuje
sig tu znane z elastokinetyki twierdzenie HELMHOLTZA.

Uzyskane w punktach 2 i 3 rozwigzania dostarczaja tzw. potencjaléw powierzch-
niowych warstwy pojedynczej i podwéjnej. Zastosowanie tych potencjaléw pozwala
na sprowadzenie podstawowych zagadnienn brzegowych termosprezystosci do
rozwigzania ukladu osobliwych réwnan calkowych. Wyprowadzono wreszcie
twierdzenia o nieciaglosci potencjatéw termosprezystych przy przejsciu przez brzeg
obszaru na drodze bezpoSredniego catkowania réwnan spelnionych przez te po-
tencjaly. Uzyskane réwnania calkowe sa osobliwymi réwnaniami calkowymi
FreDHOLMA drugiego rodzaju. Calki w nich wystepujace rozumiane sg w sensie
warto$ci gtownych.

W ostatnim punkcie pracy podano proces budowania przyblizonych rozwigzan
réwnan termospreZystosci przez wykorzystanie tzw. kanonicznych, funkcjonalnych
réwnan catkowych. Metoda ta zezwala na przyblizone rozwigzanie réwnari termo-
sprezystoéci dla dowolnego, jednospdjnego ciala tréjwymiarowego.

2. Réwnanie fermosprezystosci

Rozpatrzmy jednorodne, izotropowe i doskonale sprezyste cialo zajmujace
obszar V ograniczony powierzchnig 2. W o$rodku tym stuszne sa réwnania zlinea-
ryzowane termosprezystodei [2 1 3]

(2.1) g, ke-H(A-p) ug, ri+Xe = 6, ol

1 » <
Gkk_; —_nuk.k:“—;’ ilj:k=132!3‘

(]
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Pierwsze réwnanie przedstawia réwnania przemieszczeniowe (réwnania ruchu),
drugie jest rozszerzonym réwnaniem przewodnictwa cieplnego. W réwnaniach
tych = T — T, jest wzrostem temperatury w stosunku do stanu naturalnego T,
w ktérym naprezenia i1 odksztalcenia sg réwne zeru. Symbole #; oznaczaja sktadowe
wektora przemieszezenia, X; skladowe wektora sit masowych, Q jest funkcja opi-
sujgca intensywnoéé zrodet ciepla. Wielkoscei p i 4 sg statymi Lamégo, odniesionymi
do stanu izotermicznego. Dalsze oznaczenia sa nastepujace: y = (3442u)a,
gdzie «, jest wspolczynnikiem liniowej rozszerzalnosci cieplnej, o gestoscia,
a x = Mofoc, jest wspolczynnikiem, w ktérym A, jest stata przewodnictwa cieplnego,
a ¢, jest cieplem wiaSciwym przy stalej deformacji. Wreszcie O = W/pc,, gdzie W
oznacza ilo§¢ ciepla, wytwarzana w jednostce czasu i objgtosci, a n = yTy/Ap.
Funkcje w, 0, X; 1 Q sq funkcjami miejsca i czasu. Kropka nad funkcjg oznacza
pochodna wzgledem czasu.

Do réwnan (2.1) doda¢ nalezy réwnania konstytutywne
22) o1y = 2u e+ (Aegr — y0) Oy

oraz zwigzki miedzy odksztalceniami i przemieszczeniami

1
(23) ey = U, ) = = (s, g+up,0)-

Dokonujac rozktadu wektora przemieszczenia i wektora sit masowych na czegéé
potencjalna oraz cze$é solenoidalng

(2.4) u = Dit+eix Pry, Xi= 0@ ategrxrs)
doprowadzimy uklad réwnan (2.1) do postaci

1 1
(VZ— zdf)¢=m0“——2ﬂ,
e €y
(2.5)

(vz laz)sv— ! (V2 la)o 2 = <
r:.f.‘ 4= Cixi, O — 00 V2D = Pt

Wprowadzilimy tu oznaczenia

A2u . y a_a
’ Y

cz — = s m=——:»
e o o
Réwnanie (2.5); przedstawia podiuzng fale sprezysta, a (2.5); falg poprzeczna.
Réwnanie (2.5); jest réwnaniem przewodnictwa cieplnego. Po wyeliminowaniu

z (2.5); i (2.5); temperatury, mamy
1 1 m 1 |
2. e grs il ey e e
(2.6) (v c?a‘)(v . xa,)@ mo V2P = ——Q c%(vz xas)a.

W dalszych rozwazaniach zajmowaé si¢ bedziemy jedynie drganiami harmonicznymi
w czasie. Poniewaz obciazenie sitami masowymi i Zrédtami ciepla daje si¢ sprowadzié
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do zagadnienia brzegowego, zalozymy w dalszych rozwazaniach, Ze przyczyny
wywolujace drgania, wyrazone sa tylko przez warunki brzegowe.
Wstawiajac do réwnan (2.5) funkcje

D(x, 1) =P*(x) e, P(x,1) =Y (x)ent
i pomijajac Zrodia ciepla i sily masowe po prawych stronach tych réwnan, otrzy-
mamy nastepujacy uklad réwnan [4]:
E
2.0 O3d*—m6*=0, QO3¥%' =0, D§O*--[—Efr§V2®*=0.

Wprowadzono tu oznaczenia

O2%2=V2+h2, a=1,2,3, hh= 2 hy = £, hy = E(E)%, & =1msx.
c Ca £i\ioé
Eliminujac z rownan (2.7); 1 (2.7); funkcje 0%, otrzymamy réwnanie fal podiuznych
(2.8) D Ok 2* =0,
gdzie
D% =V2+k}, Di=V2+4.
Wielkoéci ky 1 k3 sq pierwiastkami réwnania
k4 — 2[R+ +e) ]+ hmh =0
i przyjmuja wartosci

ky=ar— iy, r=13 a>0, f=0.

Oznaczajac ki = ky (€), k3 = k3 (&) mamy ky (0) = hy, k3 (0) = h;s. W dalszych
rozwazaniach, dotyczacych wylacznie drgan harmonicznych ze wzgledu na zmienna
czasowa, opuszczaé bedziemy gwiazdki przy funkcjach @*, 0% itp.

3, Postaé calkowa rozwigzania réwnania potencjalu termosprezystosci

W niniejszym ustepie rozpatrywaé bedziemy jedynie fale podtuzne, powstate
w ciele ograniczonym ¥ o brzegun X. Punktem wyjécia naszych rozwazan beda
réwnania (2.8) i (2.7);. W celu uzyskania tozsamosci calkowej, okreslajacej funkcje @
dla xeV przy pomocy calek powierzchniowych, wychodzimy z nastgpujacych
réownan dla dwu dowolnych funkeji @ (x) i @(x):

G [ar@ @ e 0% 0L 2@ - ¢ 03, 03, 2 9] =
= [V @@ G VIO E —POVD O+ KT +KD) [dV (§) [P () V2 (§) —
4 v

— D (E V2D ().
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Wykorzystujac wzér podstawowy dla bilaplasjanu

od
(3.2) de(@V“(D OVAQ) = (df.'[ V2 @)-———- GJ-—- (V2 9‘5) +
4

. 0 ) 0 a(ﬁ]
TP () —(F )—();_
oraz przeksztalcenie Greena
f OV2D— DV2 D fdz(qsa(b @aq'))
(3.3) dv(dVv: o — 2Q) = o= o
v

przedstawié mozemy réwnanie (3.1) w nastgpujacej postaci:

(3.4) f dv (@ 0}, 03, ¢ — @ 0%, 0%, D) =

V —
f (,a 2 @a vg"b) f(vup < vqsm 2z
=} d& qjd—nmﬁé_ on 0 'z on e on

gdzie
2=V2+k3+ k3.

Zalézmy, Ze funkcja @ nie ma osobliwoéci w obszarze ¥ i spetnia réwnanie jedno-
rodne

(3.5) Di; Dis d=0, xeV.

Temperatura 0 zwiagzana z funkcja @ dana jest za pomocg wzoru
1 2

(3.6) —— 0:9d.

Niech funkcja @ spetnia nastgpujace réwnanie osobliwe w nieskoriczonej przestrzeni
termosprezystej:

3.7 0%, 03, D (x, &) = — md (x — &),
gdzie 0 (x) jest funkcja Diraca. Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja [5]

m e~V _ p—ikar

A

(3.8)
=x—&xy—§&), Jj=123.

Latwo mozna sprawdzi¢ [z réwnania (2.5);], Zze funkcja @ jest potencjalem ter-
mosprezystego przemieszczenia dla skupionego zrédia ciepla o intensywnosci #,
dzialajacego w punkcie & Dla obszaréw zewnetrznych funkcja @ spelnia réwniez
rozszerzony na zagadnienie termosprezystoci warunek wypromieniowania [4].
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Zauwazmy, Ze

" I 1
(B9 xH=—0{0=— =1 [ — i3) e =™ — (b} — &3) e =],

Wstawiajac (3.7) do réwnania (3.4) i biorac pod uwagg réwnanie (3.6) otrzymamy
nastepujace podstawowe wzory:

1 = 0 0 _
(3.100 @(x)= ;;fd.f(s) [(b (&, x) i 029 (&) — D (&) = 02 (¢, x)] ==
&=

1 0 — — 9
=5 ;!dE(E)[W(D(E) 5;@(5’}() —Vzdf*(.f,x)gn—@(f)] dla xeV

oraz
3.11) O(x)=0 dlaxeE—V,

gdzie E jest calg przestrzeniq.
Roéwnania te mozna przeksztalcié wykorzystujac zwiazek migdzy funkcja @
i 0 wedhug wzoru (3.6). Po prostych przeksztalceniach otrzymamy

fzi(_ 00 arTb) 1[ oD o ]}
(3.12) @(x)=ra' = | (D,,Gi)—— P (D), xeV

oraz
(3.12) B(x)=0 dla xeE—V,
H 2 2 2 2 el

TRy

Wzér (3.12) okreéla funkcje @ (x) wewnatrz obszaru ¥ za pomoca funkcji @ (&),

0D (5)/on, 0 (&) i 00 (£)/on na powierzchni X. Stosujac do funkcji (3.12) operacje
1/m [} i wykorzystujac wiasnosci funkcji @ oraz zwiazek

— (& — i) (k3 — i) = ehi I

dla temperatury, otrzymamy analogiczny wzoér
- 0
0(x) =fd2'-'(£) [B(E, x) 500 — 9(5) 9(5 x)]
=

(E)

J —
—}——de‘(E) [(D(-E x) - 45(5)5@(«5, x)]. xeV

6(x)=0 dlaxeE—V,
gdzie

nmy
a_shﬁ’ & =mnmx.
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W przypadku braku sprz¢Zenia (e = 0) otrzymamy z réwnania (3.13)

[eliz-o]
(3.14) [0()]0= | A% 95—05—56 L5

N

Poniewaz dla zagadnienia niesprzezonego mamy ki (0) = Ay oraz k3(0) = A3,

1
e M Wzér (3.14) przyjmuje

zatem z réwnania (3.9) wynika, ze (0,0 = =

postaé

1 e 9
(3.15) [ﬂ(x)lz_o=4—;fd)3(§)[ . 56(5)—9(6)5;1(
z

e~ thyr

)] w  E=EGE),

r
xeV.

Wzbr (3.15) jest znany jako wzér Greena dla niesprzezonego, klasycznego réwnania
przewodnictwa cieplnego [6].

Wréémy do réwnania (3.12) i zatézmy, ze mamy do czynienia z o$rodkiem hipo-
tetycznym, w ktérym a; = 0. W takim os$rodku jest y = 0 oraz m = 0. Zwazywszy, Ze

—'"hf = —thgr

m e e

1
o BB mOE%heo =™

(16  [Bl =~ o

wstawiajac (3.16) do wzoru (3.12) otrzymamy

i ot —ihyr
(3.17) @(x)=ngd2<f)[( - )a@@)—q‘@a( r )]
z
r=r(x§£, xeV.

Ze wzoru tego latwo juz przej$é do osrodka, w ktérym ruch odbywa si¢ w warun-
kach adiabatycznych (elastokinetyka klasyczna). W wielkodci /; nalezy jednak
zastapi€ izotermiczne stale Lamégo upi A, przez stale adiabatyczne usi As. Wzér
(3.17) jest znanym z elastokinetyki wzorem Helmholtza [7].

Wyprowadzone dla zagadnienia sprezonego termospreZystosci wzory (3.12)
i (3.13) nie stanowia kompletnego ukladu funkcji rozwigzujacych ogélne zagad-
nienie brzegowe. Dlatego przejdziemy do poszukiwania ogblniejszych przedstawieit
catkowych rozwiazania, uZywajac badZz bezposredniej metody catkowania pod-
stawowych réwnan termosprezystodei, badZ tez wykorzystujac twierdzenie ¢ wzajem-
nosci [8 i 9]. )

4. Posta¢ calkowa ogélnego rozwigzania réwnain sprzezonej termosprezystosci

DaZeniem naszym jest przedstawienie wektora przemieszczenia i temperatury
w.punkcie wewngtrznym x obszaru ¥ za pomoca calek na powierzchni 2, ograni-
czajacej ten obszar,

Zat6zmy, Ze przyczyny wywolujace ruch oérodka sa sprecyzowane przez warunki
brzegowe. Skonstruujemy rozwigzania nast¢pujacych réwnan termosprezystosei:

(4.1) Oy, = — 02 oy
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oraz
4 -
4.2) 0,xx -+ h30 +— =0, xeV, ijk=123,
gdzie
oy =o0y(x), wm=wul), 0O=0(), a=_;.

=
Do réwnan rézniczkowych (4.1) i (4.2) dolaczamy réwnania konstytutywne
(4.3) o1 = 2 g, + (Aug,x — y0) dy.

Roéwnania rézniczkowe (4.1), (4.2) oraz zwiazki (4.3) opisuja amplitudy ruchu
harmonicznego.

Przyjmijmy inny uklad réwnan, odpowiadajacy termosprezystemu o$rodkowi
nieograniczonemu, w ktorym dziala skupione Zrdédio ciepla o intensywnodci =
i zmieniajace si¢ W sposéb harmoniczny w czasie. Wszelkie funkcje wystepujace
w tych réwnaniach oznaczamy funkcja z kreska poziomy:

(4.49) Oijy = — 02 ouy
oraz
_ g o P
(4.5) 9}5+ff38+'£ux,k=—5(x—§),

oy=oy(x, &, 0=00x8, w=ul?é.
Ponadto dolaczamy do powyiszych réwnan wzory Duhamela-Neumanna
(4.6) a1y = 2u g, + (Gt — ¥0) 8y -

Kombinujge odpowiednio uklady réwnan (4.1), (4.2) i (4.3) oraz (4.4) (4.5) i (4.6),
calkujac je odpowiednio po obszarze ¥ oraz wykorzystujgc przeksztalcenie Greena,
otrzymamy nastepujace réwnanie:

: o 0 0 _
@7 0w =fd2(5)la(§’x)$5(f) — 003,06 x)] =

1 _ -
e 5 de'(E) (wi(&, )pi(§) —w (O pi(§, x)], xeV.

Tutaj wprowadzono oznaczenia
pi(€) = oy (&) n; (&),  pe (€, x) = oy (& x) ny (§),

a operacje rozniczkowania, wystepujace pod znakiem calek powierzchniowych,
przeprowadzone sa wzgledem zmiennych & Wzér (4.7) przedstawia zwiazek miedzy
temperaturg 0 w punkcie x € ¥V a funkcjami 0, 06/dn, u; i p; na powierzchni Z.
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Poréwnanie zwiazkéw (4.7) i (3.13) pokazuje, jak zwigzane sa na powierzchni X
wartoéci potencjatu @ i jego pochodnej 09/on z obciazeniami p; oraz przemieszcze-
niami powierzchniowymi u;. Aby otrzymaé reprezentacje catkowa dla wektora
u (x) dla x € V nalezy przyjaé dwa inne uktady zwiazkéw, mianowicie uktad row-
nan (4.1), (4.2) i (4.3) oraz uklad réwnan

Y
~ui =0,

(4.8) ol = 2uityy + (uy — y0) 6y, ijik,s=1,2,3;
=8, 6=ux8, 05=0xE¢.

o, =— oo —8(x — &b, 0%+ M0+

Powyzszy uklad réwnan odnosi sig do sity skupionej harminicznie zmiennej w czasie,
przylozonej do punktu & i skierowanej wzdtuz osi xs. Kombinujac odpowiednio
ukfady réwnan (4.1), (4.2) i (4.3) oraz (4.8) otrzymamy nastepujacy wzdr:

(49 us(x) = fdz (&) g (& %) e (6) — e (6) P (6, %)) +

z

0 0
% aldﬂ(&) [63 (&, x) > 6(& — 0.5 > 05 (&, x)] g
gdzie
wp(e, &) =i (x, ) = up (6, %), P& %) = oy (&, )y ().

Funkcje ;. i 0¢ podobnie jak i #; i § sa funkcjami Greena dla o§rodka termospre-
Zystego [5] i sa funkcjami znanymi,

Wzory (4.7) i (4.9) stanowia sprzezong reprezentacje catkowa ogélnego roz-
wiazania termosprezystosci. Sa one uogélnieniem znanych z elastostatyki wzordw
Somigliana na zagadnienia termosprezystosci [1]. Zauwazamy, Ze funkcje 05 i us
nie sa dowolne, lecz zwigzane sa zwigzkami

(4.10) us(x, &) = abs(&, x), 05(x, &) = — 05 (&, x).

Zwiazek ten mozna otrzymaé przez odpowiednie wykorzystanie ukladéw rdwnan
(4.4)~(4.6) oraz (4.8) lub tez bezpoérednio z twierdzenia o wzajemnosci. Jeéli funkcje
Greena u¢ i 0 oraz u i 05 dobra¢ w ten sposéb, aby odnosily si¢ do ciata zajmuja-
cego obszar V ograniczony powierzchnia X' i przyjaé, ze na X powinny byé spel-
nione warunki brzegowe

E(—:O, §=0, uf=0, 08 =0 na 2,

to réwnania (4.7) i (4.9) uproszcza sig do postaci

J 1
0(x) = — fﬂ'z(f)[f’(-f)aﬂ(f, X) + Epi(&, x)],
@.11) *
d
) = — [420 |us@rt e 0+ a0 2006,
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Wzory (4.11) stanowia rozwigzanie pierwszego zagadnienia brzegowego, w ktérym
dane sa na X przemieszczenia w; oraz temperatura 0. Gdyby funkcje us i 0 oraz
ug 1 0% odnosily si¢ do ciala zajmujacego obszar ograniczony V, na ktdrego po-
wierzchni nie ma obciazen ani zmian temperatury, to do réwnan (4.7) i (4.9) nale-
zaloby wstawid

E-;'—"O, 3—10, pfzo, ff=0 nalt.

Wtedy wzory (4.7) i (4.9) przyjma postaé

J _ 1 _
0(x)=— fd)l' (&) [U €3] 5;; 0(& x)— L (&, X) pr (5)] ;
(4.12) < L3
us(x) = fdf €3] [u?.- (& x)px(5)— 0 (E).Ei 02 (&, x)]

i stanowig rozwiazanie drugiego zagadnienia brzegowego, w ktérym na X dane
sa obciazenia p; i temperatura 0. Jednakze stosowanie wzoréw (4.11) i (4.12) jest
ograniczone ze wzgledu na trudnoéci zwiazane z uzyskaniem funkcji Greena uy,
0, u}. i 6 spehiajacych z gory dane warunki brzegowe.

5. Potencjaly termosprezyste oraz rownania calkowe dla zagadnien brzegowych

WprowadZmy analogicznie do potencjatéw elastokinetyki [10] termosprezyste
potencjaly powierzchniowe. I tak termosprezystym potencjalem warstwy poje-
dynczej nazywaé bedziemy uktad

Vs(x) =2 f dZ(&) g () uy (& %) + 2afd2' Oy 0° (¢ x),
(51) B4 5 z
V) =2 f dEE p©OIE )+ f dE©) pu(©ue(E, ),

&
gdzie gr = @g(§) i v = p (£) sa nieznanymi gestodciami powierzchniowymi od-
powiedniej regularnoéci. Wystepujace tu funkcje u, 0, #¥ i 0% sa funkcjami Greena,
‘okre§lonymi za pomoca wzoréw (4.4)(4.6) oraz (4.8) i odnoszacymi si¢ do termo-
sprezystej przestrzeni nieograniczone;.
TermospreZystym potencjatem warstwy podwdjnej nazywamy uklad

' P}
Ws(x) = ZIdZ‘(E) or (&) pi (&, x)+2afd2(€)w(§)5; 65(£, x) .
(5.2) x . ;
W) =2 f dZEyE 00 +— f dZ(&) i (O)pr(& %)

We wzorach (5.2) wprowadziliSmy oznaczenia
P (€ x) = puy g + (A — v09) Sslny

(5.3) \ h . _
pi (&, X) = Ruugn + (Pup,p — y8) dislng .
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Zdefiniujmy jeszcze potencjal termosprezZysty, bedacy kombinacja liniowa po-
tencjaléw warstwy pojedynczej i podwdjne;j:

[

My(x) = de(E) ok (©Oph(E, x) + Zade(E) P(E) 05 (£, X),
(5.4) 5 :
M(x)=2 {df@) ()0, x) + = de(E) Pk (&) pr(, X) .
: i

Przy badaniu skokéw potencjatow (5.1), (5.2) i (5.4) przy przejéciu przez powierzch-
ni¢ 2 wprowadzimy nastepujace oznaczenia. Niech W (&), WP (&) i W (&)
oznaczaja kolejno granice wektora Wy () dla & — &) € 2 po powierzchni Z, W; (£)
dla £ —&yeX od wnetrza obszaru V, oraz W, (&) dla & —&yel przy EeE—V.
Mozna dowie$é, ze potencjaly Vs (x) i ¥ (x) sa funkcjami ciggtymi punktéw x e 2.
Pokazemy natomiast, Ze potencjal warstwy podwdjnej {Ws(x), W (x)} jest na tej
powierzchni nieciggly. Mamy bowiem

WP (&) = — s(&0) + Ws(&)),  WW(&) = — p(&) + W(o),
WO (&) = ps(éo) + Ws(ko), WO (%) = (&) + W (&).

Zwigzki te sa analogiczne do odpowiednich zwiazkéw dla skokéw potencjatu
harmonicznego warstwy podwdjnej. Pokazemy, Ze pierwsza calka powierzchniowa
we wzorach (5.2) jest funkcja nieciggla, druga natomiast przedstawia funkcje ciaglta.
Z pierwszego bowiem réwnania ukladu (4.8) wynika

(5.6) Pr(X) oy 5 (x, &) = — 0 (x — &) @5 (§) — w2oup(x, &) i (x) .
Zwazywszy, Ze

(5.5)

1 dla &eV,
(5.7) fﬂ'V(.\‘)d(x — &8 =h(&=1%1 dla ¢el|
v 0 dla ¢eE—-V
i calkujac funkcje (5.6) po x eV, a nastepnie zamieniajac zmienne, otrzymamy
(5.8) 2 [ dZ®) pe® P} & x) = — 2h(x) s(x) + g5 (¥),
gdzie

gs() =2 [ dV () 3,58 oy (& %) — 2002 [V (&)t (x, &) 7 (&)
v 4

Mozna wykazaé, ze gs(x) jako kombinacja calek objetosciowych jest ciaglta dla
x € 2. Podobnie biorac pod uwage réwnanie (4.9) sprawdzimy, ze drugi skladnik
potencjatu W; jest funkeja ciagla.

Wzory (5.8) i (5.2) dostarczaja pierwszej grupy zwigzkéw (5.5). Nieciaglosé
funkeji W = W (x) mozna wykazaé analogicznie przez catkowanie réwnan (5.4)
i (4.5). Drugi skladnik we wzorze na W (x) jest ciagly na powierzchni X.
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Wprowadzimy oznaczenia

pi(x) = [2uVay + WVix — yV) bylni (x),

5.9 A
69 0(x) = Vi ng(x),

gdzie funkcje V5 i V sa dane na podstawie wzoru (5.1). Mozna wykazaé, Ze

PR (E) = (&) +pr(€e), 0P (&) = (&) +0 (%0),
P& = — gr(€o) +pr (&), € (&) = — w(&) +0 (%)

Potencjaly termosprezyste (5.1)-(5.4) funkcje okre$lajace relacje skoku dla tych
potencjaléw pozwalajg na redukcje podstawowych zagadniei brzegowych termo-
sprezystodei do rozwigzania ukladu osobliwych réwnan catkowych.

Ograniczmy si¢ w naszych rozwazaniach jedynie do niektérych typowych zagad-
nien. Rozpatrzmy przypadek danych przemieszczen na brzegu przy réwnocze$nie
danej temperaturze lub przepltywie temperatury na powierzchni Z.

Zatbézmy, ze na brzegu X dane sq przemieszezenia ug(&y) = f5(&p) oraz tem-
peratura 0(&)) = g(&). Rozwigzania zagadnienia poszukujemy w postaci poten-
cjatu warstwy podwojnej (5.2) przyjmujac

(5.10)

(5.11) Us(x) = Ws(x), 0(x)= W(x).

Latwo sprawdzimy, ze funkcje Us(x) i 0(x) spelniaja réwnanie

(5.12) LuUs—y20=0, O30+Loli=0, xeV,

gdzie
Ls = (1 0p 0p+2 0) Ssx~+-(A+p) 05 Ok -

Biorac pod uwage (5.5) dla funkcji @z (&) i 9 (&) otrzymamy nastepujacy ukiad
sprzezonych réwnan catkowych:

70— 2 [AZOn @ ) — 2 [ AE@ pE 200 80 =

z z

= - fs(&ﬂ) ’
(5.13)

0 2 —
W (o) —2 f aZ@vE 50 &) _;fdz(em(s)pkce, o) =

= — g(%).

Réwnania (5.13) maja zatem postaé osobliwych rownai catkowych Fredholma
drugiego rodzaju, a catki w nich wystepujace nalezy rozumie¢ w sensie wartosci
gtéwnych,
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Dla zagadnienia niesprzeZonego otrzymujemy kolejno z réwnan (5.11) i (3.13)

Ous
[Us]g_ f dz Pr: [pk]e=-l] = 2 { dx ¥ l:;;] =0
(5.14) o

] —2J‘dz [()_[}]
(60 = J Y'on]em0’

gdzie funkcje @) 1 y spelniaja niesprzezone réwnanie catkowe

Us

s (§o) — 2fd2% [Pilemo = — fo(é0) + 2fd).'.'1p[an]
(5.15) ¥ ¥

00
(o) — 2_[ dﬁw[:);]hu: — g(&).

Zalézmy, e na brzegu X dane sg przemieszczenia ug(£p) = fi (&p) oraz przeplyw
ciepla [aa] = S(&). Rozwiazania poszukiwa¢ bedziemy w postaci
i=t

(5.16) Us() = My(x), 06()= M), xeV,

gdzie funkcje Ms, M sa okreslone za pomoca wzordw (5.4). Sprawdzimy latwo,
7e wewnatrz obszaru ¥ spelnione sa réwnania (5.12), a niewiadome gestosci @z (&)
i (&) spelniaja nastgpujacy uklad osobliwych réwnan catkowych:

¥s (€o) — 2 f dZ (&) g (8) p (&, &) — 2a f dZ (&) (&) 05 (¢, Eg)=— fs(§0),
(5.17) x z

al - 2 & =
p(&) + 2 fdsz) w(f)a—ﬂu 0(& &) + ‘a‘fdz'(é) ?’k(é)'aTmPk (&, &) =
b =

= S (&o) ,
gdzie

0
'_ﬁ(‘f, &) = lim 6_58(5 x), gdyxelX

X=*3p
i analogicznie zdefiniowane 0/dng p,, (&, &o).
Dla zagadnienia niesprzezonego otrzymamy znaczne uproszczenie réwnaf (5.17):

?s (o) — 2fdzf«s) ox (&) [Ph (€, £0)]smo — 2 f dZ (&) (&) [ws (&, &m0 =
(5.18) y = = —fi(t0),

0
p(o) +2 f dE () p () [5 0, so)Lﬂ = S(o).-

X



OSOBLIWE ROWNANIA CALKOWE TERMOSPREZYSTOSCI 667

Nie bedziemy tu wypisywaé¢ réwnat calkowych dla zagadnienia brzegowego,
w ktérym na brzegu dane sa obcigzenia. Zauwazymy jedynie, Ze jesli dane jest
obcigZenie p; = py(&p) oraz strumiefi S(&y) = S na brzegu X, to rozwigzania nalezy
poszukiwa¢ w postaci potencjalu warstwy pojedynczej Vs(x) i V(x). Korzystajac
ze zwigzkow (5.9) i (5.10) mozna réwniez explicite wypisa¢ odpowiednie osobliwe
réwnania catkowe.

Badanie istnienia i jednoznacznoSci otrzymanych osobliwych réwnan mozna
przeprowadzié w podobny sposéb jak to czyniono w odniesieniu do potencjaléw
sprezystych [10].

6. Kanoniczne funkcjonalne réwnania calkowe oraz rozwigzania przyblizone

Zalézmy, ze na brzegu X' ciala okreSlona jest pochodna normalna potencjatu
termosprezystego przemieszczenia [0@/on]y = f(£) oraz temperatura 0(&) =
= g (&). Biorgc pod uwage zwiazki (3.12) i (3.13) utworzymy nastgpujace réwnanie
funkcjonalne dla xe E — V:

; = 0 0 '
61 0= [ dE(E){[d?(E, X) 5,06 —g@) 5 o A‘)J+

1 B 3 i
i [(D?@ (& X)) f(6) — D(§) o (O D (& x))] }

oraz

i ) D
62) 0= f ax(® [o & 05,00 —g® 5,06, x)] +

z

pw? = 0l
te ] 42 [‘.’!’(«E, NE) — 2O 5, P x)] :
z

W réwnaniach (6.1) i (6.2) niewiadomymi sg funkcje d0/on oraz @ na powierzchni 2.
Jedli znamy te funkcje, to znamy réwniez 0 oraz @ dla x e V zgodnie ze wzorami
(3.12) i (3.13).

Réwnania (6.1) i (6.2) nie zawierajace funkcji @, d6/on poza catka i dla ktérych
obszar zmienno$ci punktéw x i & nie pokrywa sig, nazywamy kanonicznymi réw-
naniami funkcjonalnymi. MoZna okazad, Ze réwnania (6.1) i (6.2) maja tylko jedno
rozwiazanie dla funkcji @ i 00/on przy &e X. WprowadZmy oznaczenia

]
(6.3) 7O =X©O, 20=7Y©.

Réwnania (6.1) i (6.2) mozna rozwigzaé w sposdb przyblizony, zastgpujac je
przez liniowe rownania algebraiczne za pomoca kwadratury mechanicznej. Wy-
bierzmy N punktéw x; (j= 1,2, ..., N) na pewnej powierzchni X', ktéra zawiera
w sobie caly obszar V. Punkty x; moga byé punktami przecigcia N normalnych,
wystawionych do powierzchni X' z powierzchniag Z’. Normalne te wystawiamy
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na ogét w spos6b réwnomiernie rozlozony na X. W tym przypadku jadra funkcji
podcatkowych w réwnaniach (6.1) i (6.2) sa funkcjami ograniczonymi dla x;e 2
oraz £e 2. Mozna wiec stosowaé do tych réwnan kwadrature mechaniczng.

Roéwnania (6.1) (6.2) prowadza do przyblizonych zwigzkow

N

= 5 . 0 -
(64 2 AP P (&6 x) X&) — é‘ AEN’E;: (DR P& x)) Y (&) = a

i=1

‘oraz
N
(6.5) Z‘ AN (&, x) X (&) — = Z‘ A‘”’—(@ (é6, %)) Y (&) = by,
i=1
Li=1,2,3,..N, &ed,
gdzie

0 _ 1 =
ay= fff&‘:'(é) [2(5)5;‘15('5, X)) — 1) 0% (P G, xs))],

o
z

0 _ pw? _
by = f dz(® [g(&);); B x) —— (OB, x,f)],

Symbole A" sa wspblczynnikami danej kwadratury mechanicznej. Uktad réwnan
(6.4) i (6.5) ma 2N niewiadomych X (&), Y (&), i =1, ..., N, i moze by¢ rozwigzany,
jesli jego wyznacznik podstawowy jest rézny od zera, co na ogét daje sig zapewnié
przez odpowiedni dob6r punktéw x; na powierzchni 2.

Przyblizona postaé potencjatu @ (x), 0 (x) dla punktéw polozonych wewnatrz
obszaru V jest nastgpujaca:

N

1
66 D= Aw;[q)(si, N X(E) — ——(chp(s,, X) Y(sf)]

i=1

0 _ 1 =
- f dz(®) [g(f)—a;@(rf, N = —fO(DEBE, x))],

z

N

= w? 0
67 0= E AW [B (&, x) X (&) — ga— n @ (&, x) Y(Es)] -

i=1

0 _ ow?
- [aofi 5069 - S repe ).
z

Rozpatrzmy dowolne ograniczone cialo termospreZzyste z danymi na X prze-
mieszczeniami fi (§) oraz temperatura g (£). Korzystajac ze zwiazkéw (4.7) i (4.9)
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i stosujac analogiczng procedurg przybliZonego rozwigzania ofrzymamy dla prze-
mieszczenia 1 temperatury wewnatrz ciala nastgpujace zwigzki:
N

68)  us(®) = D AN [gr(E)uh (x, &) + ap (&) 0 (¢ 1) —

=1
2 0
- [az@|A0ne + w®5; 06 )|

oraz

N 1
(6.9) 0(x) = Z A0 [; P (6w (61, x) + p(E) O (&, x)]~
i=1

1 0 _
~ [ax@[;aome 2 + o0 506 0],

=

gdzie 4N niewiadome wartodci ¢ (&), w (&), k=1,2,3, i=1,.., N stanowia
rozwiazanie nastepujacego liniowego ukladu réwnan algebraicznych:

(6.10) u; () =0, O(xp)=0 xel’, j=12.,N.
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Peszwome
CHHI'VJIAPHBIE MHTEI'PAJIBHBIE YPABHEHMS TEPMOVIIPYTOCTHU
BriBopMTCS TAaK Has. HHTErpajibHOE MpefcTaBiieHne oBMmero pemeHust JIMHeHHON COBMECTHOI
TepMoyYNpyroctTd. IIpHHHMAaeTCs, YTO ITOCTOSHHBIE MATEPUATa H TEPMHYCCKHE MOCTOAHHBIE HE
3ABMCAT OT TEMIEPATYpEl, PacCMAaTPHBAIOTCS TAPMOHMYECKHE BO BpemeHH konebanusa, IMomyuen-

HbIe MHTErpalbHBIE 3ABMCHMOCTH COCTABJICHB! NPH HMCOOML30BAHHH [BYX CHCTEM CHHTIYISDHBIX

Rozprawy Inzynlerskie — 2
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pemennii: nepsas ofo3HAYAET CHMMETPHMECKHMIf TEH30p NEPEMEIICHWS BTOPOrO pAmA M TeM-
mepaTypel, COOTBETCTBYIONIMH JeificTBrIO B GeckomewHoif cpene cocpegoToveHiiol cHiel, Bro-
pas cucreMa 0G03HAYAET NMOTEHUMANBHBIE BEKTOD NEPEMEIICHHMS M TEMIEPATYPY BHI3BAHHYIO,
B GeckoHEYHOH TepMOYNpPYToil Cpefe, AeicTBHEM COCPEHOTOYEHHOr0 MCTOYHMKA Temma. Ilpu
HOMOLM ATHX CHCTCM CHHTYJSPHLIX peluenuii naerca pmeduAvnMs TAK HA3. TCPMOYIPYTHX MOTEH-
LHATIOB TPOCTOTO, NBOIHOrO M CMEIUAHHOTO CIOCB. 3aTEM COCTABJISETCS TaK HA3. CHHIYISApHOE,
HMATCrPANBLHOE YPABHCHHE JJISI OCHOBHEIX KPaeBbplX PEmIcHMH, DTH ypaBHeuus MMeoT (HopMy cos-
MECTHBIX, CHHTYJIAPHBIX, AHTCTPANLHLIX ypasaennii PpegromsMa Broporo posa, & CymIECTBYIONIHE
TAM WHTErpaJibl NOHMMAIOTCA B CMBICIC TTABHBIX 3HAMEHHIL. :

B mocneguem paspiene paboTel HCOOMB30BAIOCH MHTETPANGHOE IIPEACTABICHUS PEILEHHS He-
KOTOpPOTO NpPUOJMAEHHOIO PEILEHMs TPEXMEPHBIX 3a/1a¥ TepMOYIPYToCTH, NPH HCHONL3OBAHHH
TAK HAZ., KAHOHWMECKHX (DYHKUMOHANBHBIX YPAaBHEHWii.

Summary
SINGULAR INTEGRAL EQUATIONS OF THERMOELASTICITY

The present paper contains a derivation of the integral representation of the general solution
of coupled linear elasticity, It is assumed that the material and termal constants are independent
of the temperature and that the vibration is harmonic. The integral relations are obtained by means
of two sets of singular solutions of which the first determines the symmetric second order displace-
ment tensor and the temperature both corresponding to the action, in an infinite body of
a concentrated force, and the second — the potential displacement vector and the temperature
produced in an infinite thermoelastic body by the action of a concentrated source of heat. These
sets of singular solutions are used to define the thermoelastic potential of a single, double and mixed
layer and to obtain singular integral equations for the fundamental boundary-value problems,
These equations have the form of coupled singular Fredholm equations of the second kind, the
integrals involved being understood in the sense of principal values. In the last section of the paper
the integral representation of the solution is made use of to obtain an approximate solution of
three-dimensional problems of thermoelasticity using the canonical functional equations.
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