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W artykule przedstawiono sposób post´powania
podczas szacowania niezawodnoÊci du˝ych nielinio-
wych uk∏adów konstrukcyjnych. Nacisk po∏o˝ono na
zastosowanie metody ró˝niczkowania bezpoÊred-
niego (DDM). Jako przyk∏ad wybrano ˝elbetowà
konstrukcj´ budynku os∏onowego reaktora nuklear-
nego.

NiezawodnoÊç – algorytm
Zapisujàc proces stochastyczny jako wektor zmien-

nych losowych XXXXX, którego specyficznà realizacjà jest
wektor xxxxx = {xxxxxµ, xxxxxσ}, gdzie xxxxxµ i xxxxxσ sà wektorami
parametrów rozk∏adów prawdopodobieƒstwa, okreÊ-
limy funkcj´ zniszczenia jako g(xxxxx) = 0. Po dokonaniu
transformacji zmiennych x do uk∏adu zmiennych
standaryzowanych u przy zastosowaniu transformacji
Rosenblatta  xxxxx = T(uuuuu) definicja indeksu niezawodnoÊci
ma postaç [1]:

β = ||uuuuu*|| = min ||uuuuu|| pod warunkiem g(uuuuu) = 0    (1)

Istnieje kilka metod obliczania wskaênika nieza-
wodnoÊci, np. metoda R-F [2].

Zapisujàc wyst´pujàcà w równaniu (1) funkcj´ g
jako zale˝nà od wektora parametrów stochastycznych
xxxxx(uuuuu) oraz wektora przemieszczeƒ lub napr´˝eƒ ψ
zale˝nych równie˝ od x, otrzymamy jej postaç

g{xxxxx(uuuuu), Ψ [xxxxx(uuuuu)]} = 0                     (2)

Pierwsza pochodna funkcji zniszczenia g wzgl´dem
wektora zmiennych standaryzowanych uuuuu ma postaç

(3)

Pochodne ∂g/∂ψ i ∂g/∂uuuuu mogà byç zazwyczaj
obliczone w sposób jawny. Pochodne ∂xxxxx/∂uuuuu sà
obliczane ze zwiàzku xxxxx = T(uuuuu). Pochodne dψ/dx sà
wra˝liwoÊciami (pochodnymi projektowymi). Dla
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omawianego przypadku obliczane one sà metodà
przedstawionà w nast´pnym punkcie. W tym przy-
padku metodà ró˝niczkowania bezpoÊredniego [3, 4].

DDM dla konstrukcji ˝elbetowych
� Sformu∏owanie problemu
Weêmy pod uwag´ funkcj´ okreÊlonà w obszarze Ω

oraz na jego brzegu ∂Ωσ, spe∏niajàcà przemiesz-
czeniowe i napr´˝eniowe warunki brzegowe. Funkcja
ta zale˝y od napr´˝eƒ � i przemieszczeƒ w w´z∏ach qqqqq.
Zarówno napr´˝enia, jak i przemieszczenia sà zale˝ne
niejawnie od zmiennej h i sà obliczone w chwili t +∆t
(tj. na koƒcu kroku). Funkcja ta ma nast´pujàcà
postaç:

(4)

gdzie t + ∆t oznacza koniec kroku czasowego. Przy-
rostowe równanie równowagi, zapisane w uaktual-
nionej konfiguracji Lagrange’a, ma nast´pujàcà po-
staç:

(5)

gdzie BBBBBL jest takim liniowym operatorem, ˝e BBBBBL∆qqqqq
oznacza przyrost odkszta∏ceƒ (jego cz´Êç liniowà),
∆� jest przyrostem napr´˝eƒ oraz ∆QQQQQ jest przyrostem
si∏ zewn´trznych.

Celem analizy wra˝liwoÊci jest obliczenie pochodnej
funkcji (4) wzgl´dem parametru projektowego h,
nazywanej dalej pochodnà projektowà, jak nast´puje:

(6)

W dalszym ciàgu weêmiemy pod uwag´ szczególny
przypadek funkcji (4) w postaci ograniczenia prze-
mieszczeniowego jako:

Φ = |q | – qa < 0                            (7)

gdzie q jest wybranym przemieszczeniem, zaÊ qa jego
wielkoÊcià dopuszczalnà.

� Metoda ró˝niczkowania bezpoÊredniego
Celem naszym jest otrzymanie przyrostu pochodnej

funkcji (4) wzgl´dem parametru projektowego. Zatem
dokonamy ró˝niczkowania równania równowagi (5),
otrzymujàc:

(8)
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W celu obliczenia pochodnej projektowej przyrostu
napr´˝enia ∆� weêmiemy pod uwag´ jawnie ca∏-
kowane równanie konstytutywne, w którym przyrost
odkszta∏ceƒ ∆eeeee i macierz spr´˝ysto-plastyczna CCCCC (e–p)

zale˝à od zmiennej projektowej h. Macierz spr´˝ysto-
-plastyczna jest równoczeÊnie funkcjà ca∏kowitych
napr´˝eƒ � i wektora zmiennych wewn´trznych γ.
Obydwie wspomniane wielkoÊci sà znane w chwili t
(tj. na poczàtku kroku). Zatem przyrost napr´˝enia
zapiszemy nast´pujàco:

∆� = CCCCC(e–p)(tσ,tγ,h)∆eeeee(h)                     (9)

Po dokonaniu ró˝niczkowania równania (9) otrzy-
mujemy nast´pujàcy zwiàzek na pochodnà projek-
towà przyrostu napr´˝eƒ:

(10)

Po zastàpieniu wyst´pujàcego w równaniu (8)
przyrostu pochodnej projektowej przez wyra˝enie (10)
otrzymamy równanie, z którego mo˝emy wyznaczyç
pochodnà projektowà przyrostu przemieszczeƒ:

(11)

Pierwszy cz∏on powy˝szego równania (11) (w na-
wiasach okràg∏ych) jest stycznà macierzà sztywnoÊci
(spr´˝ysto-plastycznà), a ostatni jest pochodnà pro-
jektowà przyrostu wektora si∏ wewn´trznych obliczanà
przy za∏o˝eniu, ˝e przyrost wektora przemieszczeƒ nie
zale˝y od zmiennej projektowej h. Po rozwiàzaniu
równania (11) wzgl´dem przyrostu pochodnych pro-
jektowych nale˝y je – zgodnie z duchem podejÊcia
UL – akumulowaç tak jak przyrosty napr´˝eƒ i zmien-
nych wewn´trznych.

� Przyk∏adowy model konstytutywny – analiza
wra˝liwoÊci

Zaprezentujemy zarys algorytmu obliczania wra˝-
liwoÊci dla modelu konstytutywnego majàcego
zastosowanie w konstrukcjach ˝elbetowych. Weê-
miemy pod uwag´ model konstytutywny Chana-
-Scordelisa [5, 6] dla betonu oraz model spr´˝ysto-
-plastyczny z izotropowym wzmocnieniem dla stali
zbrojeniowej.

G∏ównym za∏o˝eniem modelu jest koncepcja jedno-
osiowych odkszta∏ceƒ, która pozwala opisaç za-
chowanie materia∏u w osiach kierunków g∏ównych
poprzez zwiàzki opisujàce jego stan. Mo˝liwe stany
materia∏u to Êciskanie-Êciskanie, Êciskanie-rozcià-
ganie, rozciàganie-rozciàganie. Opiszemy tu jedynie
stan materia∏u dla Êciskania w obu kierunkach. Rów-
nanie dla stanu jednoosiowego Êciskania  jest opisane
równaniem Saenza [7]
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(12)

W równaniu powy˝szym Eo jest poczàtkowym
modu∏em Younga, Es jest modu∏em siecznym, εiu sà
zast´pczymi odkszta∏ceniami jednoosiowymi, εic sà
maksymalnymi odkszta∏ceniami jednoosiowymi, zaÊ
σic sà maksymalnymi napr´˝eniami jednoosiowymi.
Zwiàzki dla σic i εic dla stanu Êciskanie-Êciskanie sà
zdefiniowane zgodnie z krzywà Kupfera-Gerstle’a [8]

(13)

gdzie β jest stosunkiem napr´˝eƒ g∏ównych σ1/σ2.
Postaç prawej strony równania (11), w∏aÊciwa dla
˝elbetu w p∏askim stanie napr´˝enia, przyjmuje
postaç:

(14)

W powy˝szym równaniu (14) CCCCC jest macierzà kon-
stytutywnà dla materia∏u ortotropowego zale˝àcà od
aktualnych modu∏ów w kierunkach g∏ównych, zaÊ
CCCCC(e–p) jest macierzà spr´˝ysto-plastycznà dla stali zbro-
jeniowej b´dàcej w jednoosiowym stanie napr´˝enia.
W celu obliczenia pochodnej projektowej przyrostu
wektora si∏ wewn´trznych (11) nale˝y znaç pochodne
modu∏ów stycznych zale˝àce od stanu materia∏u, tj.
ca∏kowitych napr´˝eƒ i odkszta∏ceƒ oraz ich po-
chodnych. Przyrost napr´˝enia w kierunku i mo˝e byç
wyra˝ony nast´pujàco:

∆σi = Ei(εiu, εic(β, h), εic(β, h))∆εiu          (15)

Pochodna projektowa przyrostu napr´˝enia (15)
przybiera postaç:

(16)

Pochodna projektowa modu∏u stycznego ma
postaç:

(17)

Pochodne czàstkowe wyst´pujàce w równaniu (17)
dla stanu Êciskanie-Êciskanie mogà byç otrzyma-
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ne drogà ró˝niczkowania równaƒ krzywej Kupfera
i Gerstle’a (12, 13), natomiast pochodne zwyczajne
muszà byç akumulowane w czasie.

Analiza konstrukcji
� P∏yta McNeice [9]
Pierwszym przyk∏adem jest p∏yta McNeice o wy-

miarach 36 x 36. GruboÊç zast´pcza warstwy zbrojenia
(ortotropowego) wynosi 0,11. Odleg∏oÊç tej warstwy
od dolnej powierzchni p∏yty wynosi 0,44. Poczàtko-
wy modu∏ Younga dla betonu równa si´ 4,15·106.
Granica wytrzyma∏oÊci na Êciskanie wynosi 5,5·103.
Modu∏ Younga dla stali równa si´ 2,9·107. Granica
plastycznoÊci wynosi 6,0·104. P∏yta jest obcià˝ona
w Êrodku jej rozpi´toÊci si∏à skupionà równà 5000 oraz
punktowo podparta w naro˝ach. Uk∏ad jest zdyskre-
tyzowany 36 izoparametrycznymi, dziewi´ciow´z∏o-
wymi, warstwowymi, p∏ytowo-pow∏okowymi elemen-
tami typu Ahmada [10] (rys. 1).

Uk∏ad stochastyczny sk∏ada si´ z czterech para-
metrów projektowych zwiàzanych ze zbrojeniem oraz
mno˝nika obcià˝enia. Zmienne stochastyczne zosta∏y
zdefiniowane jako gruboÊci warstw w czterech
çwiartkach p∏yty. Podlegajà one rozk∏adom nor-
malnym o odchyleniach standardowych, kolejno
(przeciwnie do ruchu wskazówek zegara liczàc od
lewego dolnego rogu), 5%, 10%, 10% oraz 15%.
Mno˝nik obcià˝enia podlega rozk∏adowi logaryt-
miczno-normalnemu, którego odchylenie standar-
dowe wynosi 20%. Ograniczeniem projektowym jest

warunek nieprzekraczalnoÊci pionowego przemiesz-
czenia punktu Êrodkowego p∏yty, którego wartoÊç
wynosi 0,16.

Rys. 1a przedstawia pole przemieszczeƒ, zaÊ 1b po-
le wra˝liwoÊci przemieszczeƒ, gdy parametrem pro-
jektowym jest gruboÊç warstwy zbrojenia znajdujà-
cego si´ w prawej, górnej çwiartce p∏yty. Pola przed-
stawione na rys. 1a i b odpowiadajà maksymalnemu
przemieszczeniu osiàgni´temu w analizie deter-
ministycznej wynoszàcemu 0,15 dla poziomu 73% ca∏-
kowitego obcià˝enia.

Dla tak zdefiniowanego uk∏adu stochastyczne-
go wskaênik niezawodnoÊci β wynosi 4,283, zaÊ
odpowiadajàce mu prawdopodobieƒstwo awarii
9,2376·10-6.

� Budynek os∏onowy
Nast´pnym przyk∏adem jest badanie niezawodnoÊci

uk∏adu konstrukcyjnego budynku os∏onowego reak-
tora. Schemat konstrukcji przedstawiony jest na rys. 2.
Konstrukcja sk∏ada si´ z cylindra o promieniu 20 m
oraz kopu∏y. WysokoÊç ca∏ej konstrukcji wynosi 64 m.
Schemat dyskretyzacji konstrukcji 640 elementami
skoƒczonymi, takimi jak u˝yte w poprzednim przy-
k∏adzie, podano na rys. 3. Zastosowano równy podzia∏
20 elementami na obwodzie. Stref´ I podzielono na
40 elementów, II na 120 elementów, III na 80 ele-

Rys. 1. P∏yta McNeice: a) pole przemieszczeƒ, b) pole wra˝li-
woÊci przemieszczeƒ; parametr projektowy – gruboÊç warstwy
zbrojenia znajdujàcego si´ w elementach w prawej górnej
çwiartce p∏yty

Rys. 2. Konstrukcja budynku os∏onowego: a) przekrój po-
przeczny, b) typowy przekrój Êciany
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mentów, IV na 40 elementów, V na 180, VI na 120 i VII
na 40 elementów. Liczba w´z∏ów wynosi 2600, zaÊ
liczba stopni swobody 12 800. Konstrukcja jest spr´-
˝ona uk∏adem ci´gien. Wp∏yw spr´˝enia zosta∏ zastà-
piony oddzia∏ywaniem ciÊnienia zewn´trznego, które-
go rozk∏ad jest w przybli˝eniu zgodny z uk∏adem
zbrojenia, lecz pewnymi odst´pstwami. CiÊnieniem
544 kN/m2 obcià˝ono, liczàc od podstawy, 160 pierw-
szych elementów, 60 nast´pnych obcià˝ono ciÊnie-
niem 534 kN/m2, a 260 kolejnych elementów ciÊnie-
niem 640 kN/m2. Elementy górnej cz´Êci kopu∏y sà
obcià˝one ciÊnieniami 600 kN/m2 (pierwsze 120 od
góry) i 720 kN/m2 nast´pne 40 elementów. Dane
dotyczàce gruboÊci i uk∏adu poszczególnych warstw
zbrojenia podane zosta∏y w pracy [11]. Modu∏ spr´-
˝ystoÊci stali p∏aszcza wewn´trznego i zbrojenia
wiotkiego wynosi 2,1·108 kN/m2, zaÊ zbrojenia spr´-
˝ajàcego jest równy 2,025·108 kN/m2. Granice plas-
tycznoÊci dla stali p∏aszcza, zbrojenia mi´kkiego i spr´-
˝ajàcego wynoszà odpowiednio 1,68·105 kN/m2,
4,2·105 kN/m2 i 3,2·105 kN/m2. Modu∏ wzmocnienia
dla wszystkich rodzajów stali wynosi 1,0·107 kN/m2.
Poczàtkowy modu∏ Younga dla betonu wynosi
3,0·107 kN/m2, wytrzyma∏oÊç na Êciskanie jest rów-
na 3,2·104 kN/m2 i wytrzyma∏oÊç na rozciàganie
wynosi 3,2·103 kN/m2.

Celem analizy jest okreÊlenie niezawodnoÊci uk∏adu
z uwzgl´dnieniem warunku ograniczenia przemiesz-
czeƒ. Konstrukcja badana jest w zakresie nieliniowym.
Dla betonu zosta∏ przyj´ty wy˝ej opisany model kon-
stytutywny, a dla stali przyj´to model materia∏u
spr´˝ysto-plastycznego ze wzmocnieniem. Aspekty
analizy równowagi uk∏adu, analizy wra˝liwoÊci oraz
niezawodnoÊci metodà Monte-Carlo zosta∏y opisane
w pracach [12, 13, 14, 15].

Na poczàtku przeprowadzona zosta∏a analiza
wra˝liwoÊci konstrukcji w zakresie obcià˝eƒ od fazy
spr´˝enia, poprzez faz´ wzrostu ciÊnienia wewn´trz-
nego, do jej zniszczenia. Parametrem projektowym
jest gruboÊç warstwy zbrojenia obwodowego, wew-
n´trznego w wybranym elemencie (141).

Wyniki analizy wra˝liwoÊci sà przedstawione na
rys. 4 i 5. Na rys. 4 przedstawione zosta∏y kszta∏t
konstrukcji w fazie spr´˝enia oraz pole wra˝liwoÊci
przemieszczeƒ dla wybranego parametru projek-
towego. Rys. 5 przedstawia kszta∏t konstrukcji w fa-
zie zniszczenia dla ciÊnienia wewn´trznego wy-
noszàcego 1064 kN/m2 oraz przemieszczenia po-

ziomego punktu znajdujàcego si´ na Êrodku po-
wierzchni bocznej cylindra równego 0,174 m. Z lewej
strony przedstawiono pole wra˝liwoÊci przemiesz-
czeƒ dla tego samego parametru projektowego.
Widoczna jest jakoÊciowa ró˝nica w rozk∏adach
wra˝liwoÊci dla obu faz. W fazie spr´˝enia, gdy kon-
strukcja zachowuje si´ praktycznie rzecz bioràc li-
niowo, rozk∏ady gradientów wra˝liwoÊci sà skon-
centrowane w pobli˝u badanego elementu, natomiast
w fazie zniszczenia, gdy nieliniowe zachowanie ma-
teria∏u jest bardzo znaczàce, wp∏yw zmiany gruboÊci
warstwy zbrojenia w badanym elemencie propaguje
si´ na ca∏à konstrukcj´.

W dalszym ciàgu przeprowadzona zosta∏a analiza
niezawodnoÊci uk∏adu. Parametrami projektowymi
i losowymi sà odleg∏oÊci ca∏ych warstw zbrojenia od
powierzchni Êrodkowej pow∏oki. Tym samym uk∏ad
stochastyczny sk∏ada si´ z 6 parametrów zwiàzanych
ze zbrojeniem oraz mno˝nika obcià˝enia. Przyj´te
zosta∏y nast´pujàce odchylenia standardowe dla
odleg∏oÊci warstw od powierzchni Êrodkowej: 0,8%,
0,4%, 0,5%, 0,5%, 0,1%, 0,5% (rozk∏ady Gaussa) oraz
dla mno˝nika obcià˝enia 20% (rozk∏ad logarytmiczno-
-normalny).

Funkcja zniszczenia zosta∏a przyj´ta tak jak w po-
przednim przyk∏adzie. Ograniczenie na∏o˝one zosta∏o
na przemieszczenie poziome punktu 651 znajdujàcego
si´ w po∏owie wysokoÊci cylindra i wynosi 0,035 m.

Rys. 3. Podzia∏ na elementy skoƒczone (a), strefy ró˝nego
zbrojenia (b)

Rys. 4. Kszta∏t konstrukcji: a) faza spr´˝enia, b) pole wra˝liwoÊci
przemieszczeƒ; parametr projektowy – gruboÊç warstwy zbro-
jenia, wewn´trznego – obwodowego w elemencie 141

a)

b)
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Przemieszczenie deterministyczne dla ciÊnienia wew-
n´trznego 415 kPa wynosi 0,186E-3 m. Otrzymany po
49 iteracjach wskaênik niezawodnoÊci wynosi 6,561.
Dla tego poziomu obcià˝enia na rys. 6 przedstawiony
zosta∏ kszta∏t konstrukcji oraz pole wra˝liwoÊci prze-
mieszczeƒ, gdy parametrem projektowym jest od-
leg∏oÊç wyk∏adziny ochronnej (liner) od powierzchni
Êrodkowej we wszystkich elementach

Pe∏en przebieg analiz równowagi i wra˝liwoÊci dla
fazy zniszczenia zajmuje oko∏o 20 godzin CPU kom-
putera DEC APLHA (677 MHz, 4CPU), jedna iteracja
programu niezawodnoÊciowego dla badanego wa-
runku projektowego zajmuje oko∏o 12 godzin CPU.
Czas przebiegu modu∏u niezawodnoÊciowego stanowi
u∏amek procentu ca∏ego procesu obliczeƒ. Dla porów-
nania, podobne obliczenia (analiza równowagi) dla
powy˝szego przyk∏adu wykonane kilka lat temu na
komputerze CRAY YMP4E zajmowa∏y oko∏o 2 tygodni
CPU i analiza niezawodnoÊci tego typu uk∏adów opisy-
wanà metodà wówczas w zasadzie nie by∏a mo˝liwa.

Program komputerowy i uwagi koƒcowe
Program komputerowy sk∏ada si´ z dwóch mo-

du∏ów, modu∏u analizy niezawodnoÊci rozwiàzujàcego
problem przepisany równaniem (1) oraz modu∏u
analizy równowagi rozwiàzujàcego problem prze-
pisany równaniem (5) z implementowanà analizà
wra˝liwoÊci, potrzebnà do obliczenia pochodnej
funkcji zniszczenia wzgl´dem zmiennych standary-

zowanych danej równaniem (3). Ogólne sformu∏owa-
nie dla analizy wra˝liwoÊci dane jest równaniami (4)
i (6). Modu∏ analizy niezawodnoÊci stanowi program
COMREL-TI [15], zaÊ modu∏ analizy równowagi sta-
nowi istotnie rozszerzony program NASHL [6] z im-
plementowanà analizà wra˝liwoÊci. W opracowaniu
do obliczeƒ wra˝liwoÊci zastosowana zosta∏a metoda
ró˝niczkowania bezpoÊredniego u˝yta do analizy
uk∏adów nieliniowych. Zastosowano jà dla niewielkiej
liczby zmiennych projektowych. Do analizy nieza-
wodnoÊci drugiego przyk∏adu (w wersji liniowej), o
du˝ej liczbie parametrów losowych (rz´du kilku ty-
si´cy), do obliczeƒ pochodnych projektowych zasto-
sowana zosta∏a metoda zmiennej sprz´˝onej [11].

Autorzy dzi´kujà firmie RCP GmbH w Monachium za do-
starczenie programu COMREL, Universidad Politecnica de
Catalunya w Barcelonie, gdzie powsta∏ pomys∏ powy˝szego
przyk∏adu oraz Interdyscyplinarnemu Centrum Modelowania
Matematycznego Uniwersytetu Warszawskiego, Centralnemu
OÊrodkowi Informatyki i Instytutowi Techniki Cieplnej Poli-
techniki Warszawskiej za u˝yczenie ich komputerów.
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