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Niech X bedzie przestrzenig Banacha.

J(t) = Au(t)
u(0) = wp

ue X, A:D(A) — X.



Potgrupy operatoréw

Definicja
Niech X bedzie przestrzenig Banacha. Powiemy, ze rodzina
operatoréw { T(t)}¢>0 na X, T(t): X — X jest potgrupa jezeli:
e T(0) = Id,
@ T(s)T(t)=T(s+1t);

Jesli ponadto spetniony jest warunek:

@ lim;_ o+ T(t)x = x dla kazdego x € X;

to te potgrupe nazwiemy mocno ciagta.




Potgrupy operatoréw

Definicja

Operator A z dziedzing

D(A) = {x € X: lim,_o+ T(t)tx_x istnieje} okreslony wzorem:

T _
Ax = fim,_ge XX =X

x € D(A) nazywamy tworzaca albo generatorem pétgrupy T.




Hipercyklicznos$¢ i chaos

Mocno ciggta pétgrupa ograniczonych operatoréw liniowych
{T(t)}t>0 jest:
@ hipercykliczna, jezeli istnieje taki x € X, ze zbior
{T(t)x |t > 0} jest gesty w X;
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Mocno ciggta pétgrupa ograniczonych operatoréw liniowych
{T(t)}t>0 jest:
@ hipercykliczna, jezeli istnieje taki x € X, ze zbior
{T(t)x |t > 0} jest gesty w X;
@ jesli ponadto gesty jest zbidr
{x € X |3t >0, takie ze T(t)x = x}, to te pdigrupe
nazwiemy chaotyczna.
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Hipercyklicznos$¢ i chaos

Oznaczmy przez:
o Xop={xe X |limo T(t)x =0}
o Xoo={xeX|Ve>0 IweX 3Ft>0,
Iwlf <& IT(E)w — x| <e};
o Xp={xeX|3t>0 T(t)x=x}.

Twierdzenie

Niech {T(t)}+>0 bedzie mocno ciagta pétgrupa w osrodkowe;
przestrzeni Banacha X. Jezeli Xy i X sa geste w X, to {T(t)}+>0
jest hipercykliczna.
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Niech X bedzie oSrodkowa przestrzeniag Banacha, zas A bedzie
generatorem mocno ciagtej potgrupy { T(t)}+>0 na X. Jezeli:
e widmo punktowe A, o,(A), ma niepuste wnetrze U
spetniajace warunek U N iR # (;

@ istnieje selekcja przyporzadkowujaca kazdej wartosci wtasne;j
A € U odpowiadajacy jej wektor wtasny x) w taki sposob, ze

dla kazdego ¢ € X* funkcja Fg(\) = (¢, x)) jest analityczna
na U,

e Fy =0 na U wtedy i tylko wtedy gdy ¢ = 0;




Hipercyklicznos$¢ i chaos

Niech X bedzie oSrodkowa przestrzeniag Banacha, zas A bedzie
generatorem mocno ciagtej potgrupy { T(t)}+>0 na X. Jezeli:
e widmo punktowe A, o,(A), ma niepuste wnetrze U
spetniajace warunek U N iR # (;
@ istnieje selekcja przyporzadkowujaca kazdej wartosci wtasne;j
A € U odpowiadajacy jej wektor wtasny x) w taki sposob, ze
dla kazdego ¢ € X* funkcja Fg(\) = (¢, x)) jest analityczna
na U,
e Fy =0 na U wtedy i tylko wtedy gdy ¢ = 0;
to potgrupa {T(t)}+>0 jest chaotyczna.
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Hipercyklicznos$¢ i chaos

Dowdd opiera sie na obserwacji, ze przy tych zatozeniach mamy
wystarczjaco duzo trajektorii postaci T(t)xy = e’xy. Gdy:
@ Re) < 0 to trajektorie zmierzaja do zera;
o ReA = 0 to trajektorie s3 okresowe;
e Re) > 0 to mozemy zapisaé xy = T(t)e Mx,, gdzie e xy
zmierza do zera gdy t — oo.



Pierwszy przyktad

Réwnanie

Rozpatrzmy pétgrupe na X = L%([0, 00), C) generowana przez
réwnanie:

ur(x,t) = aux(x,t) + bug(x,t) + cu(x, t)
) = 0 dla t>0
u(x,0) = f(x) dla x>0 ipewnego feX
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Pierwszy przyktad

Rozpatrzmy pétgrupe na X = L%([0, 00), C) generowana przez
réwnanie:

ur(x,t) = aux(x,t) + bug(x,t) + cu(x, t)

u(0,t) = 0 dla t>0

u(x,0) = f(x) dla x>0 ipewnego feX

Aby pokazac jej chaotyczno$¢ musimy pokazaé, ze:
@ operator A = auyy + buy + cu jest generatorem mocno ciggte;
pdtgrupy na X;
e istnieje otwarty podzbiér U € op(A) spetniajacy warunek
UNiR;
o dla kazdego ¢ € X* funkcja Fy: U — C spetnia warunki
twierdzenia.



Pierwszy przyktad

Mocna ciggtosé potgrupy

Mozna pokazaé, ze do tego by rozpatrywana pétgrupa byta mocno
ciagta, wystarczy zatozenie a,b > 0 .



Pierwszy przyktad

Widmo punktowe

Szukamy warto$ci wtasnych operatora A, czyli funkgji f(x) € X
spetniajacych warunki:

o af{! + bf{ + cfy = Afy;
(] f)\(O) =0.
Warunki te spetnia funkcja:




Pierwszy przyktad

Widmo punktowe

Szukamy warto$ci wtasnych operatora A, czyli funkgji f(x) € X
spetniajacych warunki:

o af{! + bf{ + cfy = Afy;
(] f)\(O) =0.
Warunki te spetnia funkcja:

Mozna pokazaé, ze funcja fy nalezy do X = L? jedli spetnione sa
warunki:

o Re(A) < —Z(Sm(N))? + ¢
e Im(\) <c

zbidr A spetniajacych ten warunek oznaczmy przez V.



Pierwszy przyktad

Widmo punktowe

Poniewaz chcemy by podzbiér widma przecinat o$ urojona,
powyzsze warunki daja nam warunek na c:

c>0
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Warunki na Fy

Wybieramy podzbiér widma punktowego:
b2
U=w{rec| s() =0, RO\ <c-,}|
Dla tego podzbioru mozna pokaza¢, ze dla ¢ € X* funkcje

Fy(X) = (¢, f\) s3 analityczne oraz ze s3 stale réwne zero wtedy i
tylko wtedy, gdy ¢ = 0.



Pierwszy przyktad

Warunki na Fy

Wybieramy podzbiér widma punktowego:

U=w{rec| s() =0, RO\ <c-,}|

Dla tego podzbioru mozna pokaza¢, ze dla ¢ € X* funkcje
Fy(X) = (¢, f\) s3 analityczne oraz ze s3 stale réwne zero wtedy i
tylko wtedy, gdy ¢ = 0.

Whiosek
Przy zatozeniach a, b, c > 0, rozwiazania réwnania:

ur(x,t) = aux(x,t) + bux(x, t) + cu(x, t)
u(0,t) = 0 dla t>0
u(x,0) = f(x) dla x>0 ipewnego f e X

sg chaotyczne.




Drugi przyktad

Réwnanie

Wezmy réwnanie:

) = aux(x,t)+ xux(x, t) + cu(x, t)
u(x,0) = wp(x) dla x€R 1ipewnego uy€ X

gdzie a > 0, a X = L2(R).




Drugi przyktad

Réwnanie

Wezmy réwnanie:

ur(x,t) = aux(x,t) + xux(x, t) + cu(x, t)
) = up(x) dla xeR ipewnego uge X

gdzie a > 0, a X = L2(R).

Korzystajac z wiasnosci transformaty Fouriera problem
chaotycznosci rozwigzan tego zagadnienia jest rownowazny
problemowi chaotycznosci rozwigzan:

Réwnanie 2
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(—ag® +c —1)u(&, t) — EUe(€, )
u(§,0) = uo()




Drugi przyktad

Rozwigzanie

Korzystajac z metody charakterystyk:
d
—& = 0 =
GE=6 Q=6

Qi=((c-1)—aa  8(0,) = ()

rozwigzujemy to réwnanie, dostajac:

~ o ety (c=1)t— 2 [1—e?]
u(é,t) = to(Se e 2

Pétgrupe generowang przez to réwnanie oznaczmy przez {S;} >0



Drugi przyktad

Topologiczna tranzytywnosc¢

Twierdzenie

Niech {T(t)}+>0 bedzie mocno ciggta pdtgrupa liniowa na
osrodkowej przestrzeni Banach X. Wtedy nastepujace warunki sg
réwnowazne:

o {T(t)}+>0 jest hipercykliczna;

@ dla wszystkich y € X, z € X i dla kazdego € > 0 istnieje
v € X oraz takie t >0, ze ||y —v|| <ei|z— T(t)v] <e.




Drugi przyktad

Topologiczna tranzytywnosc¢

Uwagi:

@ skorzystamy z twierdzenia i pokazemy topologiczna
tranzytywnos¢;

e pokazemy ja dla funkcji z L2(0, +00);

o dla funkgji f € L?(0, +o0) , ktérych noénik
suppf C [a, b] C (0,400) mozemy przeprowadzi¢ ewolucje "w
tyt”, tzn.

S_tf & L2(07 +OO)
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Topologiczna tranzytywnosc¢

Wezmy funkcje f1, fo € L2(0, +00), takie ze suppf; C [aj, bj].
o dobieramy T,g > 0, tak by [a;, b;] C [ge™ T, g];
o definiujemy f=fH+S 71h

Wystarczy pokazaé, ze:

o [f—All=Sarh| <<

o |Srf — B = [1Srhl <
Da sie to uzyska¢ dla

dostatecznie duzego T przy

zatozeniu ¢ > %




Drugi przyktad

Topologiczna tranzytywnosc¢

By pokazaé topologiczng {S;}+>0 trzeba zauwazy¢, ze:
o kazda funkcje z L?(0, +00) mozna przyblizyé funkcja o
zwarym noéniku oddzilonym od zera;

@ podobne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla funkcji z
L?(—00,0), a rozwiazania te mozemy "sklei¢" .



Drugi przyktad

Gestos¢ orbit okresowych

Analogicznie dowodzi sie gestosci orbit okresowych:
e rozpatrujem najpierw przypadek f € L2(0, +00);
o funkcje f przyblizamy funkcja  dla ktérej suppf C [a, b];
o definiujemy funkcje wp:
© W(¢) =7(¢) date (g, g);
Q Ww(¢)=0dla¢c(ge 2T, ge ),
© U jest punktem okresowym {S;}¢>0 o okresie 2T
@ pokazujemy, ze dla dostatecznie duzego T spetniony jest
warunek ||up — f|| < e
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