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Ptyny klasyczne

o @ nie opisuje ptynéw
Ca z mikrostruktura
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Ptyny klasyczne

Piotr Szopa

@ nie opisuje ptynéw
z mikrostrukturg

@ wszystkie momenty
pochodza od sit
zewnetrznych
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Réwnania ruchu

Du
— =pf+V-T
Poe =Pt
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Réwnania ruchu

Du
dp . _
E—l—dlv(pu) =0
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Réwnania ruchu

u
dp . _
E—l—dlv(pu)—o

Tij = (=p + Ak i) + pluij + uji)
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Réwnania ruchu

Du
PDr

dp . _
T + div(pu) =0

Tij = (=p + Ak i) + pluij + uji)

D _ Og
Eg(x, t) = a(x, t) + u(x,t) - Vg(x,t)

=pf+V.-T
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Roéwnania Naviera-Stokesa

@—VAU-l-(U'V)U-FVp: f

ot
divu =0
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Roéwnania Naviera-Stokesa

@—VAu—i-(u'V)u—l—Vp: f

ot
divu =0

gdzie:
@ u - pole predkosci ptynu, p - cisnienie, f - sity zewnetrzne
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Roéwnania Naviera-Stokesa

@—VAu—i-(u'V)u—l—Vp: f

ot
divu =0

gdzie:
@ u - pole predkosci ptynu, p - cisnienie, f - sity zewnetrzne

@ v - lepkos¢
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Ptyn mikropolarny

@ opisuje ptyny
cull z mikrostrukturg
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Ptyn mikropolarny

@ opisuje ptyny

@\/ z mikrostruktura
G @ czastki zawieszone w lepkim
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Ptyn mikropolarny

@ opisuje ptyny

@\/ z mikrostruktura
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Ptyn mikropolarny

Piotr Szopa

@ opisuje ptyny
z mikrostrukturg

@ czastki zawieszone w lepkim
medium

@ czastki moga sie obraca¢

@ czastki nie zmieniaja
ksztattu
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Réwnania ruchu

Du
= f . T
th pf +V
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Réwnania ruchu

Du
dp . _
E + dIV(pU) =0
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Réwnania ruchu

D
dp .
T + div(pu)

D
pl%zV-C%—ngr Ty
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Réwnania ruchu

Du
— of T
P Dt pf +V
g’t’ + div(pu) =
Dw

|—=V-C T,
P Dt +pg+ I«
T = + pr(uj,i — i) = 20rEmijWm
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Réwnania ruchu

Du
— of T
P Dt pf +V
g’t’ + div(pu) =
Dw

|—=V-C T,
P Dt +pg+ I«
T = + pr(uj,i — i) = 20rEmijWm

T = (Toz — T2, T31 — T13, T12 — To1)
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Réwnania ruchu

Du

U of T
th pf +V
g[: +div(pu) =

Dw

|—=V-C T,
P Dt +pg+ I«
T = + pr(uj,i — i) = 20rEmijWm

T = (Toz — T2, T31 — T13, T12 — To1)

Cj = cowkkdij + ca(wij — wji) + Ca(wji — wij)
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Réwnania ptynu mikropolarnego

O (vt v) Byt (5 V)u+ Vp = 2wproti +
divu =0
% —aAw—FBVdivw + (v V)w + 4v,w = 2u,rotu+ g
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O (vt v) Byt (5 V)u+ Vp = 2wproti +
divu=0
% —aAw—FBVdivw + (v V)w + 4v,w = 2u,rotu+ g
gdzie:

@ u - pole predkosci ptynu, p - ci$nienie, f - sity zewnetrzne

Piotr Szopa O ptynach mikropolarnych



Réwnania ptynu mikropolarnego

O (vt v) Byt (5 V)u+ Vp = 2wproti +
divu=0
% —aAw—FBVdivw + (v V)w + 4v,w = 2u,rotu+ g
gdzie:
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g - momenty zewnetrzne
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Réwnania ptynu mikropolarnego

a—(u—i—yr)Au—i—(u-V)u—i—Vp:2V,rotw+f
divu =0
ow

Fri aAw—pFVdivw + (u- V)w +4rw = 2u,rotu + g

gdzie:
@ u - pole predkosci ptynu, p - ci$nienie, f - sity zewnetrzne

@ w - pole predkosci katowych czastek (mikrorotacja),
g - momenty zewnetrzne

@ v, v, a, (3 - wspétczynniki lepkosci
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Réwnania ptynu mikropolarnego

a5 —(wv+v)Au+ (u-V)u+Vp =2v,rotw+ f
divu =0
ow

Fri aAw—pFVdivw + (u- V)w+4r,w = 2u,rotu + g

gdzie:
@ u - pole predkosci ptynu, p - ci$nienie, f - sity zewnetrzne

@ w - pole predkosci katowych czastek (mikrorotacja),
g - momenty zewnetrzne
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Réwnania ptynu mikropolarnego

ou

a5 —(wv+v)Au+ (u-V)u+Vp =2u,rotw+ f

divu=0
ow

Fri aAw—pVdivw + (u- V)w+4rw = 2u,rotu + g

gdzie:
@ u - pole predkosci ptynu, p - ci$nienie, f - sity zewnetrzne

@ w - pole predkosci katowych czastek (mikrorotacja),
g - momenty zewnetrzne

@ v, v, o, (3 - wspétczynniki lepkosci

X1 Ox2 ! Ox2? Oxp

@ rotu= %— u divu = 8“‘ + 8“2. rotw = (37“’ _37“’>
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Istnienie rozwigzan

Przestrzenie funkcyjne

' : Pffllse =
Hper(Q) = {U- u= 3w my = uy,
kezn

> kP ul? < oo},

kezn

|l m

gdzie up =0, k/L = (ki/L, ka/L). My bedziemy uzywa¢ gtéwnie

HS,, = 2., i HY,,. Przez H bedziemy oznacza¢ podprzestrzen
2

per-

funkeji bezdywergentnych w L
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Istnienie rozwigzan

Operatory

Operatory

A= —A z dziedzing D(A) = {u € H,Au € H} = H2,, N H -
operator Stokesa, ' _
A1 = —A z dziedzing D(A;1) = ng, N L%er.
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Istnienie rozwigzan

Rzuty Galerkina

Szeregi Fouriera i rzuty Galerkina

u(x,t) = i ug(t)wi(x), w(x, t) = i wi(t)pr(x),
k=1 k=1

gdzie wy(x) sa funkcjami wtasnymi operatora Stokesa, a py
operatora Aj.

Rzuty Galerkina Pp, (PL) definiujemy jako rzuty prostopadte

z H(Ll%e,) na przestrzen rozpieta przez m pierwszych wektoréw
wtasnych operatora A (A;) t.j.

m

Pmu(x,t) = Z ur(t)wi(x), Plu(x,t) = Z wi(t)pk(x).
k=1

k=1
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Istnienie rozwigzan

Twierdzenia o istnieniu rozwiazan (1)

Twierdzenie

Niech (up,wo) € H x 12,,, (f,g) € L2 (0,00, H x [2,,). Wtedy

loc
istnieje jednoznaczne rozwigzanie réwnarn ptynu mikropolarnego

(u,w) € C([0, T]; H x [2,,) N L2(0, T; V x HY,).

per

Ponadto dla kazdego t > O przeksztatcenie (ug,wo) — (u(t),w(t))

Jest ciagte jako przeksztatcenie w H x [2,,.
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Istnienie rozwigzan

Twierdzenia o istnieniu rozwiazan (2)

Twierdzenie

Niech (ug,wp) € V x I'-I;er, (f,g) € L2 (0,00; H x L,z,e,). Wtedy

loc
sfabe rozwigzania spetniaja dodatkowo

(u,v) € C([0, T]; V x HL.,) N L2(0, T; D(A) x D(A1))

Ponadto rozwigzanie zalezy w sposéb ciagty w topologii V' x H;e,
od danych poczatkowych.
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Istnienie rozwigzan

Gevrey - definicje

Przestrzenie Gerveya

1/2 1/2
Operatory ™ ' oraz e™

nastepujaco:

i ich dziedziny definiujemy

eTAl/zu(X, t) _ Z e_ik/L'X—H—Ik‘uk(t),
kez?
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Istnienie rozwigzan

Gevrey - definicje

Przestrzenie Gerveya

1/2 1/2
Operatory ™ ' oraz e™

nastepujaco:

i ich dziedziny definiujemy

eTAl/zu(x, t) _ Z e—ik/L~X+T|k\uk(t)’
kez?

eTAi/zw(X, t) _ Z efik/L-x+T\k|wk(t)’
kez?

Piotr Szopa O ptynach mikropolarnych



Istnienie rozwigzan

Gevrey - definicje

Przestrzenie Gerveya

1/2 1/2
Operatory ™ ' oraz e™

nastepujaco:

i ich dziedziny definiujemy

eTAl/zu(X, t) _ Z e_ik/L'X—H—Ik‘Uk(t),
L kez?
e™™ w(x, t) _ Z efik/L-x+T\k|wk(t)’
1/2 &7 1/2
D(e™*) = {ue H: ey e H}

Piotr Szopa O ptynach mikropolarnych



Istnienie rozwigzan

Gevrey - definicje

Przestrzenie Gerveya

1/2 1/2
Operatory ™ ' oraz e™

nastepujaco:

i ich dziedziny definiujemy

eTAl/zu(X, t) _ Z e_ik/L'X—H—Ik‘Uk(t),
L kez?
e™™ w(x, t) _ Z efik/L-x+T\k|wk(t)’
1/2 &7 1/2
D(e™*) = {ue H: ey e H}

1/2 . 1/2 .
D(e™ ) ={we Lf,er: ey e Lf,e,}
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Istnienie rozwigzan

Gevrey- twierdzenie o istnieniu

Twierdzenie

Niech bedzie dane (ugp,wp) € V X I;I;e,, (f,g) € D(e"lAl/z) dla

pewnego o > 0. Wtedy istnieje T*, ktére zalezy tylko od danych
takie, ze zachodzi
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Istnienie rozwigzan

Gevrey- twierdzenie o istnieniu

Twierdzenie

Niech bedzie dane (ug,wg) € V x H,,, (f,g) € D(ealAl/z) dla

per’
pewnego o > 0. Wtedy istnieje T*, ktére zalezy tylko od danych
takie, ze zachodzi

(i) Rownania ptynu mikropolarnego posiadaja jednoznaczne
analityczne rozwigzanie (ciagte z [0, T*] w V x H;er ) takie,
Ze przeksztafcenie t — ed’(t)Al_/ *AY/25(t) jest analityczne na
(0, T*) o wartosciach w H x 2., 1(t) = min(t, 01, T*).

per’
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Istnienie rozwigzan

Gevrey- twierdzenie o istnieniu

Twierdzenie

Niech bedzie dane (ugp,wp) € V X I;I;e,, (f,g) € D(e"lAI/z) dla
pewnego o > 0. Wtedy istnieje T*, ktére zalezy tylko od danych
takie, ze zachodzi

(i) Rownania ptynu mikropolarnego posiadaja jednoznaczne
analityczne rozwigzanie (ciagte z [0, T*] w V x I.-I;er ) takie,
e przeksztatcenie t — e¥(DAYZ AL/ 24(t) jest analityczne na
(0, T*) o wartosciach w H x L,%er, P(t) = min(t, o1, T).

(i) Rozwigzanie to jest analityczne na (T*,00) o wartosciach

w D(Al/Qe"Al/z) dla pewnego o > 0 i T* jak poprzednio.
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Istnienie rozwigzan

Obszar analitycznosci

Im <
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Atraktor globalny
Harmoniki determinujace
. ., . . Wezty determinujace
Opis skonczenie wymiarowy b . @
Poréwnanie modeli

Atraktor globalny

Atraktor globalny

Atraktorem globalnym nazywamy zwarty zbiér niezmienniczy
przyciagajacy zbiory ograniczone.
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Atraktor globalny

Atraktor globalny

Atraktorem globalnym nazywamy zwarty zbiér niezmienniczy
przyciagajacy zbiory ograniczone.
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Atraktor globalny
Harmoniki determinujace
Wezty determinujace

Opis skoficzenie wymiarowy Poréwnanie modeli

Lemat o cieniu

Dla dowolnej trajektorii u, ¢ > 0 i T > 0 istnieje trajektoria uktadu
u4 lezaca na atraktorze, ktéra przez okres czasu T jest blisko niej
tj. lu(t) —ua(t)| < edla t € (to, t1), dla pewnych ty,t; >0
takich, ze t; —tg=T.
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Atraktor globalny
Harmoniki determinujace
Wezty determinujace

Opis skoficzenie wymiarowy Poréwnanie modeli

Lemat o cieniu

Dla dowolnej trajektorii u, ¢ > 0 i T > 0 istnieje trajektoria uktadu
u4 lezaca na atraktorze, ktéra przez okres czasu T jest blisko niej
tj. lu(t) —ua(t)| < edla t € (to, t1), dla pewnych ty,t; >0
takich, ze t; —tg=T.

Piotr Szopa O ptynach mikropolarnych



Atraktor globalny
Harmoniki determinujace
Wezty determinujace
Poréwnanie modeli

Opis skonczenie wymiarowy

Wymiar fraktalny

Definicja

Niech Y bedzie zbiorem zwartym. Niech € > 0, przez ny(¢)
oznaczamy minimalna liczbe kul w X o promieniu € potrzebnych do
pokrycia zbioru Y. Wymiar fraktalny zbioru Y okreslamy
nastepujaco

o log ny(¢)
o) = s i)
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Atraktor globalny
Harmoniki determinujace
Wezty determinujace

Opis skoficzenie wymiarowy Poréwnanie modeli

Wymiar atraktora

Twierdzenie

Istnieje stata Cy zalezaca tylko od @, ktdra posiada nastepujaca
wtasnosé: jezeli N jest liczbg catkowita taka, Ze

1/2
/<

N —1< Go(kdky)1/? (!fl2 + Iglz) <N,

gdzie ki = min{v, a}, ko = ki\1, to wymiary fraktalne zbioréw
A,,, v, > 0 sa mniejsze lub réwne N.
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Atraktor globalny
Harmoniki determinujace
Wezty determinujace

Opis skoficzenie wymiarowy Poréwnanie modeli

Warunki na sity i momenty

Wielkos¢ sit
Asymptotyczna wielkos¢ sit i momentéw mierzong w normie
H x L%er bedziemy oznacza¢ nastepujaco:

~ 2 2 2
F=limsup (Hf(t)HH + Hg(t)”iﬁer> '

Zbieznos¢ w L>
Zaktadamy, ze sity i momenty asymptotycznie zachowuja sie tak
samo tzn.

lf1(x, 8) = fo(x, E)l[m + [lgn(x, £) — g2(x; B)||jz — O dla t — oo
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Atraktor globalny
Harmoniki determinujace
Wezty determinujace

Opis skoficzenie wymiarowy Poréwnanie modeli

Harmoniki - definicja

Pierwsze m harmonik zwigzanych z P, i P} nazywamy
harmonikami determinujacymi jezeli warunek

[ (1Pmin(x,£) = Prt(x, 0)
Q
+|PLwi(x,t) — PLwa(x, t)|?) dx — 0 dla t — oo

wraz z warunkiem na sity i momenty implikuja

/ (Jur(x, t)—ua(x, t)]2—|—|w1(x, t)—wa(x, t)|2) dx — 0 dla t — oo.
Q

Piotr Szopa O ptynach mikropolarnych



Atraktor globalny
Harmoniki determinujace
Wezty determinujace
Poréwnanie modeli

Opis skonczenie wymiarowy

Harmoniki - obrazek

QI}IH

EnH
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Atraktor globalny
Harmoniki determinujace
Wezty determinujace
Poréwnanie modeli

Opis skonczenie wymiarowy

Harmoniki - oszacowanie

Twierdzenie

Zatézmy, ze m € N jest takie, ze
m > C1 i:_2 + CQVE

gdzie state C1 i C, zalezg od v, i Q ale nie zaleza od v,. Wtedy
pierwsze m harmonik jest determinujace.
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Atraktor globalny
Harmoniki determinujace
Wezty determinujace

Opis skoficzenie wymiarowy Poréwnanie modeli

Wezty - definicja

Definicja
Zbior ¥ = {x*,...,xN} nazywamy zbiorem weztow

determinujacych, jezeli warunek

max (], 1) — ()

+ max lwi(x/, t) —wa (¥, t)| = 0, dla t — o
J=1.

razem z warunkiem na sity i momenty implikuja

[ (et t) = e, o)
Q

+Hwi(x, t) — wa(x, t)[?) dx — 0 dla t — oo.
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Atraktor globalny
Harmoniki determinujace
Wezty determinujace

Opis skoficzenie wymiarowy Poréwnanie modeli

Wezty - obrazek

&

=n n

@]
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Atraktor globalny
Harmoniki determinujace
Wezty determinujace

Opis skoficzenie wymiarowy Poréwnanie modeli

Wezty - oszacowanie

Twierdzenie

Niech @ bedzie obszarem pokrytym przez N identycznych
kwadratéw Q1, ..., Qy rozwazmy zbior ¥ = {x*,...,xN} punktéw
w Q rozmieszczonych po jednym w kazdym kwadracie x' € Q; dla
1< i< N. Niech N bedzie takie, ze

N > P1(F) + Po(F) exp(P3(F)),
gdzie wspétczynniki wielomianéw P; zaleza od v, v, i Q, a ich

stopnie to: 2, 6 i 4, odpowiednio. Wtedy zbiér ¥ jest zbiorem
weztéw determinujacych.
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Atraktor globalny
Harmoniki determinujace
Wezty determinujace

Opis skoficzenie wymiarowy Poréwnanie modeli

Wezty - Gevrey
[ Twierdzenie ./

Twierdzenie

Niech A,, bedzie atraktorem zwigzanym z réwnaniami ptynu
mikropolanego. Zatézmy, ze k > 32d¢(A,,). Wtedy dla prawie
kazdego zbioru k weztow

X:(Xl,...,Xk) XJ'EQ,

wartosci U(x;) jednoznacznie determinuja funkcje i € A,,. Tzn.
istnieje jednoznaczne odwzorowanie z A,, w R3* dane przez

Ec:tieA— (a(x),0(x),...,0(x)) € R3*

pomiedzy atraktorem A,, i jego obrazem. Te wezty s3 tez
determinujace asymptotycznie.
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Atraktor globalny
Harmoniki determinujace
Wezty determinujace

Opis skonczenie wymiarowy Poréwnanie modali

Poréwnanie oszacowah

NSE P NSE D MF P MF D
wymiar ) -
atraktora | F2/3(1 + log F)'/3 F E 3
harmoniki F F2 B2 c(v) Iz )
wezty F exp(F) exp(F) exp(F)
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