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Rozdział 1
Wstęp

Ruhome obi¡»enie poruszaj¡e si� po swobodnie podpartej bele mostowej nale»y do

jednego z najstarszyh problemów dynamiki budowli. Wraz z rozwojem transportu

kolejowego i drogowego zaistniaªa potrzeba bli»szego poznania zjawisk towarzysz¡-

yh poruszaj¡ej si� sile, zarówno grawitayjnej jak i bezwªadno±iowej, b�d¡ej efek-

tem ruhomej masy. Siªy te, ho¢ o zupeªnie innym harakterze, z�sto s¡ ze sob¡

mylone. W niniejszej pray zajmujemy si� ukªadami jednowymiarowymi o sko«zo-

nej dªugo±i pod dziaªaniem ruhomego, skupionego obi¡»enia bezwªadno±iowego.

Rozpatrujemy przypadki z wymuszeniem zewn�trznym przy zerowyh warunkah po-

z¡tkowyh i brzegowyh, poddane maªym odksztaªeniom, speªniaj¡ym zale»no±¢

(∂u/∂x)2 << 1. Pomimo szerokiego zainteresowania tym tematem od ponad wieku,

nadal wiele spraw pozostaje nierozwi¡zanyh. O ile istniej¡ peªne, analityzne rozwi¡-

zania w szeregah Fouriera, dotyz¡e ruhomej siªy grawitayjnej poruszaj¡e si� po

strunie, belkah zy pªytah, o tyle ruhome obi¡»enie bezwªadno±iowe do dnia dzi-

siejszego nie dozekaªo si� peªnego, analityznego rozwi¡zania. Wyj¡tek stanowi struna

bezmasowa, w przypadku której znamy peªne, analityzne rozwi¡zanie w formie szere-

gów hipergeometryznyh, a w szzególnym przypadku równie» peªne, zamkni�te roz-

wi¡zanie. Powodem matematyznyh trudno±i jest skªadnik równania ruhu opisuj¡y

ruhom¡ mas�.

Ruhome obi¡»enia maj¡ wiele wa»nyh, praktyznyh zastosowa« w zagadnie-

niah in»ynierskih. Wraz z rosn¡¡ pr�dko±i¡ przejazdu masy, rosn¡ tak»e efekty fa-

lowe powoduj¡e wi�ksze przemieszzenia badanego ukªadu, niejednokrotnie znaznie

przekrazaj¡e jego ugi�ie statyzne. Najwi�ej zastosowa« znajdziemy w kolejni-

twie m.in. oddziaªywania kóª kolejowyh z szyn¡ lub torem, wpªyw ruhomego pojazdu

na most, wspóªpraa kolejowego odbieraka pr¡du z siei¡ trakyjn¡, a tak»e w kolei

magnetyznej. Ruhome obi¡»enia maj¡ równie» szerokie zastosowanie w przemy±le

lotnizym oraz samohodowym, a tak»e w robotye. Ruh poisku w lu�e karabinowej,

ho¢ nieo bardziej zªo»ony, tak»e jest problemem ruhomego obi¡»enia ineryjnego.

Celem pray jest:

• uporz¡dkowanie istniej¡yh rozwi¡za« zwi¡zanyh z zagadnieniem ruhomyh

obi¡»e«, przede wszystkim tyh ±i±le analityznyh,

• uzyskanie rozwi¡za« zamkni�tyh lub doprowadzenie rozwi¡za« do jak najprost-

szej formy, pozwalaj¡ej na ih analiz� jako±iow¡,
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Rysunek 1.1: Przykªady zastosowa« ruhomyh obi¡»e«.

• uogólnienie wniosków pªyn¡yh z bada« jako±iowyh i budowa odpowiednih

numeryznyh shematów oblizeniowyh aªkowania równania ró»nizkowego ru-

hu; elem ko«owym jest odpowiednia mody�kaja maierzy harakterystyz-

nyh ukªadu, tak aby wpªyw ruhomej masy mógª by¢ uwzgl�dniony przez do-

danie do maierzy globalnej maierzy pojedynzego elementu, uwzgl�dniaj¡ego

przesuwaj¡¡ si� mas�.

W literaturze znale¹¢ mo»na lizne prae dotyz¡e ruhomyh obi¡»e«. Zdeydowana

wi�kszo±¢ dotyzy obi¡»e« bezmasowyh. Mimo zawartyh w tytuªah pra informa-

ji o badaniu obi¡»e« masowyh, autorzy poprzestaj¡ na zastosowaniu obi¡»enia

siª¡ bezmasow¡. W ih rozumieniu obi¡»enie masowe polega na wywieraniu siªy bez-

masowej, równej o do wielko±i sile grawitayjnej wywoªanej mas¡. W innej grupie

pra porzua si� poz¡tkowe rozwa»ania dotyz¡e masy bezpo±rednio poªo»onej na

bele lub strunie i wprowadza zast�pzy ukªad w postai osylatora. Istniej¡ te» inne

tehniki oblizeniowe, opisuj¡e zahowanie ukªadu i¡gªego w dwóh przedziaªah: od

poz¡tkowej podpory do masy i od masy do ko«owej podpory. Uzyskan¡ par� rozwi¡-

za« próbuje si� ª¡zy¢ w punkie ±ledz¡ym mas�. W trakie dyskusji konferenyjnyh

z�sto przywoªywano znan¡ monogra�� Fryby i z niedowierzaniem przyjmowano odpo-

wied¹, »e ruhoma masa jest tam rozpatrywana jedynie fragmentaryznie i to jedynie

w przypadku bezmasowej struny. Do tego pewne zawarte w niej formuªy wynikowe s¡

bª�dne.

Prezentowane w literaturze analityzno-numeryzne rozwi¡zania zadania ruhomej

masy s¡ do±¢ skomplikowane i nios¡ za sob¡ sporo uproszze« maj¡yh ostatezny

wpªyw na otrzymane wyniki. Opraowanie prostego shematu oblize«, a jednoze±nie



5

mo»liwie najdokªadniejszego rozwi¡zania problemu ruhomego obi¡»enia bezwªadno-

±iowego posªu»yªo do wery�kaji istniej¡yh narz�dzi numeryznyh, opartyh na

metodzie elementów sko«zonyh oraz zaproponowania wªasnego podej±ia z wykorzy-

staniem metody elementów zasoprzestrzennyh opisanyh pr�dko±iami.

W pray przedstawiono w skróie znane z literatury rozwi¡zania analityzne struny,

belki Bernoulliego-Eulera oraz belki Timoshenki pod ruhomym obi¡»eniem grawita-

yjnym, a tak»e rozwi¡zanie analityzne bezmasowej struny pod ruhom¡ siª¡ bezwªad-

no±iow¡. W dalszej z�±i pray przedstawiono wªasne rozwi¡zania póªanalityzne

ukªadów pod ruhomym obi¡»eniem ineryjnym, w któryh dokonujemy numeryz-

nego aªkowania ko«owyh formuª z powodu braku mo»liwo±i dalszego, analityz-

nego kontynuowania oblize«. W przypadku struny i belki Timoshenki pod ruhomym

obi¡»eniem bezwªadno±iowym wykryto niei¡gªo±¢ trajektorii poruszaj¡ej si� masy

przy ko«owej podporze. Uzyskano matematyzny dowód niei¡gªo±i ruhu punktu

materialnego w przypadku struny bezmasowej, poniewa» tylko to zadanie ma peªne

rozwi¡zanie analityzne. Niei¡gªo±¢ w strunie i bele Timoshenki z wªasn¡ bezwªadno-

±i¡, ze wzgl�du na brak peªnego rozwi¡zania analityznego zostaªa tylko przedstawiona

i wykazana bez dowodu.

Inne uproszzenia przyjmowane w literaturze omówiono szerzej w rozprawie. Trzeba

przyzna¢, »e w wi�kszo±i przypadków prezentowane w literaturze rozwi¡zania s¡ wy-

starzaj¡e w praktyznyh zastosowaniah. Niestety, do realizaji postawionego w pray

elu uporz¡dkowania rozwi¡za« (a w efekie usuni�ia istniej¡yh w nih bª�dów i za-

proponowania poprawnego), nale»aªo unika¢ jakihkolwiek uproszze« i ukªadów za-

st�pzyh. Ogranizono si� jedynie do komentarza wykazuj¡, »e dodanie do zadania

punktowyh podpór spr�»ystyh lub rozªo»onego w sposób i¡gªy podªo»a spr�»ystego

typu Winklera nie przedstawia »adnyh trudno±i matematyznyh, ale te» nie wnosi

istotnyh aspektów poznawzyh.

W pray zaproponowano oryginalne rozwi¡zanie bezpo±rednie równa-

nia ró»nizkowego, oparte, w przypadku ró»nyh zada«, na transforma-

ji Fouriera oraz Laplaa-Carsona. Niezale»nie rozwi¡zano identyzny pro-

blem wyhodz¡ z równania Lagrange'a. Uzyskano identyzny wynik ma-

tematyzny. Wynik matematyzny pozwoliª wykaza¢ nieznan¡ dot¡d wªa-

sno±¢ rozwi¡zania przedmiotowego zadania w postai niei¡gªo±i trajekto-

rii masy. Jest to wprawdzie efekt poznawzy o mniejszym praktyznym znazeniu,

gdy» porównanie do rzezywistyh zada« wymaga uwzgl�dnienia równie» innyh zyn-

ników, jak np. nieliniowo±i, ªagodz¡yh niei¡gªo±i, lez mimo to jest obserwowany

w konstrukjah mostowyh i odbierakah pr¡du w kolejnitwie.

Otrzymane wyniki ukazaªy powa»ne bª�dy w dot¡d stosowanyh podej-

±iah w zastosowaniah numeryznyh, dyskretnyh, np. metodzie elemen-

tów sko«zonyh, szzególnie w przypadku struny. Poprawnie dziaªaj¡yh

algorytmów dotyz¡yh ruhomej masy byªo dot¡d brak. W przypadku drga«

belek obi¡»onyh ineryjnie stosowanie niepoprawnyh formuª nie jest ªatwe do wy-

hwyenia. Autorzy wielu pra zamieszzaj¡ niepoprawne wyniki, porównuj¡ wªa-

sne uproszzone lub niepoprawne rozwi¡zania z innymi, równie» obarzonymi wadami.

Z uwagi na parabolizne efekty w belkah zynione bª�dy s¡ rozmywane na wynikowyh

wykresah.

Zaproponowano wªasne podej±ie numeryzne, stosuj¡ do dyskretyza-

ji ró»nizkowego równania ruhu metod� zasoprzestrzennyh elementów
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sko«zonyh. Ostateznie, przedstawion¡ metod� zastosowano w konkret-

nyh problemah in»ynierskih. Wszystkie prezentowane w pray ukªady maj¡

sko«zon¡ dªugo±¢, w któryh, w odró»nieniu do obiektów niesko«zonyh, wyst�puje

wiele iekawyh zjawisk zwi¡zanyh z odbiiami fal mehaniznyh od podpór oraz ru-

homego obi¡»enia, maj¡yh wpªyw na ostatezny harakter rozwi¡zania.

Obi¡»enie skupione w postai siªy bezmasowej lub skupionej masy najlepiej przed-

stawi¢ za pomo¡ delty Diraa. Odpowiada ona za poªo»enie ruhomego obi¡»enia

na strunie, bele lub pªyie. W przytªazaj¡ej wi�kszo±i pra dotyz¡yh tej grupy

zagadnie« tak to jest zynione. W przypadku siªy grawitayjnej rozwi¡zanie zada« jest

proste, gdy» odpowiedni zªon, odpowiedzialny za ruhom¡ siª� jest ilozynem war-

to±i staªej i delty Diraa. W innyh przypadkah mamy do zynienia z ilozynem

pewnej funkji i delty Diraa. To powoduje znazne komplikaje oblizeniowe. Dys-

trybuji nie mo»na na ogóª mno»y¢ przez siebie tak jak funkje. Nieokre±lony jest np.

ilozyn δ(x−a) δ(x−b). Mo»na jednak»e mno»y¢ ka»d¡ dystrybuj� przez funkj� klasy

C∞. Próbuje si� zast�powa¢ ilozyny dystrybuji splotem. Dziaªanie takiej dystrybuji

okre±la si� tak, jakby dziaªanie dystrybuyjne byªo aªkowaniem. W niniejszej pray

wydaje si� to by¢ mniej przydatne, gdy» wymaga to znajomo±i równania w postai

aªkowej.

Ilozyn dwóh funkji niei¡gªyh, zyli dystrybuji jedynie wtedy jest okre±lony

(mo»liwy), gdy ka»da z funkji opisana jest wzgl�dem innej zmiennej niezale»nej [59, 69,

81℄. W prezentowanym w pray przypadku ruhomej masy tak wªa±nie jest. Delta Di-

raa jest funkj¡ zmiennej przestrzennej x, natomiast przyspieszenie ruhomego punktu

materialnego jest tylko i wyª¡znie funkj¡ zasu t.

W rozdziale 2 pray przedstawiono jeden ze sposobów wyprowadzania ró»nizko-

wego równania ruhu na podstawie równowagi siª i momentów w in�nitezymalnym

wyinku ukªadu z ruhomym obi¡»eniem. Rozwi¡zania analityzne zostaªy przedsta-

wione w przypadku struny w rozdziale 3 oraz w przypadku belek Bernoulliego-

Eulera i Timoshenki w rozdziale 4. Dodatkowo w rozdziale 3 przedstawiono dot¡d

nie publikowany matematyzny dowód istnienia niei¡gªo±i trajektorii ru-

homego obi¡»enia bezwªadno±iowego poruszaj¡ego si� po bezmasowej

strunie.

Nowe, dot¡d nie znane póªanalityzne rozwi¡zania autora, dotyz¡e obi¡»enia

ineryjnego poruszaj¡ego si� po strunie maj¡ej wªasn¡ bezwªadno±¢ zostaªo przed-

stawione w rozdziale 5. To samo nowe póªanalityzne podej±ie zastosowano do belek

w rozdziale 6. Zarówno w strunie opisanej w rozdziale 5 oraz w bele Ti-

moshenki z rozdziaªu 6 zaobserwowano dot¡d nieznany efekt niei¡gªo±i

trajektorii ruhomej masy. W rozdziale 7 opisano sformuªowanie pr�dko±iowe me-

tody zasoprzestrzennyh elementów sko«zonyh oraz przedstawiono nowe, dot¡d nie

publikowane sformuªowania, odpowiedzialne za modelowanie ruhomej masy w przy-

padku struny oraz belek. Przykªady zastosowa« przedstawiono w rozdziale 8, natomiast

w rozdziale 9 zamieszzono wnioski pªyn¡e z przeprowadzonyh rozwa»a«.

Pomimo »e lizba liz¡yh si� publikaji dotyz¡yh ruhomyh obi¡»e« dawno

przekrozyªa tysi¡ pozyji, ogranizymy si� w tym przegl¡dzie literaturowym do szze-

góªowego przedstawienia gªównie pra przeªomowyh i nowatorskih, odnosz¡yh si�

bezpo±rednio do przedstawionyh w pray zagadnie«.
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Pierwszym, historyznym podej±iem do problemu ruhomego obi¡»enia jest tzw.

zagadnienie Willisa [77℄�Stokesa [70℄. Rozpatrzono w nim belk� Bernoulliego�Eulera

statyznie obi¡»on¡ staª¡ siª¡ grawitayjn¡. Nast�pnie w otrzymanym rozwi¡zaniu

zast¡piono staª¡ siª� obi¡»eniem masowym maj¡ym swoj¡ bezwªadno±¢. Istnieje zy-

sto matematyzne uzasadnienie takiego post�powania, polegaj¡e na wykorzystaniu

dystrybuyjnej metody rozwi¡zywania równa« ró»nizkowyh. Podej±ie zapropono-

wane przez Willisa nie jest jednak pozbawione wad. Stosuje on bowiem przyspieszenie

poprzezne ruhomej masy nie uwzgl�dniaj¡e skªadowyh ruhu wzdªu» belki. Po-

mimo tego, przy maªyh pr�dko±iah przejazdu masy bª¡d wynikaj¡y z brakuj¡yh

zªonów jest niewielki.

W roku 1861 Renaudot [63℄ przedstawiª prawidªow¡ posta¢ przyspieszenia ruho-

mej masy, b�d¡ej z matematyznego punktu widzenia pohodn¡ zªo»on¡, podaj¡ przy

tym jej geometryzn¡ interpretaj�. Przyspieszenie ruhomej masy skªada si� z przy-

spieszenia poprzeznego, ale tak»e z przyspieszenia Coriolisa oraz od±rodkowego, od-

powiedzialnyh za ruh wzdªu»ny.

W przypadku obi¡»enia grawitayjnego znane s¡ peªne rozwi¡zania analityzne.

Metoda zaproponowana przez Kriªowa [38℄, polegaj¡a na rozdzieleniu zmiennyh,

staªa si� klasyznym sposobem rozwi¡zywania zada« problemu ruhomej, staªej siªy.

Lowan [54℄ przedstawiª rozwi¡zanie przy pomoy funkji Greena. Powstaªo tak»e wiele

pra z ruhomym wymuszeniem harmoniznym przedstawionym m.in. w [9℄ i [75℄.

Pierwsza próba podej±ia do zagadnienia ruhomej masy zostaªa podj�ta przez Sal-

lera [65℄. Udowodniª on, pomimo daleko id¡yh uproszze« znazny wpªyw ruhomej

masy na dynamik� belki. Jednak prae przeªomowe Inglisa [28℄ i Shallenkampa [66℄

przypadaj¡ na lata trzydzieste dwudziestego wieku. Inglis do opisu ruhomej masy

zastosowaª przedstawiony wze±niej wzór Renaudota. Poszukiwane przemieszzenia

przedstawiª za pomo¡ szeregu trygonometryznego, przyjmuj¡ jednak uproszzenie

polegaj¡e na ogranizeniu rozwi¡zania tylko do pierwszego jego wyrazu. Otrzymane

równanie ró»nizkowe zwyzajne jest równaniem o zmiennyh wspóªzynnikah. Inglis

poszukuje rozwi¡znia tego równania w postai niesko«zonego szeregu o niewiadomyh,

staªyh wspóªzynnikah. Aby je rozwi¡za¢ musi ogranizy¢ si� do sko«zonej lizby

wyrazów. Ostateznie poprzestaje na 22.

Rozwi¡zanie zaproponowane przez Inglisa jest rozwi¡zaniem przybli»onym. W za-

stosowaniah in»ynierskih w niektóryh przypadkah jeden wyraz szeregu mo»e by¢

wystarzaj¡y. Z kolei aby zaobserwowa¢ zjawiska falowe w badanyh ukªadah, po-

trzebujemy wyrazów znaznie wi�ej. Jest to szzególnie wa»ne, kiedy zajmujemy si�

zagadnieniem ruhomej masy. Zostanie to dowiedzione w dalszej z�±i pray.

Drug¡ wa»n¡ pozyj¡ dotyz¡¡ zagadnie« ruhomej siªy bezwªadno±iowej jest

praa Shallenkampa. Zaproponowaª on inny sposób rozwi¡zania problemu ruhomej

masy, zajmuj¡ si� tylko jej trajektori¡. Zastosowaª metod� rozdzielenia zmiennyh,

rozwijaj¡ szukan¡ funkj� przemieszze« w sinusowy szereg Fouriera. Dzi�ki temu,

na podstawie wªasno±i funkji sinus, w bezpo±redni sposób realizowane s¡ zaªo»one

warunki brzegowe. Równianie ró»nizkowe zwyzajane opisuj¡e ruhom¡ mas� zo-

staªo przedstawione za pomo¡ wspóªrz�dnyh uogólnionyh, zgodnie z równaniem La-

grange'a drugiego rodzaju. Stanowi¡a gªówny problem uogólniona siªa, zostaªa wy-

znazona na podstawie zasady pray wirtualnej. Rozwi¡zanie Shallenkampa jest do±¢

zªo»one i wolno zbie»ne, poniewa» ostatezne ugi�ia belki przedstawione s¡ za pomo¡

potrójnego, niesko«zonego szeregu.
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Isteniej tylko jedno peªne rozwi¡znie analityzne obi¡»nia ineryjnego. W roku

1964 Smith [68℄ przedstawiª rozwi¡zanie bezmasowej struny z wykorzystaniem szere-

gów hipergeometryznyh. Cz¡stkowe równanie ró»nizkowe ruhu przeksztaªono wy-

korzystuj¡ metod� dystrybuyjn¡ w równanie hipergeometryzne, b�d¡e równaniem

ró»nizkowym zwyzajnym o zmiennyh wspóªzynnikah. Ma ono peªne rozwi¡zanie

analityzne w formie niesko«zonyh szeregów. Fryba [23℄ zastosowaª to samo podej±ie

do zagadnienia i znalazª szzególny jego przypadek, który ma peªne, zamkni�te rozwi¡-

zanie analityzne. Prae Inglisa i Shallenkampa byªy podstaw¡ do analiz problemu

ruhomej masy przez wielu badazy, gªównie z ZSRR, m.in. [10, 11, 58℄ i wielu innyh.

W literaturze istnieje wiele historyznyh pra przegl¡dowyh, gªównie rosyjskih, do-

tyz¡yh ruhomyh obi¡»e« np. [14, 29, 61℄.

Od dªu»szego zasu i�»ar pra przesun¡ª si� w kierunku rozwi¡za« póªanalityz-

nyh, dotyz¡yh wpªywu ruhomej masy na drgania konstrukji. Jedn¡ z najiekaw-

szyh pra tego typu jest pozyja [76℄, w której rozpatrzono swobodnie podpart¡ belk�

Bernouliego�Eulera. Równanie ruhu zapisane zostaªo w formie aªkowej z zastoso-

waniem funkji Greena. Aby rozwi¡za¢ to równanie wykorzystano podwójny shemat

numeryzny: metod� ró»ni sko«zonyh wstez w zasie oraz numeryzne aªkowanie

w kwadraturah metod¡ Gaussa wzgl�dem parametru przestrzeni. Rozwi¡zanie doty-

zy tylko punktu pod ruhomym obi¡»eniem. Metoda mo»e by¢ stosowana w peªnym

zakresie pr�dko±i przejazdu masy. Jedyn¡ wad¡ jest do±¢ zªo»ony podwójny shemat

numeryzny, w wyniku zego otrzymanie dokªadnego wyniku wymaga bardzo du»ego

nakªadu oblizeniowego. Inne podej±ia analityzno�numeryzne zostaªy przedstawione

w praah [21, 27, 30, 37, 53, 55, 56, 57, 64, 82℄.

Doskonaª¡ i wa»n¡ monogra�� dotyz¡¡ ruhomyh obi¡»e« masowyh poruszaj¡-

yh si� po belkah napisaª Szze±niak [72℄. Znajdziemy w niej opis setek pra dotyz¡-

yh problemu ruhomyh obi¡»e« poruszaj¡yh siJeszze trzeba by doda¢ odno±niki

literaturowe� po belkah. Autor przedstawia krytyzn¡ oen� istniej¡yh rozwi¡za«,

po zym prezentuje wªasne. Z t¡ i innymi praami tego autora [71, 73, 74℄ winien

zapozna¢ si� ka»dy badaz tej grupy zagadnie«. Wa»ne prae przedstawili te» inni pol-

sy badaze: K¡zkowski [39, 40℄, Langer [48, 49, 51, 52℄, Klasztorny [34, 35℄ i �niady

[83, 84℄. Prae te dotyz¡ zarówno obi¡»e« staªyh, grawitayjnyh jak i obi¡»e«

bezwªadno±iowyh.

Ogranizamy nasz¡ z�±¢ analizy literatury do nieliznyh wybranyh pozyji. Jest

wiele innyh ennyh pra, które s¡ powszehnie znane, a z powodu szzupªo±i miejsa

w tej z�±i, nie zostaªy zaytowane.

Pierwsze próby zasoprzestrzennego modelowania zada« �zyznyh byªy opubliko-

wane w 1964 przez Gurtina [24, 25℄ i Herrer� [26℄. Zde�niowanie minimalizowanego

funkjonaªu, wynikaj¡ego z teorii splotów, umo»liwiªo wyprowadzenie zale»no±i po-

mi�dzy zmienn¡ zasow¡ a zmiennymi przestrzennymi w obszarah zasoprzestrzen-

nyh. Obszary te mo»na interpretowa¢ jako zasoprzestrzenne elementy sko«zone.

Pó¹niej, w 1969 roku Oden [60℄ zaproponowaª uogólnienie metody elementów sko«zo-

nyh. Fried [22℄, Argyris, Sharpf i Chan [1, 2, 3℄ zaz�li jednakowo traktowa¢ zmienne

przestrzenne i zmienn¡ zasow¡ przy formuªowaniu problemów.

Niezale»nie od tego kierunku pra pojawiªy si� opraowania K¡zkowskiego [41, 42,

43℄, w któryh wprowadzono po raz pierwszy do mehaniki konstrukji interpretaj�

�zyzn¡ pewnyh wielko±i dotyhzas okre±lanyh w przestrzeni �zyznej. Rozpatry-
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wano proste przypadki drga« osiowyh pr�ta i struny. Kolejne poruszane zagadnienia

to drgania poprzezne belki [47℄, sposób rozwi¡zywania sformuªowanyh w zasoprze-

strzeni zada« dynamiznyh [78℄, przy±pieszenie proesu symulaji zasowej zada« linio-

wyh poprzez algebraizn¡ eliminaj� 2n warstw zasowyh [31℄, próba syntezy sformu-

ªowania zasoprzestrzennego zada« [46℄ oraz oszaowania stabilno±i [5, 12, 13, 50, 62℄.

Znaz¡ym wkªadem byªo wskazanie mo»liwo±i budowania bezwarunkowo stabilnyh

rozwi¡za« dzi�ki mody�kaji wirtualnej funkji ksztaªtu [32, 33℄.

Grup� pra przegl¡dowyh na temat metody elementów zasoprzestrzennyh stano-

wi¡ pozyje [4, 6, 44, 80℄, a tak»e z�±¢ wprowadzaj¡a do monogra�i [79℄. Opis metody

zawarto te» w praah [36, 45℄.



Rozdział 2
Równania ruchu

Rozdziaª ten ma za zadanie przedstawienie jednego ze sposobów wyprowadzania ró»-

nizkowego równania ruhu struny i belek, polegaj¡ego na równowadze siª i momentów

w in�nitezymalnym odinku badanego ukªadu. Gªównym jednak powodem jest przed-

stawienie sposobu modelowania ruhomego obi¡»enia za pomoy delty Diraa.

2.1. Równanie ruchu struny pod ruchomym obciążeniem

Rysunek 2.1: Wyinek struny.

Na rys. 2.1 przedstawiono niesko«zenie maªy odinek struny dx, odksztaªonej o pe-

wien nieznany k¡t α(x, t) w wyniku dziaªania i¡gªego, zewn�trznego obi¡»enia q(x, t).
Na podstawie równowagi siª wzgl�dem osi pionowej u(x, t) otrzymujemy nast�puj¡e

równanie

q(x, t)dx + dB(x, t) + N sin

[

α(x, t) +
∂α(x, t)

∂x
dx

]

− N sin [α(x, t)] = 0 , (2.1)

gdzie N jest siª¡ nai¡gu struny. Siª� bezwªadno±i dziaªaj¡a na rozpatrywany odinek

struny zapisujemy wzorem

dB(x, t) = −ρA
∂2u(x, t)

∂t2
dx . (2.2)

10
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Przy maªyh przemieszzeniah speªnione s¡ nast�puj¡e zaªo»enia

sin [α(x, t)] ≈ α(x, t) tan [α(x, t)] ≈ α(x, t) . (2.3)

Przedstawione zaªo»enia z�sto przedstawiane s¡ jako warunek maªyh odksztaªe«

(∂u/∂x)2 << 1. Poniewa»
du

dx
= tan [α(x, t)] , (2.4)

to na podstawie (2.3) powy»sze równanie mo»emy zapisa¢ w nast�puj¡ej formie

α(x, t) ≈
∂u(x, t)

∂x
. (2.5)

Zatem równanie równowagi siª (2.1) przyjmuje zmienion¡ posta¢ zapisu � tylko i wy-

ª¡znie za pomo¡ przemieszze«

q(x, t)dx + dB(x, t) + N
∂u(x, t)

∂x
+ N

∂2u(x, t)

∂x2
dx − N

∂u(x, t)

∂x
= 0 . (2.6)

Ruhome obi¡»enie dziaªaj¡e na odinku dx mo»emy przedstawi¢ zgodnie z rys.

2.2 za pomo¡ ró»niy funkji Heaviside'a. Na tej podstawie otrzymujemy zale»no±¢

opisuj¡¡ zewn�trzne obi¡»enie q(x, t) dziaªaj¡e na odinku dx:

Rysunek 2.2: Ró»nia funkji Heaviside'a.

q(x, t)dx = [H(x− vt)−H(x− vt− dx)]

[

P −m
∂2u(vt, t)

∂t2

]

. (2.7)

Uwzgl�dnia ona zarówno ruhom¡, staª¡ siª� grawitayjn¡ jak i wpªyw obi¡»enia bez-

wªadno±iowego. Warto zauwa»y¢, »e przyspieszenie ruhomej masy uwzgl�dnione zo-

staªo w ruhomym punkie vt, w odró»nieniu od bezwªadno±i samej struny (2.2). Zgod-

nie z (2.7) i (2.2), równanie (2.6) w wyniku obustronnego dzielenia przez dx przyjmuje

nast�puj¡¡ posta¢:

−N
∂2u(x, t)

∂x2
+ ρA

∂2u(x, t)

∂t2
=

H(x− vt)−H(x− vt− dx)

dx

[

P −m
∂2u(vt, t)

∂t2

]

.

(2.8)

Poniewa» rozpatrujemy niesko«zenie maªy odinek struny (dx→ 0) poni»sz¡ grani�

mo»emy przedstawi¢ za pomo¡ delty Diraa

lim
dx→0

H(x− vt)−H(x− vt− dx)

dx
= δ(x− vt) . (2.9)
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Ostateznie równanie (2.8) opisuj¡e ruh struny pod ruhomym obi¡»eniem mo»emy

zapisa¢ nast�puj¡o:

−N
∂2u(x, t)

∂x2
+ ρA

∂2u(x, t)

∂t2
= δ(x− vt)

[

P −m
∂2u(vt, t)

∂t2

]

. (2.10)

Przyspieszenie ruhomej masy, znane w literaturze pod nazw¡ wzoru Renaudota, za-

wiera peªen opis zjawisk towarzysz¡yh poruszaj¡emu si� skupionemu obi¡»eniu

bezwªadno±iowemu. Przy v = const otrzymujemy

∂2u(vt, t)

∂t2
=

∂2u(x, t)

∂t2

∣

∣

∣

∣

∣

x=vt

+ 2v
∂2u(x, t)

∂x∂t

∣

∣

∣

∣

∣

x=vt

+ v2
∂2u(x, t)

∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

x=vt

. (2.11)

2.2. Równanie belki Bernoulliego-Eulera pod ruchomym obcią-

żeniem

Pomimo »e ró»nizkowe równanie ruhu belki Bernoulliego-Eulera nie jest równaniem

falowym, to dzi�ki swej matematyznej budowie oraz prostej tehniznej interpretaji

stanowi zdeydowanie najwi�ksz¡ grup� pra opisuj¡yh ruhome obi¡»enia. Na pod-

Rysunek 2.3: Wyinek belki Bernoulliego-Eulera.

stawie kursu wytrzymaªo±i materiaªów, przy maªyh wyhyleniah oraz zahowuj¡

konwenj� znaków otrzymujemy

M(x, t) = −EI
∂ψ(x, t)

∂x
= −EI

∂2u(x, t)

∂x2
. (2.12)

Zgodnie z rys. 2.3 równowaga momentów wzgl�dem ±rodka elementu dx wynosi

M(x, t)−M(x, t)−
∂M(x, t)

∂x
dx+Q(x, t)

dx

2
+Q(x, t)

dx

2
+
∂Q(x, t)

∂x

dx2

2
= 0 . (2.13)

Po uporz¡dkowaniu równania (2.12) oraz pomini�iu maªyh wy»szego rz�du dx2 otrzy-
mujemy ogólnie znany wzór okre±laj¡y siª� ±inaj¡¡

Q(x, t) =
∂M(x, t)

∂x
= −

∂

∂x

[

EI
∂2u(x, t)

∂x2

]

. (2.14)
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Na podstawie równowagi siª wzgl�dem osi pionowej u(x, t) (Rys. 2.3) otrzymujemy

dB(x, t) + Q(x, t) +
∂Q(x, t)

∂x
dx − Q(x, t) + q(x, t)dx = 0 . (2.15)

Zgodnie z (2.2) i (2.14) równanie (2.15) przyjmuje posta¢

−ρA
∂2u(x, t)

∂t2
dx −

∂2

∂x2

[

EI
∂2u(x, t)

∂x2

]

dx + q(x, t)dx = 0 . (2.16)

Ruhome obi¡»enie dziaªaj¡e na odinku dx, podobnie jak w przypadku struny,

modelujemy za pomo¡ delty Diraa. Ostateznie równanie ruhu belki Bernoulliego�

Eulera pod ruhomym obi¡»eniem zapisujemy w nast�puj¡y sposób

EI
∂4u(x, t)

∂x4
+ ρA

∂2u(x, t)

∂t2
= δ(x− vt)

[

P −m
∂2u(vt, t)

∂t2

]

. (2.17)

2.3. Równanie belki Timoshenki pod ruchomym obciążeniem

W przypadku belki Timoshenki k¡t opisuj¡y deformaj� ukªadu nie odpowiada jedynie

k¡towi przy zystym zginaniu ψ(x, t), jak w przypadku belki Bernoulliego�Eulera. Wraz

Rysunek 2.4: Wyinek belki Timoshenki.

z k¡tem ψ(x, t) bie»emy pod uwag� równie» wpªyw odksztaªenia postaiowego

∂u(x, t)

∂x
= ψ(x, t) + γ(x, t) . (2.18)

K¡t odksztaªenia postaiowego pod dziaªaniem siªy ±inaj¡ej Q(x, t) zapisujemy na-

st�puj¡o

γ(x, t) = k
Q(x, t)

GA
, (2.19)

gdzie k jest wspóªzynnikiem ksztaªtu przekroju poprzeznego A, a G moduªem od-

ksztaªenia postaiowego, zwanymmoduªem Kirhho�a. Badany ukªad uwzgl�dnia rów-

nie» przyrost momentu bezwªadno±i in�nitezymalnego odinka belki, który zgodnie

z konwenj¡ znaków przyjmuje nast�puj¡¡ posta¢

dMB = −ρI
∂2ψ(x, t)

∂t2
dx . (2.20)
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Na podstawie warunku równowagi momentów wzgl�dem ±rodka elementu dx (Rys. 2.3)

otrzymujemy

M(x, t)−M(x, t)−
∂M(x, t)

∂x
dx+Q(x, t)

dx

2
+Q(x, t)

dx

2
+
∂Q(x, t)

∂x

dx2

2
+ dMB = 0 .

(2.21)

Podstawiaj¡ (2.20) do (2.21) oraz pomijaj¡ maªe wy»szego rz�du dx2, siª� ±inaj¡¡

mo»emy zapisa¢ w nast�puj¡ej formie

Q(x, t) = ρI
∂2ψ(x, t)

∂t2
+
∂M(x, t)

∂x
. (2.22)

W prosty sposób mo»emy zaobserwowa¢ ró»ni� mi�dzy podej±iem tehniznym belki

(2.14), a falowym opisem ruhu. Ró»nizkuj¡ moment gn¡y (2.12) wzgl�dem x i pod-

stawiaj¡ do (2.22) otrzymujemy

Q(x, t) = ρI
∂2ψ(x, t)

∂t2
− EI

∂2ψ(x, t)

∂x2
. (2.23)

Zgodnie z (2.18) i (2.19) równanie (2.23) przyjmuje nast�puj¡¡ posta¢

Q(x, t) = ρI
∂3u(x, t)

∂x∂t2
−
ρIk

GA

∂2Q(x, t)

∂t2
− EI

∂3u(x, t)

∂x3
+
EIk

GA

∂2Q(x, t)

∂x2
. (2.24)

Brakuj¡¡, dodatkow¡ zale»no±¢ znajdziemy, podobnie jak w przypadku belki Bernoulliego�

Eulera, na podstawie równania równowagi siª (2.15) wzgl�dem pionowej osi prostopadªej

do osi Ox. Po uporz¡dkowaniu oraz zgodnie ze wzorem opisuj¡ym siª� bezwªadno±i

dziaªaj¡¡ na odinku dx (2.2) otrzymujemy

∂Q(x, t)

∂x
= ρA

∂2u(x, t)

∂t2
− q(x, t) . (2.25)

Po uprzednih przeksztaªeniah równa« (2.24) i (2.25) ostateznie otrzymujemy z¡st-

kowe, ró»nizkowe równanie ruhu belki Timoshenki

EI
∂4u(x, t)

∂x4
−

(

ρI + ρk
EI

G

)

∂4u(x, t)

∂x2∂t2
+ ρ2k

I

G

∂4u(x, t)

∂t4
+ ρA

∂2u(x, t)

∂t2
=

= q(x, t) − k
EI

GA

∂2q(x, t)

∂x2
+ ρk

I

GA

∂2q(x, t)

∂t2
,

(2.26)

gdzie ruhome obi¡»enie dziaªaj¡e na ukªad zapisujemy nast�puj¡o:

q(x, t) = δ(x− vt)

[

P −m
∂2u(vt, t)

∂t2

]

. (2.27)

Podobnie jak w przypadku struny, belka Timoshenki jest równaniem falowym, gdzie

pr�dko±¢ fali gi�tnej c1 oraz pr�dko±¢ fali ±inania c2 dane s¡ wzorami

c1 =

√

E

ρ
, c2 =

√

G

kρ
. (2.28)



Rozdział 3
Rozwiązania analityczne równania struny

Wszystkie przedstawione w rozdziale rozwi¡zania dotyz¡e ruhomej siªy grawitayj-

nej opieraj¡ si� na znanym rozwini�iu w niesko«zony szereg trygonometryzny. Po-

zwala on rozdzieli¢ zmienne, a dzi�ki temu zredukowa¢ z¡stkowe równanie ró»nizkowe

ruhu do równania ró»nizkowego zwyzajnego. Przedstawiono zarówno rozwi¡zanie

klasyzne jak i wykorzystuj¡e transformaje aªkowe.

W dalszej z�±i rozdziaªu przedstawione zostanie w skróie jedyne, peªne roz-

wi¡zanie analityzne dotyz¡e bezmasowej struny poddanej ruhomemu obi¡»eniu

bezwªadno±iowemu. Na konie przedstawiony zostanie matematyzny dowód istnienia

niei¡gªo±i trajektorii ruhomej masy na podstawie wze±niej uzyskanyh rozwi¡za«

dotyz¡yh bezmasowej struny [18, 19℄.

Otrzymane rozwi¡zania zostan¡ po ka»dej z�±i zobrazowane gra�znie. W elu

ªatwego porównania wyników w przykªadah przyj�to jednakowe dane: skupion¡ siª�

P = −1, poruszaj¡¡ si� mas� m = 1, siª� napi�ia struny N = 1, g�sto±¢ masy ρ = 1,
pole przekroju poprzeznego A = 1 oraz dªugo±¢ l = 1. Wyniki dotyzy¢ b�d¡ ró»nyh

pr�dko±i przejazdu obi¡»enia v.

3.1. Inercyjna struna pod działaniem ruchomej stałej siły – roz-

wiązanie klasyczne

Rysunek 3.1: Staªa ruhoma siªa P .

Staªa siªa P, poruszaj¡a si� ze staªa predko±i¡ v (Rys. 3.1) przedstawiona jest za

pomo¡ delty Diraa (2.9). Równanie ruhu zgodnie z przedstawionym wyprowadze-

15



3.1 Ineryjna struna pod dziaªaniem ruhomej staªej siªy � rozwi¡zanie klasyzne 16

niem w rozdziale 2, bez uwzgl�dnienia bezwªadno±i ruhomego obi¡»enia ma nast�-

puj¡¡ posta¢

−N
∂2u(x, t)

∂x2
+ ρA

∂2u(x, t)

∂t2
= δ(x− vt)P , (3.1)

gdzie N jest siª¡ nai¡gu, a ρA liniow¡ g�sto±i¡ struny. Przyjmujemy nast�puj¡e

warunki brzegowe

u(0, t) = 0 , u(l, t) = 0 , (3.2)

oraz warunki poz¡tkowe

u(x, 0) = 0 ,
∂ u(x, t)

∂ t

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0 . (3.3)

Aby rozdzieli¢ zmienne, rozwijamy poszukiwane przemieszzenia w niesko«zony szereg

u(x, t) =
∞
∑

n=1

X(x)T (t) . (3.4)

To samo podej±ie stosujemy do siª zewn�trznyh

q(x, t) =
∞
∑

n=1

X(x)Q(t) . (3.5)

Stosuj¡ podstawienie

ρA

N
=
1

c2
⇒ c =

√

N

ρA
(3.6)

otrzymujemy równanie ruhu struny

−
∂2u(x, t)

∂x2
+
1

c2
∂2u(x, t)

∂t2
= δ(x− vt)

P

N
, (3.7)

gdzie c jest pr�dko±i¡ rozprzestrzeniania si� fali mehaniznej w strunie. Na podstawie

szeregów (3.4), (3.5) równanie (3.7) przyjmuje posta¢

1

c2

∞
∑

n=1

X(x)T̈ (t) −
∞
∑

n=1

X ′′(x)T (t) =
∞
∑

n=1

X(x)Q(t) . (3.8)

Przyjmujemy funkj� X(x)

X(x) = sin
nπx

l
(3.9)

realizuj¡¡ zaªo»one warunki brzegowe (3.2). Na tej podstawie otrzymujemy drug¡

pohodn¡ po x

X ′′(x) = −
n2π2

l2
sin

nπx

l
. (3.10)

Porównuj¡ (3.9) i (3.10) znamy zale»no±¢ pomi�dzy X(x) i X ′′(x)

X ′′(x) = −
n2π2

l2
X(x) . (3.11)

Wykorzystuj¡ zale»no±¢ (3.11) mo»emy równanie (3.8) zapisa¢ w nast�puj¡y sposób

1

c2

∞
∑

n=1

T̈ (t)X(x) +
∞
∑

n=1

T (t)
n2π2

l2
X(x) −

∞
∑

n=1

Q(t)X(x) = 0 . (3.12)
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Ostateznie równanie (3.12) przyjmuje posta¢

∞
∑

n=1

[

1

c2
T̈ (t) +

n2π2

l2
T (t) − Q(t)

]

X(x) = 0 . (3.13)

Poniewa» zaªo»ona funkja X(x) w przedziale (0, l) nie przyjmuje warto±i zerowyh,

dlatego te» zawarto±¢ nawiasu kwadratowego, aby byªa speªniona równo±¢ z powy»szego

wzoru, musi równa¢ si� zero. A zatem

1

c2
T̈ (t) +

n2π2

l2
T (t) − Q(t) = 0 . (3.14)

Po przeksztaªeniah otrzymujemy równanie ró»nizkowe zwyzajne, niejednorodne

T̈ (t) +
n2π2c2

l2
T (t) = c2Q(t) . (3.15)

B�d¡¡ niejednorodno±i¡ funkj� Q(t) wyznazamy na podstawie równania (3.5), mno-

»¡ je przez funkj� X(x) i aªkuj¡ w przedziale < 0; l >

Q(t) =

∫

l

0 q(x, t) sin
nπx

l
dx

∫

l

0 sin
2 nπx
l

dx
. (3.16)

Zgodnie z równaniem (3.7), w którym prawa strona jest funkj¡ q(x, t) otrzymujemy

∫

l

0
q(x, t) sin

nπx

l
dx =

P

N

∫

l

0
δ(x− vt) sin

nπx

l
dx =

P

N
sin

nπvt

l
, (3.17)

oraz
∫

l

0
sin2

nπx

l
dx =

1

2
l . (3.18)

Na podstawie (3.17) i (3.18) funkja Q(t) przyjmuje nast�puj¡¡ posta¢

Q(t) =
2P

Nl
sin

nπvt

l
. (3.19)

Ostateznie równanie (3.15) zapisujemy nast�puj¡o

T̈ (t) +
n2π2c2

l2
T (t) =

2P

Nl
c2 sin

nπvt

l
. (3.20)

Powy»sze równanie ró»nizkowe rozwi¡zujemy klasyzn¡ metod¡, zyli dwuetapowo.

Szukane rozwi¡zanie jest sum¡ rozwi¡zania ogólnego i szzególnego

T (t) = To(t) + Ts(t) . (3.21)

Rozwi¡zania ogólnego szukamy z z�±i jednorodnej równania (3.20)

T̈ (t) +
n2π2c2

l2
T (t) = 0 , (3.22)

którego rozwi¡zanie przedstawiono poni»ej

To(t) = C1 cos
nπct

l
+ C2 sin

nπct

l
. (3.23)
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3.1.1. Przypadek v 6= c

Rozwi¡zania szzególnego szukamy metod¡ przewidywa«.

Ts(t) = A sin
nπvt

l
+ B cos

nπvt

l
, (3.24)

gdzie

A =
2Pl

N

c2

n2π2(c2 − v2)
, B = 0 . (3.25)

Po zastosowaniu staªyh A i B rozwi¡zanie szzególne przyjmuje posta¢

Ts(t) =
2Pl

N

c2

n2π2(c2 − v2)
sin

nπvt

l
. (3.26)

Ostateznie rozwi¡zaniem równania (3.20) jest nast�puj¡a funkja

T (t) = C1 cos
nπct

l
+ C2 sin

nπct

l
+
2Pl

N

c2

n2π2(c2 − v2)
sin

nπvt

l
. (3.27)

Zgodnie z zaªo»onymi warunkami poz¡tkowymi (3.3) oraz rozwini�iem w szereg (3.4)

mo»emy zapisa¢







∑

∞

n=1 T (0)X(x) = 0
∑

∞

n=1 Ṫ (0)X(x) = 0
⇒







T (0) = 0

Ṫ (0) = 0
. (3.28)

Na podstawie powy»szyh zaªo»e« oblizamy staªe C1 i C2 w równaniu (3.27)

C1 = 0 , C2 = −
2Pl

N

cv

n2π2(c2 − v2)
. (3.29)

Po ih uwzgl�dnieniu, otrzymujemy peªne rozwi¡zanie równania (3.20)

T (t) =
2Pl

N

c

n2π2(c2 − v2)

(

c sin
nπvt

l
− v sin

nπct

l

)

. (3.30)

Ostatezne rozwi¡zanie równania (3.1) uwzgl�dniaj¡ (3.4), (3.9) i (3.30) uzyskuje po-

sta¢

u(x, t) =
2Pl

N

c

π2(c2 − v2)

∞
∑

n=1

1

n2

(

c sin
nπvt

l
− v sin

nπct

l

)

sin
nπx

l
. (3.31)

Przedstawione wyniki doskonale obrazuj¡ wpªyw bezwªadno±i struny na jej ostatezne

rozwi¡zanie. �atwo mo»emy zaobserwowa¢ odbiia fali mehaniznej od ruhomego

obi¡»enia oraz obu podpór.

3.1.2. Przypadek v = c

Poniewa» dla pr�dko±i ruhu siªy grawitayjnej v równej pr�dko±i fali w strunie c roz-

wi¡zanie szzególne z poprzedniego przypadku (3.24) pokrywaªo by si� z rozwi¡zaniem
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Rysunek 3.2: Ruhoma siªa grawitayjna: trajektoria ruhomej siªy (rysunek lewy) i ±rodek

struny (rysunek prawy).

ogólnym. Musimy podda¢ je mody�kaji, zgodnie z zasadami rozwi¡zywania równa«

ró»nizkowyh zwyzajnyh niejednorodnyh

Ts(t) = At sin
nπct

l
+ Bt cos

nπct

l
, (3.32)

gdzie

A = 0 , B = −
Pc

Nnπ
. (3.33)

Po zastosowaniu staªyh A i B rozwi¡zanie szzególne przyjmuje posta¢

Ts(t) = −
Pct

Nnπ
cos
nπct

l
. (3.34)

Ostateznie rozwi¡zaniem równania (3.20) dla v = c jest nast�puj¡a funkja

T (t) = C1 cos
nπct

l
+ C2 sin

nπct

l
−
Pct

Nnπ
cos
nπct

l
. (3.35)

Na podstawie zaªo»onyh warunków poz¡tkowyh (3.28) oblizamy staªe C1 i C2

C1 = 0 , C2 =
Pl

Nn2π2
. (3.36)

Po uwzgl�dnieniu staªyh, otrzymujemy

T (t) =
P

Nnπ

(

l

nπ
sin
nπct

l
− ct cos

nπct

l

)

. (3.37)

Ostateznie, zgodnie z (3.4) i (3.9) otrzymujemy przemieszzenia struny pod ruhomym

obi¡»eniem grawitayjnym, poruszaj¡ym si� ze staª¡ pr�dko±i¡ równ¡ pr�dko±i fali

c =
√

N/ρA

u(x, t) =
P

Nπ

∞
∑

n=1

1

n

(

l

nπ
sin
nπct

l
− ct cos

nπct

l

)

sin
nπx

l
. (3.38)
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Rysunek 3.3: Ruhoma siªa grawitayjna (pr�dko±¢ przejazdu równa pr�dko±i fali): trajek-

toria ruhomej siªy (rysunek lewy) i ±rodek struny (rysunek prawy).

3.2. Inercyjna struna pod działaniem ruchomej stałej siły – trans-

formacja całkowa

Prezentowana metoda jest metod¡ szybsz¡ i bardziej elegank¡. Równanie ruhu, po-

dobnie jak równanie (3.1) ma nast�puj¡¡ posta¢

−N
∂ 2u(x, t)

∂ x 2
+ ρA

∂ 2u(x, t)

∂ t 2
= δ(x− vt)P . (3.39)

Przyjmujemy te same zaªo»enia o w poprzednim paragra�e.

Aby równanie ró»nizkowe z¡stkowe przeksztaªi¢ do równania ró»nizkowego zwy-

zajnego stosujemy sinusow¡ transformaj� aªkow¡ Fouriera

V (j, t) =
∫ l

0
u(x, t) sin

jπx

l
dx , (3.40)

u(x, t) =
2

l

∞
∑

j=1

V (j, t) sin
jπx

l
. (3.41)

Dokonujemy sinusowej transformaji Fouriera równania (3.39)

V̈ (j, t) + ω2j V (j, t) =
P

ρA
sinωt , (3.42)

gdzie

ω =
jπv

l
, ω2j =

j2π2

l2
N

ρA
. (3.43)

Aby rozwi¡za¢ równanie ró»nizkowe (3.42) stosujemy transformaj� aªkow¡ Laplae`a�

Carsona [15℄ i po przeksztaªeniu otrzymujemy

V ∗(j, p) =
P ω

ρA

p

p2 + ω2
1

p2 + ω2j
. (3.44)
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Powraamy do przestrzeni rzezywistej dokonuj¡ odwrotnej transformaty Laplae`a�

Carsona równania (3.44):

V (j, t) =
P

ρA

1

ω2j − ω2

(

sinωt − ω
ωj
sinωjt

)

. (3.45)

Ostateznie przemieszzenia struny s¡ nast�puj¡e

u(x, t) =
∞
∑

j=1

2P

ρA l

1

ω2j − ω2

(

sinωt − ω
ωj
sinωjt

)

sin
jπx

l
. (3.46)

Równanie (3.46) na podstawie (3.6) i (3.43) mo»emy przeksztaªi¢ do postai otrzyma-

nej z rozwi¡zania klasyznego (3.31) gdy v 6= c

u(x, t) =
2Pl

N

c

π2(c2 − v2)
∞
∑

n=1

1

n2

(

c sin
nπvt

l
− v sin nπct

l

)

sin
nπx

l
. (3.47)

W przypadku v = c powy»sze rozwi¡zanie przemieszze« przyjmuje warto±¢ nieozna-

zon¡ [0/0]. Stosuj¡ metod� de l'Hospitala

lim
v→c
u(x, t) = lim

v→c

2Pl

N

1

−2vπ2
∞
∑

n=1

1

n2

(

c2
nπt

l
cos
nπvt

l
− c sin nπct

l

)

sin
nπx

l
. (3.48)

Po przeksztaªeniah z uwzgl�dnieniem (3.6) dohodzimy do znanego nam rozwi¡zania

(3.38).

3.3. Bezmasowa struna pod ruchomym obciążeniem inercyjnym

Przyjmuj¡ ρ = 0 równanie ruhu struny pod ruhomym obi¡»eniem masowym (Rys.

3.4) uzyskuje nast�puj¡¡ posta¢

Rysunek 3.4: Ruhome obi¡»enie masowe.

−N ∂
2u(x, t)

∂ x 2
= δ(x− vt)P − δ(x− vt)m ∂

2u(vt, t)

∂ t 2
. (3.49)

Aby rozwi¡za¢ powy»sze równanie korzystamy z wªasno±i splotu

u(x, t) = G(x, s) ∗ p(s, t) =
∫ l

0
G(x, s) p(s, t) ds , (3.50)
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gdzie G(x, s) jest funkj¡ Greena, któr¡ otrzymujemy rozwi¡zuj¡ tzw. równanie pod-

stawowe zast�puj¡ praw¡ stron� (3.49) delt¡ Diraa δ(x− s). Ostateznie przemiesz-

zenia bezmasowej struny zgodnie z (3.50) s¡ splotem G(x, s) i niejednorodno±i (3.49):

p(x, t) = δ(x − vt)
(

P − m ∂
2u(vt, t)

∂t2

)

. (3.51)

Z prostego aªkowania, na podstawie zaªo»onyh warunków brzegowyh (3.2) oraz

przyjmuj¡ nast�puj¡e oznazenia

x = vt i u1(t) = u(vt, t) (3.52)

otrzymujemy zgodnie z (3.50), (3.51) i (3.52) ró»nizkowe równanie ruhu struny bez-

masowej pod ruhomym obi¡»eniem ineryjnym

u1(t) =

(

P − m ∂
2u1(t)

∂t2

)

[

1

N

(

1 − vt
l

)

vt
]

. (3.53)

Przyjmujemy bezwymiarowe przemieszzenia struny y oraz bezwymiarowy zas τ

y(τ) =
u1(t)

u0
i τ =

vt

l
, (3.54)

gdzie

u0 =
P l

4N
(3.55)

jest ugi�iem statyznym w ±rodku struny. Podstawiaj¡ (3.54) do (3.53) otrzymujemy

równanie ró»nizkowe zwyzajne, niejednorodne o zmiennyh wspóªzynnikah

τ (1 − τ) ÿ(τ) + 2α y(τ) = 8α τ (1 − τ) , (3.56)

gdzie

α =
N l

2mc2
. (3.57)

3.3.1. Przypadek gdy α 6= 1

Przyjmujemy równanie b�d¡e rozwi¡zaniem równania (3.56)

y(τ) = τ (1 − τ) ν(τ) . (3.58)

Podstawiaj¡ (3.58) i jego drug¡ pohodn¡ do (3.56) otrzymujemy:

τ (1 − τ) ν̈(τ) + (2 − 4 τ) ν̇(τ) − 2 (1 − α) ν(τ) = 8α . (3.59)

Jednorodna z�±¢ (3.59) jest równaniem hipergeometryznym [67℄ o ogólnej postai

przedstawionej poni»ej

τ (1 − τ) ν̈(τ) + [c − (a + b + 1) τ ] ν̇(τ) − a b ν(τ) = 0 . (3.60)
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W pierwszym kroku rozwi¡zujemy z�±¢ jednorodn¡ (3.59) gdzie wspóªzynniki a, b i c
maj¡ nast�puj¡¡ posta¢

a1,2 =
3 ±
√
1 + 8α

2
, b1,2 =

3 ∓
√
1 + 8α

2
, c = 2 . (3.61)

Rozwi¡zanie równania hipergeometryznego gdy lizba c jest lizb¡ naturaln¡ postai

c = 1 +m oraz a 6= m, b 6= m przyjmuje posta¢:

ν1(τ) = F (a, b, c, τ) ,

ν2(τ) = F (a, b, c, τ) ln τ +
∞
∑

k=1

{

(ak) (bk)

(ck)
[h(k) − h(0)] τ

k

k!
+

+
1

(1 − a) (1 − b) τ

}

, (3.62)

gdzie F (a, b, c, τ) jest szeregiem hipergeometryznym

F (a, b, c, τ) = 1 +
∞
∑

k=1

(ak) (bk)

(ck)

τ k

k!
, (3.63)

a (ak), (bk) i (ck) s¡ tzw. symbolami Pohhamera

(ak) = a (a + 1) . . . (a + k − 1) ,
(bk) = b (b + 1) . . . (b + k − 1) ,
(ck) = c (c + 1) . . . (c + k − 1) . (3.64)

Rozwi¡zanie szzególne (3.59) na podstawie jego niejednorodno±i przyjmuje posta¢

νs(τ) =
4α

α − 1 . (3.65)

Zgodnie z (3.58) dla α 6= 1 równanie (3.56) jest nast�puj¡e

y(τ) = [A1 ν1(τ) + A2 ν2(τ) + νs(τ)] τ (1 − τ) . (3.66)

Na podstawie warunków poz¡tkowyh (3.3) oblizamy staªe A1 i A2

A1 =
−4α
α − 1 , A2 = 0 . (3.67)

Staªa A2 = 0 znaznie upraszza formuª� (3.66). Ostateznie przemieszzenia struny

pod ruhomym obi¡»eniem dla α 6= 1 s¡ nast�puj¡ej postai

y(τ) =
4α

α − 1 τ (1 − τ) [1 − ν1(τ)]

=
4α

α − 1 τ (1 − τ) [1 − F (a, b, c, τ)] , (3.68)

gdzie F (a, b, c, τ) dane jest wzorem (3.63). Na wykresie mo»emy zaobserwowa¢ wpªyw

dokªadno±i na rozwi¡zanie blisko ko«owej podpory.
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Rysunek 3.5: Trajektoria ruhomej masy poruszaj¡ej si� po bezmasowej strunie: mniejsza

dokªadno±¢ rozwi¡zania (lewy rysunek) i wi�ksza dokªadno±¢ rozwi¡zania (prawy rysunek).

3.3.2. Przypadek gdy α = 1

W tym przypadku równanie (3.56) przyjmuje nast�puj¡¡ posta¢

τ (1 − τ) ÿ(τ) + 2 y(τ) = 8 τ(1 − τ) . (3.69)

Równanie (3.69) posiada rozwi¡zanie analityzne w zamkni�tej formie. Ostateznie

przemieszzenia struny pod ruhomym obi¡»eniem dla α = 1 przy zaªo»onyh warun-

kah brzegowyh (3.2) i poz¡tkowyh (3.3) s¡ przedstawione poni»ej

y(τ) =
4

3
τ(1− τ)−

4

3
τ (1 + 2τ ln(1− τ)− 2 ln(1− τ)) . (3.70)
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Rysunek 3.6: Trajektoria masy w przypadku bezmasowej struny (przypadek α = 1)
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Rysunek 3.7: Ruh masy przy ko«owej podporze.

3.4. Nieciągłość rozwiązania w przypadku struny bezmasowej

Doskonaªa, zaawansowana metoda oblizeniowa zaproponowana przez Smitha[68℄ po-

zwala nam przedstawi¢ iekawe wªasno±i rozwi¡zania blisko ko«owej podpory. Pre-

zentowane wyniki przedstawiaj¡ skok przemieszze« pod mas¡ w zasie. Rozpatrzmy

�zyzn¡ natur� tego skoku. Najprostsze wyja±nienie polega na prze±ledzeniu równo-

wagi siª przedstawionyh na Rys. 3.7. Musimy pami�ta¢ »e, gªównym zaªo»eniem tego

zadania jest staªa warto±¢ nai¡gu struny N oraz staªa warto±¢ pr�dko±i v przejazdu
masy m. Na Rys. 3.7 pozioma siªa pha mas�, aby utrzyma¢ staª¡ warto±¢ jej pr�dko-

±i. Ko«owy dystans struny d musi by¢ pokonany przez mas� w zasie d/v. Po tym

zasie masa musi znale¹¢ si� na ko«owej podporze, zgodnie z zaªo»onymi warunkami

brzegowymi. Je±li przemieszzenie uB jest wystarzaj¡o du»e w porównaniu z innymi

parametrami, przyspieszenie dziaªaj¡e na mas�, powoduje du»¡ siª� oddziaªywuj¡¡

na strun� F ∼ umv2/d2. Gdy d d¡»y do zera, siªa F d¡»y do niesko«zono±i. W na-

szym przypadku F jest wi�ksza od N , je»eli m lub v jest wystarzaj¡o du»e. Ten fakt

narusza nasze zaªo»enia i warunki stosowalno±i maªyh przemieszze« (∂u/∂x)2 << 1.

W przypadku gdy α = 1, struna bezmasowa ma peªne, zamkni�te rozwi¡zanie

analityzne (3.70)

y(τ) =
4

3
τ(1− τ)−

4

3
τ (1 + 2τ ln(1− τ)− 2 ln(1− τ)) , (3.71)

a zatem dowód niei¡gªo±i przy ko«owej podporze jest bardzo prosty

lim
τ→1−
y(τ) =

4

3
. (3.72)

Teraz zajmiemy si� przypadkiem α 6= 1. Rozwi¡zanie dane jest w postai sumy

(3.68)

y(τ) =
4α

α − 1
τ (τ − 1)

∞
∑

k=1

k
∏

i=1

(a+ i− 1)(b+ i− 1)

c+ i− 1

τ k

k!
, (3.73)
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gdzie τ = vt/l > 0 jest bezwymiarowym parametrem zasu. Zastanówmy si� nad

rozwi¡zaniem równania (3.73), a szzególnie nad jego warto±i¡ przy τ = 1. Pierwszy
skªadnik τ(τ − 1) równa si� zero, natomiast pozostaªa z�±¢ d¡»y do niesko«zono±i

∞
∑

k=1

k
∏

i=1

(a+ i− 1)(b+ i− 1)

c+ i− 1

τ k

k!
. (3.74)

Mamy wi� nieokre±lone rozwi¡zanie [0 · ∞] przy τ = 1−.

Ten sam wynik otrzymamy na podstawie twierdzenia Abela. Szereg pot�gowy mo-

»emy zapisa¢ w nast�puj¡ej formie

∞
∑

k=1

Ak τ
k , Ak =

k
∏

i=1

(a+ i− 1)(b+ i− 1)

(c+ i− 1) i
. (3.75)

W tym przypadku lim
τ→1−
Ak τ

k =∞ i y(1−) = 0 · ∞.

Aby pozby¢ si� nieoznazono±i w rozwi¡zaniu Smitha, przedstawiono inny shemat

post�powania polegaj¡y na wª¡zeniu skªadnika τ(τ − 1) do sumy. W ten sposób

równanie (3.73) zostaªo przeksztaªone do nast�puj¡ej formy

(1−τ)
∞
∑

k=1

(ak) (bk)

(ck)

τ k

k!
=
a b τ

c
+
∞
∑

k=2

(ak−1) (bk−1)

(ck−1)

(

(a+ k − 1)(b+ k − 1)

k(c+ k − 1)
− 1

)

τ k

(k − 1)!
,

(3.76)

gdzie

(ak) = a (a + 1) . . . (a + k − 1) ,

(bk) = b (b + 1) . . . (b + k − 1) ,

(ck) = c (c + 1) . . . (c + k − 1) . (3.77)

Zgodnie z kryterium Rabbego dla a+ b < c+ 2 grania

lim
τ→1

[

(1− τ)
∞
∑

k=1

k
∏

i=1

(a+ i− 1)(b+ i− 1)

c+ i− 1

τ k

k!

]

jest sko«zona. Teraz mo»emy oszaowa¢ warto±¢ sumy (3.76). Suma pierwszyh trzeh

skªadników wraz z abτ/c jest dodatnia. Nast�pne skªadniki sumy s¡ tak»e dodatnie.

Dowodzi to, »e suma (3.76) jest sko«zona i wi�ksza od zera. Niei¡gªo±¢ funkji zostaªa

przedstawiona na Rys. 3.8.

Przyjrzyjmy si� warunkom brzegowym dla τ = 1. Mo»emy wyobrazi¢ sobie syme-

tryzne zadanie z mas¡ poruszaj¡¡ si� z τ = 2 do τ = 1 (z siªa P o przeiwnym

znaku). Otrzymamy wtedy dwa analogizne problemy przy τ = 1. Suma tyh dwóh

grani dla τ = 1 równa si� zero

1

2

(

lim
τ→1−
y(τ) + lim

τ→1+
y(τ)

)

= 0 .

Potra�my równie» oblizy¢ pohodn¡ dy/dτ . Jej grania przy τ → 1− jest wska¹ni-
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1
τ

Rysunek 3.8: Niei¡gªo±¢ funkji (3.73) w punkie τ = 1.

1
τ

Rysunek 3.9: Lewa i prawa grania w przypadku gdy τ = 1.

kiem nahylenia ko«owego fragmentu struny wzgl�dem osi poziomej. W przypadku

ruhomej siªy P przyj�tej ze znakiem minus otrzymujemy nast�puj¡¡ grani�

lim
τ→1−

dy

dτ
=∞ . (3.78)

Potwierdza ona ostateznie niei¡gªo±¢ trajektorii ruhomej masy poruszaj¡ej si� po

bezmasowej strunie.



Rozdział 4
Rozwiązania analityczne równania drgań
belek

W przypadku belki Bernoulliego�Eulera jak i Timoshenki zastosowano znan¡ z po-

przednih rozdziaªów transformaj� Fouriera. Dzi�ki temu redukuje si� z¡stkowe rów-

nania ruhu do równania ró»nizkowego zwyzajnego. Otrzymane równanie rozwi¡zano

w obu przypadkah przy pomoy aªkowej transformaji Laplae'a�Carsona.

4.1. Belka Bernoulliego-Eulera pod ruchomą, stałą siłą

Równanie ruhu belki Bernoulliego-Eulera wygl¡da nast�puj¡o:

EI
∂4u(x, t)

∂x4
+ ρA

∂2u(x, t)

∂t2
= δ(x− vt)P . (4.1)

Zakªadamy nast�puj¡e warunki brzegowe

u(0, t) = 0 , u(l, t) = 0 ,
∂ 2u(x, t)

∂ x 2

∣

∣

∣

∣

∣

x=0

= 0 ,
∂ 2u(x, t)

∂ x 2

∣

∣

∣

∣

∣

x= l

= 0 , (4.2)

oraz warunki poz¡tkowe

u(x, 0) = 0 ,
∂ u(x, t)

∂ t

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0 . (4.3)

Stosujemy sinusow¡ transformaj� Fouriera w przedziale < 0; l > (3.40), w której rozwi-

ni�ie przemieszze« w niesko«zony szereg (3.41) realizuje zaªo»one warunki brzegowe

(4.2)

EI
j4π4

l4
V (j, t) + ρAV̈ (j, t) = P sin

jπvt

l
. (4.4)

Równanie (4.4) mo»na zapisa¢ nast�puj¡o

V̈ (j, t) + Ω2jV (j, t) =
P

ρA
sinωjt , (4.5)

gdzie

ωj =
jπv

l
, Ω2j =

EI

ρA

j4π4

l4
. (4.6)

28
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Rysunek 4.1: Belka Eulera pod ruhomym obi¡»eniem grawitayjnym: trajektoria ruhomej

siªy (rysunek lewy) oraz ugi�ia w ±rodku belki (rysunek prawy).

Stosujemy transformaj� Laplaa-Carsona równania (4.5), uwzgl�dniaj¡¡ zaªo»one wa-

runki poz¡tkowe

p2
∗

V (j, p) + Ω2j
∗

V (j, p) =
P

ρA

ωjp

p2 + ω2j
. (4.7)

Po uporz¡dkowaniu równanie przedstawiamy w nast�puj¡ej postai

∗

V (j, p) =
Pωj

ρA

p

p2 + ω2j

1

p2 + Ω2j
. (4.8)

Nast�pnym krokiem jest zastosowanie odwrotnej transformaji Laplaa-Carsona

V (j, t) =
P

ρA

1

Ω2j − ω
2
j

(

sinωjt −
ωj

Ωj
sinΩjt

)

. (4.9)

Z kolei odwrotna transformaja Fouriera w sko«zonym przedziale < 0 : l > daje

nast�puj¡y wynik

u(x, t) =
∞
∑

j=1

2P

ρAl

1

Ω2j − ω
2
j

(

sinωjt −
ωj

Ωj
sinΩjt

)

sin
jπx

l
. (4.10)

4.2. Belka Timoshenki pod ruchomą, stałą siłą

Post�pujemy podobnie jak w przypadku belki Bernoulliego-Eulera. Równanie ruhu

belki Timoshenki ma nast�puj¡¡ posta¢

EI
∂4u(x, t)

∂x4
−

(

ρI + ρk
EI

G

)

∂4u(x, t)

∂x2∂t2
+ ρ2k

I

G

∂4u(x, t)

∂t4
+ ρA

∂2u(x, t)

∂t2
=

= q(x, t) − k
EI

GA

∂2q(x, t)

∂x2
+ ρk

I

GA

∂2q(x, t)

∂t2
.

(4.11)
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Przyjmujemy warunki brzegowe

u(0, t) = 0 , u(l, t) = 0 ,
∂ 2u(x, t)

∂ x 2

∣

∣

∣

∣

∣

x=0

= 0 ,
∂ 2u(x, t)

∂ x 2

∣

∣

∣

∣

∣

x= l

= 0 , (4.12)

oraz warunki poz¡tkowe

u(x, 0) = 0 ,
∂ u(x, t)

∂ t

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0 . (4.13)

Zewn�trzne obi¡»enie opisujemy jako siª� skupion¡ dziaªaj¡¡ w przemieszzaj¡ym si�

punkie x = vt
q(x, t) = δ(x− vt)P . (4.14)

Wyznazamy drug¡ pohodn¡ tego wyra»enia wzgl�dem x

∂2q(x, t)

∂x2
= δ′′(x− vt)P , (4.15)

oraz drug¡ pohodna wzgl�dem t

∂2q(x, t)

∂t2
= δ′′(x− vt)Pv2 . (4.16)

Po zastosowaniu sinusowej transformaji Fouriera w przedziale < 0; l > otrzymujemy

EI
j4π4

l4
V (j, t) +

(

ρI + ρk
EI

G

)

j2π2

l2
V̈ (j, t) + ρ2k

I

G

¨̈
V (j, t) + ρAV̈ (j, t) =

= P sin
jπvt

l
+ k
EI

GA
P
j2π2

l2
sin
jπvt

l
− ρk

I

GA
Pv2
j2π2

l2
sin
jπvt

l
.

(4.17)

Powy»sze równanie mo»emy zapisa¢ w skróonej postai

¨̈
V (j, t) + b̂V̈ (j, t) + ĉV (j, t) = d̂ sin

jπvt

l
, (4.18)

gdzie

b̂ =
b

a
ĉ =
c

a
d̂ =

d

a
, (4.19)

oraz

a = ρ2k
I

G
b = ρA +

j2π2

l2

(

ρI + ρk
EI

G

)

, (4.20)

i

c = EI
j4π4

l4
d = P + k

EI

GA
P
j2π2

l2
− ρk

I

GA
Pv2
j2π2

l2
. (4.21)

Rozpatruj¡ z�±¢ jednorodn¡ równania (4.18) oraz stosuj¡ podstawienie V (j, t) = ert

otrzymujemy równanie harakterystyzne

r4 + b̂(j)r2 + ĉ(j) = 0 . (4.22)

Równanie to, w zale»no±i od wspóªzynników b̂(j) i ĉ(j) ma trzy wersje rozwi¡za«.

W pierwszym ma dwa podwójne pierwiastki rzezywiste r1,2 = ±a1 i r3,4 = ±a2.
W drugim dwa pierwiaski zespolone r1,2 = a3±ib1 i r3,4 = −a3±ib1. Trzeim wariantem
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s¡ pierwiastki urojone r1,2 = ±ib2 i r3,4 = ±ib3. W zwi¡zku z tym rozwi¡zanie ogólne

(4.18) mo»e mie¢ trzy ró»ne postai:

Vo(j, t) = C1e
a1t + C2e

−a1t + C3e
a2t + C4e

−a2t , (4.23)

lub

Vo(j, t) = e
a3t (C1 sin b1t+ C2 cos b1t) + e

−a3t (C3 sin b1t+ C4 cos b1t) (4.24)

lub

Vo(j, t) = C1 sin b2t+ C2 cos b2t+ C3 sin b3t+ C4 cos b3t . (4.25)

Jedynie trzei przypadek ma sens �zyzny. Wraz ze wzrostem j pojawiaj¡ si� z�±i

rzezywiste a1 i a2 lub a3 w rozwi¡zaniah równania harakterystyznego (4.22). Zatem

w przypadku pierwszym i drugim przy kolejnyh j rosn¡ pot�gi funkji wykªadnizej,

a wraz z nimi przemieszzenia belki. �wiadzy to o rozbie»no±i b�d¡ego rozwi¡zaniem

szeregu (3.41).

Stosujemy teraz transformaj� Laplaa-Carsona (L-C) do równania (4.17)

p4
∗

V (j, p) + b̂p2
∗

V (j, p) + ĉ
∗

V (j, p) = d̂
ωp

p2 + ω2
, (4.26)

gdzie

ω =
jπv

l
. (4.27)

Po uporz¡dkowaniu równanie (4.26) przyjmuje poni»sz¡ posta¢

∗

V (j, p) = d̂ω
p

p2 + ω2
1

p4 + b̂p2 + ĉ
. (4.28)

Aby odwrói¢ transformat� L-C, musimy rozªo»y¢ praw¡ stron� równania (4.28) na

uªamki proste. W tym elu nale»y rozwi¡za¢ poni»sze równanie

p4 + b̂p2 + ĉ = 0 . (4.29)

Pierwiastkami tego równania s¡

p1 =
1

2

√

−2b̂+ 2
√

b̂2 − 4ĉ , (4.30)

p2 = −
1

2

√

−2b̂+ 2
√

b̂2 − 4ĉ = −p1 , (4.31)

p3 =
1

2

√

−2b̂− 2
√

b̂2 − 4ĉ , (4.32)

p4 = −
1

2

√

−2b̂− 2
√

b̂2 − 4ĉ = −p3 . (4.33)

Na podstawie powy»szyh rozwi¡za« mo»emy napisa¢

d̂ω

(p2 + ω2)(p4 + b̂p2 + ĉ)
≡

A

p− iω
+
B

p+ iω
+
C

p− p1
+
D

p+ p1
+
E

p− p3
+
F

p+ p3
.

(4.34)
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Staªe A, B, C, D, E i F oblizamy z ukªadu równa«



























































A+B + C +D + E + F = 0

iAω − iAω + p1C − p1D + p3E − p3F = 0

−Ap23 − Ap
2
1 −Bp

2
3 −Bp

2
1 − Cp

2
3 + Cω

2
−Dp23 +Dω

2
− Ep21 + Eω

2
− Fp21 + Fω

2 = 0

−iAp23ω − iAp21ω + iBp23ω + iBp21ω − Cp1p
2
3 + Cp1ω

2 +Dp1p
2
3 −Dp1ω

2
− Ep21p3+

+ Eω2p3 + Fp
2
1p3 − Fp3ω

2 = 0

Ap21p
2
3 +Bp

2
1p
2
3 − Cp

2
3ω
2
−Dp23ω

2
− Ep21ω

2
− Fp21ω

2 = 0

iAωp23p
2
1 − iBωp23p

2
1 − Cp1p

2
3ω
2 +Dp1p

2
3ω
2
− Ep3p

2
1ω
2 + Fp3p

2
1ω
2 = d̂ω .

(4.35)

Po rozwi¡zaniu ukªadu (4.35) równanie (4.34) zapisujemy w postai nast�puj¡ej

d̂ω

(p2 + ω2)(p4 + b̂p2 + ĉ)
=
−
1
2
i

d̂
(p2
3
+ω2)(p2

1
+ω2)

p− iω
+

1
2
i

d̂
(p2
3
+ω2)(p2

1
+ω2)

p+ iω
+
−
1
2

d̂ω
(ω2+p2

1
)p1(p23−p

2

1
)

p− p1
+

+

1
2

d̂ω
(ω2+p2

1
)p1(p23−p

2

1
)

p+ p1
+

1
2

d̂ω
p3(ω2p23+p

4

3
−p2
1
p2
3
−ω2p2

1
)

p− p3
+

+
−
1
2

d̂ω
p3(ω2p23+p

4

3
−p2
1
p2
3
−ω2p2

1
)

p+ p3
.

(4.36)

Zgodnie z podstawami transformaji Laplaa piszemy

1

p− a
→ eat . (4.37)

Stosujemy teraz odwrotn¡ transformaj� Laplaa-Carsona równania (4.28)

V (j, t) =
1

2
i

d̂

(p23 + ω
2)(p21 + ω

2)

(

e−iωt − eiωt
)

+
1

2

d̂ω

(ω2 + p21)p1(p
2
3 − p

2
1)

(

e−p1t − ep1t
)

+

+
1

2

d̂ω

p3(ω2p23 + p
4
3 − p

2
1p
2
3 − ω

2p21)

(

ep3t − e−p3t
)

.

(4.38)

Równanie (4.38) mo»emy zapisa¢ w postai

V (j, t) =
1

2i

d̂

(p21 + ω
2)(p23 + ω

2)

(

eiωt − e−iωt
)

−
1

2

d̂ω

(ω2 + p21)p1(p
2
3 − p

2
1)

(

ep1t − e−p1t
)

+

+
1

2

d̂ω

p3(ω2p23 + p
4
3 − p

2
1p
2
3 − ω

2p21)

(

ep3t − e−p3t
)

.

(4.39)

Poniewa»

sin x =
exi − e−xi

2i
, (4.40)

oraz

sinh x =
ex − e−x

2
. (4.41)
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Rysunek 4.2: Belka Timoshenki pod ruhomym obi¡»eniem grawitayjnym: trajektoria

ruhomej siªy (rysunek lewy) oraz ugi�ia w ±rodku belki (rysunek prawy).

Ostateznie otrzymujemy

V (j, t) =
d̂

(p21 + ω
2)(p23 + ω

2)
sinωt−

d̂ω

(ω2 + p21)p1(p
2
3 − p

2
1)
sinh p1t+

+
d̂ω

p3(ω2p23 + p
4
3 − p

2
1p
2
3 − ω

2p21)
sinh p3t .

(4.42)

Powrót do rzezywistyh przemieszze« z sinusowej transformaji Fouriera pozwala

uzyska¢ ko«owy wynik

u(x, t) =
2

l

∞
∑

j=1

V (j, t) sin
jπx

l
. (4.43)



Rozdział 5
Rozwiązania półanalityczne struny

Rozwi¡zania analityzno�numeryzne dotyz¡ struny pod ruhomym obi¡»eniem in-

eryjnym. Uwzgl�dnienie ruhomego obi¡»enia bezwªadno±iowego poi¡ga za sob¡

bardzo powa»ne matematyzne konsekwenje. Ró»nizkowe równanie ruhu, otrzymane

w rozdziale 2, po odpowiednih aªkowyh przeksztaªeniah, w ostatniej fazie musi by¢,

ze wzgl�du na swoj¡ posta¢, oblizane numeryznie. Dystrybuja pod postai¡ delty

Diraa mo»e budzi¢ w±ród zytelników wiele kontrowersji. Jako powód niei¡gªo±i roz-

wi¡zania upatrywano wªa±nie jej obeno±¢. Z tego wzgl�du te» zastosowano odmienny

sposób podej±ia do problemu. Zastosowano równanie Lagrange'a drugiego rodzaju. Ta

energetyzna metoda do zapisu energii badanego ukªadu nie wymaga stosowania delty

Diraa.

5.1. Inercyjna struna pod ruchomym obciążeniem inercyjnym

Rozpatrzmy strun� przedstawion¡ w poprzednim rozdziale. Dodajmy do staªej, ruho-

mej siªy P poruszaj¡¡ si� wraz z ni¡ mas� m (rys. 5.1). Równanie ruhu opisuj¡e

Rysunek 5.1: Poruszaj¡e si� obi¡»enie ineryjne.

strun� pod dziaªaniem ruhomego obi¡»enia ineryjnego jad¡ego ze staª¡ pr�dko±i¡

v ma nast�puj¡a posta¢

−N
∂ 2u(x, t)

∂ x 2
+ ρA

∂ 2u(x, t)

∂ t 2
= δ(x− vt)P − δ(x− vt)m

∂ 2u(vt, t)

∂ t 2
. (5.1)

34
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Przyjmujemy te same o wze±niej warunki brzegowe (3.2) i poz¡tkowe (3.3). Podobnie

jak w poprzednim rozdziale stosujemy transformaj� Fouriera (3.40) i (3.41) i zast�-

pujemy równanie z¡stkowe równaniem zwyzajnym. Mo»emy rozwin¡¢ przyspieszenie

poprzezne ruhomej masy w niesko«zony szereg z odpowiednimi wspóªzynnikami

∂ 2u(vt, t)

∂ t 2
=
2

l

∞
∑

k=1

[

V̈ (k, t) sin
kπvt

l
+
2kπv

l
V̇ (k, t) cos

kπvt

l
−
k2π2v2

l2
V (k, t) sin

kπvt

l

]

.

(5.2)

Caªkowa transformaja (3.40) równania (5.1) zostaªa zapisana poni»ej

N
j2 π2

l2
V (j, t) + ρA V̈ (j, t) = P sin

jπct

l
− m

∂ 2u(vt, t)

∂ t 2

∫ l

0
δ(x− vt) sin

jπx

l
dx ,

(5.3)

gdzie aªk� zawieraj¡¡ delt� Diraa zapisuje si� w prostej postai

∫ l

0
δ(x− vt) sin

jπx

l
dx = sin

jπvt

l
. (5.4)

Uwzgl�dniaj¡ (5.2) i (5.4) mo»emy zapisa¢ (5.3) w sposób nast�puj¡y

N
j2 π2

l2
V (j, t) + ρA V̈ (j, t) = P sin

jπvt

l
−
2m

l

∞
∑

k=1

V̈ (k, t) sin
kπvt

l
sin
jπvt

l
−

−
2m

l

∞
∑

k=1

2kπv

l
V̇ (k, t) cos

kπvt

l
sin
jπvt

l
+

+
2m

l

∞
∑

k=1

k2π2v2

l2
V (k, t) sin

kπvt

l
sin
jπvt

l
.

(5.5)

Ostateznie równanie ruhu po transformaji Fouriera przyjmuje posta¢

ρA V̈ (j, t) + α
∞
∑

k=1

V̈ (k, t) sinωkt sinωjt + 2α
∞
∑

k=1

ωk V̇ (k, t) cosωkt sinωjt +

+ Ω2 V (j, t) − α
∞
∑

k=1

ω2k V (k, t) sinωkt sinωjt = P sinωjt ,

(5.6)

gdzie

ωk =
kπv

l
, ωj =

jπv

l
, Ω2 = N

j2π2

l2
, α =

2m

l
. (5.7)

Poniewa» nie potra�my kontynuowa¢ oblize« analityznie, musimy rozwi¡za¢ równa-

nie (5.6) numeryznie. Zapisujemy (5.6) w postai maierzowej, gdzie maierze M, C

i K s¡ maierzami kwadratowymi (j, k = 1...n)

M















V̈ (1, t)

V̈ (2, t)
...

V̈ (n, t)















+C















V̇ (1, t)

V̇ (2, t)
...

V̇ (n, t)















+K













V (1, t)
V (2, t)

...

V (n, t)













= P , (5.8)



5.1 Ineryjna struna pod ruhomym obi¡»eniem ineryjnym 36

lub króej

MV̈ +CV̇ +KV = P , (5.9)

gdzie

M =













ρA 0 · · · 0
0 ρA · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · ρA













+α

















sin 1πvt
l
sin 1πvt

l
sin 1πvt

l
sin 2πvt

l
· · · sin 1πvt

l
sin nπvt

l

sin 2πvt
l
sin 1πvt

l
sin 2πvt

l
sin 2πvt

l
· · · sin 2πvt

l
sin nπvt

l

...
...

. . .
...

sin nπvt
l
sin 1πvt

l
sin nπvt

l
sin 2πvt

l
· · · sin nπvt

l
sin nπvt

l

















,

(5.10)

C = 2α















1πv
l
sin 1πvt

l
cos 1πvt

l
2πv
l
sin 1πvt

l
cos 2πvt

l
· · · nπv

l
sin 1πvt

l
cos nπvt

l

1πv
l
sin 2πvt

l
cos 1πvt

l
2πv
l
sin 2πvt

l
cos 2πvt

l
· · · nπv

l
sin 2πvt

l
cos nπvt

l
...

...
. . .

...
1πv
l
sin nπvt

l
cos 1πvt

l
2πv
l
sin nπvt

l
cos 2πvt

l
· · · nπv

l
sin nπvt

l
cos nπvt

l















, (5.11)

K =















12π2

l2
N 0 · · · 0

0 22π2

l2
N · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · n2π2

l2
N















− (5.12)

− α

















12π2v2

l2
sin 1πvt

l
sin 1πvt

l
22π2v2

l2
sin 1πvt

l
sin 2πvt

l
· · · n2π2v2

l2
sin 1πvt

l
sin nπvt

l

12π2v2

l2
sin 2πvt

l
sin 1πvt

l
22π2v2

l2
sin 2πvt

l
sin 2πvt

l
· · · n2π2v2

l2
sin 2πvt

l
sin nπvt

l
...

...
. . .

...
12π2v2

l2
sin nπvt

l
sin 1πvt

l
22π2v2

l2
sin nπvt

l
sin 2πvt

l
· · · n2π2v2

l2
sin nπvt

l
sin nπvt

l

















,

P = P















sin 1πvt
l

sin 2πvt
l

...

sin nπvt
l















. (5.13)

Wspóªzynniki V (j, t) wyznazone numeryznie podstawiamy do szeregu opisuj¡ego

przemieszzenia struny

u(x, t) =
2

l

∞
∑

j=1

V (j, t) sin
jπx

l
. (5.14)

W ten sposób uzyskujemy rozwi¡zanie w aªym rozpatrywanym obszarze przestrzen-

nym. Mo»emy wyznazy¢ przemieszzenia w dowolnym miejsu struny oraz wykre±li¢

o± odksztaªon¡ struny w peªnym zakresie pr�dko±i masy v. W punkie x = l obserwu-
jemy niei¡gªo±¢ trajektorii. Rys. 5.2 przedstawia przemieszzenia struny w zasie przy

wybranyh pr�dko±iah ruhu masy v. Rys. 5.3 pokazuje rozwi¡zanie analogiznego

zadania, w którym obi¡»enie struny realizowane jest w postai osylatora, którego

sztywno±¢ zmierza do niesko«zono±i. Oblizenia wykonano metod¡ elementów sko«-

zonyh, przyjmuj¡ sztywno±¢ spr�»yny osylatora ok. 8 rz�dów wi�ksz¡ od sztywno±i
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poprzeznej struny. Wy»sze zakresy sztywno±i powodowaªy rozbieganie si� iterayj-

nyh rozwi¡za«. Na rys. 5.4 uwidozniono w peªni przemieszzenia punktów struny

w zasie. Dostrze mo»na te» niei¡gªo±¢ opisan¡ wze±niej, zwªaszza przy pr�dko±i

v = 0, 5c.
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Rysunek 5.2: Trajektoria ruhu masy przy ró»nej pr�dko±i v.
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Rysunek 5.3: Trajektoria ruhu masy przy ró»nej pr�dko±i v � obi¡»enie ruhomym

osylatorem.

Przyjmuj¡ w szzególnym przypadku ρ = 0 w (5.10) otrzymujemy rozwi¡zanie

zadania ruhu struny bezmasowej (rozdziaª 3.3). Rozwi¡zanie to przedstawiono na rys.

5.5. Obie krzywe pokrywaj¡ si�.
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Rysunek 5.4: Symulaja drga« struny obi¡»onej ineryjnie, przy pr�dko±i vm=0,2c, 0,3c,

0,5c, 1,0c, 1,2c i 1,5c.
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Rysunek 5.5: Rozwi¡zanie póªanalityzne struny bezmasowej oraz analityzne opisane przez

Fryb�.
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5.2. Równanie Lagrange’a 2-go rodzaju w przypadku struny pod

jadącą masą

Dzi�ki energetyznemu podej±iu do problemu nie musimy posªugiwa¢ si� delt¡ Diraa

w opisie ruhomego obi¡»enia [17℄. Energia kinetyzna struny oraz ruhomej masy

przedstawia si� nast�puj¡o:

Ek =
1

2
ρA

∫ l

0

[

∂u(x, t)

∂t

]2

dx + Ekm , (5.15)

gdzie

Ekm =
1

2
m

[

∂u(vt, t)

∂t

]2

. (5.16)

Energia potenjalna struny i ruhomej siªy grawitayjnej opisana jest nast�puj¡o

Ep =
1

2
N
∫ l

0

[

∂u(x, t)

∂x

]2

dx − P u(vt, t) . (5.17)

Rozwijamy przemieszzenia struny w niesko«zony szereg

u(x, t) =
∞
∑

i=1

Ui(x)ξi(t) . (5.18)

Z kolei przemieszzenie struny w punktie styku z ruhom¡ mas¡ oraz jej pierwsz¡

pohodn¡ po zasie zapisujemy wzorami

u(vt, t) =
∞
∑

j=1

Uj(vt)ξj(t) , (5.19)

∂u(vt, t)

∂t
= v

∞
∑

j=1

U ′j(x)ξj(t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x=vt

+
∞
∑

j=1

Uj(x)ξ̇j(t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x=vt

= f
(

ξi, ξ̇i
)

. (5.20)

Caªkowit¡ energi� badanego ukªadu (5.15), zgodnie z (5.18), po przeksztaªeniah mo-

»emy przedstawi¢ w nast�puj¡ej formie

Ek =
1

2
ρA

∞
∑

i,j=1

ξ̇i(t)ξ̇j(t)
∫ l

0
Ui(x)Uj(x)dx +

1

2
m

[

∂u(vt, t)

∂t

]2

. (5.21)

Przyjmujemy ortogonaln¡ funkj� Ui(x), która w sposób naturalny realizuje zaªo»one

warunki brzegowe (3.2)

Ui(x) = sin
iπx

l
. (5.22)

Ma ona nast�puj¡¡ wªasno±¢

∫ l

0
Ui(x)Uj(x)dx =







1
2
l je»eli i = j,

0 je»eli i 6= j .
(5.23)
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Zgodnie z (5.22) energia kinetyzna ukªadu przyjmuje posta¢

Ek =
1

4
ρAl

∞
∑

i=1

ξ̇2i (t) +
1

2
m

[

∂u(vt, t)

∂t

]2

. (5.24)

W przypadku energii potenjalnej równanie (5.17), na podstawie (5.18) i (5.19) oraz

po aªkowaniu przez z�±i, mo»emy zapisa¢ w nast�puj¡ej formie

Ep =
1

2
N

∞
∑

i,j=1

ξi(t)ξj(t)
∫ l

0
U ′i(x)U

′

j(x)dx − P u(vt, t) =

= −
1

2
N

∞
∑

i,j=1

ξi(t)ξj(t)
∫ l

0
U ′′i (x)Uj(x)dx − P

∞
∑

i=1

Ui(vt)ξi(t) ,

(5.25)

gdzie zgodnie z (5.22)

U ′′i (x) = −
i2π2

l2
Ui(x) . (5.26)

Dzi�ki temu równanie (5.25) przedstawiamy wedªug nast�puj¡ego wzoru

Ep =
1

2
N

∞
∑

i,j=1

i2π2

l2
ξi(t)ξj(t)

∫ l

0
Ui(x)Uj(x)dx − P

∞
∑

i=1

Ui(vt)ξi(t) . (5.27)

Ostateznie energi� potenjaln¡ struny mo»emy przedstawi¢ nast�puj¡o

Ep =
1

4
Nl

∞
∑

i=1

i2π2

l2
ξ2i (t) − P

∞
∑

i=1

ξi(t) sin
iπvt

l
. (5.28)

Teraz, kiedy mamy ju» energi� kinetyzn¡ i potenjaln¡ przedstawion¡ we wspóªrz�d-

nyh uogólnionyh, b�d¡yh funkjami zasu, mo»emy zaj¡¢ si� sformuªowaniem rów-

nania ruhu przy u»yiu równania Lagrange'a drugiego rodzaju. Jego posta¢ ogólna

dana jest wzorem

d

dt

(

∂Ek

∂ξ̇i

)

−
∂Ek
∂ξi
+
∂Ep
∂ξi
= Hi(t) . (5.29)

W tym przypadku obi¡»enie zewn�trzne Hi(t) = 0. Na podstawie (5.16) i (5.20)

otrzymujemy

∂Ekm
∂ξi

= m
∂u(vt, t)

∂t

d

dξi

(

∂u(vt, t)

∂t

)

, (5.30)

oraz
∂Ekm

∂ξ̇i
= m
∂u(vt, t)

∂t

d

dξ̇i

(

∂u(vt, t)

∂t

)

. (5.31)

W równaniu (5.29) uwzgl�dniamy (5.30) i (5.31) oraz oblizamy pohodn¡ energii ki-

netyznej (5.24) wzgl�dem uogólnionego przemieszzenia ξi oraz pr�dko±i ξ̇i

∂Ek
∂ξi
=
∂Ekm
∂ξi

= m



v2
∞
∑

i,j=1

ijπ2

l2
cos
iπvt

l
cos
jπvt

l
ξj(t) + v

∞
∑

i,j=1

iπ

l
cos
iπvt

l
sin
jπvt

l
ξ̇j(t)





(5.32)



5.2 Równanie Lagrange'a 2-go rodzaju w przypadku struny pod jad¡¡ mas¡ 42

∂Ek

∂ξ̇i
=
1

2
ρAl

∞
∑

i=1

ξ̇i(t) +
∂Ekm

∂ξ̇i
=
1

2
ρAl

∞
∑

i=1

ξ̇i(t) + m



v
∞
∑

i,j=1

jπ

l
sin
iπvt

l
cos
jπvt

l
ξj(t) +

+
∞
∑

i,j=1

sin
iπvt

l
sin
jπvt

l
ξ̇j(t)



 .

(5.33)

Nast�pnie oblizamy pohodn¡ energii potenjalnej (5.28) wzgl�dem uogólnionyh prze-

mieszze« ξi
∂Ep
∂ξi
=
1

2
Nl

∞
∑

i=1

i2π2

l2
ξi(t) − P

∞
∑

i=1

sin
iπvt

l
. (5.34)

Pohodna (5.33) wzgl�dem t ma nast�puj¡¡ posta¢

d

dt

(

∂Ek

∂ξ̇i

)

=
1

2
ρAl

∞
∑

i=1

ξ̈i(t) + m







∞
∑

i,j=1

jπv

l

d

dt

[

sin
iπvt

l
cos
jπvt

l
ξj(t)

]

+

+
∞
∑

i,j=1

d

dt

[

sin
iπvt

l
sin
jπvt

l
ξ̇j(t)

]







.

(5.35)

Ostateznie równanie Lagrange'a 2-go rodzaju (5.29), opisuj¡e strun� z ruhomym

obi¡»eniem ineryjnym przyjmuje posta¢

1

2
ρAl

∞
∑

i=1

ξ̈i(t) + m
∞
∑

i,j=1

jπv

l

d

dt

[

sin
iπvt

l
cos
jπvt

l

]

ξj(t) + m
∞
∑

i,j=1

jπv

l
sin
iπvt

l
cos
jπvt

l
ξ̇j(t)+

+ m
∞
∑

i,j=1

d

dt

[

sin
iπvt

l
sin
jπvt

l

]

ξ̇j(t) + m
∞
∑

i,j=1

sin
iπvt

l
sin
jπvt

l
ξ̈j(t) +

1

2
Nl

∞
∑

i=1

i2π2

l2
ξi(t)−

− m



v2
∞
∑

i,j=1

ijπ2

l2
cos
iπvt

l
cos
jπvt

l
ξj(t) + v

∞
∑

i,j=1

iπ

l
cos
iπvt

l
sin
jπvt

l
ξ̇j(t)



 = P sin
iπvt

l
,

(5.36)

gdzie

d

dt

[

sin
iπvt

l
cos
jπvt

l

]

=
iπv

l
cos
iπvt

l
cos
jπvt

l
−
jπv

l
sin
iπvt

l
sin
jπvt

l
, (5.37)

d

dt

[

sin
iπvt

l
sin
jπvt

l

]

=
iπv

l
cos
iπvt

l
sin
jπvt

l
+
jπv

l
sin
iπvt

l
cos
jπvt

l
. (5.38)

Jest to równanie ró»nizkowe o zmiennyh wspóªzynnikah z dwiema niewiadomymi.

Ostateznie równanie (5.36) mo»emy zapisa¢ pro±iej

ξ̈i(t) +
2m

ρAl

∞
∑

j=1

ξ̈j(t) sin
iπvt

l
sin
jπvt

l
+
4m

ρAl

∞
∑

j=1

jπv

l
ξ̇j(t) sin

iπvt

l
cos
jπvt

l
+

+
N

ρA

i2π2

l2
ξi(t) −

2m

ρAl

∞
∑

j=1

j2π2v2

l2
ξj(t) sin

iπvt

l
sin
jπvt

l
=
2P

ρAl
sin
iπvt

l
.

(5.39)

�atwo zauwa»y¢, »e równanie (5.39) ma bardzo podobn¡ budow� do równania (5.6)

z poprzedniego rozdziaªu. Oba ró»ni¡ si� tylko postai¡ prawyh stron, a dokªadnie
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mno»nikiem 2/l. Ostatezne rozwi¡zania przemieszze« u(x, t) b�d¡ identyzne w obu

przypadkah, poniewa» przemieszzenia (5.18) i (5.14) ró»ni¡ si� tylko tym mno»nikiem.

Ozywi±ie do rozwi¡zania (5.39) dojdziemy tak»e traktuj¡ ruhome obi¡»enie

w równaniu Lagrange'a (5.29) jako obi¡»enie zewn�trzne Hi(t)

Hi(t) =
∫ l

0
q(x, t) sin

iπvt

l
dx , (5.40)

gdzie funkja q(x, t) dana jest wzorem

q(x, t) = δ(x− vt)

[

P −m
∂2u(vt, t)

∂t2

]

. (5.41)

Nie uwzgl�dniamy wówzas, w zapisie energii kinetyznej i potenjalnej ukªadu, ruho-

mej siªy grawitayjnej i bezwªadno±iowej.

5.3. Nieciągłość rozwiązania struny masowej pod obciążeniem

inercyjnym

W przypadku struny masowej równie» obserwujemy efekt niei¡gªo±i trajektorii masy

przy ko«owej podporze. Z uwagi na koniezno±¢ numeryznego aªkowania maierzo-

wego ukªadu równa« w ko«owej fazie rozwi¡zania, nie potra�my przedstawi¢ anali-

tyznego dowodu tej niei¡gªo±i, jak to przeprowadzono w rozdziale 3 w przypadku

struny bezmasowej. Na Rys. 5.6 przedstawiono porównanie obu rozwi¡za«. Gdy stosu-

nek m/ρAl maleje, krzywe rozwi¡za« oraz bardziej si� zbiegaj¡.

Rys. 5.7 pokazuje zbie»no±¢ ko«owej fazy trajektorii ruhomej masy przy pr�dko±i

v = 0, 5, przy rosn¡ej lizbie wyrazów szeregu wynikowego. Przy rosn¡ej dokªadno-

±i oblize« rozwi¡zanie oraz bardziej przybli»a si� do rozwi¡zania niei¡gªego. Nie

obserwuje si� przy tym paso»ytnizyh osylaji w pobli»u punktu ko«owego.
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Rysunek 5.6: Porównanie trajektorii ruhu z¡stki materialnej poruszaj¡ej si� po strunie

bezmasowej i masowej.
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Rysunek 5.7: Zbie»no±¢ trajektorii ruhomej masy dla rosn¡ej ilo±i wyrazów szeregu wy-

nikowego (v = 0, 5).



Rozdział 6
Rozwiązania półanalityczne drgań belek

Analityzno�numeryzn¡ metod� maierzow¡ z rozdziaªu 4 zastosowano równie» z po-

wodzeniem do belki Bernoulliego�Eulera oraz belki Timoshenki.

6.1. Belka Bernoulliego-Eulera pod działaniem ruchomego ob-

ciążenia inercyjnego

Napiszmy równanie ró»nizkowe ruhu belki Berboulliego-Eulera (B-E) obi¡»onej m.in.

ruhom¡ mas¡

EI
∂4u(x, t)

∂x4
+ ρA

∂2u(x, t)

∂t2
= δ(x− vt)P − δ(x− vt)m

∂2u(vt, t)

∂t2
. (6.1)

Przyjmujemy warunki brzegowe

u(0, t) = 0 , u(l, t) = 0 ,
∂ 2u(x, t)

∂ x 2

∣

∣

∣

∣

∣

x=0

= 0 ,
∂2u(x, t)

∂x 2

∣

∣

∣

∣

∣

x=l

= 0 , (6.2)

oraz warunki poz¡tkowe

u(x, 0) = 0 ,
∂u(x, t)

∂t

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0 . (6.3)

Zgodnie z de�nij¡ sinusowej transformaji Fouriera w przedziale < 0; l > piszemy

V (j, t) =
∫ l

0
u(x, t) sin

jπx

l
dx , (6.4)

gdzie

u(x, t) =
2

l

∞
∑

j=1

V (j, t) sin
jπx

l
. (6.5)

Na podstawie równania (6.5), w punkie x = vt mo»emy wyznazy¢ przyspieszenie

∂2u(vt, t)

∂t2
=
2

l

∞
∑

k=1

[

V̈ (k, t) sin
kπvt

l
+
2kπv

l
V̇ (k, t) cos

kπvt

l
−
k2π2v2

l2
V (k, t) sin

kπvt

l

]

.

(6.6)

45
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Transformaja Fouriera równania (6.1) pozwala napisa¢

EI
j4π4

l4
V (j, t) + ρAV̈ (j, t) = P sin

jπvt

l
−m
∂2u(vt, t)

∂t2

∫ l

0
δ(x−vt) sin

jπx

l
dx (6.7)

i
∫ l

0
δ(x− vt) sin

jπx

l
dx = sin

jπvt

l
. (6.8)

Uwzgl�dniaj¡ sum� (6.6) równanie (6.7) zapisujemy w nast�puj¡ej postai

EI
j4π4

l4
V (j, t) + ρAV̈ (j, t) = P sin

jπvt

l
−
2m

l

∞
∑

k=1

V̈ (k, t) sin
kπvt

l
sin
jπvt

l
−

−
2m

l

∞
∑

k=1

2kπv

l
V̇ (k, t) cos

kπvt

l
sin
jπvt

l
+

+
2m

l

∞
∑

k=1

k2π2v2

l2
V (k, t) sin

kπvt

l
sin
jπvt

l
.

(6.9)

Po uporz¡dkowaniu powy»szego równania mo»emy uzyska¢ prostsz¡ posta¢

V̈ (j, t) + α
∞
∑

k=1

V̈ (k, t) sinωkt sinωjt + 2α
∞
∑

k=1

ωkV̇ (k, t) cosωkt sinωjt+

+ Ω2V (j, t) − α
∞
∑

k=1

ω2kV (k, t) sinωkt sinωjt =
P

ρA
sinωjt ,

(6.10)

gdzie

ωk =
kπv

l
, ωj =

jπv

l
, Ω2 =

EI

ρA

j4π4

l4
, α =

2m

ρAl
. (6.11)

Równie» równania (6.10) nie potra�my rozwi¡za¢ analityznie. W dalszym etapie aªku-

jemy je numeryznie. W tym elu zapisujemy ko«owe równanie w postai maierzowej

M















V̈ (1, t)

V̈ (2, t)
...

V̈ (n, t)















+C















V̇ (1, t)

V̇ (2, t)
...

V̇ (n, t)















+K













V (1, t)
V (2, t)

...

V (n, t)













= P , (6.12)

lub w skróie

MV̈ +CV̇ +KV = P , (6.13)

gdzie

M =













1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1













+ α

















sin 1πvt
l
sin 1πvt

l
sin 1πvt

l
sin 2πvt

l
· · · sin 1πvt

l
sin nπvt

l

sin 2πvt
l
sin 1πvt

l
sin 2πvt

l
sin 2πvt

l
· · · sin 2πvt

l
sin nπvt

l

...
...

. . .
...

sin nπvt
l
sin 1πvt

l
sin nπvt

l
sin 2πvt

l
· · · sin nπvt

l
sin nπvt

l

















,

(6.14)
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C = 2α















1πv
l
sin 1πvt

l
cos 1πvt

l
2πv
l
sin 1πvt

l
cos 2πvt

l
· · · nπv

l
sin 1πvt

l
cos nπvt

l

1πv
l
sin 2πvt

l
cos 1πvt

l
2πv
l
sin 2πvt

l
cos 2πvt

l
· · · nπv

l
sin 2πvt

l
cos nπvt

l
...

...
. . .

...
1πv
l
sin nπvt

l
cos 1πvt

l
2πv
l
sin nπvt

l
cos 2πvt

l
· · · nπv

l
sin nπvt

l
cos nπvt

l















, (6.15)

K =















14π4

l4
EI
ρA

0 · · · 0

0 24π4

l4
EI
ρA
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · n4π4

l4
EI
ρA















− (6.16)

− α

















12π2v2

l2
sin 1πvt

l
sin 1πvt

l
22π2v2

l2
sin 1πvt

l
sin 2πvt

l
· · · n2π2v2

l2
sin 1πvt

l
sin nπvt

l

12π2v2

l2
sin 2πvt

l
sin 1πvt

l
22π2v2

l2
sin 2πvt

l
sin 2πvt

l
· · · n2π2v2

l2
sin 2πvt

l
sin nπvt

l
...

...
. . .

...
12π2v2

l2
sin nπvt

l
sin 1πvt

l
22π2v2

l2
sin nπvt

l
sin 2πvt

l
· · · n2π2v2

l2
sin nπvt

l
sin nπvt

l

















,

P =
P

ρA















sin 1πvt
l

sin 2πvt
l

...

sin nπvt
l















. (6.17)
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Rysunek 6.1: Trajektorie ruhu masy poruszaj¡ej si� po bele B�E przy ró»nyh pr�dko-

±iah v.
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Rysunek 6.2: Symulaja drga« belki Bernoulliego�Eulera obi¡»onej ineryjnie, przy pr�d-

ko±i vm=0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5 i 0,6.
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6.2. Belka Timoshenki pod działaniem ruchomej masy

Równanie ruhu belki Timoshenki pod dziaªaniem ruhomego obi¡»enia przedstawia

poni»szy wzór

EI
∂4u(x, t)

∂x4
−

(

ρI + ρk
EI

G

)

∂4u(x, t)

∂x2∂t2
+ ρ2k

I

G

∂4u(x, t)

∂t4
+ ρA

∂2u(x, t)

∂t2
=

= q(x, t) − k
EI

GA

∂2q(x, t)

∂x2
+ ρk

I

GA

∂2q(x, t)

∂t2
,

(6.18)

gdzie obi¡»enie zewn�trzne (siªa + masa), zyli obi¡»enie grawitayjne i bezwªadno-

±iowe opisane jest nast�puj¡¡ zale»no±i¡:

q(x, t) = δ(x− vt)P − δ(x− vt)m
∂2u(vt, t)

∂t2
. (6.19)

Druga pohodna (6.19) po x i t

∂2q(x, t)

∂x2
= δ′′(x− vt)P − δ′′(x− vt)m

∂2u(vt, t)

∂t2
, (6.20)

∂2q(x, t)

∂t2
= δ′′(x− vt)Pv2 − δ′′(x− vt)mv2

∂2u(vt, t)

∂t2
+

+ 2 δ′(x− vt)mv
∂3u(vt, t)

∂t3
− δ(x− vt)m

∂4u(vt, t)

∂t4
.

(6.21)

Na podstawie (6.6) oblizamy zwart¡ pohodn¡ przemieszze« po t w punktie x = vt

∂4u(vt, t)

∂t4
=
2

l

∞
∑

k=1

[

¨̈
V (k, t) sin

kπvt

l
+
4kπv

l

˙̈
V (k, t) cos

kπvt

l
−
6k2π2v2

l2
V̈ (k, t) sin

kπvt

l
−

−
4k3π3v3

l3
V̇ (k, t) cos

kπvt

l
+
k4π4v4

l4
V (k, t) sin

kπvt

l

]

.

(6.22)

Podstawiaj¡ (6.20) i (6.21) do (6.18), i uporz¡dkowaniu wzgl�dem pohodnyh otrzy-

mujemy

EI
∂4u(x, t)

∂x4
−

(

ρI + ρk
EI

G

)

∂4u(x, t)

∂x2∂t2
+
(

ρ2k
I

G
+ δ(x− vt)ρkm

I

GA

)

∂4u(vt, t)

∂t4
−

− δ′(x− vt)ρkmv
2I

GA

∂3u(vt, t)

∂t3
+
(

ρA + δ(x− vt)m − δ′′(x− vt)km
EI

GA
+

+ δ′′(x− vt)ρkmv2
I

GA

)

∂2u(vt, t)

∂t2
= δ(x− vt)P − δ′′(x− vt)Pk

EI

GA
+

+ δ′′(x− vt)Pρkv2
I

GA
.

(6.23)
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Dokonujemy transformaty Fouriera (6.4) równania (6.23)

EI
j4π4

l4
V (j, t) +

j2π2

l2

(

ρI + ρk
EI

G

)

V̈ (j, t) + ρ2k
I

G

¨̈
V (j, t) + ρkm

I

GA
sin
jπvt

l

∂4u(vt, t)

∂t4
+

+ ρkmv
2I

GA

jπ

l
cos
jπvt

l

∂3u(vt, t)

∂t3
+ ρAV̈ (j, t) +

(

m sin
jπvt

l
+ km

EI

GA

j2π2

l2
sin
jπvt

l
−

− ρkmv2
I

GA

j2π2

l2
sin
jπvt

l

)

∂2u(vt, t)

∂t2
= P sin

jπvt

l
+ Pk

EI

GA

j2π2

l2
sin
jπvt

l
−

− Pρkv2
I

GA

j2π2

l2
sin
jπvt

l
,

(6.24)

gdzie
∫ l

0
δ(n)(x− ξ)f(x) dx = (−1)nf (n)(ξ) . (6.25)

Uwzgl�dniaj¡ (6.6) i (6.22) równanie (6.24) przyjmuje posta¢:

¨̈
V (j, t) + β sinωjt

∞
∑

k=1

¨̈
V (k, t) sinωkt + 2βωj cosωjt

∞
∑

k=1

˙̈
V (k, t) sinωkt+

+ 4β sinωjt
∞
∑

k=1

˙̈
V (k, t) cosωkt +

A

I
c21V̈ (j, t) + γ

2
(

c21 + c
2
2

)

V̈ (j, t)+

+

(

Aβ

I
c21 + βc

2
2γ
2 − βω2j

)

sinωjt
∞
∑

k=1

V̈ (k, t) sinωkt + 6βωj cosωjt
∞
∑

k=1

ωkV̈ (k, t) cosωkt−

− 6β sinωjt
∞
∑
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(
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I
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∞
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∞
∑
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∞
∑
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I
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∞
∑
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∞
∑
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+ β sinωjt
∞
∑
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P

ρI
c21 sinωjt +

P

ρA
c22γ
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P

ρA
ω2j sinωjt ,

(6.26)

gdzie

γ =
jπ

l
, c1 =

√

G

kρ
, c2 =

√

E

ρ
, β =

2m

ρAl
, ωk =

kπv

l
, ωj =

jπv

l
.

(6.27)

c1 i c2 s¡ odpowiednio pr�dko±iami fali ±inania i fali gi�tnej w bele Timoshenki. Rów-

nanie (6.26) jest równaniem ró»nizkowym zwyzajnym zwartego rz�du o zmiennyh

wspóªzynnikah, którego nie potra�my rozwi¡za¢ analityznie, dlatego dalsze oblize-

nia kontynuujemy numeryznie metod¡ Rungego�Kutty zwartego rz�du. Równanie

(6.26) w skróie mo»emy zapisa¢ nast�puj¡o

Γ
¨̈
V +U ˙̈V +MV̈ +CV̇ +KV = P , (6.28)
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¨̈
V = P̂− Û ˙̈V − M̂V̈ − ĈV̇ − K̂V , (6.29)

gdzie
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Rysunek 6.3: Symulaja drga« belki Timoshenki obi¡»onej ineryjnie, przy pr�dko±i

vm=0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5 i 0,6.



Rozdział 7
Metoda elementów czasoprzestrzennych
(wariant prędkościowy)

W rozdziale tym zajmiemy si� numeryznym podej±iem do problemu ruhomej masy,

wykorzystuj¡ pr�dko±iow¡ metod� elementów zasoprzestrzennyh. Klasyzna me-

toda elementów sko«zonyh, mimo swoih niezaprzezalnyh zalet, wynikaj¡yh gªów-

nie z mo»liwo±i doboru najskutezniejszyh narz�dzi do aªkowania równa« ruhu

w zasie, wykorzystuje dwuetapow¡ aproksymaj�: oddzielnie wzgl�dem zmiennej prze-

strzennej i oddzielnie wzgl�dem zasu. Mimo intensywnyh pra, nie udaªo si� jej

wykorzysta¢ do rozwi¡zywania problemów ruhomej masy, poruszaj¡ej si� z du»ymi

pr�dko±iami. Bezpo±rednia mody�kaja maierzy bezwªadno±i (Rys. 7.1) nie przy-

nosi zadowalaj¡yh rezultatów. Tak»e próba podj�ta przez Filho [20℄, uwzgl�dniaj¡a

x∆

m

P

2

2

P
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Rysunek 7.1: Metoda polegaj¡a na prostej mody�kaji globalnej maierzy bezwªadno±i.

dodatkowy wpªyw przyspieszenia Coriolisa oraz przyspieszenia od±rodkowego, wyko-

rzystuj¡a klasyzn¡ metod� elementów sko«zonyh, jest bª�dna (Rys. 7.2).

Zasadnizym elementem ró»ni¡ym metod� elementów zasoprzestrzennyh od kla-

syznyh podej±¢ do rozwi¡zania problemu poz¡tkowo-brzegowego jest sposób dyskre-

tyzaji ró»nizkowego równania ruhu. W prezentowanej metodzie dyskretyzujemy roz-

patrywane równanie jednoze±nie wzgl�dem zmiennyh przestrzennyh oraz zasu. Mo-
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Rysunek 7.2: Klasyzna metoda Filho zastosowana do struny.

»emy zatem postulowa¢ równowag� pewnyh wielko±i �zyznyh, np. energii, w prze-

dziale zasu, a nie jedynie w wybranyh hwilah. Rozwi¡zanie problemu sprowadza si�

do numeryznego rozwi¡zania ukªadu równa«. Takie podej±ie zakªada i¡gªy rozkªad

harakterystyznyh funkji pr�dko±i w aªym obszarze zasoprzestrzennym Ω, w któ-

rym konstrukja jest rozpatrywana. Metoda elementów zasoprzestrzennyh jest uogól-

nieniem metody elementów sko«zonyh.

7.1. Dyskretyzacja struny metodą elementów czasoprzestrzen-

nych

Wykorzystamy tu pr�dko±iowy wariant metody do dyskretyzaji struny. Rozpatrzmy

równanie ruhu struny w zbiorze zasoprzestrzennym Ω={(x, t): 0 ¬ x ¬ b, 0 ¬ t ¬
h}. Równanie moy wirtualnej otrzymujemy mno»¡ równanie ruhu przez pr�dko±¢

wirtualn¡ v∗(x, t). Caªkuj¡ aªo±¢ zarówno wzgl�dem zasu jak i przestrzeni otrzymu-

jemy równanie pray wirtualnej. Caªkowit¡ pra� wirtualn¡ w zbiorze Ω przedstawia

wzór
∫

h

0

∫

b

0
v∗(x, t)

(

ρA
∂2u

∂t2
−N
∂2u

∂x2
− η
∂u

∂t

)

dx dt = 0 , (7.1)

gdzie η jest wspóªzynnikiem tªumienia wiskotyznego. W wyniku aªkowania przez

z�±i wzgl�dem x otrzymujemy

ρA
∫∫

Ω
v∗
∂v

∂t
dΩ +N

∫∫

Ω

∂v∗

∂x

∂u

∂x
dΩ +

∫∫

Ω

∂v∗

∂x
ε0 dΩ− η

∫∫

Ω
v∗v dΩ = 0 . (7.2)

Przyjmujemy liniowy rozkªad pr�dko±i v = ∂u/∂t w przestrzeni x i w zasie t:

v(x, t) =
4
∑

i=1

Ni(x, t) vi . (7.3)

W przestrzeni Ω maierzowa funkja ksztaªtu N = [N1, . . . , N4] ma nast�puj¡¡ form�

N =
[

1

bh
(x− b)(t− h) , −

1

bh
x(t− h) , −

1

bh
(x− b)t ,

1

bh
x t
]

. (7.4)
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Przemieszzenia oblizamy aªkuj¡ pr�dko±i (7.3) i pami�taj¡ o przemieszzeniah

poz¡tkowyh u(x, 0)

u(x, t) = u(x, 0) +
∫

t

0
(N1v1 + . . .+N4v4) dt = u(x, 0) +

∫

t

0
N
∗
v dt . (7.5)

Ostateznie otrzymujemy przemieszzenia zapisane za pomo¡ pr�dko±i w�zªowyh

u(x, t) = u(x, 0) +
xt2

2bh
(v1− v2− v3 + v4) +

xt

b
(−v1 + v2) +

t2

2h
(−v1 + v3) + v1t , (7.6)

oraz ih pohodn¡ wzgl�dem zmiennej przestrzennej x

∂u

∂x
=
t2

2bh
(v1 − v2 − v3 + v4) +

t

b
(−v1 + v2) +

du

dx
|t=0 . (7.7)

Wªa±iwy dobór funkji wirtualnyh v∗ ma podstawowe znazenie w metodzie elemen-

tów zasoprzestrzennyh. Ró»ne funje wirtualne zastosowane w oblizeniah, w wyniku

daj¡ lepsze lub gorsze poziomy zbie»no±i i stabilno±i. W tym przypadku zastosowano

kapeluszow¡ funkj� pr�dko±i wirtualnyh, o staªej warto±i w zasie

v∗(x, t) = (1−
x

b
)v3 +

x

b
v4 . (7.8)

Wymagane pohodne funkji wirtualnej v∗ oraz rzezywistej funkji v, na podstawie

(7.8) i (7.3) zostaªy przedstawione poni»ej:

∂v∗

∂x
=
1

b
(−v3 + v4) , (7.9)

∂v

∂t
=
x

bh
(v1 − v2 − v3 + v4) +

1

h
(−v1 + v3) . (7.10)

Ostateznie równanie (7.2) mo»e zosta¢ zapisane w maierzowej postai

ρA
∫

h

0

∫

b

0

[

−
(

x

b
− 1

)

x

b

]

[

x

bh
−
1

h
, −
x

bh
, −
x

bh
+
1

h
,
x

bh

]

dxdt+

+N
∫

h

0

∫

b

0

[

−1
b
1
b

] [

t2

2bh
−
t

b
, −
t2

2bh
+
t

b
, −
t2

2bh
,
t2

2bh

]

dxdt− (7.11)

− η
∫

h

0

∫

b

0

[

−(x
b
− 1)
x

b

] [

(x− b)(t− h)

bh
, −
x(t− h)

bh
, −
(x− b)t

bh
,
xt

bh

]

dxdt = 0 .

Na podstawie maierzowego równania (7.11) otrzymujemy trzy wynikowe maierze do-

tyz¡e struny

M =
ρb

h
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C = ηb
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M, K, i C s¡ zasoprzestrzennymi maierzami bezwªadno±i, sztywno±i i wiskotyz-

nego tªumienia. Mo»emy zaobserwowa¢, »e ka»da z maierzy zbudowana jest z dwóh

maierzy kwadratowyh, któryh wymiar równa si� lizbie stopni swobody w prze-

strzennym elemenie sko«zonym. MaierzeMs, Ks i Cs maj¡ podobne formy do ma-

ierzy otrzymanyh tradyyjnie w klasyznej metodzie elementów sko«zonyh. Naj-

z�±iej ró»ni¡ si� jedynie odpowiednimi mno»nikami. Ostatezn¡ form� zdyskretyzo-

wanego równania ruhu, zakªadaj¡ego równowag� siª na brzegah elementu w zbiorze

Ω, przedstawiono w postai maierzowej

(M+C+K)

{

vi
vi+1

}

+ e = 0 lub K∗ v + e = 0 . (7.15)

Wektor v zawiera zarówno pr�dko±i w�zªowe vi w poz¡tkowym zasie t = ti jak
i vi+1 w ko«owym zasie t = ti + h rozpatrywanego przedziaªu zasu. h jest zaªo-

»onym krokiem zasowym. Wektor pr�dko±i vi+1 jest jedynym nieznanym wektorem

w powy»szym równaniu, oblizanym krok po kroku. Ostateznie musimy oblizy¢ prze-

mieszzenia qi+1. W tym elu u»ywamy nast�puj¡ej formuªy

qi+1 = qi + h[β vi + (1− β)vi+1] . (7.16)

Stabilne rozwi¡zania uzyskujemy przy β ∈< 0.5; 1.0 >.

7.2. Elementy odpowiedzialne za ruchomą masę w przypadku

struny

Ostatni zªon δ(x − vmt)m∂
2u(vmt, t)/∂ t

2 równania ruhu (5.1) opisuje ruhom¡

siª� bezwªadno±iow¡. Wyra»enie ∂ 2u(vmt, t)/∂ t
2 jest przyspieszeniem ruhomej masy

i jednoze±nie przyspieszeniem punktu struny, w którym ta masa si� znajduje (x =
x0 + vmt). Zgodnie ze wzorem Renaudota przyspieszenie ruhomej masy poruszaj¡-

ej si� ze staª¡ pr�dko±i¡ vm, zgodnie z zasadami ró»nizkowania funkji zªo»onej,

skªada si� z trzeh nast�puj¡yh zªonów:

∂2u(vmt, t)

∂t2
=
∂2u(x, t)

∂t2

∣

∣

∣

∣

∣

x=vmt

+ 2vm
∂2u(x, t)

∂x∂t

∣

∣

∣

∣

∣

x=vmt

+ v2m
∂2u(x, t)

∂x2

∣

∣

∣

∣

∣

x=vmt

. (7.17)

We wzorze tym mo»emy zauwa»y¢ przyspieszenie poprzezne, przyspieszenie Coriolisa

oraz przyspieszenie od±rodkowe. W przypadku struny zahodzi potrzeba zapisu przy-

pieszenia ruhomej masy
∂ 2u(vmt,t)
∂ t 2

za pomo¡ pr�dko±i

∂2u(vmt, t)

∂t2
=
∂v(x, t)

∂t

∣

∣

∣

∣

∣

x=vmt

+ vm
∂v(x, t)

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

x=vmt

+ vm
d

dt

[

∂u(x, t)

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

x=vmt

+
du0
dx

]

.

(7.18)

Po przemno»eniu równania (7.18) przez warto±¢ masym pierwszy skªadnik reprezentuje

bezwªadno±¢, a drugi i trzei zªon podobne s¡ do tªumienia i sztywno±i. Ostatni zªon

z kolei odpowiada za siªy w�zªowe w hwili poz¡tkowj przedziaªu zasu.
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Rysunek 7.3: Trajektoria ruhu masy w zasoprzestrzeni.

W elu dyskretyzaji zªonu zawieraj¡ego ruhom¡ mas�, stosujemy te same o

w przypadku struny matematyzne podej±ie, polegaj¡e na budowie równania pray

wirtualnej
∫ h

0

∫ b

0
N∗mδ(x− x0 − vmt)

∂ 2u(x0 + vmt, t)

∂ t 2
dxdt . (7.19)

Na poz¡tek zajmiemy si� pierwszym zªonem równania (7.18). Przyjmiemy t� sam¡

liniow¡ funkj� interpoluj¡¡ (7.3) i (7.4) oraz pr�dko±¢ wirtualn¡

v∗(x) = N∗ q̇p =

[

1− x
b

x
b

]

q̇p . (7.20)

Konsekwentne aªkowanie prowadzi do otrzymania maierzy bezwªadno±i ruhomej

masy Mm

Mm =
m

h





− (1− κ)2 −κ (1− κ)

−κ (1− κ) −κ2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(1− κ)2 κ (1− κ)

κ (1− κ) κ2



 , (7.21)

gdzie κ = (x0 + 0.5vmh)/b. x0 jest poz¡tkow¡ pozyj¡ masy w elemenie zasoprze-

strzennym (przy t = t0) (Rys. 7.3). Maierz tªumienia ruhomej masy Cm przyjmuje

nast�puj¡¡ posta¢

Cm =
mv

b





−
1
2
(1− κ) 1

2
(1− κ)

−
1
2
κ 1

2
κ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−
1
2
(1− κ) 1

2
(1− κ)

−
1
2
κ 1

2
κ



 . (7.22)

Zajmijmy si� teraz wpªywem przemieszze« u(x, t) i przemieszze« poz¡tkowyh u(x, 0)
na wynikowe maierze opisuj¡e ruhom¡ mas�. W wyniku aªkowania przez z�±i

otrzymujemy

vm

∫ h

0

∫ b

0
δ(x− x0 − vmt)

d

dt

[

∂u(x, t)

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

x=vmt

+
du0
dx

]

v∗(x) dxdt =

= −v2m

∫ h

0

∫ b

0
δ′(x− x0 − vmt)

[

∂u(x, t)

∂x

∣

∣

∣

∣

∣

x=vmt

+
du0
dx

]

v∗(x) dxdt .

(7.23)
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Maierz Km jest maierz¡ sztywno±i ruhomej masy

Km =
mhv2m
6b2





1 −1

−1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2 −2

−2 2



 . (7.24)

Z uwagi na liniow¡ funkj� ksztaªtu przy t = 0 przemieszzenia poz¡tkowe zapisujemy

w postai

u0 =
(

1−
x

b

)

u3 +
x

b
u4 , (7.25)

a ih pohodn¡ jako

du0
dx
= −
1

b
u3 +
1

b
u4 . (7.26)

Ostatnim skªadnikiem odpowiedzialnym za opis ruhomej masy s¡ siªy w�zªowe em

em =
mv2m
b2





uL − uP

−uL + uP



 . (7.27)

Komplet trzeh maierzyMm, Cm i Km oraz wektor siª w�zªowyh em stanowi¡ peªny

opis wpªywu ruhomej siªy bezwªadno±iowej w metodzie elementów zasoprzestrzen-

nyh. S¡ one zapisane w pr�dko±iah [7℄.

Przeprowadzono oblizenia drga« struny z poruszaj¡¡ si� mas¡ m. Uzyskane wy-

niki przy ró»nej pr�dko±i z przedziaªu 0 < v ¬ 1, 0c porównano z wynikami metody

póªanalityznej i przedstawiono na Rys. 7.4. Przedstawione na wykresie krzywe niemal

pokrywaj¡ si� z wynikami oblize« póªanalityznyh. Nale»y zaznazy¢, »e zbie»no±¢

zahodzi tak»e przy du»yh pr�dko±iah v > 0, 8c.
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Rysunek 7.4: Trajektorie ruhu masy przy ró»nej pr�dko±i v, uzyskane numeryznie z za-

stosowaniem kapeluszowyh funkji wirtualnyh.
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7.3. Elementy opisujące ruchomą masę w belce Bernoulliego–

Eulera

Dyskretny element belki, zarówno w klasyznej metodzie elementów sko«zonyh, jak

i metodzie elementów zasoprzestrzennyh jest du»o bardziej zªo»ony ni» element struny.

Wynika to ho¢by z dwukrotnie wi�kszej lizby stopni swobody elementu belki. Pa-

mi�tamy, »e kapeluszowa funkja wirtualna jest staªa w zasie i w przypadku belki

Bernoulliego�Eulera (B-E) zapisuje si� j¡ w nast�puj¡y sposób

v∗m(x, t) =

(

1− 3
x2

b2
+ 2
x3

b3

)

v3 + . . . ϕ̇3 + . . . v4 + . . . ϕ̇4 . (7.28)

Rozpoznajemy tu u»yie funkji ksztaªtu do opis przemieszze« (lub pr�dko±i) za po-

mo¡ zarówno w�zªowyh pr�dko±i liniowyh oraz w�zªowyh pr�dko±i obrotowyh.

Poni»ej przedstawiono oblizenia prowadz¡e do wyznazenia pierwszego elementu ma-

ierzy bezwªadno±i ruhomej masy Mm dla belki B-E:

(Mm)11 = −
m

h

∫ h

0

∫ b

0
δ(x− x0 − vt)

(

1− 3
x2

b2
+ 2
x3

b3

)2

dxdt =

= −
m

h

∫ h

0

∫ b

0

[

1− 3
(x0 + vt)

2

b2
+ 2
(x0 + vt)

3

b3

]2

dxdt .

(7.29)

Wprowadzamy podstawienie

s =
x0 + vt

b
i ds =

v

b
dt , (7.30)

(Mm)11 = −
m

h

∫ h

0

(

1− 3s2 + 2s3
)2

ds = −
m

h

b

v

(

4

7
s7 − 2s6 +

9

5
s5 + s4 − 2s3 + s

)∣

∣

∣

∣

h

0
.

(7.31)

Po saªkowaniu powraamy do zmiennej t

(Mm)11 = −
m

h

b

v

[

4

7

(

x0 + vt

b

)7

− 2
(

x0 + vt

b

)6

+
9

5

(

x0 + vt

b

)5

+
(

x0 + vt

b

)4

−

− 2
(

x0 + vt

b

)3

+
x0 + vt

b

]∣

∣

∣

∣

∣

h

0

.

(7.32)

Uwzgl�dniaj¡ granie aªkowania, otrzymujemy jeden z elementów maierzy bezwªad-

no±i ruhomej masy Mm

(Mm)11 = −
m

560b6

[

560b6
(

4κ6 − 12κ5 + 9κ4 + 4κ3 − 6κ2 + 1
)

+ 280b4v2h2
(

10κ4 −

− 20 κ3 + 9κ2 + 2κ− 1
)

+ 21b2v4h4
(

20κ2 − 20κ+ 3
)

+ 5v6hh
]

,

(7.33)

gdzie

κ =
x0 + vh/2

b
. (7.34)
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Posta¢ maierzy Mm, Cm i Km odpowiedzialnyh za opis ruhomej masy zostaªy za-

mieszzone w dodatku do pray. Musimy pami�t¡¢, »e trzy pierwsze maierze ª¡z¡

wektory pr�dko±i w dwóh nast�puj¡yh po sobie hwilah. Skªadaj¡ si� one z dwóh

kwadratowyh podmaierzy: lewej i prawej. Maj¡ one wymiar s×2s, gdzie s jest lizb¡
stopni swobody w w�¹le badanej struktury. Maierz Em ma wymiar s×s. Wszystkie

maierze przedstawione w dodatku dotyz¡ masy m = 1, wi� musz¡ by¢ mno»one

przez rzezywist¡ mas� m. Wprowadzono równie» oznazenia ξ = vh/b i κ dane wzo-

rem (7.34). Otrzymane rozwi¡zania numeryzne (Rys. 7.5) s¡ identyzne z wynikami

podej±ia póªanalityznego z rozdziaªu 4 (Rys. 6.1).
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Rysunek 7.5: Trajektorie ruhu masy poruszaj¡ej si� po bele B�E przy ró»nyh pr�dko-

±iah v, uzyskane numeryznie z zastosowaniem kapeluszowyh funkji wirtualnyh.

7.4. O rozwiązaniu belki Timoshenki

Ró»nizkowe równanie ruhu belki Timoshenki w przypadku jednorównaniowym (2.26)

ma bardzo powa»n¡ wad�, ze wzgl�du na numeryzne podej±ie metod¡ zasoprze-

strzenn¡. Wad¡ t¡ jest zwarta pohodna wzgl�dem zasu t. Poniewa» zas w rzezy-

wistej funkji ksztaªtu ma rozkªad liniowy, nie mamy mo»liwo±i dyskretnego przedsta-

wienia tej pohodnej. Koniezne jest przeprowadzenie analizy belki Timoshenki w przy-

padku, gdy równanie ruhu przedstawione jest w postai dwóh równa« sprz�»onyh

ze sob¡ wzgl�dem przemieszze« i k¡tów. Zagadnienie ruhomego obi¡»enia bezwªad-

no±iowego poruszaj¡ego si� po bele Timoshenki jest problemem samym w sobie. Ze

wzgl�du na sw¡ zªo»ono±¢ nie zostanie przedstawiony w niniejszej pray.
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7.5. Przykłady funkcji wirtualnych

Wªa±iwy dobór wirtualnej funkji v∗ jest podstawowym zadaniem metody elementów

zasoprzestrzennyh. Ka»da z prezentowanyh na rys. 7.6 funkji ma ró»ny ksztaªt,

a przez to inne wªasno±i. W pierwszym przypadku zahodzi równowaga punktowa,

w kolejnyh trzeh mamy do zynienia z równowag¡ globaln¡, dla pewnego zakresu

harakterystyznego parametru. Aby porówna¢ przedstawione funkje wirtualne, po-

t

h0

t

h0

t

h0

a

t

h0

b c d
h

Rysunek 7.6: Funkje wirtualne: a - delta Diraa, b - kapeluszowa,  - trójk¡tna, d -

daszkowa.

damy wyprowadzone przy ih udziale maierze bezwªadno±i i sztywno±i drgaj¡ego

osiowo pr�ta. Na konie oszaujemy bª¡d metody numeryznej w przypadku równowagi

punktowej. Wykorzystamy zapis przej±ia do nastepnego kroku w formie maierzy prze-

niesienia (wzmonienia) T

{

vi+1
qi

}

= T

{

vi
qi−1

}

. (7.35)

Powy»szy shemat dotyzy zadania drga« swobodnyh, nietªumionyh. Maierz T ma

wymiar 2×2. v jest pr�dko±i¡, a q przemieszzeniem. W dalszej z�±i zastanowimy si�

nad mo»liwo±i¡ zastosowania innyh ksztaªtów funkji wirtualnyh. Rozpatrzymy dwa

zadania skladowe: ruh przy zerowej pr�dko±i poz¡tkowej oraz ruh przy zerowym

przemieszzeniu poz¡tkowym na kroku. Z tyh dwóh przypadków mo»emy zªo»y¢

przypadek dowolnego kroku, przy dowolnyh warunkah poz¡tkowyh. Czynimy tak,

gdy» wówzas jeden z dwóh komponentów wektora z prawej strony ma warto±¢ zero

i badamy jedynie dwa elementy maierzy przeniesienia. Rozwiniemy elementy tej ma-

ierzy w szereg Taylora. B�dziemy mogli z tym rozwini�iem porówna¢ rozwini�ia

funkji sinus i osinus.

Pseudofunkcja Diraca

Zajmijmy si� prost¡ form¡ dystrybuji δ (rys. 7.6a). Wirtualna funkja ksztaªtu przyj-

muje wtedy nast�puj¡¡ posta¢

v∗(x, t) = δ(t− αh)
[

(1−
x

b
)v3 +

x

b
v4

]

. (7.36)

Z podstaw aªkowania dystrybuji wiadomo, »e aªka z ilozynu funkji i delty Diraa

równa jest warto±i rozpatrywanej funkji w punkie wyznazonym przez t¡ delt�.

W rozpatrywanym przez nas przypadku aªkowanie w zasie polega na zamianie t na
αh. Na podstawie rzezywistej, liniowej funkji ksztaªtu (7.3) oraz powy»szej pr�dko±i
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wirtualnej otrzymujemy nast�puj¡e maierze bezwªadno±i i sztywno±i

M =
ρb

h
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h
[−Ms |Ms] , (7.37)

K =
Nh

b
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[

α(1−
α

2
)Ks |

α2

2
Ks

]

. (7.38)

Gdy oblizymy ju» pr�dko±i w nast�pnej hwili zasu zgodnie z (7.15), mo»emy wy-

znazy¢ na ih podstawie przemieszzenia

qi+1 = qi + h[β vi + (1− β)vi+1] , (7.39)

gdzie wspóªzynnik β = 1 − α odpowiada za stabilno±¢ rozwi¡zania. Przyjrzyjmy si�

w identyzny sposób, wªasno±iom innyh wirtualnyh funkji ksztaªtu.

Funkcja kapeluszowa

Postulujemy równowag� globaln¡ w przedziale [0, h]. Zgodnie z rys. 7.6b otrzymujemy

v∗(x, t) = (1−
x

b
) v3 +

x

b
v4 . (7.40)

Powy»sza funkja ma staª¡ warto±¢ równ¡ jedno±i, na brzegah natomiast równa jest

zero. Po aªkowaniu równania ruhu pr�ta, na podstawie kapeluszowej funkji wirtual-

nej otrzymujemy nast�puj¡e maierze sztywno±i i bezwªadno±i

K =
EAh

b
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 , (7.41)

M =
ρAb
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 . (7.42)

Przemieszzenia w hwili nast�pnej wyznazamy na podstawie wzoru (7.39), gdzie

wspóªzynnik β dla prezentowanej funkji wirtualnej, aby zahowana byªa stabilno±¢

rozwi¡zania musi by¢ z przedziaªu 1/2 ¬ β ¬ 1.

Funkcja trójkątna

W przypadku wirtualnej funkji trójk¡tnej (rys. 7.6)

v∗(x, t) = (1−
x

b
)
t

h
v3 +
x

b

t

h
v4 . (7.43)

Na tej podstawie maierze sztywno±i i bezwªadno±i uzyskuj¡ nast�puj¡¡ posta¢

K =
EAh

b





5
24
− 5
24

− 5
24

5
24

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
8
−1
8

−1
8

1
8



 , (7.44)
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M =
ρAb

h
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 . (7.45)

Z warunku stabilno±i otrzymujemy zakres stosowalno±i parametru β: 2/3 ¬ β ¬ 1.

Funkcja daszkowa

Przyjmujemy trójk¡tny rozkªad funkji wirtualnej w zasie (rys. 7.6)

v∗(x, t) =







(1− x
b
)2t
h
v3 +

x

b

2t
h
v4, przy 0 ¬ t ¬ t/2

(1− x
b
)(−2t

h
+ 2) v3 +

x

b
(−2t
h
+ 2) v4 przy t/2 < t ¬ h .

(7.46)

Taka posta¢ funkji v∗ prowadzi do nast�puj¡ej postai maierzy sztywno±i i bez-

wªadno±i

K =
EAh

b





17
96
−17
96

−17
96

17
96

∣

∣

∣

∣

∣

∣

7
96
− 7
96

− 7
96

7
96



 , (7.47)
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 . (7.48)

Z warunku stabilno±i otrzymujemy parametr 3/4 ¬ β ¬ 1.

Aby okre±li¢ bª¡d prezentowanej metody numeryznej w przypadku równowagi

punktowej przeanalizujmy proes opisany równaniem (7.36). Rozwini�ie pr�dko±i

i przemieszzenia w szereg Taylora przedstawiamy poni»ej

vi+1 =
(

1− αω2h2 +
1

2
α3ω4h4 +O(h6)

)

vi +

+
(

−ω2h+
1

2
α2ω4h3 +O(h5)

)

ui , (7.49)

ui+1 =
(

h− ω2h3α(1− α) +O(h5)
)

vi +

+
(

1− ω2h2(1− α) +
1

2
ω4h4α2(1− α) +O(h6)

)

ui .

Pami�taj¡ o rozwini�iah funkji trygonometryznyh mo»emy oszaowa¢ bª¡d me-

tody. W tym elu nale»y rozpatrze¢ dwa przypadki: v(0) = 0, u(0) = 1 oraz v(0) = 1,
u(0) = 0 i przyrówna¢ wyniki (7.49) do rozwini�¢ rozwi¡za« ±isªyh. Otrzymamy

wówzas bª¡d pr�dko±i ǫv

ǫv11 = ω
2h2

(

α−
1

2

)

+ ω4h4
(

1

24
−
α3

2

)

+O(h6) , (7.50)

ǫv12 = ω
4h3

(

1

6
−
α2

2

)

+O(h5) , (7.51)

oraz bª¡d przemieszze« ǫu

ǫu21 = ω
2h3

(

α(1− α)−
1

6

)

+O(h5) , (7.52)
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ǫu22 = ω
2h2

(

1

2
− α

)

+ ω4h4
(

1

24
−
α2

2
(1− α)

)

+O(h6) . (7.53)

Dolne indeksy oznazaj¡ element maierzy przej±ia (7.35). Widzimy, »e przy α = 1/2
znikaj¡ zªony drugiego stopnia. Bª¡d wynosi w tym przypadku 1/12 h3 +O(h4).



Rozdział 8
Przykłady zastosowań

Jak ju» wspomniano we wst�pie, ruhome obi¡»enia maj¡ wiele praktyznyh zasto-

sowa« in»ynierskih. W rozdziale tym przedstawimy na podstawie zestawu wózków

kolejowyh, jeden z typowyh przykªadów wyst�powania ruhomyh siª grawitayj-

nyh i bezwªadno±iowyh. Na konie zaprezentujemy nowe, szybko rozwijaj¡e si�,

numeryzne podej±ie bezsiatkowe. Rozpatrzono w tym przypadku staª¡, ruhom¡ siª�

grawitayjn¡.

8.1. Dynamika toru kolejowego

Rozwój szybkih kolei wymaga dostosowania torów do wy»szyh pr�dko±i oraz wi�k-

szyh obi¡»e«. To z kolei musi by¢ poprzedzone intensywnymi praami projektowymi

i badawzymi. O ile budowa próbnyh odinków eksploatayjnyh jest droga, a badania

zasohªonne, to symulaje komputerowe mo»na wykona¢ szybko. S¡ warto±iowe wów-

zas, gdy model numeryzny odpowiada mo»liwie wiernie modelowi �zyznemu. Przy

jego opraowywaniu zakªadamy, »e koªo kolejowe b�d¡e w kontakie z szyn¡ powi�ksza

jej mas� i zmienia lokalne wªasno±i dynamizne. W zwi¡zku z tym stosowanie obi¡»e-

nia jedynie siªami bezmasowymi jest niewystarzaj¡e. Podstawowe parametry modelu

mo»na stosunkowo dobrze dobra¢ na podstawie dokumentaji tehniznej. Pewne jest,

»e przy du»yh pr�dko±iah jazdy nie nale»y obi¡»a¢ toru jedynie elementem spr�»y-

stym, nieineryjnym, a nale»y uwzgl�dni¢ mas�, na której mo»na nast�pnie ulokowa¢

zªo»ony nawet model pojazdu.

Zadanie przejazdu pojazdu szynowego po torze klasyznym podzielono na dwa od-

r�bne etapy. W pierwszym badano tor zªo»ony z szyn, podkªadów, lepkospr�»ystyh

przekªadek oraz lepkospr�»ystego podªo»a gruntowego (rys. 8.1). Drugi etap dotyzyª

pojazdu szynowego, zbudowanego w prosty sposób z ztereh osylatorów, poª¡zonyh

odksztaªaln¡ ram¡. Przyjmujemy, »e drgania obu szyn sprz�gane s¡ przez zestawy

koªowe, a elementem sprz�gaj¡ym drgania propaguj¡e si� wzdªu» szyny jest rama

wózka pojazdu szynowego. Szyny, podkªady oraz ramy wózka przyj�to jako elementy

rusztu, o trzeh stopniah swobody w w�¹le. Przekªadki przyj�to jako elementy sko«-

zone pr�ta. Podªo»e gruntowe przyj�to jako ineryjne podªo»e Winklera. Odpowiednio

dobrano sztywno±i ramy oraz bezwªadno±¢ poszzególnyh elementów. Poni»szy przy-

kªad zastosowa« ma el pogl¡dowy i z tego powodu nie skupiamy si� na preyzyjnym

doborze danyh lizbowyh. Zaznazamy jedynie, »e koªo toz¡e si� po szynie zobra-
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Rysunek 8.1: Model toru przyj�ty w oblizeniah numeryznyh.

zowano jako poruszaj¡¡ si� mas� skupion¡, stowarzyszon¡ z siª¡ odpowiadaj¡¡ sile

kontaktu, wywoªan¡ m.in. obi¡»eniem wózka i pudªa wagonu.

Oba ukªady dynamizne rozwi¡zywano niezale»nie, buduj¡ i rozwi¡zuj¡ odpo-

wiednie wynikowe ukªady równa« algebraiznyh. Siatki w�zªów obu ukªadów dyskret-

nyh przemieszzaªy si� wzgl�dem siebie i w zwi¡zku z tym zastosowano prost¡ proe-

dur� iterayjn¡ równowa»enia siª w obu ukªadah. W pierwszym etapie tor obi¡»ano

w punktah kontaktu kóª z szynami, siªami odpowiadaj¡ymi naiskowi dynamiznemu

kóª wózka. W wyniku otrzymano przemieszzenia w�zªów siatki dyskretnej szyny. To

pozwalaªo wyznazy¢ przemieszzenia pionowe szyn w miejsah ih kontaktu z koªami.

Przemieszzenia przyjmowano jako warunki brzegowe w rozwi¡zaniu ukªadu wózka ob-

i¡»onego siªami zewn�trznymi, m.in. i�»arem wªasnym i i�»arem pudªa wagonu. Wy-

nikiem rozwi¡zania tego etapu byªy reakje w miejsah kontaktu z szynami. Reakje

te, z przeiwnymi znakami sªu»yªy ponownie do obi¡»enia toru. Powtarzana itera-

yjnie proedura prowadziªa w kilku krokah do zrównowa»enia ukªadu statyznego

i nast�pnie pozwalaªa przej±¢ do nast�pnej hwili w proesie dynamiznym. Proedura

dziaªa poprawnie w pewnyh zakresah parametrów. W naszym przypadku w praktye

nie dohodziªo do utraty stabilno±i rozwi¡zania, o ile krok zasowy nie byª zbyt du»y.

Rys. 8.2 pokazuje porównanie przemieszze« pionowyh w zasie przy przeje¹dzie

zestawu koªowego z ró»n¡ pr�dko±i¡. Wyniki uzyskane metod¡ elementów zasoprze-

strzennyh porównano z wynikami programu Medyna. Mimo ró»ni¡ego si� podej±ia

przy tworzeniu modelu numeryznego w programie Medyna oraz MECz, uzyskano po-

dobie«stwo wyników. Jednym z odst�pstw jest zaobserwowane przy pr�dko±i 72 km/h

i wy»szej, dudnienie. Mo»na spodziewa¢ si� wyst¡pienia tego zjawiska w wynikah Me-

dyny przy nieo innej pr�dko±i jazdy. Ta ró»nia mo»e wynika¢ z nieuwzgl�dnienia

w programie Medyna masy kóª, stowarzyszonej w ruhu poprzeznym z szynami.

Bardziej preyzyjny model rzezywistego toru pokazano na rys. 8.3. Jest on jedn¡

z propozyji izolaji drga« przekazywanyh z ukªadu tor�pojazd szynowy na otoze-

nie. Wibroizolaja w tym przypadku umieszzona jest pod wzdªu»n¡ betonow¡ belk¡,

umieszzon¡ we wr�bie fundamentu. Belka ta ma za zadanie zwi�kszy¢ mas� ukªadu

poddanego obi¡»eniom ruhomym. Na bele tej uªo»one s¡ podkªady szynowe (rys.

8.4). Wyniki w wybranyh punktah torowiska przedstawiono na rys. 8.5. Porównano

przemieszzenia pionowe w przypadku zastosowania materiaªu izoluj¡ego dragania
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Rysunek 8.2: Przemieszzenia pionowe punktu kontaktu koªa z szyn¡ uzyskane programem

Medyna (oblizenia wykonane przez P. Tokaja - lewa kolumna) oraz metod¡ MECz (prawa

kolumna) przy pr�dko±i 72 i 100 km/h.

oraz bez zastosowania izolaji. Materiaª izoluj¡y uwzgl�dniono przez zmian� parame-

trów spr�»ystyh materiaªu mi�dzy belk¡ wzdªu»n¡ a fundamentem.
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Rysunek 8.3: Shemat toru metra oraz jego model dyskretny.

Rysunek 8.4: Model �zyzny toru metra.
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Rysunek 8.5: Przemieszzenia pionowe [m℄ punktu fundamentu pod szyn¡ (punkt A �

rysunek górny) oraz w osi toru (punkt B � rysunek dolny).
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8.2. Metody bezsiatkowe (Element Free Galerkin Method)

Idea metod bezsiatkowyh polega na pozbyiu si� jednej z gªównyh wad metody ele-

mentów sko«zonyh (MES). Uwa»a si� za ni¡ koniezno±¢ tworzenia siatki elementów

sko«zonyh.

W metodzie bezsiatkowej siatk� MES zast�pujemy niepowi¡zanymi miedzy sob¡

w�zªami. Dzi�ki temu funkja ksztaªtu nie jest tworzona w elementah sko«zonyh,

a na podstawie niekonieznie równo rozmieszzonyh w�zªów [16℄.

W niniejszym rozdziale rozpatrzono jedn¡ z wielu metod tworzenia funkji ksztaªtu

� metod� MLS1[8℄. Post�pujemy w nast�puj¡y sposób. Rozpinamy funkj� ksztaªtu na

w�zªah aktualnie znajduj¡yh si� w kroz¡ym zbiorze Ω (Rys. refefg1). Odhylenie

Rysunek 8.6: Podzbiór Ω poruszaj¡y si� wzdªu» struny.

rozumiane jako bª¡d interpolaji w MLS zapisujemy nast�puj¡o

J =
n
∑

i=1

W (x− xi)
[

uh(x, xi) − ui
]2
, (8.1)

gdzie W (x− xi) jest pewn¡ funkj¡ wagow¡, uh(x, xi) jest wielomianem aproksymuj¡-

ym, a ui warto±iami w�zªowymi. Przyj�to wykªadniz¡ funkj� ksztaªtu:

W (x− xi) =







e
−(x−xi

α
)
2

je»eli (x− xi) ¬ 1

0 je»eli (x− xi) > 1 .
(8.2)

Wspóªzynnik α zale»y od wielko±i zbioru Ω oraz od lizby znajduj¡yh si� w nim

w�zªów. W przypadku jednowymiarowym b�dzie to:

uh(x, xi) = p
T (xi)a(x) , (8.3)

gdzie stopie« wielomianu aproksymuj¡ego wynosi

p
T = (1, x, x2, . . .) , (8.4)

a wspóªzynniki aproksymuj¡e mo»na zapisa¢ nast�puj¡o

a
T (x) = (a0(x), a1(x), a2(x), . . .) . (8.5)

1MLS - Moving Least Square
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D¡»ymy do minimalizaji odhylenia interpolaji J wzgl�dem wspóªzynników aprok-

symuj¡yh a
∂ J

∂ a
= 0 . (8.6)

Po zró»nizkowaniu (8.1) otrzymujemy

a(x) = A−11 (x)A2(x)ui , (8.7)

gdzie

A1 = P
T W (x− xi)P , A2 = P

T W (x− xi) , (8.8)

P =













p1(x1) p2(x1) · · · pm(x1)
p1(x2) p2(x2) · · · pm(x2)

...
...

. . .
...

p1(xn) p2(xn) · · · pm(xn) .













(8.9)

Na podstawie (8.3) i (8.7)

uh(x, xi) = p
T (xi)A

−1
1 (x)A2(x)ui =

n
∑

i=1

φki (x) ui . (8.10)

Tutaj φki (x) jest funkja ksztaªtu, a k stopniem wielomianu aproksymuj¡ego

φki = p
T (xi)A

−1
1 (x)A2(x) =

[

φk1(x), φ
k
2(x), . . . φ

k
n(x)
]

. (8.11)

Poniewa» z praktyznego punktu widzenia niezwykle trudne jest odwróenie w po-

stai ogólnej maierzy A, stosuje si� aproksymaj� zerowego stopnia pT = 1. Na tej

podstawie otrzymujemy tzw. funkj� Sheparda

φ0i =
W (x− xi)

∑n
i=1 W (x− xi)

. (8.12)

Na podstawie funkji Sheparda oraz równania ró»nizkowego ruhu zapisujemy

σij,j + bi = ρüi (8.13)

i w ko«u otrzymujemy maierze sztywno±i i bezwªadno±i nast�puj¡ej postai

kij =
∫

Ω
BTi N Bj dΩ ,

mij =
∫

Ω
φTi ρAφj dΩ . (8.14)

W równaniu tym B = ∂φ
∂x
, N jest siª¡ nai¡gu struny, a ρ g�sto±ia masy struny. Maie-

rze k i m, które tworzymy w zbiorah Ω, skªadamy w maierze globalne K iM zgodnie

z poruszaniem si� ozka Ω. Kluzowym problemem jest dobór wspóªzynnika α (w

równaniu 8.2). Ta krótka próba zastosowania metody bezsiatkowej do rozwi¡zywania

problemów dynamiki konstrukji, a zwªaszza zada« z ruhom¡ mas¡ pokazuje, »e nie

jest ona pozbawiona wad. Skutezno±¢ jej stosowania mo»na oeni¢ z umiarkowanym

optymizmem. Ju» w przypadku zada« jednowymiarowyh stwarza du»y kªopot. W za-

daniah o wi�kszej wymiarowo±i zastosowania, mimo bogatej literatury, wymagaja

dalszyh intensywnyh pra badawzyh.
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Rysunek 8.7: Ruhoma siªa grawitayjna (v = 0, 1): trajektoria ruhomej siªy (Rys. (1))

i ±rodek struny (Rys. (2)).



Rozdział 9
Wnioski

W pray przedstawiono sposoby modelowania oraz rozwi¡zywania zagadnie« dotyz¡-

yh punktowyh, ruhomyh ¹ródeª zaburze«. Pomimo »e ruhome obi¡»enia po-

wszehnie wyst�puj¡ w wielu podstawowyh problemah dynamiki budowli zy bu-

dowy maszyn, nadal wiele spraw jest mylonyh, niejasnyh, opisanyh bª�dnie lub po

prostu nierozwi¡zanyh. Niniejsza praa porz¡dkuje dynamizne zagadnienia jednowy-

miarowe. Bardzo z�sto ruhome obi¡»enie bezwªadno±iowe ±wiadomie lub nie±wia-

domie mylone jest ze staª¡ siª¡ grawitayjn¡. Wspomniana, poruszaj¡a si� masa jest

¹ródªem bardzo powa»nyh komplikaji matematyznyh. Równie» samo przyspieszenie

ruhomej masy w wielu przypadkah jest ¹le interpretowane.

W pierwszej z�±i pray przedstawiono matematyzny model ruhomego obi¡-

»enia punktowego przy pomoy delty Diraa. Zaprezentowano prawidªowo zapisane

z¡stkowe, ró»nizkowe równania ruhu struny, belki Bernoulliego�Eulera oraz belki

Timoshenki, uwzgl�dniaj¡e poruszaj¡e si� ze staª¡ pr�dko±i¡ obi¡»enie bezwªadno-

±iowe oraz obi¡»enie grawitayjne.

W z�±i po±wi�onej rozwi¡zaniom analityznym przedstawiono gªównie rozwi¡-

zania dotyz¡e struny oraz belki Bernoulliego�Eulera i Timoshenki pod ruhomym

obi¡»eniem grawitayjnym. Znane s¡ ih peªne rozwi¡zania w formie niesko«zonyh

szeregów. W przypadku obi¡»e« bezwªadno±iowyh, jedyne peªne rozwi¡zanie oma-

wianego problemu dotyzy struny bezmasowej. Jest to tak»e zagadnienie dynamiki,

pomimo zerowej masy struny. Wkªad dynamizny stanowi ruhome obi¡»enie bez-

wªadno±iowe. Rozwi¡zanie to, przedstawione w postai niesko«zonego szeregu opi-

suje tylko trajektori� ruhomej masy. W szzególnym przypadku znamy równie» peªne,

zamkni�te rozwi¡zanie tego problemu. Powy»sze analityzne rozwi¡zanie dotyz¡e po-

ruszaj¡ego si� obi¡»enia ineryjnego po bezmasowej strunie pozwoliªo nam przedsta-

wi¢ po raz pierwszy matematyzny dowód istnienia niei¡gªo±i trajektorii masy blisko

ko«owej podpory. Efekt ten nie byª dot¡d znany, a dowód matematyzny jego istnienia

nie byª publikowany.

Kolejne rozdziaªy przedstawiaj¡ wªasne podej±ie póªanalityzne do problemu ru-

homej masy poruszaj¡ej si� po ineryjnej strunie i obu typah belkah. W anali-

tyzny sposób przeksztaªono z¡stkowe równanie ruhu do ukªadu równa« ró»niz-

kowyh zwyzajnyh, wykorzystuj¡ transformaj� Fouriera w sko«zonym przedziale

< 0, l >. Otrzymane równania s¡ równaniami ró»nizkowymi zwyzajnymi o zmien-

nyh wspóªzynnikah. Ko«owa faza rozwi¡zania zadania wymaga oblize« numeryz-
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nyh. W przypadku struny i belki Bernoulliego�Eulera otrzymana forma pozwala za-

stosowa¢ szybkie shematy numeryznego aªkowania maierzowyh równa« ruhu np.

metod¡ Newmarka. W przypadku belki Timoshenki wykorzystano metod� Rungego�

Kutty zwartego rz�du. Prezentowane rozwi¡zania póªanalityzne s¡ rozwi¡zaniami

w peªnym zakresie pr�dko±i ruhomego obi¡»enia. Pozwalaj¡ opisywa¢ przemiesz-

zenia struny lub belki w zasie przy pr�dko±iah podkrytyznyh, krytyznej i nad-

krytyznyh. Mo»emy równie» obserwowa¢ dowolny punkt poruszaj¡ego si� ukªadu.

Podobnie jak w przypadku struny bezmasowej, zaobserwowano niei¡gªo±¢ trajektorii

ruhomej masy przy ko«owej podporze. Niestety, ze wzgl�du na brak peªnego rozwi¡-

zania analityznego w przypadku masowej struny, mo»liwe jest tylko gra�zne przed-

stawienie niei¡gªo±i. Odkryta wªasno±¢ rozwi¡zania ma miejse równie» w przypadku

belki Timoshenki. Dystrybuja pod postai¡ delty Diraa mo»e budzi¢ u zytelników

wiele kontrowersji. W jej obeno±i upatruje si� powód niei¡gªo±i rozwi¡zania. Z tego

wzgl�du te» zastosowano odmienny sposób podej±ia do problemu � zastosowano rów-

nanie Lagrange'a drugiego rodzaju. Ta energetyzna metoda nie wymaga stosowania

delty Diraa do zapisu energii badanego ukªadu. Przedstawiona analiza prowadzi do

identyznego, jak wze±niej, rozwi¡zania. Niei¡gªo±¢ trajektorii masy jest now¡, dot¡d

nieznan¡ wªasno±i¡ poruszaj¡yh si� zaburze« wywoªanyh zynnikiem ineryjnym.

Rozwi¡zania analityzne i póªanalityzne posªu»yªy do wery�kaji metod zysto

numeryznyh. Potwierdziªy one powa»ne ogranizenia w stosowanyh do tej pory pro-

edurah. O ile w przypadku obi¡»enia grawitayjnego rozwi¡zania klasyzn¡ metod¡

elementów sko«zonyh wykazuj¡ znakomit¡ zbie»no±¢, to w zadaniah z ruhom¡ mas¡

rozwi¡zania opisane w literaturze s¡ aªkowiie bª�dne i nieprzydatne. W przypadku

bardzo maªyh pr�dko±i przejazdu ¹ródªa zaburzenia, mo»liwa jest bezpo±rednia mo-

dy�kaja maierzy bezwªadno±i ukªadu, wnosz¡a stosunkowo maªy bª¡d w otrzy-

mane rozwi¡zania. Wi�ksze pr�dko±i wymagaªy nowego numeryznego podej±ia. Do

bezpo±redniej dyskretyzaji z¡stkowego równania ruhu najlepiej nadawaªa si� me-

toda elementów przestrzennyh, wyra»ona w pr�dko±iah. Jej idea polega na podob-

nym traktowaniu zmiennej zasowej i zmiennej przestrzennej. W pray przedstawiono

krótki zarys metody. Przede wszystkim jednak pokazano nowe, dot¡d nieznane rozwi¡-

zania maierzowe metody zasoprzestrzennej. Wyprowadzono maierze odpowiedzialne

za opis ruhomej masy w przypadku struny oraz belki Bernoulliego�Eulera. Maierze te,

przenosz¡e mas� w postai z¡stki materialnej, uwzgl�dniaj¡ zarówno przyspieszenie

poprzezne ruhomej masy, jak równie» przyspieszenie Coriolisa oraz przyspieszenie

od±rodkowe. Przedstawione wyniki, w zale»no±i od zastosowanej wirtualnej funkji

ksztaªtu, daj¡ rozwi¡zania o ró»nej dokªadno±i, z punktu widzenia oszaowania rz�du

bª�du. Najwa»niejsz¡ eh¡ jednak jest to, »e otrzymane wyniki wykazuj¡ doskonaª¡

zbie»no±¢ z wynikami analityznymi i póªanalityznymi. Obrazuj¡ przy tym równie»

wspominan¡ niei¡gªo±¢ trajektorii masy.

Prezentowane metody rozwi¡zania, szzególnie te numeryzne, maj¡ ogromn¡ war-

to±¢ in»yniersk¡. Dzi�ki nim mo»emy bada¢ du»o bardziej zªo»one ukªady poddane

pojedynzemu obi¡»eniu ineryjnemu, b¡d¹ ukªadowi ruhomyh obi¡»e« bezwªad-

no±iowyh. W przypadku rozwi¡za« analityznyh i póªanalityznyh do±wiadzenia

zebrane przy badaniu ukªadów jednowymiarowyh pomog¡ w rozwi¡zywaniu proble-

mów dwu i trójwymiarowyh. Nadal pozostaje otwarta sprawa peªnego rozwi¡zania

analityznego problemu ruhomej masy poruszaj¡ej si� po ineryjnej strunie zy bel-

kah. Jest to jedno z wielu zagadnie« dynamiki, zwi¡zane z koniezno±i¡ ±isªego, peª-
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nego rozwi¡zania równania ró»nizkowego o zmiennyh wspóªzynnikah. Prawidªowe

rozwi¡zania zagadnie« ruhomyh obi¡»e« maj¡ kolosalne znazenie w zastosowaniah

in»ynierskih. Lepsza znajomo±¢ obi¡»e« dynamiznyh dziaªaj¡yh na projektowany

ukªad mo»e przeªo»y¢ si� na ni»szy koszt budowy konstrukji, a przede wszystkim na

zwi�kszenie bezpieze«stwa ih u»ytkowania.



Dodatek A
Macierze w elemencie belki

W dodatku prezentujemy maierze M, C, K oraz E, wyst�puj¡e w opisie elementu

zasoprzestrzennego belki Bernoulliego-Eulera nios¡ego mas�. Przyj�to oznazenia:

κ = (x0 + vh)/b, ξ = vh/b.
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Tablia A.1: Matrix M (lewa poªówka)















































































−4κ6 + 12κ5−
κ4(5ξ2 + 9)+
2κ3(5ξ2 − 2)−
3κ2(ξ4 + 6ξ2 − 8)/4+
κξ2(3ξ2 − 4)/4−
(5ξ6 + 63ξ4 − 280ξ2 + 560)/560

−2hvκ6/ξ + 7hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)+
hvκ3(35ξ2 + 12)/(6ξ)−
hvκ2(3ξ4 + 32ξ2 − 16)/(8ξ)+
hvκ(7ξ4 + 8ξ2 − 16)/(16ξ)−
hvξ(15ξ4 + 336ξ2 − 560)/3360

4κ6 − 12κ5+
κ4(5ξ2 + 9)+
2κ3(1− 5ξ2)+
3κ2(ξ4 + 6ξ2 − 4)/4+
κξ2(2− 3ξ2)/4+
ξ2(5ξ4 + 63ξ2 − 140)/560

−2hvκ6/ξ + 5hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)+
hvκ3(25ξ2 − 6)/(6ξ)−
hvκ2(3ξ4 + 12ξ2 − 8)/(8ξ)+
hvκξ(5ξ2 − 4)/16−
hvξ(15ξ4 + 126ξ2 − 280)/3360

−2hvκ6/ξ + 7hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)+
hvκ3(35ξ2 + 12)/(6ξ)−
hvκ2(3ξ4 + 32ξ2 − 16)/(8ξ)+
hvκ(7ξ4 + 8ξ2 − 16)/(16ξ)−
hvξ(15ξ4 + 336ξ2 − 560)/3360

−h2v2κ6/ξ2 + 4h2v2κ5/ξ2−
h2v2κ4(5ξ2 + 24)/(4ξ2)+
2h2v2κ3(5ξ2 + 6)/(3ξ2)−
h2v2κ2(3ξ4 + 48ξ2 + 16)/(16ξ2)+
h2v2κ(ξ2 + 4)/4−
h2v2(15ξ4 + 504ξ2 + 560)/6720

2hvκ6/ξ − 7hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)−
hvκ3(35ξ2 + 18)/(6ξ)+
hvκ2ξ(3ξ2 + 32)/8−
hvκξ(7ξ2 + 12)/16+
hvξ3(5ξ2 + 112)/1120

−h2v2κ6/ξ2 + 3h2v2κ5/ξ2−
h2v2κ4(5ξ2 + 12)/(4ξ2)+
h2v2κ3(5ξ2 + 2)/(2ξ2)−
3h2v2κ2(ξ2 + 8)/16+
h2v2κ(3ξ2 + 4)/16−
h2v2ξ2(5ξ2 + 84)/2240

4κ6 − 12κ5+
κ4(5ξ2 + 9)+
2κ3(1− 5ξ2)+
3κ2(ξ4 + 6ξ2 − 4)/4+
κξ2(2− 3ξ2)/4+
ξ2(5ξ4 + 63ξ2 − 140)/560

2hvκ6/ξ − 7hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)−
hvκ3(35ξ2 + 18)/(6ξ)+
hvκ2ξ(3ξ2 + 32)/8−
hvκξ(7ξ2 + 12)/16+
hvξ3(5ξ2 + 112)/1120

−4κ6 + 12κ5−
κ4(5ξ2 + 9)+
10κ3ξ2−
3κ2ξ2(ξ2 + 6)/4+
3κξ4/4−
ξ4(5ξ2 + 63)/560

2hvκ6/ξ − 5hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)−
25hvκ3ξ/6+
3hvκ2ξ(ξ2 + 4)/8−
5hvκξ3/16+
hvξ3(5ξ2 + 42)/1120

−2hvκ6/ξ + 5hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)+
hvκ3(25ξ2 − 6)/(6ξ)−
hvκ2(3ξ4 + 12ξ2 − 8)/(8ξ)+
hvκξ(5ξ2 − 4)/16−
hvξ(15ξ4 + 126ξ2 − 280)/3360

−h2v2κ6/ξ2 + 3h2v2κ5/ξ2−
h2v2κ4(5ξ2 + 12)/(4ξ2)+
h2v2κ3(5ξ2 + 2)/(2ξ2)−
3h2v2κ2(ξ2 + 8)/16+
h2v2κ(3ξ2 + 4)/16−
h2v2ξ2(5ξ2 + 84)/2240

2hvκ6/ξ − 5hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)−
25hvκ3ξ/6+
3hvκ2ξ(ξ2 + 4)/8−
5hvκξ3/16+
hvξ3(5ξ2 + 42)/1120

−h2v2κ6/ξ2 + 2h2v2κ5/ξ2−
h2v2κ4(5ξ2 + 4)/(4ξ2)+
5h2v2κ3/3−
h2v2κ2(3ξ2 + 8)/16+
h2v2κξ2/8−
h2v2ξ2(5ξ2 + 28)/2240
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Tablia A.2: Maierz M (prawa poªówka)

4κ6 − 12κ5+
κ4(5ξ2 + 9)+
2κ3(2− 5ξ2)+
3κ2(ξ4 + 6ξ2 − 8)/4+
κξ2(4− 3ξ2)/4+
(5ξ6 + 63ξ4 − 280ξ2 + 560)/560

2hvκ6/ξ − 7hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)−
hvκ3(35ξ2 + 12)/(6ξ)+
hvκ2(3ξ4 + 32ξ2 − 16)/(8ξ)−
hvκ(7ξ4 + 8ξ2 − 16)/(16ξ)+
hvξ(15ξ4 + 336ξ2 − 560)/3360

−4κ6 + 12κ5−
κ4(5ξ2 + 9)+
2κ3(5ξ2 − 1)−
3κ2(ξ4 + 6ξ2 − 4)/4+
κξ2(3ξ2 − 2)/4−
ξ2(5ξ4 + 63ξ2 − 140)/560

2hvκ6/ξ − 5hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)+
hvκ3(6− 25ξ2)/(6ξ)+
hvκ2(3ξ4 + 12ξ2 − 8)/(8ξ)+
hvκξ(4− 5ξ2)/16+
hvξ(15ξ4 + 126ξ2 − 280)/3360

2hvκ6/ξ − 7hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)−
hvκ3(35ξ2 + 12)/(6ξ)+
hvκ2(3ξ4 + 32ξ2 − 16)/(8ξ)−
hvκ(7ξ4 + 8ξ2 − 16)/(16ξ)+
hvξ(15ξ4 + 336ξ2 − 560)/3360

h2v2κ6/ξ2 − 4h2v2κ5/ξ2+
h2v2κ4(5ξ2 + 24)/(4ξ2)−
2h2v2κ3(5ξ2 + 6)/(3ξ2)+
h2v2κ2(3ξ4 + 48ξ2 + 16)/(16ξ2)−
h2v2κ(ξ2 + 4)/4+
h2v2(15ξ4 + 504ξ2 + 560)/6720

−2hvκ6/ξ + 7hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)+
hvκ3(35ξ2 + 18)/(6ξ)−
hvκ2ξ(3ξ2 + 32)/8+
hvκξ(7ξ2 + 12)/16−
hvξ3(5ξ2 + 112)/1120

h2v2κ6/ξ2 − 3h2v2κ5/ξ2+
h2v2κ4(5ξ2 + 12)/(4ξ2)−
h2v2κ3(5ξ2 + 2)/(2ξ2)+
3h2v2κ2(ξ2 + 8)/16−
h2v2κ(3ξ2 + 4)/16+
h2v2ξ2(5ξ2 + 84)/2240

−4κ6 + 12κ5−
κ4(5ξ2 + 9)+
2κ3(5ξ2 − 1)−
3κ2(ξ4 + 6ξ2 − 4)/4+
κξ2(3ξ2 − 2)/4−
ξ2(5ξ4 + 63ξ2 − 140)/560

−2hvκ6/ξ + 7hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 16)/(2ξ)+
hvκ3(35ξ2 + 18)/(6ξ)−
hvκ2ξ(3ξ2 + 32)/8+
hvκξ(7ξ2 + 12)/16−
hvξ3(5ξ2 + 112)/1120

4κ6 − 12κ5+
κ4(5ξ2 + 9)−
10κ3ξ2+
3κ2ξ2(ξ2 + 6)/4−
3κξ4/4+
ξ4(5ξ2 + 63)/560

−2hvκ6/ξ + 5hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)+
25hvκ3ξ/6−
3hvκ2ξ(ξ2 + 4)/8+
5hvκξ3/16−
hvξ3(5ξ2 + 42)/1120

2hvκ6/ξ − 5hvκ5/ξ+
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)+
hvκ3(6− 25ξ2)/(6ξ)+
hvκ2(3ξ4 + 12ξ2 − 8)/(8ξ)+
hvκξ(4− 5ξ2)/16+
hvξ(15ξ4 + 126ξ2 − 280)/3360

h2v2κ6/ξ2 − 3h2v2κ5/ξ2+
h2v2κ4(5ξ2 + 12)/(4ξ2)−
h2v2κ3(5ξ2 + 2)/(2ξ2)+
3h2v2κ2(ξ2 + 8)/16−
h2v2κ(3ξ2 + 4)/16+
h2v2ξ2(5ξ2 + 84)/2240

−2hvκ6/ξ + 5hvκ5/ξ−
hvκ4(5ξ2 + 6)/(2ξ)+
25hvκ3ξ/6−
3hvκ2ξ(ξ2 + 4)/8+
5hvκξ3/16−
hvξ3(5ξ2 + 42)/1120

h2v2κ6/ξ2 − 2h2v2κ5/ξ2+
h2v2κ4(5ξ2 + 4)/(4ξ2)−
5h2v2κ3/3+
h2v2κ2(3ξ2 + 8)/16−
h2v2κξ2/8+
h2v2ξ2(5ξ2 + 28)/2240
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Tablia A.3: Maierz C (lewa poªówka)









































































12ξκ5 − 10ξκ4(ξ + 3)+
2ξκ3(5ξ2 + 10ξ + 9)−
3ξκ2(ξ3 + 5ξ2 + 3ξ − 2)+
ξκ(3ξ4 + 12ξ3+
18ξ2 − 8ξ − 24)/4−
ξ2(15ξ4 + 105ξ3 + 126ξ2−
−140ξ − 280)/280

6hvκ5 − hvκ4(5ξ + 17)+
hvκ3(15ξ2 + 34ξ + 42)/3−
hξvκ2(3ξ2 + 17ξ + 14)/2+
hvκ(15ξ4 + 68ξ3 + 140ξ2 − 160)/40−
hv(45ξ5 + 357ξ4 + 588ξ3−
−1120ξ − 1680)/1680

−12ξκ5 + 10ξκ4(ξ + 3)−
2ξκ3(5ξ2 + 10ξ + 9)+
3ξκ2(ξ3 + 5ξ2 + 3ξ − 2)−
ξκ(3ξ4 + 12ξ3 + 18ξ2 − 8ξ−
24)/4 + ξ2(15ξ4 + 105ξ3+
+126ξ2 − 140ξ − 280)/280

6hvκ5 − hvκ4(5ξ + 13)+
hvκ3(15ξ2 + 26ξ + 18)/3−
hvκ2(3ξ3 + 13ξ2 + 6ξ − 6)/2+
hvκ(15ξ4 + 52ξ3 + 60ξ2 − 40ξ−
−80)/40− hξv(45ξ4 + 273ξ3+
+252ξ2 − 420ξ − 560)/1680

6hvκ5 − hvκ4(5ξ + 18)+
hvκ3(5ξ2 + 12ξ + 18)−
3hvκ2(ξ3 + 6ξ2 + 6ξ + 4)/2+
hξvκ(15ξ3 + 72ξ2 + 180ξ+
+80)/40− hξ2v(15ξ3 + 126ξ2+
+252ξ + 280)/560

3h2v2κ5/ξ − 5h2v2κ4(ξ + 4)/(2ξ)+
h2v2κ3(15ξ2 + 40ξ + 72)/(6ξ)−
h2v2κ2(3ξ3 + 20ξ2 + 24ξ + 24)/(4ξ)+
h2v2κ(3ξ4 + 16ξ3 + 48ξ2+
+32ξ + 16)/(16ξ)−
h2v2(45ξ4 + 420ξ3 + 1008ξ2+
+1680ξ + 560)/3360

−6hvκ5 + hvκ4(5ξ + 18)−
hvκ3(5ξ2 + 12ξ + 18)+
3hvκ2(ξ3 + 6ξ2 + 6ξ + 4)/2−
hξvκ(15ξ3 + 72ξ2 + 180ξ+
+80)/40 + hξ2v(15ξ3 + 126ξ2+
+252ξ + 280)/560

3h2v2κ5/ξ − h2v2κ4(5ξ + 16)/(2ξ)+
h2v2κ3(15ξ2 + 32ξ + 42)/(6ξ)−
h2v2κ2(3ξ3 + 16ξ2 + 14ξ + 8)/(4ξ)+
h2v2κ(45ξ3 + 192ξ2 + 420ξ+
+160)/240− h2ξv2(45ξ3 + 336ξ2+
+588ξ + 560)/3360

−12ξκ5 + 10ξκ4(ξ + 3)−
2ξκ3(5ξ2 + 10ξ + 9)+
3ξ2κ2(ξ2 + 5ξ + 3)−
3ξ3κ(ξ2 + 4ξ + 6)/4+
3ξ4(5ξ2 + 35ξ + 42)/280

−6hvκ5 + hvκ4(5ξ + 17)−
hvκ3(15ξ2 + 34ξ + 42)/3+
hvκ2(3ξ3 + 17ξ2 + 14ξ + 6)/2−
hξvκ(15ξ3 + 68ξ2 + 140ξ + 40)/40+
hξ2v(15ξ3 + 119ξ2 + 196ξ + 140)/560

12ξκ5 − 10ξκ4(ξ + 3)+
2ξκ3(5ξ2 + 10ξ + 9)−
3ξ2κ2(ξ2 + 5ξ + 3)+
3ξ3κ(ξ2 + 4ξ + 6)/4−
3ξ4(5ξ2 + 35ξ + 42)/280

−6hvκ5 + hvκ4(5ξ + 13)−
hvκ3(15ξ2 + 26ξ + 18)/3+
hξvκ2(3ξ2 + 13ξ + 6)/2−
hξ2vκ(15ξ2 + 52ξ + 60)/40+
hξ3v(15ξ2 + 91ξ + 84)/560

6hvκ5 − hvκ4(5ξ + 12)+
hvκ3(5ξ2 + 8ξ + 6)−
3hξvκ2(ξ2 + 4ξ + 2)/2+
3hξ2vκ(5ξ2 + 16ξ + 20)/40−
3hξ3v(5ξ2 + 28ξ + 28)/560

3h2v2κ5/ξ − h2v2κ4(5ξ + 14)/(2ξ)+
h2v2κ3(15ξ2 + 28ξ + 30)/(6ξ)−
h2v2κ2(3ξ3 + 14ξ2 + 10ξ + 4)/(4ξ)+
h2v2κ(45ξ3 + 168ξ2 + 300ξ + 80)/240−
h2ξv2(45ξ3 + 294ξ2 + 420ξ + 280)/3360

−6hvκ5 + hvκ4(5ξ + 12)−
hvκ3(5ξ2 + 8ξ + 6)+
3hξvκ2(ξ2 + 4ξ + 2)/2−
3hξ2vκ(5ξ2 + 16ξ + 20)/40+
3hξ3v(5ξ2 + 28ξ + 28)/560

3h2v2κ5/ξ − 5h2v2κ4(ξ + 2)/(2ξ)+
h2v2κ3(15ξ2 + 20ξ + 12)/(6ξ)−
h2v2κ2(3ξ2 + 10ξ + 4)/4+
+h2ξv2κ(3ξ2 + 8ξ + 8)/16−
h2ξ2v2(15ξ2 + 70ξ + 56)/1120
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Tablia A.4: Maierz C (prawa poªówka)

12ξκ5 + 10ξκ4(ξ − 3)+
2ξκ3(5ξ2 − 10ξ + 9)+
3ξκ2(ξ3 − 5ξ2 + 3ξ + 2)+
ξκ(3ξ4 − 12ξ3+
18ξ2 + 8ξ − 24)/4+
ξ2(15ξ4 − 105ξ3 + 126ξ2+
+140ξ − 280)/280

6hvκ5 + hvκ4(5ξ − 17)+
hvκ3(15ξ2 − 34ξ + 42)/3+
hξvκ2(3ξ2 − 17ξ + 14)/2+
hvκ(15ξ4 − 68ξ3 + 140ξ2 − 160)/40+
hv(45ξ5 − 357ξ4 + 588ξ3 − 1120ξ+
+1680)/1680

−12ξκ5 + 10ξκ4(3− ξ)−
2ξκ3(5ξ2 − 10ξ + 9)−
3ξκ2(ξ3 − 5ξ2 + 3ξ + 2)−
ξκ(3ξ4 − 12ξ3 + 18ξ2+
8ξ − 24)/4− ξ2(15ξ4 − 105ξ3+
126ξ2 + 140ξ − 280)/280

6hvκ5 + hvκ4(5ξ − 13)+
hvκ3(15ξ2 − 26ξ + 18)/3+
hvκ2(3ξ3 − 13ξ2 + 6ξ + 6)/2+
hvκ(15ξ4 − 52ξ3 + 60ξ2+
40ξ − 80)/40 + hξv(45ξ4 − 273ξ3+
252ξ2 + 420ξ − 560)/1680

6hvκ5 + hvκ4(5ξ − 18)+
hvκ3(5ξ2 − 12ξ + 18)+
3hvκ2(ξ3 − 6ξ2 + 6ξ − 4)/2+
hξvκ(15ξ3 − 72ξ2 + 180ξ−
80)/40 + hξ2v(15ξ3 − 126ξ2+
+252ξ − 280)/560

3h2v2κ5/ξ + 5h2v2κ4(ξ − 4)/(2ξ)+
h2v2κ3(15ξ2 − 40ξ + 72)/(6ξ)+
h2v2κ2(3ξ3 − 20ξ2 + 24ξ − 24)/(4ξ)+
h2v2κ(3ξ4 − 16ξ3 + 48ξ2 − 32ξ+
+16)/(16ξ) + h2v2(45ξ4 − 420ξ3+
+1008ξ2 − 1680ξ + 560)/3360

−6hvκ5 + hvκ4(18− 5ξ)−
hvκ3(5ξ2 − 12ξ + 18)−
3hvκ2(ξ3 − 6ξ2 + 6ξ − 4)/2−
hξvκ(15ξ3 − 72ξ2+
180ξ − 80)/40− hξ2v(15ξ3−
−126ξ2 + 252ξ − 280)/560

3h2v2κ5/ξ + h2v2κ4(5ξ − 16)/
/(2ξ) + h2v2κ3(15ξ2 − 32ξ+
+42)/(6ξ) + h2v2κ2·
·(3ξ3 − 16ξ2 + 14ξ − 8)/(4ξ)+
h2v2κ(45ξ3 − 192ξ2 + 420ξ−
−160)/240 + h2ξv2(45ξ3−
−336ξ2 + 588ξ − 560)/3360

−12ξκ5 + 10ξκ4(3− ξ)−
2ξκ3(5ξ2 − 10ξ + 9)−
3ξ2κ2(ξ2 − 5ξ + 3)−
3ξ3κ(ξ2 − 4ξ + 6)/4−
3ξ4(5ξ2 − 35ξ + 42)/280

−6hvκ5 + hvκ4(17− 5ξ)−
hvκ3(15ξ2 − 34ξ + 42)/3−
hvκ2(3ξ3 − 17ξ2 + 14ξ − 6)/2−
hξvκ(15ξ3 − 68ξ2 + 140ξ − 40)/40−
hξ2v(15ξ3 − 119ξ2 + 196ξ − 140)/560

12ξκ5 + 10ξκ4(ξ − 3)+
2ξκ3(5ξ2 − 10ξ + 9)+
3ξ2κ2(ξ2 − 5ξ + 3)+
3ξ3κ(ξ2 − 4ξ + 6)/4+
3ξ4(5ξ2 − 35ξ + 42)/280

−6hvκ5 + hvκ4(13− 5ξ)−
hvκ3(15ξ2 − 26ξ + 18)/3−
hξvκ2(3ξ2 − 13ξ + 6)/2−
hξ2vκ(15ξ2 − 52ξ + 60)/40−
hξ3v(15ξ2 − 91ξ + 84)/560

6hvκ5 + hvκ4(5ξ − 12)+
hvκ3(5ξ2 − 8ξ + 6)+
3hξvκ2(ξ2 − 4ξ + 2)/2+
3hξ2vκ(5ξ2 − 16ξ + 20)/40+
3hξ3v(5ξ2 − 28ξ + 28)/560

3h2v2κ5/ξ + h2v2κ4(5ξ − 14)/(2ξ)+
h2v2κ3(15ξ2 − 28ξ + 30)/(6ξ)+
h2v2κ2(3ξ3 − 14ξ2 + 10ξ − 4)/(4ξ)+
h2v2κ(45ξ3 − 168ξ2 + 300ξ − 80)/240+
h2ξv2(45ξ3 − 294ξ2 + 420ξ − 280)/3360

−6hvκ5 + hvκ4(12− 5ξ)−
hvκ3(5ξ2 − 8ξ + 6)−
3hξvκ2(ξ2 − 4ξ + 2)/2−
3hξ2vκ(5ξ2 − 16ξ + 20)/40−
3hξ3v(5ξ2 − 28ξ + 28)/560

3h2v2κ5/ξ + 5h2v2κ4(ξ − 2)/(2ξ)+
h2v2κ3(15ξ2 − 20ξ + 12)/(6ξ)+
h2v2κ2(3ξ2 − 10ξ + 4)/4+
h2ξv2κ(3ξ2 − 8ξ + 8)/16+
h2ξ2v2(15ξ2 − 70ξ + 56)/1120
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Tablia A.5: Maierz K (lewa poªówka)







































































8ξ2κ4 + 4ξ2κ3(ξ − 4)+
6ξ2κ2(3ξ2 − 5ξ + 5)/5+
ξ2κ(6ξ3 − 36ξ2 + 15ξ + 40)/10+
ξ2(12ξ4 − 42ξ3 + 63ξ2+
+70ξ − 280)/140

4hξvκ4+
2hξvκ3(3ξ − 13)/3+
hξvκ2(36ξ2 − 65ξ + 80)/20+
hξvκ(6ξ3 − 39ξ2 + 20ξ + 40)/20+
hξv(72ξ4 − 273ξ3 + 504ξ2+
420ξ − 2240)/1680

−8ξ2κ4+
4ξ2κ3(4− ξ)−
6ξ2κ2(3ξ2 − 5ξ + 5)/5−
ξ2κ(6ξ3 − 36ξ2 + 15ξ + 40)/10−
ξ2(12ξ4 − 42ξ3 + 63ξ2+
+70ξ − 280)/140

4hξvκ4+
2hξvκ3(3ξ − 11)/3+
hξvκ2(36ξ2 − 55ξ + 40)/20+
hξvκ(6ξ3 − 33ξ2 + 10ξ + 40)/20+
hξv(72ξ4 − 231ξ3+
252ξ2 + 420ξ − 1120)/1680

4hξvκ4+
2hξvκ3(ξ − 5)+
hξvκ2(36ξ2 − 75ξ + 160)/20+
hξvκ(6ξ3 − 45ξ2 + 40ξ − 40)/20+
hξ2v(24ξ3 − 105ξ2 + 336ξ−
−140)/560

2h2v2κ4 + h2v2κ3(3ξ − 16)/3+
h2v2κ2(27ξ2 − 60ξ + 140)/30+
h2v2κ(9ξ3 − 72ξ2 + 70ξ − 80)/60+
h2ξv2(9ξ3 − 42ξ2 + 147ξ − 70)/420

−4hξvκ4+
2hξvκ3(5− ξ)−
hξvκ2(36ξ2 − 75ξ + 160)/20−
hξvκ(6ξ3 − 45ξ2 + 40ξ − 40)/20−
hξ2v(24ξ3 − 105ξ2 + 336ξ − 140)/560

2h2v2κ4+
h2v2κ3(3ξ − 14)/3+
h2v2κ2(54ξ2 − 105ξ + 200)/60+
h2v2κ(9ξ3 − 63ξ2 + 50ξ − 40)/60+
h2ξv2(36ξ3 − 147ξ2 + 420ξ−
−140)/1680

−8ξ2κ4+
4ξ2κ3(4− ξ)−
6ξ2κ2(3ξ2 − 5ξ + 5)/5−
3ξ3κ(2ξ2 − 12ξ + 5)/10−
3ξ4(4ξ2 − 14ξ + 21)/140

−4hξvκ4+
2hξvκ3(13− 3ξ)/3−
hξvκ2(36ξ2 − 65ξ + 80)/20−
hξ2vκ(6ξ2 − 39ξ + 20)/20−
hξ3v(24ξ2 − 91ξ + 168)/560

8ξ2κ4+
4ξ2κ3(ξ − 4)+
6ξ2κ2(3ξ2 − 5ξ + 5)/5+
3ξ3κ(2ξ2 − 12ξ + 5)/10+
3ξ4(4ξ2 − 14ξ + 21)/140

−4hξvκ4+
2hξvκ3(11− 3ξ)/3−
hξvκ2(36ξ2 − 55ξ + 40)/20−
hξ2vκ(6ξ2 − 33ξ + 10)/20−
hξ3v(24ξ2 − 77ξ + 84)/560

4hξvκ4+
2hξvκ3(ξ − 3)+
hξvκ2(36ξ2 − 45ξ + 40)/20+
hξ2vκ(6ξ2 − 27ξ + 10)/20+
3hξ3v(8ξ2 − 21ξ + 28)/560

2h2v2κ4+
h2v2κ3(3ξ − 10)/3+
h2v2κ2(54ξ2 − 75ξ + 80)/60+
h2ξv2κ(9ξ2 − 45ξ + 20)/60+
h2ξ2v2(12ξ2 − 35ξ + 56)/560

−4hξvκ4+
2hξvκ3(3− ξ)−
hξvκ2(36ξ2 − 45ξ + 40)/20−
hξ2vκ(6ξ2 − 27ξ + 10)/20−
3hξ3v(8ξ2 − 21ξ + 28)/560

2h2v2κ4+
h2v2κ3(3ξ − 8)/3+
h2v2κ2(27ξ2 − 30ξ + 20)/30+
h2ξv2κ(9ξ2 − 36ξ + 10)/60+
h2ξ2v2(3ξ2 − 7ξ + 7)/140
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Tablia A.6: Maierz K (prawa poªówka)

4ξ2κ4 + 4ξ2κ3(ξ − 2)+
3ξ2κ2(4ξ2 − 10ξ + 5)/5+
ξ2κ(6ξ3 − 24ξ2 + 15ξ + 20)/10+
ξ2(9ξ4 − 42ξ3 + 42ξ2 + 70ξ−
−140)/140

2hξvκ4 + hξvκ3(6ξ − 13)/3+
hξvκ2(24ξ2 − 65ξ + 40)/20+
hξvκ(3ξ3 − 13ξ2 + 10ξ + 10)/10+
hξv(54ξ4 − 273ξ3 + 336ξ2+
+420ξ − 1120)/1680

−4ξ2κ4 + 4ξ2κ3(2− ξ)−
3ξ2κ2(4ξ2 − 10ξ + 5)/5−
ξ2κ(6ξ3 − 24ξ2 + 15ξ + 20)/10−
ξ2(9ξ4 − 42ξ3+
42ξ2 + 70ξ − 140)/140

2hξvκ4 + hξvκ3(6ξ − 11)/3+
hξvκ2(24ξ2 − 55ξ + 20)/20+
hξvκ(3ξ3 − 11ξ2 + 5ξ + 10)/10+
hξv(54ξ4 − 231ξ3+
168ξ2 + 420ξ − 560)/1680

2hξvκ4 + hξvκ3(2ξ − 5)+
hξvκ2(24ξ2 − 75ξ + 80)/20+
hξvκ(3ξ3 − 15ξ2 + 20ξ − 10)/10+
hξ2v(18ξ3 − 105ξ2 + 224ξ−
−140)/560

h2v2κ4 + h2v2κ3(3ξ − 8)/3+
h2v2κ2(9ξ2 − 30ξ + 35)/15+
h2v2κ(9ξ3 − 48ξ2 + 70ξ − 40)/60+
h2ξv2(27ξ3 − 168ξ2 + 392ξ−
−280)/1680

−2hξvκ4 + hξvκ3(5− 2ξ)−
hξvκ2(24ξ2 − 75ξ + 80)/20−
hξvκ(3ξ3 − 15ξ2 + 20ξ − 10)/10−
hξ2v(18ξ3 − 105ξ2 + 224ξ−
−140)/560

h2v2κ4 + h2v2κ3(3ξ − 7)/3+
h2v2κ2(36ξ2 − 105ξ + 100)/60+
h2v2κ(9ξ3 − 42ξ2+
50ξ − 20)/60+
h2ξv2(27ξ3 − 147ξ2 + 280ξ−
−140)/1680

−4ξ2κ4 + 4ξ2κ3(2− ξ)−
3ξ2κ2(4ξ2 − 10ξ + 5)/5−
3ξ3κ(2ξ2 − 8ξ + 5)/10−
3ξ4(3ξ2 − 14ξ + 14)/140

−2hξvκ4 + hξvκ3(13− 6ξ)/3−
hξvκ2(24ξ2 − 65ξ + 40)/20−
hξ2vκ(3ξ2 − 13ξ + 10)/10−
hξ3v(18ξ2 − 91ξ + 112)/560

4ξ2κ4 + 4ξ2κ3(ξ − 2)+
3ξ2κ2(4ξ2 − 10ξ + 5)/5+
3ξ3κ(2ξ2 − 8ξ + 5)/10+
3ξ4(3ξ2 − 14ξ + 14)/140

−2hξvκ4 + hξvκ3(11− 6ξ)/3−
hξvκ2(24ξ2 − 55ξ + 20)/20−
hξ2vκ(3ξ2 − 11ξ + 5)/10−
hξ3v(18ξ2 − 77ξ + 56)/560

2hξvκ4 + hξvκ3(2ξ − 3)+
hξvκ2(24ξ2 − 45ξ + 20)/20+
hξ2vκ(3ξ2 − 9ξ + 5)/10+
hξ3v(18ξ2 − 63ξ + 56)/560

h2v2κ4 + h2v2κ3(3ξ − 5)/3+
h2v2κ2(36ξ2 − 75ξ + 40)/60+
h2ξv2κ(9ξ2 − 30ξ + 20)/60+
h2ξ2v2(27ξ2 − 105ξ + 112)/1680

−2hξvκ4 + hξvκ3(3− 2ξ)−
hξvκ2(24ξ2 − 45ξ + 20)/20−
hξ2vκ(3ξ2 − 9ξ + 5)/10−
hξ3v(18ξ2 − 63ξ + 56)/560

h2v2κ4 + h2v2κ3(3ξ − 4)/3+
h2v2κ2(9ξ2 − 15ξ + 5)/15+
h2ξv2κ(9ξ2 − 24ξ + 10)/60+
h2ξ2v2(27ξ2 − 84ξ + 56)/1680
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Tablia A.7: Maierz E

































































24ξ2κ4/h−
48ξ2κ3/h+
6ξ2κ2(2ξ2 + 3)/h+
12ξ2κ(1− ξ2)/h+
3ξ2(ξ4 + 5ξ2 − 20)/(10h)

12ξvκ4−
26ξvκ3+
6ξvκ2(ξ2 + 2)+
ξvκ(12− 13ξ2)/2+
ξv(3ξ4 + 20ξ2 − 80)/20

−24ξ2κ4/h+
48ξ2κ3/h−
6ξ2κ2(2ξ2 + 3)/h+
12ξ2κ(ξ2 − 1)/h−
3ξ2(ξ4 + 5ξ2 − 20)/(10h)

12ξvκ4−
22ξvκ3+
6ξvκ2(ξ2 + 1)+
ξvκ(12− 11ξ2)/2+
ξv(3ξ4 + 10ξ2 − 40)/20

12ξvκ4−
30ξvκ3+
6ξvκ2(ξ2 + 4)−
3ξvκ(5ξ2 + 4)/2+
ξ3v(3ξ2 + 40)/20

6hv2κ4−
16hv2κ3+
hv2κ2(3ξ2 + 14)−
4hv2κ(ξ2 + 1)+
hξ2v2(9ξ2 + 140)/120

−12ξvκ4+
30ξvκ3−
6ξvκ2(ξ2 + 4)+
3ξvκ(5ξ2 + 4)/2−
ξ3v(3ξ2 + 40)/20

6hv2κ4−
14hv2κ3+
hv2κ2(3ξ2 + 10)−
hv2κ(7ξ2 + 4)/2+
hξ2v2(9ξ2 + 100)/120

−24ξ2κ4/h+
48ξ2κ3/h−
6ξ2κ2(2ξ2 + 3)/h+
12ξ4κ/h−
3ξ4(ξ2 + 5)/(10h)

−12ξvκ4+
26ξvκ3−
6ξvκ2(ξ2 + 2)+
13ξ3vκ/2−
ξ3v(3ξ2 + 20)/20

24ξ2κ4/h−
48ξ2κ3/h+
6ξ2κ2(2ξ2 + 3)/h−
12ξ4κ/h+
3ξ4(ξ2 + 5)/(10h)

−12ξvκ4+
22ξvκ3−
6ξvκ2(ξ2 + 1)+
11ξ3vκ/2−
ξ3v(3ξ2 + 10)/20

12ξvκ4−
18ξvκ3+
6ξvκ2(ξ2 + 1)−
9ξ3vκ/2+
ξ3v(3ξ2 + 10)/20

6hv2κ4−
10hv2κ3+
hv2κ2(3ξ2 + 4)−
5hξ2v2κ/2+
hξ2v2(9ξ2 + 40)/120

−12ξvκ4+
18ξvκ3−
6ξvκ2(ξ2 + 1)+
9ξ3vκ/2−
ξ3v(3ξ2 + 10)/20

6hv2κ4−
8hv2κ3+
hv2κ2(3ξ2 + 2)−
2hξ2v2κ+
hξ2v2(9ξ2 + 20)/120
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