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1. Wprowadzenie

Problematyka optymalnego ksztaltowania elementéw konstrukcyjnych jest od przeszto 300
lat przedmiotem zainteresowania na catym $wiecie. Jest to dziedzina interdyscyplinarna,
stanowi ona potaczenie nie tylko mechaniki 1 fizyki, ale takze teorii optymalnego
projektowania oraz informatyki. Kazda z wymienionych dziedzin wiedzy bezposrednio
oddziatuje na wyniki optymalnego ksztaltowania. Postgp techniczny jaki osiagnigto w
rozwoju technologii poteguje wzrost wymagan w zakresie wytrzymato$ci materialow
konstrukcyjnych. Wszelkie badania naukowe stymulujg rozwoj tej dziedziny dajac mozliwo$¢
wykorzystania istniejagcych, w coraz szerszym stopniu rozwijajacych si¢ algorytmow
numerycznych i rozwiazah optymalnych z nich wynikajacych, umozliwiajac jednoczesnie ich
praktyczne zastosowanie przez spoleczenstwo.

Problematyka optymalnego ksztaltowania konstrukcji w warunkach pelzania jest
stosunkowo miodg dziedzing i1 otwiera wiele nowych mozliwosci badan. Obcigzenia
eksploatacyjne elementow konstrukcyjnych na ogoét maja charakter dlugoterminowy, czgsto
rowniez realizowane sa w podwyzszonych temperaturach co sprzyja rozwojowi trwatej
deformacji materiatow. Dominuje wowczas proces odksztalcania bedacy wynikiem zjawiska
petzania klasycznie definiowanego jako proces zachodzacy przy dlugotrwatym obcigzeniu w
podwyzszonych temperaturach, w ktérych wartosci naprezen i odksztalcen powstalych w

wyniku obcigzenia elementu konstrukcyjnego ulegaja zmianie w czasie. Zagadnienie to jest



szczegoOlnie istotne w wielu dziatach przemyshu, poczawszy od energetyki, (kotly parowe,
topatki turbin w elektrocieptowniach) w elektrocieptowniach (rurociggi) w przemysle
chemicznym, w przemys$le obronnym (urzadzenia wojskowe), na badaniach przestrzeni
kosmicznej konczac. Wspolczesne badania pelzania prowadzone sg zaréwno dla aktualnie
stosowanych materiatlow [66, 89, 30], jak i nowo wprowadzanych, np.: kompozyty [14, 31],
materialy gradientowe [49, 48, 6, 7], intermetaliki [43].

Pierwsze prace badawcze procesu petzania zostalty wykonane przez fizyka M. Vicata [101]
w latach 1830 — 1833 dla pretow zelaznych. Jego prace nie zostaly wowczas opisane
teoretycznie. Naukowy opis procesu pelzania zaproponowany zostat przez Andrade [2] w
1910 roku. Wprowadzit on podzial zjawiska pelzania na trzy etapy w zaleznos$ci od

charakteru zmiany predkosci odksztatcenia (rys. 1.1).

fracture
t F=const. T=const.
& o=F/A
111
11
I
t
Rys. 1.1. Krzywa pelzania &(t) — odksztatcenie probki pod wptywem statych obcigzen F i

temperatury T.

W pierwszym okresie predko$¢ pelzania stopniowo maleje az do osiggnigcia wartosci
minimalnej. Wartos¢ odksztalcenia pierwszego okresu pelzania jest zwykle niewielka i
czesto jest pomijana. Drugi okres charakteryzuje si¢ w przyblizeniu statg predkoscia petzania
(petzanie ustalone). Okres ten jest wydluzony w czasie dlatego tez moze powodowaé duze
odksztalcenia. Podczas trzeciego etapu pelzania predkos¢ odksztalcenia wzrasta, co prowadzi

do zerwania probki, a w konsekwencji do zniszczenie materiatu.



Mikroskopowe mechanizmy deformacyjne w procesie petzania (rys. 1.2) wptywajace na

przebieg krzywej petzania mozna w najprostszy sposob podzieli¢ na:

1. Mechanizm pelzanie dyslokacyjnego, zachodzacy wskutek poslizgu dyslokacji w
materiatach w ktorych wystepujace w nich przeszkody dla ruchu dyslokacji
odznaczajg si¢ malg wytrzymatoscia, a opor sieci Krystalicznej jest niewielki lub
poprzez wspinanie dyslokacji polegajace na ominigciu tworzacych si¢ barier poprzez
przejscie dyslokacji na inng ptaszczyzng poslizgu. Pelzanie zachodzace jednoczesnie
wskutek po$lizgu 1 wspinania dyslokacji stanowi jeden z podstawowych
mechanizmow odksztatcenia dla tego procesu.

2. Mechanizm pelzania dyfuzyjnego, zachodzacy wskutek przeplywu wakansow
(nieobsadzone atomami wezly sieci krystalicznej — defekty punktowe) z obszarow w
ktorych panuja naprezenia rozciggajace, w kierunku obszarow gdzie dominuja
napr¢zenia Sciskajace. Przeplyw wakanséw, a co za tym idzie masy, powoduje
wydtuzenie ziaren w kierunku rozciggania, w skali makroskopowej odpowiada za
odksztalcenie materiatu.
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Rys. 1.2. Mapa mechanizmoéw deformacyjnych [4].

Nalezy podkresli¢, ze odksztalcenie pelzania jest procesem niezwykle zloZzonym i
najczesciej zachodzi wskutek jednoczesnego dziatania kilku mechanizméw deformacyjnych
[70]. W tym miejscu zostaly one tylko pokrotce omowione, poniewaz nie Sg gldwnym
przedmiotem zainteresowania niniejszej pracy.



Do opisu krzywej pelzania, dla przypadku duzych odksztatcen Andrade [2] zaproponowat

empiryczny zwigzek:
| =1,(1+ pt'"*)e", (1.1)
gdzie: I,jest dlugoscia poczatkowa probki, S i Kk sa funkcjami naprezenia i temperatury

materialu.

Z zaleznos$ci tej mozna okresli¢ logarytmiczne odksztatcenie pelzania:

g, =|n|l=|n(1+ﬂtl’3)+ kt, (1.2)
0
oraz predkos¢ deformac;ji:
.1
6=1_F k. (13)
3t + pt

Inng probg opisu petzania w jego drugim stadium jest wyktadnicze prawo Ludwika [54] z

roku 1908:

_i = exp(iJ : (1.4)
&o Oy
gdzie: ¢ jest ustalong predkoscia petzania, &, | o, - stale materialowe.

Podstawowa wada tego prawa jest fakt, ze daje duze btedy w zakresie matych naprezen.
Kolejng propozycja opisu petzania ustalonego usuwajaca t¢ wade byto prawo przedstawione

przez Nadai’a [58] w 1938 roku:

&g Oy

_i = Zsinh[i]. (1.5)

Najbardziej znanym prawem jest zaleznos¢ typu potegowego zaproponowana przez Nortona
[60] w 1929 roku:
é=ko", (1.6)
gdzie: k i n to state materialowe zalezne od temperatury.
W ogolnym przypadku zjawisko petzania opisuje rownanie konstytutywne:
F(o,6,6,6 X,1)=0, (1.7)
gdzie przez X wprowadzono niejednorodno$¢ materiatu, a przez t efekt starzenia.

W tabeli nr 1.1 przedstawiono zestawienie wybranych, najczgsciej stosowanych praw

fizycznych do opisu materiatu.



Pozycja

Rodzaj funkcji Prawo fizyczne Autor propozycji | Rok | Wspisie
literatury
£ _exp| & Ludwik 1908 [54]
& Oy
& expl = |-1 Soderberg 1936 [81]
&o Oy
. £ _osinh| < Nadai 1938 [58]
Funkc;q &, (Uo j
naprezenia
é=ko" Norton 1929 [60]
: m m Johnson, Henderson, [44]
é=D,o™ +D,o™ Khan 1963
&= A{sinh[i] ] Garofalo 1965 [26]
Oy
4o (o) Odqvist 1966 [62]
dt\ o, O
€= |n|'— = In(L+ B3 )+ kt Andrade 1910 2]
0
Funkcja _
czasu e=Ft" Bailey 1935 [5]
&= zai th Graham, Walles 1955 [32]
Funkcja ¢ = ftexp(- Q/RT)]f, (o) Dorn 1955 [15]
temperatury .
e = fltexp(-Q/RT)]' f,(c) | Penny, Marriot 1971 [71]

b, b,, m, m,, A, m, n, ny, k, B, o,, 0, @ - state, Q — energia aktywacji,

R- stala gazowa.

Tab.1.1. Prawa fizyczne stosowane w opisach petzania [50].




Z punktu widzenia rozwoju badan pelzania niezmiernie istotne jest zagadnienie rozwoju
uszkodzen podczas procesu pelzania. Obecnie badania petzania ukierunkowane sg na rozwdj
fenomenologicznych [56] jak rowniez mikroskopowych teorii [93].

Modele makroskopowe opierajg si¢ glownie na wynikach doswiadczalnych. Zawierajg
parametry, ktore powinny by¢ identyfikowane dla kazdego rodzaju materiatu. Choé¢ nie
wyjasniajag one w pelni przyczyn rozwoju uszkodzen sg w zupelnoSci wystarczajace |
poprawne z punktu widzenia inzynierii konstrukcji.

Zrozumienie wewnetrznej natury petzania bylo przyczyng powstania nowych fizycznych
koncepcji opisu proceséw zachodzacych przy odksztalceniach materiatéw. Zaczely sig
rozwija¢ koncepcje opisu pelzania uwzgledniajace rozwdj uszkodzenia materialu w trakcie
przebiegu procesu. W 1958 roku Kachanov [45] wprowadzil pojecie parametru uszkodzenia.
Parametr uszkodzenia zostal zdefiniowany poprzez stosunek powierzchni pustek do
powierzchni catkowitego przekroju. Propozycja Kachanova stata si¢ inspiracja do budowy
modeli uszkodzenia i jest uwazana za poczatek kontynualnej mechaniki uszkodzen.
Przetlomowym momentem w rozwoju nowego nurtu bylo wprowadzenie w latach
trzydziestych XX wieku przez Taylora [92] pojecia dyslokacji, tj. liniowego defektu sieci
krystalicznej.

Modele mikroskopowe powigzaty rozwdj uszkodzen z istnieniem pustek w strukturze
materiatu, powstalych wskutek koncentracji napre¢zenia wytworzonego przez spigtrzone
dyslokacje, ktore to pustki powiekszajac si¢, doprowadzajg do zniszczenia [47, 17, 16].
Niewatpliwg zaletg tych modeli jest fakt, ze pozwalaja one oszacowac czas do zniszczenia
na podstawie parametrow opisujacych strukture i wiasciwosci materiatu [80]. Jednakze
barierg dla rozwoju modeli mikroskopowych stat si¢ problem skali. Zjawisko uszkodzen
opisywane jest rOwnaniami rézniczkowymi czastkowymi i zmienne, na ktoérych operuja,
powinny by¢ funkcjami ciagtymi. Aby rozwigza¢ ten problem wprowadzono pojecie
reprezentatywnego elementu objetosciowego RVE, w obszarze ktorego dokonuje si¢
homogenizacji zmiennych. Jednak aby prawidlowo zamodelowa¢ mechanizmy uszkodzen
potrzebne s3 modele operujace w skali mikro, a rezultaty ich dziatania musza by¢ w sposob
wlasciwy przeniesione na poziom zmiennych makroskopowych.

Obecnie oba podejscia, fenomenologiczne oraz mikroskopowe rozwijane sg rownolegle.
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2. Teorie zniszczenia w warunkach
pelzania

2.1. Klasyczne teorie zniszczenia

Reologia formutuje prawa rozwoju w czasie odksztalceh i1 przemieszczen, poprzez
wprowadzenie do réwnan stanu nowej zmiennej jakg jest czas. Zjawiska reologiczna
ujawniajg si¢ przede wszystkim w postaci znacznych 1 narastajacych deformacji ciat
uwazanych za stale. Wtasciwos$ci zjawisk reologicznych powoduja, Zze zniszczenie materiatu
nastgpuje przy nawet niezbyt duzych wartosciach przytozonego naprezenia, pod warunkiem
utrzymania go odpowiednio dlugo.

Stopniowe rozluznienie struktury materialu w procesie petzania prowadzi do utraty
spdjnosci materiatu. Proces ten zainicjowany w jednym lub kilku izolowanych punktach ciata
stopniowo rozszerza si¢ na nowe obszary, nastg¢puje propagacja uszkodzen by w efekcie
koncowym doprowadzi¢ do zniszczenia elementéw konstrukcyjnych.

Badania prowadzone przy stalym naprezeniu nominalnym pokazuja, ze w zaleznosci od
warto$ci naprezenia 1 temperatury wyrézni¢ mozna trzy obszary, w ktorych zniszczenie jest

kontrolowane przez r6zne mechanizmy zmian mikrostrukturalnych i ma r6zna postac.
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2.1.1. Zniszczenie ciagliwe wg Hoffa

Dla duzych naprezen i niskiej temperatury homologicznej (stosunek temperatury materiatu
do jego temperatury topnienia) dominujg poslizgi wewnatrz ziaren 1 na ich granicach,
obserwowane sg duze odksztalcenia, jest to tzw. zniszczenie ciggliwe.

Koncepcja opisu matematycznego zniszczenia ciggliwego zostata opracowana przez N. J.
Hoffa [39]. Za kryterium zniszczenia ciggliwego dla pryzmatycznego preta rozcigganego statg

sitg Hoff przyjat czas, w ktorym przekroj poprzeczny A(X) zmaleje do zera, a co za tym idzie

dhugos¢ preta | bedzie zmierzac¢ do nieskonczonosci.
A (X): (X (0, 1) A A(X,t.) > 0= 1 > ). (2.1)
Do opisu materialu przyjat on prawo pelzania ustalonego Nortona Baileya:

&=ko", (2.2)
zastosowane do rzeczywistej miary naprezen i logarytmicznej miary odksztalcen:

| [
e=In—, g¢=_, 23
R (2.3)

gdzie L oznacza pierwotng, za$ | aktualng dlugo$¢ preta, ¢ oznacza tu predkosé
odksztalcenia logarytmicznego.

Uogolnienie prawa Nortona —Baileya dla napre¢zen rzeczywistych i predkosci odksztatcen
logarytmicznych dobrze pokrywa si¢ z wynikami badan do§wiadczalnych.

Naprezenia sg definiowane jako rzeczywiste:

P
o=—, 2.4
. (2.4)
gdzie: P oznacza stale obcigzenie, odniesione do biezgcego przekroju poprzecznego a.
Przy zalozeniu niesécisliwo$ci materiatu:
AL=al, (2.5)

gdzie A oznacza powierzchnie poczatkowa przekroju poprzecznego, naprezenie rzeczywiste
jest rowne:
_PE

T, (2.6)

oc=—=
AL L

przez ¥ oznaczono warto$¢ naprezenia w chwili poczatkowej procesu pelzania (naprezenie

nominalne).
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Podstawienie powyzszej zaleznosci do prawa Nortona przy uwzglednieniu logarytmicznej

miary odksztatcen prowadzi do rownania rdzniczkowego:

n
i :kZ dt, (2.7)
I n+l LN
ktore scatkowane przy warunku poczatkowym:
I(t=0)=L, (2.8)
daje:
1
L_2_fi_nks"t)n, (2.9)
I A

Czasem zniszczenia ciggliwego bedzie czas, po ktorym | — oo

1
(= (2.10)
nkz"
Wowczas przekrdj poprzeczny zmaleje do zera, a napr¢zenie rzeczywiste zmierza do
nieskonczono$ci. Jak wida¢, takie podejscie wymaga przesledzenia catego procesu pelzania, z
uwzglednieniem zmian geometrycznych zachodzacych w jego trakcie (teoria skonczonych

odksztatcen).
2.1.2. Zniszczenie kruche wg Kachanova

Zniszczenie typu kruchego zachodzi w obszarze niskich poziomoéw naprgzen wobec
matych odksztalcen. Jest ono spowodowane pegknigciami wewnatrz krysztatow, ktore
otwierajac si¢ w wyniku rozciggania tworza mikropustki. Kachanov [46] wprowadzit zmienng
stanu ‘Pe(l, O>, opisujaca rozwdj uszkodzen, okreslajaca stosunek powierzchni efektywnie
przenoszacej sity wewngtrzne (pomniejszonej o powierzchni¢ mikropustek) do powierzchni

nominalnej, nieuszkodzonej:
g (2.11)

Rownanie konstytutywne dla zmiennej ¥ (funkcja ciaglosci) zostalo zaproponowane w
postaci rownania ewolucji uzalezniajacego predkos¢ zmiennej ¥ od napre¢zenia

rzeczywistego:

%—T _ —D(éjm, 2.12)

gdzie: D i m sg statymi materialowymi.
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Scatkowanie rownania (2.12) przy stalym napr¢zeniu nominalnym X daje:
¢Ml_1=_Dm+1)=Mt. (2.13)

Czas po ktorym ¥ — 0 w chwili zniszczenia, pozwala okresli¢ czas zniszczenia kruchego 0
O S (2.14)
(m+1)Dx™

Teoria ta pozwala na stosowanie zasady zesztywnienia.

2.1.3. Zniszczenie mieszane wg Kachanova

Kachanov zaproponowat jeszcze rozwigzanie posrednie, w ktorym zatozyl jednoczesny
wpltyw zmian geometrycznych materiatu w wyniku duzych odksztalcen jak i zmniejszenie

jego efektywnej powierzchni w konsekwencji rozwoju uszkodzen.

logz 4

logZ, |--- d

-
logt,

Rys. 2.1. m- zniszczenie mieszane, d- zniszczenie ciagliwe Hoffa , b- zniszczenie kruche Kachanova.

Dla matych warto$ci naprezen Kkrzywa zniszczenia mieszanego (m) dazy asymptotycznie
do prostej zniszczenia kruchego (b), natomiast dla wigkszych wartosci naprezen krzywa ta

jest ograniczana przez prosta opisujaca zniszczenie ciggliwego (d) (rys.2.1).
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W réwnaniu ewolucji (2.12) naprezenie nominalne nalezy zastagpi¢ aktualnym napr¢zeniem
rzeczywistym o, uwzgledniajgcym zmniejszanie przekroju poprzecznego spowodowane

przez duze odksztalcenia (jak w zniszczeniu ciggliwym):

dv a\"

Konieczng do scatkowania tego rownania funkcje o(t) okresla si¢ z prawa fizycznego.

Dla prawa Nortona otrzymuje si¢:

1
o(t)=Z1-knZ"t)". (2.16)
Czas zniszczenia mieszanego otrzymuje si¢ w wyniku catkowania rOwnania ewolucji (2.15)

przyjmujac jako kryterium zniszczenia ¥ — O:

n

_ (® Yn-m
¢ @ 1_(1_ n nm :;d)J . (2.17)

Aby powyzsze rownanie miato sens, musi zachodzi¢ warunek:

n—m t®
stad wynika ograniczenie stosowalnosci teorii zniszczenia mieszanego dla naprezenia:
_n
5o < DL+m)[n-m (2.19)
k(n—m)

powyzej ktorego zniszczenie opisuje si¢ wykorzystujac teori¢ zniszczenia ciggliwego Hoffa.
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2.2. Sformulowanie problemu

Celem niniejszej pracy jest sformutowanie 1 uzyskanie efektywnych rozwigzan problemu
optymalnego ksztaltowania elementéw konstrukcji z uwagi na ich czas pracy do zniszczenia
mieszanego przy petzaniu.

Teoria ta, jak dotad, nie byla jeszcze stosowana w problemach optymalizacji. Przyczyny
nalezy upatrywa¢ w znacznym stopniu trudnos$ci zagadnienia, wynikajagcym z konieczno$ci
zastosowania teorii skonczonych odksztalcen w polaczeniu z teorig kruchego pekania

Kachanova.

Problem optymalnego ksztaltowania sformutowano w niniejszej pracy nastgpujaco:
dla zadanej, ustalonej objetosci elementu V , ktora jest ograniczeniem, poszukiwany
jest taki pierwotny ksztaltt I, ktory przy ustalonych parametrach obcigzenia i
gabarytach elementu zagwarantuje najdluzszy mozliwy czas pracy do chwili
zniszczenia mieszanego t™, rozumianego jako czas po ktérym funkcja ciagtosci ¥,

bodaj w jednym miejscu elementu zmaleje do zera.

(@3ef), tM——u max, (2.20)

V =const.

gdzie funkcja f :R >R .
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3. Teoretyczne rozwazania

Niniejszy rozdzial poswigcono teoretycznym rozwazaniom w oparciu o teori¢ mnogos$ci
stworzong przez Georga Cantora [10], [11]. Postrzegajac elementy konstrukcyjne jako pewne
wyréznione obiekty o zdefiniowanych wtasnos$ciach, odrozniajacych si¢ od innych, wskazano
pewne klasy zbiorow, w tym zbidr optymalnych elementow konstrukcyjnych z uwagi na czas
zniszczenia mieszanego, do ktdrych zalicza si¢ jako jego elementy zdefiniowane obiekty.
Przy odpowiednich zatozeniach sformutowano ogolne twierdzenia okreslajace relacje

pomiedzy odpowiednimi klasami zbiorow [85].

Przyjeto nastepujace zalozenia:
e izotropowos¢, jednorodno$¢ i cigglo§¢ materiatu elementu konstrukcyjnego,
e clementy konstrukcyjne poddaje si¢ napr¢zeniom rozciggajacym w kierunkach

glownych,

e kierunki gldwne sg ustabilizowane w czasie.
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Definicja 1:

Dla dowolnego zbioru Q o charakterze dystrybutywnym, istnieje niepusty zbior

niepowtarzajacych si¢ elementow:
C = {N(2) e Q: We (M)} (3.1)

ztozony z tych i tylko tych elementow zbioru C, zwanych dalej elementami rownomiernej
wytrzymatosci  poczqtkowej, o zdefiniowanym profilu poczatkowym zaleznym od

wspotrzgdnej materialnej Lagrange’a N(y), ktore maja dana wtasnos¢ W, (R(y)):

We (R(7) = {VR(2) : (oreq (7t =0)=Z(2) =K )} (3.2)

gdzie: 0 <c <1, K, oznacza napr¢zenie krytyczne, niszczace.
Przez element konstrukcyjny rownomiernej wytrzymatosci poczatkowej, rozumie si¢ wigc taki
element, w ktérym naprg¢zenia na poczatku procesu pelzania, w chwili t =0, bedg state i

wyrownane.
Definicja 2:

Dla dowolnego zbioru Q o charakterze dystrybutywnym, istnieje niepusty zbior

niepowtarzajacych si¢ elementow:
G = {N(x) e Q: Wg (N())}, (3.3)

ztozony z tych i tylko tych elementéw zbioru G, zwanych dalej elementami réwnomiernej
wytrzymatosci na zniszczenie mieszane, o zdefiniowanym profilu poczatkowym zaleznym od

wspoétrzgdnej materialnej Lagrange’a N( ), ktore maja dana wtasnos¢ Wg (R(y)) :

Wo (NG = R0 (6™ Je (10) A vz 91, 6™ ) o)), (3.4)

Elementami konstrukcyjnymi réwnomiernej wytrzymatosci na zniszczenie mieszane beda
wigc nazywane takie elementy, w ktdrych stan zniszczenia mieszanego, gdy funkcja ciaglosci
osigga warto$¢ zero, zostanie osiggniety rownoczesnie we wszystkich przekrojach.

Mozna wyobrazi¢ sobie element konstrukcyjny o takich wtasnos$ciach, ze napr¢zenia na
poczatku procesu pelzania, proporcjonalne do statego naprgzenia niszczacego, beda rozwijaty
si¢ w taki sposob, ze doprowadza do sytuacji, w ktorej funkcja ciggtosci osiggnie wartos¢ zero

w chwili zniszczenia we wszystkich przekrojach réwnoczesnie. Stan zniszczenia mieszanego
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zostanie osiggnigty we wszystkich przekrojach réwnoczes$nie. Z tego wynika, ze istnieje czgs$¢
wspolna zbioréow C i G.

Na podstawie powyzej przeprowadzonego rozumowania sformutowano lemat 1.
Lemat 1:

Istnieje cze$¢ wspolna zbiorow C i G, ktdrej elementy konstrukcyjne posiadajg wlasnosci:

VR(2) : [N(r) € (CNG)= (N(x) € Q1 We (R A (R(x) € Q: W (R(x)))].  (3.5)

Istnieje co najmniej jeden element réwnomiernej wytrzymato$ci na zniszczenie mieszane,
ktory jest tez elementem konstrukcyjny rownomiernej wytrzymatosci poczatkowej.

Zalezno$ci pomigdzy zdefiniowanymi zbiorami przedstawiono na rysunku 3.1.
Definicja 3:

Dla dowolnego zbioru Q o charakterze dystrybutywnym, istnieje niepusty zbior

niepowtarzajacych si¢ elementow:

Z ={R(x) e Q: Wz (R())}, (3.6)

ztozony z tych i tylko tych elementow zbioru Z, zwanych dalej elementami rownomiernej
uszkadzalnosci o zdefiniowanym profilu poczatkowym zaleznym od wspoéirzednej materialne;j

Lagrange’a N(y), ktore maja dang wtasnos¢ Wz (N(y)), gdzie:

Wz (N(x)) = {YR(x) 1 (P(z.t)= )] (3.7)

Przez elementy rOwnomiernej uszkadzalnosci rozumie si¢ takie elementy, dla ktorych rozktad
funkcji cigglosci jest niezalezny od wspolrzednej materialnej (wyrownany wzdhuz catego
profilu), a zmienia si¢ jedynie w czasie.

Tego typu elementy beda oczywiscie jednocze$nie elementami réwnomiernej
wytrzymalo$ci na zniszczenie mieszane. Beda one réwniez posiadaty wlasnosci elementow
konstrukcyjnych rownomiernej wytrzymatosci poczatkowej. Stan zniszczenia mieszanego
zostanie osiggnigty we wszystkich przekrojach réwnocze$nie. W oparciu o wysnuty wniosek

sformutowano lemat 2.
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Lemat 2:

Zbior Z jest whasciwym podzbiorem czes$ci wspolnej zbioréw C i G . Zachodzi relacja:
Zc(CnG), (3.8)

Z czego wynika, ze:
VR(2) R eZ =N(n) eQ: WeRUNARG) eQ: We(X(1),  (3.9)

Kazdy element rownomiernej uszkadzalnosci jest elementem réwnomiernej wytrzymatosci na
zniszczenie mieszane, jednoczesnie istniejg elementy rOwnomiernej wytrzymatosci na
zniszczenie mieszane, ktoére nie s3 elementami réwnomiernej uszkadzalnos$ci. Wzajemne

relacje pomiedzy zbiorami zostaty przedstawione w postaci grafu (rys. 3.1).

Rys. 3.1. Wzajemne relacje pomiedzy zbiorami.
Definicja 4:

Dla dowolnego zbioru € o charakterze dystrybutywnym, istnieje niepusty zbior

niepowtarzajacych si¢ elementow:

F={N(x) e Q: W (R(x)} (3.10)

ztozony z tych i tylko tych elementow zbioru F , zwanych dalej elementami optymalnym z
uwagi na czas zniszczenia mieszanego o zdefiniowanym profilu poczatkowym zaleznym od
wspotrzednej materialnej Lagrange’a N(y), ktore maja dang whasnos¢ W (N(y)) :

We (R(2) = {3IN() : (™ ————> max)} (3.11)

gdzie: N(y)e f A f:R>R.

Przez elementy optymalne z uwagi na czas zniszczenia mieszanego, rozumie si¢ elementy, dla ktérych

przy ustalonej objetosci materiatu czas do zniszczenia mieszanego jest najdhuzszy.
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Lemat 4:

Zbioér F jest wlasciwym podzbiorem zbioru G . Zachodzi relacja:

FcG, (3.12)

jednoczesnie:

ZAF, (3.13)

istnieje cze¢$¢ wspolna zbiorow Z i F do ktorych nie naleza elementy ze zbioru C:
FN(Cn2Z), (3.14)

istnieje cz¢$¢ wspdlna zbioru F oraz czgsci wspolnej zbiorow Z i C.

Optymalne elementy z uwagi na czas zniszczenia mieszanego beda wiec zawsze elementami
roéwnomiernej wytrzymato$ci na zniszczenie mieszane. Jednocze$nie istnieja rozwigzania
optymalne z uwagi na czas zniszczenia mieszanego posréd elementéw rownomiernej
uszkadzalno$ci, jak rowniez posréd elementdw rownomiernej wytrzymalosci poczatkowe;j

bedacych jednoczes$nie elementami rOwnomiernej wytrzymatos$ci na zniszczenia mieszane.
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4. Optymalne ksztaltowanie pretow z

uwagi na czas zniszczenia mieszanego

4.1. Pret wirujacy ze stala predkoscia katowa

The problem of optimal design of structures working in creep conditions is usually much
more complicated than for elastic, or elastic-plastic structures. Difficulties are connected with
existence of new independent variable — time, resulting in partial differential equations even
in uniaxial problems. The general approach to the creep problem, especially in multi-axial
stress state was presented by Martin and Leckie [55], Hayhurst [] and Betten [8].

W ostatnich latach do probleméw optymalizacji ksztattu stosowana byta gtownie teoria
kruchego pekania Kachanova z uwagi na mozliwo$¢ stosowania zasady zesztywnienia. W ten
sposob optymalne rozwigzania uzyskali Piechnik i Chrzanowski [73] dla belek, Rysz [77] dla
cylindréw. Problem sprezystej deformacji pretdw rozwigzali z uwzglednieniem nieliniowosci
geometrycznych 1 fizycznych dla ré6znych typow obcigzen Shimanovskii 1 Shalinskii [79].
Zastosowanie teorii zniszczenia ciggliwego zaproponowanej przez Hoffa [39] prowadzi do
znacznego skomplikowania problemu. Pierwsze rozwigzania problemow optymalizacyjnych,
zgodnie z teorig Hoffa uzyskat Szuwalski [82] dla pretow. Niektore problemy dla pretow
pryzmatycznych byly omawiane rowniez przez Goluba [30], Pedersena [64] i Kulagina [51].

Definicja zniszczenia wg Hoffa - zmniejszenie przekroju poprzecznego do zera, moze

22



powodowac pewne watpliwosci, a nawet moze prowadzi¢ do braku optymalnego rozwigzania,
jak to byto wykazane przez Szuwalskiego [84, 87] na przyktadzie kratownicy Misesa.
Niedogodno$ci te mogg zosta¢ usunigte poprzez zastosowanie teorii zniszczenia
mieszanego zaproponowanej przez Kachanova [45], ktora bierze pod uwage zaréwno wzrost
mikropustek jak rowniez geometryczne zmiany wynikajace z duzych obcigzen. Stopien
komplikacji problemu oraz fakt, ze jest to pierwsza proba sformulowania odmiennego
problemu optymalnego ksztattowania powoduje, ze w pracy ograniczono si¢ do stosunkowo
prostych przypadkoéw. Jako pierwszy rozpatrzono problem preta o dlugosci poczatkowej L,

wirujagcego z ustalong predkoscia katowa @ wokot jednego z koncow (rys. 4.1).

Rys.4.1. Model preta wirujacego.

W celu wyeliminowania rozwigzan trywialnych do swobodnego konca preta przytozono
niezerowg mas¢. W przypadku jej braku, w precie optymalnym cala jego masa
skoncentrowataby si¢ na osi obrotu. Optymalny ksztalt preta bylby wigc opisany funkcja
Diraca. Poszukiwano takiego ksztaltu preta rozcigganego, ktéry przy ustalonej objetosci

zapewni maksymalny czas pracy do zniszczenia mieszanego [96, 89].

4.1.1. Model matematyczny preta z uwzglednieniem zniszczenia mieszanego

Wyrdzniono wspdirzgdne materialne Lagrange’a, zwigzane z jego pierwotna konfiguracja
preta (oznaczane duzymi literami), oraz wspotrzedne przestrzenne Eulera (rys. 4.2), mierzone

w aktualnej konfiguracji (oznaczane matymi literami).
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Rys. 4.2. Element preta: w konfiguracji pierwotnej (linia przerywana), w aktualnej konfiguracji
(linia ciagla).

Warunek rownowagi wewngtrznej dla odksztalconego elementu preta przybiera postac:

oda+ado+badx=0, 4.2)

gdzie: o — naprezenia rzeczywiste, a — aktualna wielko$¢ przekroju poprzecznego,b — sila
masowa.

Zatozenie niesci§liwos$ci materialu prowadzi do zalezno$ci miedzy biezaca a poczatkowa
powierzchnig przekroju:

A
ax)=——. 4.2
(%) ax (4.2)
dX
Wykorzystujac zalezno$¢ (4.1) 1 (4.2) warunek rOwnowagi wewngtrznej zapisano w
nastepujacej postaci:
21 ba=o. (4.3)
oX | X'
Wprowadzono logarytmiczna miare odksztatcen oraz predkosci odksztatcen:

eein X iy, s2X (4.4)
dX X'

Symbol ,,prim” oznacza pochodng czastkowa wzgledem wspotrzednej materialnej X . Kropka
u gory symbolu oznacza pochodng tej wielkosci po czasie, przy ustalonej wspdirzednej

materialnej.

Dla pretow wykonanych z materialu podlegajacego prawu Nortona uogolnionego dla

naprezen rzeczywistych 1 odksztatcen logarytmicznych otrzymano:
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W polaczeniu z warunkiem rownowagi wewngtrznej (4.3) prawo to prowadzi do réwnania

stanu:
.-
0| A +bA=0. (4.6)
oX 1 n+1
kn(x')

b(x)= L wx, 4.7)

Podstawienie sity (4.7) do réwnania stanu (4.6) prowadzi do rownania:

1
O A |, 7 2o, (4.8)
oX 1 n+l d
k™ (x)

W celu okreslenia zniszczenia mieszanego nalezy wprowadzi¢ rOwnanie ewolucji Kachanova:

%P - —D[%}m , (4.9)

ktore postuguje sie pojeciem funkcji cigglosci W, zdefiniowanej tutaj poprzez stosunek
powierzchni efektywnie przenoszacej naprezenia do aktualnej powierzchni przekroju,

zmniejszonej wskutek przewezenia:
Y=— (4.10)

Aby uzyskac rozwigzanie numeryczne zastapiono rownanie rézniczkowe czastkowe trzeciego
rzedu (4.8) rownowaznym uktadem czterech réwnan roézniczkowych pierwszego rzgdu, ktory

w  polaczeniu z  réwnaniem  ewolucji Kachanova  (4.10)  przedstawia

matematyczny model petzania:
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n
s_;:km ym, (4.11)

ﬂ:_lsz
oX g

m
0_‘P=_D[L} |
ot a¥

o pieciu niewiadomych funkcjach: wspotrzgdnej przestrzennej x(X,t), jej pochodnej

X,

wzgledem wspotrzednej materialnej y(X,t) 1 wzgledem czasu z(X,t), sity podtuznej f (X,t)
oraz funkcji ciggtosci W (X, t).

Warunki brzegowe na osi obrotu dla tak sformutowanego problemu maja postac:
x(0,t)=0, z(0,t)=0, (4.12)
natomiast na swobodnym koncu preta:
f(L,t)=Ma?x(L,t) . (4.13)
Warunki poczatkowe zapisano:

y(X,0)=1, Y(X,0)=1. (4.14)
4.1.2. Algorytm numeryczny

Aby przeprowadzi¢ obliczenia numeryczne uktadu (4.11), nalezy wprowadzi¢ wielkos$ci
bezwymiarowe, tutaj oznaczane daszkiem u gory symbolu.
Wspoétrzgdna materialna jak i przestrzenna, beda odnoszone do dtugosci poczatkowej preta

L:

X=X g=X (4.15)
L L
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przekroje poprzeczne sg odnoszone do $redniego przekroju preta pryzmatycznego o zadanej

objetosci V .

A=&, a2 (4.16)
Vv Vv

Bezwymiarowa sita podluzna odniesiona jest do sity podtuznej rozciggajacej wirujacy pret,

obliczonej w oparciu o zasade zesztywnienia, z pomini¢ciem masy wilasnej preta:

; f f
f=—-= 5 -
Fpr Mw“L

(4.17)

Konsekwentnie bezwymiarowe naprezenie jest odniesione do poczatkowego naprezenia o pr

W pryzmatycznym precie rozcigganym sita Fp,

o oV
O-pr MC()ZLZI

o=

(4.18)

Bezwymiarowy czas odniesiony jest do czasu zniszczenia ciggliwego pryzmatycznego preta

(2.10) rozcigganego napr¢zeniem o py

ot ;
1= t(T) = nkUprt . (419)
pr

Powyzsza parametryzacja czasu jest bardzo dogodna dla numerycznego catkowania réwnania
rOwnowagi wewnetrznej, lecz w przypadku réwnania ewolucji Kachanova zrodzi ona pewne
komplikacje w uniwersalnosci zapisanych rownan.

W celu ubezwymiarowienia rownania ewolucji Kachanova wprowadzono parametr ©
wyrazony poprzez Stosunek czasu zniszczenia kruchego do czasu zniszczenia ciggliwego

pryzmatycznego preta rozcigganego naprezeniem Tpr

b n
tE)r) _ nko py

®_

_ b . (4.20)
tl  (m+2)Dop,

Parametr ® w funkcji statych materialowych k, m, n, D, opisuje fizyczny aspekt

problemu, okresla wrazliwo$¢ materialu na typ zniszczenia.
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Wprowadzenie takich zmiennych bezwymiarowych jest wygodne dla numerycznego
catkowania uktadu rownan opisujacych proces petzania i rozwoju uszkodzen (4.11):
X
a_)z =
23

~=1,

AN
§§=}{i1 Y (4.21)

gdzie:

_Vy

_ , 4.22
7 Mg (4.22)

jest stosunkiem masy wtasnej preta do masy zamocowanej na jego koncu.

Warunki poczatkowe oraz brzegowe w formie bezwymiarowy przyjmuja postac:

%(0,f) =0,
2(0,£)=0,
f@)=x@f), (4.23)
y(X,0=1,

¥(X,0) =1.
Rozwigzanie uktadu (4.21) jest mozliwe tylko dla znanej poczatkowej geometrii preta
A(X) - rozktadu pola przekroju poprzecznego, ktora to dla zadanego problemu jest zmienng

optymalizacji. Z tego powodu zastosowano optymalizacj¢ parametryczng.
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Poszukiwano optimum w klasie funkcji wielomianowych, tak aby przez odpowiedni dobor

parametrow b; € R zmaksymalizowaé czas pracy do zniszczenia mieszanego:

gdzie funkcja f:R >R, X —>by+by X +by X2 +...+b, X", dla wszystkich argumentow
X e <0, L> , heNc {O} (n jest nieujemnag liczba catkowita), b; €e R sa statymi
wspotczynnikami, gdzie i =0,1, 2,...,n,i b, #0.

Kryterium zniszczenia materiatu przyjeto w nastepujacej formie:
A (X): (X € (0,1) A W0t )e (1.0) A o, t™ ) 0). (4.25)

W chwili poczatkowej procesu W =1 na calej dlugosci preta i maleje wraz z rozwojem
uszkodzen w materiale. Czas po ktorym cho¢ w jednym punkcie wezlowym funkcja ciggtosci
¥ osiagnie wartos¢ bliskg zera (z zadang doktadnoscia), okresla czas pracy do zniszczenia
mieszanego.

Model symulacyjny procesu petzania pretow zostat stworzony w Maple’u [107, 108, 109].
Jest to program typu CAS (Computer Algebra System), ktory oprocz zaimplementowanych
metod symbolicznych i numerycznych posiada wbudowany jezyk programowania przez co
staje si¢ kompletnym §rodowiskiem do rozwigzywania zaawansowanych problemow
matematycznych.

Obliczenia numeryczne byly prowadzone wedtug schematu przedstawionego na rys. 4.3.
Wilasciwosci fizyczne materiatu  wprowadzane sa poprzez zdefiniowanie wyktadnika
potegowego n w prawie Nortona, wyktadnika potegowego M w rownaniu ewolucji

Kachanova, parametru x oraz ©.
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Rys.4.3. Algorytm obliczen numerycznych.
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Strukture algorytmu podzielono na dwie czesci:

I czesci — dla zadanej (poczatkowej) geometrii prgta oraz statych materialowych, przy
uwzglednieniu  warunkoéw poczatkowych 1 brzegowych (4.23) poszukiwany jest taki
(poczatkowy) rozktad naprezen w precie dla ktorego spetniony zostanie warunek na
zewngtrznym brzegu preta (zapisany jako trzecie réwnanie uktadu 4.23) z zadang
doktadnos$cig. Poniewaz warto$¢ napr¢zenia na brzegu wewnetrznym preta nie jest znana,
zastosowano procedury rekurencyjne. Poczatkowa dlugos¢ preta L podzielona zostata na 50
rownych czesci. Wszystkim catkom po przestrzeni algorytm numeryczny przypisuje
procedure Rungego-Kutty IV rzgdu.

W II cze$ci — dla znanego juz rozktadu naprezen obliczana jest zmiana geometrii preta.
Wszystkie catki czasowe liczono metoda Eulera. Poniewaz rozwigzania sg bardzo czute na
wielko§¢ kroku czasowego, obliczenia przeprowadzano ze zmiennym krokiem czasowym
dobieranym do aktualnej predkosci pelzania. Nastgpnie we wszystkich punktach weztowych
ustala si¢ zmiang¢ funkcji cigglosci W 1 sprawdza, czy nie zostalo wyczerpane przyjete

kryterium zniszczenia (W, =0.01).

Catla procedura — (okreslenie rozktadu naprezen dla preta w czgsécei 1, nastepnie w czesei 11
dla przyjetego kroku czasowego okreslenie zamiany geometrii 1 zmiang¢ funkcji ciagtosci) jest
powtarzana do chwili, gdy na kolejnym kroku czasowym, w co najmniej jednym punkcie
wezlowym funkcja cigglosci nie osiggnie wartosci mniejszej od przyjetej wartosci krytycznej
Y < W, . Wtedy proces pelzania zostaje zakonczony, a nasumowane wszystkie wykonane

kroki czasowe okre$laja czas pracy preta do zniszczenia mieszanego.
4.2. Optymalne rozwiazania

W celu ustalenia zakresu warto$ci zaproponowanego w pracy nowego parametru ©® ,
przebadano jego wplyw na czas zniszczenia mieszanego wg opisanej powyzej procedury dla

wybranego preta o wyktadnikach potggowych n=3 i m=2, oraz stosunku mas x=10.

Wplyw parametru ® na czas do zniszczenia przedstawiono narys. 4.4.
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Rys.4.4. Zalezno$¢ czasu zniszczenia mieszanego w funkcji parametru © .

Parametr ® (4.22) charakteryzuje wrazliwo$¢ materialu na typ zniszczenia. Wraz ze
wzrostem warto$ci parametru ® , czas do zniszczenia elementu ro$nie do pewnej granicznej
warto$ci ® = 0.2, powyzej ktérej nie wpltywa on na czas zniszczenia. Dla wyzszych wartosci
parametru (® >0.2), zmniejsza si¢ wrazliwos¢ materialu na pegkanie, material ulega
zniszczeniu na skutek zmian geometrycznych przekroju poprzecznego i1 woOwczas czas

zniszczenia mieszanego staje si¢ rowny czasowi zniszczenia ciggliwego.
4.2.1. Optymalizacja jednoparametryczna

Z uwagi na brak mozliwo$ci zapisania funkcji celu (czas zniszczenia mieszanego) jako
jawnej funkcji parametrow optymalizacji (profil poczatkowy preta), wynikajacy z
koniecznosci $ledzenia calego procesu pelzania od poczatku do chwili zniszczenia,
zdecydowano si¢ na optymalizacj¢ parametryczng (metoda przeszukiwania).

Poczatkowo poszukiwano ksztaltu optymalnego preta w klasie funkcji liniowych.

Zatozono zmienno$¢ pola przekroju poprzecznego zgodnie z funkcja:

A(X’ul’UZ): UO +U1>2 f (426)
Z warunku ustalonej objetosci:
T
V =[AX)dX =1 (4.27)
0
Wwynika nastepujgca zaleznos$¢:
U =2(1-uy). (4.28)
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Jako parametr swobodny przyjeto parametr Uy, ze wzgledu na jego prosta interpretacje
fizyczna: jest on rowny bezwymiarowemu przekrojowi preta na osi obrotu.

Wyniki jednoparametrycznej optymalizacji przedstawiono na rys. 4.5. Na rysunku tym
pokazano zalezno$¢ optymalnych wartosci parametréow ug W funkcji parametru u dla

réznych wartos$ci parametru © .

2.0 I
1.6 /
®“ 1.2 —
= 08 =2
0.4
— Q)
0.0 =7
0 20 40}1 60 80 100

Rys.4.5. Zalezno$¢ optymalnych warto$ci parametréw ug W funkcji parametru x4 dla réznych
warto$ci parametru © .

Wraz ze zwigkszajacym si¢ udzialem masy wiasnej preta w stosunku do masy zamocowanej

na jego koncu (parametr u), przekrdj preta optymalnego na osi obrotu zwigksza si¢
(parametr (Ug)opt) - Dla 4 zmierzajacego do nieskonczonosci, brak masy M na koncu preta
(ugosiaga warto$¢ 2.0), powierzchnia swobodnego konca preta maleje do zera.

Zmiany predkosci petzania preta w zalezno$ci od czasu przedstawiono na rys. 4.6.
1E+7

1E+6

1E+5
n=

1E+4 m=

1E+3 k=10

creep velocity
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1E+1
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Rys.4.6. Predko$¢ petzania w funkcji czasu.
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W pierwszym okresie predkos$¢ petzania utrzymuje praktycznie stalg warto$¢, natomiast w
drugim gwattownie ro$nie, az do wystapienia zniszczenia. R.W. Bailey [15] zaproponowat
interpretacje takiego rozwoju zjawiska w postaci wzajemnego oddziatywania mechanicznego
umocnienia 1 termicznego ostabienia materiatu. W poczatkowym etapie nastepuje
zrbwnowazenie pomiedzy procesami wzmocnienia odksztalceniowego 1 termicznego
ostabienia. Natomiast w koncowym etapie przewaza proces termicznego ostabienia
prowadzacego do zniszczenia. Interpretacja fizyczna koncowego stadium jest bardzo trudna i

wcigz poszukiwane jest jego wlasciwe wyjasnienie.
4.2.2. Optymalizacja dwuparametryczna

Lepszych rezultatéw optymalnego ksztaltowania nalezato oczekiwaé dla pretow, w ktorych

powierzchnia przekroju pierwotnego zmienia si¢ wg funkcji kwadratowe;:
A(X ,bg. by, by )=bg + by X +b, X 2. (4.29)

Parametry by, by i by, ktoérych wartosci optymalnych poszukuje sig, powiazane sa

warunkiem ustalonej objetosci preta, ktory prowadzi do zaleznoSci:

b2 :3—3b0 _gbl (430)

Zakres przeszukiwania parametréw swobodnych by i b; w celu znalezienia optimum

mozna ograniczy¢, gdyz mozna si¢ spodziewac iz powierzchnia przekroju A()z) powinna

by¢ funkcja monotonicznie malejaca co prowadzi do ograniczenia:
b, =3(1-Dby), (4.31)
natomiast powierzchnia przekroju poprzecznego na swobodnym koncu musi by¢ nieujemna:
by =6—4b,. (4.32)

Optymalne rozwigzanie poszukiwane jest wewnatrz trojkata, na powierzchni parametréw

swobodnych, ktory zostal przedstawiony na rys. 4.7.
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Rys.4.7. Zakres poszukiwan parametréw swobodnych: by, by .

W przypadku optymalizacji dwuparametrycznej metoda przeszukiwania byla szczegdlnie
zmudna i czasochtonna. Dla zatozonego na wstegpie parametru by dobierano kolejne wartosci
parametru by i badajac caty proces petzania takiego preta ustalono jego czas zniszczenia
mieszanego. W ten sposob znajdowano taki parametr by, ktory przy zatlozonym by zapewniat
najdtuzszy czas pracy preta. Nastepnie zmieniano warto$¢ parametru by i w podobny sposob

ustalono drugi z parametroOw zapewniajacy maksymalny czas pracy.

Rys. 4.8. Poszukiwanie optymalnych parametrow (maximum maximorum).
Obliczenia prowadzono do chwili, gdy kolejne maksimum czastkowe dla parametru bg, osiggato
mniejszag warto$¢ w stosunku do poprzedniego bg (n-1) (rys. 4.8). Konstrukcja wspolnej

obwiedni dla wszystkich maksymalnych warto$ci pozwalata na znalezienie ,,maximum

maximorum”, ktore okre$lato optymalne parametry ksztattu i odpowiedni maksymalny czas

pracy.
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Tak wigc, znalezienie jednego optymalnego rozwigzania wymagato przebadania calego
procesu pelzania (od poczatku do chwili zniszczenia) czasem dla kilkudziesigciu roéznych
poczatkowych geometrii preta.
Na rys. 4.9 przedstawiono wyniki optymalizacji dwuparametrycznej: optymalne wartosci
parametrow b, b, w funkcji parametru sz, dla ré6znych warto$ci parametru © .
3

~_°

0 20 40 m 60 80 100

by, by, ©

Rys. 4.9. Zalezno$¢ parametrow by, by i ® w funkcji parametru .

Optymalizacja dwuparametryczna prowadzi do dtuzszego czasu pracy w przypadku pretow,
dla ktorych stosunek masy wtasnej do masy skupionej na ich krawedzi ( wyzszych warto$ci
parametru g ). W przypadku niewielkiej masy wtasnej preta ( u << 1), optymalizacja jedno- i
dwuparametryczna daja podobne wyniki. Wynik ten sktania do zastosowania pretow
ptaskozbieznych we wszystkich tych przypadkach. Jest to uzasadnione mniejszym naktadem
pracy przy ksztattowaniu konstrukcji pretowe;.

Dla poréwnania zmiany optymalnych powierzchni przekrojow pretow dla dwoch réznych

warto$ci u przedstawiono narys. 4.10.
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Rys. 4.10. Zmiany przekrojow poprzecznych pretow optymalnych.

Dla malych warto$ci parametru g =1 (masa wlasna preta mala w stosunku do masy
skupionej na jego zewnetrznej krawedzi), optymalne ksztalty s3 bliskie pretom
pryzmatycznym. Przeciwnie, gdy masa na brzegu zewn¢trznym preta moze by¢ praktycznie

pomijalna ( ¢ =50) zmiany pola przekroju poprzecznego wzdtuz jego osi sa bardzo znaczace.

W stosunku do preta plaskozbierznego, zwigkszeniu ulega grubos$¢ preta na osi wirowania i

na swobodnym koncu, kosztem przewezenia w srodkowej czesci. Dla u — oo, przekroj na

swobodnym koncu preta zmniejsza sie do zera.
4.23. Korekta ksztaltu r6wnomiernej wytrzymalosci poczatkowej

Spodziewano sig, ze korygujac ksztalt rownomiernej wytrzymatosci bedzie mozna uzyskac
zwigkszenie czasu pracy do zniszczenia mieszanego.
W precie roéwnomiernej wytrzymatosci poczatkowej naprgzenia w chwili t=0 beda

wyrownane:
o(t=0)=X=const(X). (4.33)

Warunek rownowagi wewnetrznej zapisany dla preta nie zdeformowanego, gdy x=X ma

postac:

0
o (AD)+B(X, X)A=0. (4.34)
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Powyzsze réwnanie, uwzgledniajac (4.33), moze postuzy¢ do wyznaczenia ksztattu preta
roéwnomiernej wytrzymatosci poczatkowe;:
P X
A(X)=—exp| = [B(E, E)dE |, (4.35)
2 L
gdzie L oznacza poczatkowa dlugosc¢ preta, zas§ = jest wspotrzgdna materialng jako zmienng
catkowania, przy czym uwzgledniono tu juz warunek brzegowy:
P

A(L) = 5 (4.36)

w ktorym P oznacza sit¢ przylozong w chwili poczatkowej do przekroju o wspotrzednej L.

Ksztalt preta rownomiernej wytrzymatosci (4.35) po ubezwymiarowieniu przybiera postac:

| 59
AO(X):Eexp[Zﬂi(l— X )} , (4.37)
gdzie: ¥ - bezwymiarowe naprezenie poczatkowe ustalone z warunku statej objetosci:
$- expi}exp{— £ox? }d)ﬁ . (4.38)
2X 9 2%
Na ten ksztalt nalozono poprawke, tu przyjeta w formie funkcji kwadratowe;j

Agog =bg +b X +b, X 2. (4.39)

Wprowadzona poprawka nie moze zmienia¢ objgtosci preta:
1. A A
[ Agog (X)dX =0 (4.40)
0
co narzuca zwigzek miedzy wspotczynnikami rownania:
2
bl = —2b0 - g b2 (441)

Dla réznych wartosci parametrow swobodnych by i b, wyznaczano poczatkowy ksztatt

preta:

A(X) = Ag(X) + Agoq (X) (4.42)
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Optymalne  ksztalty otrzymane poprzez zastosowanie optymalizacji jedno- |
dwuparametrycznej, jak rowniez poprzez korekte preta rownomiernej wytrzymatosci dla
ustalonego parametru =10 i wyktadnika n=3 przedstawiono narys. 4.11.
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Rys. 4.11. Optymalne profile pretow otrzymanych dla optymalizacji jedno- i dwuparametrycznej
oraz poprzez korekte ksztaltu preta rownomiernej wytrzymato$ci.

Wykazano, ze pret rOwnomiernej wytrzymatosci nie jest pretem optymalnym z uwagi na czas
zniszczenia mieszanego. Korygujac ksztalt rownomiernej wytrzymatosci  poprzez
przesunigcie czg¢sci masy preta od swobodnego konca w kierunku osi wirowania, uzyskano
dhuzszy czas pracy. Rys. 4.12. pokazuje rowniez jak daleko od preta optymalnego, przyjmujac

jako kryterium czas pracy do zniszczenia w funkcji parametru u, jest pret pryzmatyczny.
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Rys. 4.12. Czas zniszczenia w funkcji parametru u dla preta pryzmatycznego oraz optymalnych

ksztaltow preta przy zastosowaniu optymalizacji jedno-, dwuparametrycznej, jak i korekty ksztattu
rownomiernej wytrzymatosci.

Analizujac otrzymane wyniki obserwuje si¢ zbiezno$¢ otrzymanych rozwigzan z wynikami
pracy Szuwalskiego [82, 83], dotyczacej poszukiwania optymalnych ksztaltéw preta z uwagi
na czas zniszczenia ciggliwego. Otrzymane rozwigzania dla pretow z uwagi na czas
zniszczenia ciggliwego s3 porownywalne do optymalnych ksztattow z uwagi na czas
zniszczenia mieszanego. Powyzsze wyniki sklaniaja do zastosowania pretow ptaskozbieznych
we wszystkich omawianych tu przypadkach. Jest to uzasadnione mniejszym naktadem pracy i
materialu przy ksztattowaniu konstrukcji pretowej. Pret o przekroju pryzmatycznym, ktory z
technologicznego punktu widzenia jest najlatwiejszy w wykonaniu jest daleki od pretow

optymalnych.
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S. Optymalne ksztaltowanie tarcz
pelnych z uwagi na czas zniszczenia

mieszanego

5.1. Model matematyczny pelzania tarczy pelnej z uwzglednieniem zniszczenia

mieszanego

Nastepnie zaje¢to sie doborem optymalnego ksztattu dla wirujgcej tarczy pelnej, elementu
dwuwymiarowego, ptaskiego. Wigkszo$¢ prac poswigconych problematyce optymalizacji
tarcz wirujacych z uwagi na czas do zniszczenia opierata si¢ na teorii kruchego pekania
Kachanova: Biatkiewicz [9] zajmowal si¢ tarczami wirujacymi o zmiennej grubosci,
Gunneskov [34] poszukiwat optymalnych rozwigzan dla tarcz wirujacych jako kryterium
przyjmujac minimalng mase¢, Ganczarski i Skrzypek [25] poszukiwali rozwigzan dla tarcz
wstepnie sprezonych. Wybrane zagadnienia optymalnego projektowania wirujacych tarcz
pier§cieniowych zostaly omoéwione przez Farshi i Bidabadi [23] oraz Ahmeta i Eraslana [1].

Analityczne rozwigzanie dla wirujacych tarcz pierScieniowych wykonanych z materiatu
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sprezysto-plastycznego otrzymali Cgallioglu, Topcu 1 Tarakcilar [12] Gun [33] , Orcan [63],
Zennkour [104], oraz Eraslan w cyklu swoich prac po$wieconych tarczom wirujacym [18, 19,
20, 21]. Wirujagcymi tarczami sprezysto-plastycznymi ze zmienng grubo$cig oraz zmienng
gestoscig wzdhuz promienia zajmowali si¢ rowniez Guven [35], You [100], Vivio [102, 103],
oraz Gamer [24]. Analiza wrazliwosci ksztattu dla tarcz, plyt oraz belek zostata
przeprowadzona przez Demsa i Mroza [13].

W niniejszym rozdziale rozwazono problem wirujgcej tarczy pelnej, ktorej model

przedstawiono na rysunku 5.1.

Rys. 5.1. Model wirujacej tarczy pelne;.

Przy zalozeniu ptaskiego stanu naprezenia (o, =0) [27, 38], izotropowo$ci materiatu oraz
osiowej symetrii poszukiwano takiego poczatkowego profilu tarczy H(R) przy warunku

réwnosciowym, zakladajacym stala objetos¢ materiatu V , ktéry zapewnial najdluzszy czas
pracy do zniszczenia mieszanego [91, 98].

Zniszczenia mieszane rozumiane w sensie Kachanowa uwzglednia jednoczesne
zmniejszenie przekroju powierzchni efektywnie przenoszacej naprezenia w wyniku rozwoju
uszkodzen jak 1 wplyw zmian geometrycznych uktadu spowodowanych petzaniem materiatu,
co zmusza do rezygnacji z zasady zesztywnienia. Analizowano element tarczy juz
odksztalconej (rys. 5.2), przy czym parametry zwigzane ze stanem poczatkowym tarczy beda
oznaczane duzymi literami, a ich biezgce wartosci - matymi.

Opis prowadzony bedzie we wspotrzgdnych materialnych Lagrange’a, przy czym z uwagi

na osiowg symetri¢ problemu wszystkie wielko$ci beda funkcjg dwoch zmiennych, promienia
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R i czasu t. Deformacja tarczy w czasie procesu petzania opisana bedzie przez zaleznosé

wspotrzednej przestrzennej od materialnej r(R) .

Rys. 5.2. Element zdeformowanej tarczy.

Warunek réwnowagi dla tego elementu (rys. 5.2) z uwzglgdnieniem sity masowej wywotanej

wirowaniem ze statg predkoscia katowa o przybiera postac:

%a%(har)+m+lw2rzo (5.1)
r r g

gdzie: o, oznacza biezaca warto§¢ napr¢zenia promieniowego, a o,- Obwodowego,
h- aktualng grubos$¢ tarczy, y- cigzar wlasciwy materiatu, g- przyspieszenie ziemskie.

Zatozenie niescisliwosci materiatu prowadzi do:

HRdR = hrdr, (5.2)

gdzie: H - oznacza poczatkowg grubo$¢ tarczy.
Z uwagi na duze odksztalcenia zastosowano logarytmiczng miarg¢ odksztatcen:

or

g =In—=Inr’,
R
r
glg=|n§, (53)
h
&, =|nﬁ,

oraz ich predkosci:
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‘é'l’ _F,
fg=", (5.4)
r
o
2=y

przy czym kreseczka oznaczono pochodne czastkowe wzgledem wspotrzednej materialnej,
natomiast kropka oznaczono pochodng czastkowa wzgledem czasu.

W  rozwazanym przypadku wieloosiowego stanu naprezenia zastosOwano prawo
podobienstwa dewiatorow predkosci odksztalcen logarytmicznych i1 naprezen rzeczywistych.
Przy zatozonej niescisliwosci materiatu, dla kierunkéw gltéwnych, mozna je zapisaé w

nastepujacej postaci:
. 1
& =90y _E(O'z +O_3) ’
: 1
52:¢c[02_§(0-3+01)}’ (5.5)

. 1
&3 :¢c|:o-3 _E(O-l +O—2)}'
Modut petzania ¢, wyznaczono z ogdlnej zaleznosci pomiedzy naprezeniem zredukowanym,

a predkoscig odksztalcenia zredukowanego:
‘éred = ¢c (O-red )O-red ' (56)
Postugiwano si¢ prawem potegowym Nortona, uogodlnionym na stan przestrzenny:
‘éred = ko-ll':id ’ (57)

ktore w najczesciej stosowanym przypadku hipotezy Hubera-Misesa-Hencky’ego:

O'e:\/%((0-1_0'2)2+(O'2_O'3)2+(O'3_O'1)2)’ (5.8)

sprowadzi si¢ do:

¢ kol (5.9)
Modut petzania bedzie wowczas rowny:

e =ko it (5.10)
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Ostatecznie zwigzki miedzy napr¢zeniami rzeczywistymi i odksztalceniami logarytmicznymi

mozna zapisaé w postaci:

& _§kG: l(61 _Gm)’
2
&, :gkag_l(az ~0,), (5.11)
. 3 n-1
&3 =Ekae (63 _O-m)’

gdzie:
1
On =§(0'1+02+03), (5.12)
oznacza napre¢zenie Srednie.

Na podstawie definicji odksztatcen logarytmicznych (5.3), dwie pierwsze zalezno$ci mozna

wyrazi¢ przez przemieszczenia U (zwigzki geometryczne dla ktoérych zachodzi zalezno$¢

r=R+u):
e =i _in oR+Y)_yfq 20} (5.13)
oR &R &R
g, =L —ppR*Y (5.14)

Nastepnie przez eliminacj¢ funkcji U :

R1+a—u
ou _R+u OR

1+ (5.15)
oR R R+u
otrzymano warunek nierozdzielnosci dla odksztatcen logarytmicznych:
o€ 9
er=€g+In1+R—= 5.16
r 9 ( R j ( )

Aby wyrugowa¢ z dalszych obliczen odksztatcenia, zrézniczkowano powyzsze rownanie po
czasie:
0é,
g, —é,=—OR (5.17)

1+R %0
oR

Ponizej przedstawiono pochodne po odpowiednich zmiennych:

n-1

g =%k(0r2 +o’ —O'rag) (20, -o,),

r
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. 1 2 2 ot
&, ZEK(O'r + 0y —Gr03) 2 (20, -0,), (5.18)

dgg _ 11
R r R’
oéq 1| n-1 -3
a_Ff:E k7(0r2+0§—0r09) 2 [0t (20 ~og)+oy(209 ~ o 209 — o )+

n-1

+(20% — o} )(O'r2 + 05 - 0,09 )7
ktore to nastgpnie podstawiono do rownania (5.17).
W konsekwencji otrzymano warunek nierozdzielnosci w formie zwiazkéw miedzy
naprezeniami:
' 2 ' 2 4
or[(N-D)(20y —0y)(209 —0r)—20¢ 1+ 0yl(n-1)(209 —0y)" +40e ] =

ot (5.19)
=60 ?(O'r —0g)-

Biorgc pod uwage drugie z réwnan (5.18) wraz z drugim ze zwiazkéw miedzy napr¢zeniami
rzeczywistymi i odksztalceniami logarytmicznymi (5.3), prawo zmiany postaci uogdlnione
dla napre¢zen rzeczywistych 1 predkosci odksztatcen logarytmicznych przyjmuje postac:

ro1

F=§k0':_l(203—0r). (520)

W celu okreslenia zniszczenia mieszanego dodatkowo wprowadzono rdéwnanie ewolucji

Kachanova dla ztoZzonego stanu napr¢zenia:

oY Oe "

gdzie: W oznacza skalarng funkcje ciggtosci, D I m stale materialowe, natomiast naprezenie

efektywne o, wyrazone jest zaleznoscia:

1
o, = (Gf +o05-0,0, )5, (5.22)

Skalarna funkcja cigglosci ¥ wystepujaca w rownaniu ewolucji Kachanova charakteryzuje

stopien uszkodzenia materiatu:

¥=— (5.23)
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zdefiniowana jest poprzez stosunek powierzchni efektywnie przenoszacej naprezenia do
aktualnej powierzchni przekroju. W chwili poczatkowej procesu: ¥ =1, maleje wraz z
rozwojem uszkodzen w materiale, az do wartosci W =0, jest to moment, ktory okresla
zniszczenia materiatu.

Warunek rownowagi wewnetrznej (5.1) warunek niescisliwosci  (5.2), warunek
nierozdzielnosci, zapisany w formie zwigzkéw migdzy naprezeniami (5.19), prawo zmiany
postaci (5.20) oraz réwnanie ewolucji Kachanova (5.21) tworza uklad pigciu rownan
pozwalajacych na okre§lenie pigciu niewiadomych rzeczywistych: naprezen o,
promieniowego i o4 obwodowego, parametrow okreslajacych deformacj¢ tarczy:

wspoéltrzednej przestrzennej r i biezacej grubosci h, oraz funkcje cigglosci W .

L 0 (hoy)+ Ir=%9 7 2 =0,
"R r g

’ 60'62( —0oyg )L' —-or [(n )20, +0g)20g + 0y )— 20 ] 524
o9 = I , .
’ [(n ~1)20g —oy) 2 4og J

L= kol oy —ay).
HRdR = hrdr,

m
W _ _pl% |
ot b 4
W chwili poczatkowej tarcza pozostaje nieodksztatcona, dlatego warunki poczatkowe
przyjmuja postac:
r(R0)=R; h(R,0)=H(R). (5.25)
Warunki brzegowe na osi tarczy majg nastepujaca postac:
r(0,t)=0; r(0,t)=0, (5.26)

or(0,t)=04(0,t). (5.27)

Zalozono, ze obcigzenie na brzegu zewnetrznym wirujacej tarczy jest wynikiem
zamocowania na tym brzegu stalej masy M, przy czym bedzie si¢ ona rozkladata

rownomiernie. Catkowita sita promieniowa na obwodzie zewn¢trznym bedzie rowna:

N, (Ry) = Mw?r(Ry,t) (5.28)
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Naprezenie promieniowe na brzegu zewnetrznym, rOwne cis$nieniu rozciggajacemu p W tym
miejscu:

N, (Ro) _ Mo’
27 r(R)N(Ry) 27 h(Ry)

o (Ro) = p = (529

Uktad pieciu rownan (5.24) pozwala na okreslenie czasu zniszczenia mieszaneg0. Bedzie to
czas po ktorym cho¢ w jednym miejscu spelnione bedzie kryterium zniszczenia przyjgte w

nastepujace postaci:
JR:(Re(0,1) AW €(1,0) A \P(a)1 (m —0) (5.30)

przy zatozonej jednorodnosci poprzecznej materiatu.
Z uwagi na stopien komplikacji problemu, zdecydowano si¢ na optymalizacje parametryczng.

Kryterium optymalizacji parametrycznej przyjeto w nastepujacej postaci :

@AHER)ef) M ——— max, (5.31)

V =const.
gdzie funkcja f:R—>R, R—>by+bR+byR?+..+b,R", dla wszystkich argumentow
Re(A, B>, gdzie neNC{O} (n jest nieujemng liczba catkowita), b, € R sa stalymi
wspolczynnikami, gdzie i =0,1,2,...,n,i b, # 0.
Dla zadanej, ustalonej objetosci konstrukeji V , ktora jest ograniczeniem, poszukiwano

takiego pierwotnego profilu tarczy petnej w klasie funkcji wielomianowych, ktory przy

ustalonych parametrach obcigzenia i ustalonym zewngtrznym promieniu poczatkowym Rg

zagwarantuje najdluzszy mozliwy czas pracy do chwili zniszczenia mieszanego.
5.2. Obliczenia numeryczne

Aby przeprowadzi¢ obliczenia numeryczne, nalezy wprowadzi¢ wielkosci bezwymiarowe,
tutaj oznaczane daszkiem. Wspodlrzedna materialna jak 1 przestrzenna, beda odnoszone do

poczatkowego promienia zewnetrznego Ry :

R- R o (5.32)
RO RO

Grubo$¢ tarczy bedzie odnoszona do grubosci sredniej hy,, ptaskiej tarczy pelnej o objetosci

V i promieniu Ry:
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h, = LZ , (5.33)
T RO
Bezwymiarowe grubosci tarczy poczatkowa i biezaca, odnoszone do grubosci sredniej hy,,
beda wynosity odpowiednio:
2 2
VA RO “H : ﬁ: T RO
\Y \Y

Bezwymiarowe naprezenia rzeczywiste beda odnoszone do naprezenia s w plaskiej tarczy

H =

h. (5.34)

pelnej w spoczynku, rozcigganej rownomiernym cisnieniem p (5.29), obliczonym przy

zachowaniu zasady zesztywnienia:

2 2p2
s Mo® MRy (5.35)
2,
Zatem:
Gi=—2 o i=rd. (5.36)
MCO RO

Bezwymiarowy czas odniesiono do czasu zniszczenia ciggliwego pelnej ptaskiej tarczy,
wirujacej z predkoscia @ obcigzong rownomiernie na obwodzie zewnetrznym masa M , przy
pomini¢ciu masy wlasnej tarczy:

A t
f=. (5.37)
(@

Czas zniszczenia ciggliwego t{*) pelnej plaskiej tarczy wyznaczono ze zwigzku pomiedzy

naprezeniami rzeczywistymi i odksztatceniami logarytmicznymi:
(o, —0om) (5.38)
przy czym intensywnos¢ naprezen w petnej tarczy bedzie réwna:

O =0, =0g4=0p, (5.39)

natomiast naprezenie $rednie, przy zatozeniu ptaskiego stanu naprezenia (o, = 0) wynosi:

Om =§ p (5.40)
Wykonanie tych podstawien do (5.38) prowadzi do rdwnania:
2 n
ldh | Mo (5.41)
h dt 27h

Przy odpowiednim warunku poczatkowym:
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t=0; h=h,_ . (5.42)

z warunku zniszczenia ciggliwego:

h—o, (5.43)

(d).
Wyznaczono czas ty "

- (5.44)

Ostatecznie czas bezwymiarowy bedzie wynosit:

f =nks"t (5.45)

Uktad pigciu rownan rézniczkowych czgstkowych w postaci bezwymiarowej, opisuje proces

pelzania tarczy wirujacej z uwagi na czas zniszczenia mieszanego:

P’ h’
61 = (61 =69) =2 =6,

A

Rl

662 (6, —ajg)"f—&; [(n —1)(56r&9 - 267 - 26%)— 26¢ ]

&l =
9 (N-1)(264 - 6,)° + 462

N -1
df r(Az 2 aa Vopos
—=—-\67+65-6,64)2 (209—-6 5.46
=5 |67 465 -016,)2 (26 -5,) (5.46)
A=t
rr
o -1 [& "
of (m+1)e| ¥ |’
gdzie p jest stosunkiem masy wiasnej tarczy do masy umieszczonej na jej zewnetrznym obwodzie:
N
= 5.47
Sy (5.47)

W celu zredukowania duzej liczby stalych materiatowych w obliczeniach numerycznych
wprowadzamy nowy parametr wprowadzono parametr ©, ktory wyrazono tutaj poprzez
stosunek czasu zniszczenia kruchego do czasu zniszczenia ciggliwego pryzmatycznego preta
z pomini¢ciem jego masy wlasnej, rozcigganego napr¢zeniem réwnym naprezeniu s (5.35) w

ptaskiej tarczy pelnej w spoczynku:
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t|(obr) nks"

0= = . (5.48)
tgp (m+1)Ds"
Uktad ten zostat zapisany w dogodnej postaci do catkowania numerycznego.
Warunki poczatkowe w bezwymiarowej formie przyjmuja postac:
F(R,0)=R, h(R,0)=H(R). (5.49)
Warunki brzegowe na osi tarczy w postaci bezwymiarowej mozna zapisa¢ w postaci:
r0,f)=0, #0,f)=0,
6, (0,f) =6,4(0,1). (5.50)

Za$ warunek na brzegu zewnetrznym, gdzie znajduje si¢ roztozona réwnomiernie masa M ,
wynika z wprowadzenia wielko$ci bezwymiarowych do rdwnania (5.29), co w konsekwencji

prowadzi do zaleznosci:
. - 1
Or (Lt):ﬁ—ﬁ : (5.51)

Aby rozwigza¢ uktad rownan (5.46) opisujacy proces petzania tarczy w celu okreslenia czasu

zniszczenia mieszanego konieczna jest znajomos$¢ funkcji opisujacej poczatkowy profil tarczy
H(R). Funkcja ta wystepuje zaréwno w czwartym rownaniu ukladu (5.46) jak i w drugim
rownaniu okreslajacym warunki poczatkowe uktadu (5.49). Poniewaz poczatkowy profil

tarczy H (IQ) jest funkcja poszukiwang w procesie optymalizacji, zastosowano optymalizacje

parametryczna. Poszukiwany jest taki poczatkowy profil tarczy H(R) w klasie funkcji
wielomianowych, dla ktorego czas pracy tarczy przy zniszczeniu mieszanym bedzie
najdhuzszy.

W celu przeprowadzenia procedury optymalizacyjnej, do modelu matematycznego
wprowadzono Kkryterium zniszczenia (5.30) 1 optymalizacji (5.31). Zaproponowano algorytm
numeryczny (rys.5.3.) dla zlozonego stanu naprezen. W celu ustalenia czasu zniszczenia
mieszanego dla zadanej geometrii konieczne jest przesledzenie catego procesu petzania tarczy
z uwzglednieniem zmian geometrycznych zachodzacych w trakcie tego procesu, az do
momenty spelnienia kryterium zniszczenia.

Algorytm numeryczny sktada si¢ z dwoch blokow kolejno aktywowanych.

Konieczne jest zdefiniowanie geometrii poczatkowej, statych materialowych oraz warunkow

brzegowych dla naprezen (5.50). W pierwszym bloku algorytmu, dla zadanej geometrii zostaje
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okreslony rozktad naprezen rzeczywistych w tarczy poprzez jednoczesne catkowanie metoda

Rungego-Kutty IV dwodch pierwszych roéwnan ukladu (5.46) wzgledem wspotrzednej

przestrzennej R. Poniewaz warto$ci naprezen w $rodku tarczy nie sa znane, pierwotnie
przyjmowane s3 dowolne ich wartosci, po czym sg one korygowane poprzez wywolanie
procedury numerycznej, ktory zapewnia taki dobor wartosci napr¢zen w $rodku tarczy, aby
spetniaty one warunek brzegowy na jej zewnetrznej krawedzi (5.51).

Dla wyznaczonego rozkladu naprezen rzeczywistych mozliwe jest okreslenie zmiany
geometrii tarczy (drugi blok algorytmu) poprzez catkowanie wzgledem czasu trzeciego z
réwnan uktadu (5.46) metoda Eulera. Rozwigzania zalezne od czasu majg wysoka wrazliwos$¢
na wielko$¢ przyjetego w obliczeniach numerycznych kroku czasowego. Z tego wzgledu, w
zalezno$ci od aktualnej predkosci petzania, catkowanie réwnan wzgledem czasu odbywa si¢
ze zmiennym krokiem czasowym. Dla zadanego przyrostu promienia w ostatnim punkcie
weztowym obliczano krok czasowy, ktory przyjmowano do catkowania. W ten sposob oblicza
si¢ nowe wspolrzedne przestrzenne dla punktdow wezlowych. Ostatecznie, warunek
niescisliwosci materialu (czwarte réwnanie uktadu (5.46)) pozwala wyznaczy¢ aktualng
grubos¢ tarczy w tych punktach.

Dla tarczy o zmienionej w wyniku pelzania geometrii, wyznacza si¢ rozktad naprezen,
powtarzajac procedure z pierwszego bloku algorytmu. Kazdorazowe przej$cie do drugiego
bloku (wykonanie kolejnego kroku czasowego) w celu obliczenia dalszych zmian geometrii
jest poprzedzane sprawdzaniem kryterium zniszczenia. Stuzy temu obliczenie wartosci funkcji

Y z ostatniego roOwnania (5.46).
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Rys.5.3. Algorytm obliczen numerycznych.




Dla wybranej przykladowej geometrii: I-A|(|Q) =0.8- |§+2.1|Q2, zbadano wplyw
parametrow m i ©® przy ustalonych parametrach #=0.1 i n=6 na czas zniszczenia

mieszanego t™, w celu zdefiniowania w jakim zakresie wartosci tych parametrow, ® ma

istotny wplyw na rozwigzanie.

)

1-

0.8 1

0.6 —

0.4 -

0.2 7

Rys. 5.4. Wptyw parametréw m i ® na czas zniszczenia mieszanego ¢(m

Parametr ® (5.48) charakteryzuje wrazliwo$¢ materiatu na typ zniszczenia. Wraz z jego
wzrostem zmniejsza si¢ wrazliwo$¢ materialu na pgkanie, natomiast wigksza role przy
zniszczeniu odgrywaja zmiany geometryczne az do momentu, w ktéorym materiat ulega
zniszczeniu na skutek zachodzacych w trakcie procesu pelzania zmian geometrycznych i czas
do zniszczenia staje si¢ rowny czasowi do zniszczenia ciggliwego. Moment ten
charakteryzuje graniczna warto§¢ parametru © , rézna dla ré6znych wartos$ci parametru m w
réwnaniu Kachanova (rys. 5.4), powyzej ktorej parametr ® nie wplywa na czas zniszczenia,
jest staty i rbwny czasowi zniszczenia ciagliwego.

Na podstawie przeprowadzonej analizy (rys. 5.4) do obliczen numerycznych dla
parametru m =2 wybrano trzy wartosci parametru ® =0.4, ® =0.8, ® =3 w taki sposob,
aby warto$ci tego parametru miescity sie¢ w zakresie, w ktorym na zniszczenie elementu ma
wplyw zaréwno zmniejszanie jego przekroju poprzecznego jak 1 wzrost mikropustek

charakteryzowany poprzez warto$¢ funkcji ciggtosci.
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5.2.1. Optymalizacja jednoparametryczna

Poszukiwano optymalnego rozwigzania, prowadzacego do najdtuzszego czasu do
zniszczenia mieszanego poczatkowo posrod tarcz stozkowych, dla ktéorych réwnanie

okreslajace poczatkowy ksztatt ma posta¢ liniowa:

H (R;uq,U;) = Ug +Uu;R (5.52)
Parametry ug i uq, ktorych warto$ci optymalnych poszukiwano, powiazane sa warunkiem

ustalonej objetosci tarczy V :

V = }m H(R)RdR = 7 (5.53)
ktéry prowadzi do zalezno$ci: 0

Ug zg(l—uo) (5.54)

Jako parametr swobodny, sterujacy przyjeto Uy, oznaczajacy grubos¢ tarczy w s$rodku
(IQ =0) . Mozna spodziewa¢ si¢, ze tarcza optymalna powinna zmniejsza¢ swoja grubo$¢ od
srodka ku brzegowi zewngtrznemu. Wiadomo zatem, Zze Uy =1. Aby grubo$¢ tarczy na
pier§cieniu zewngtrznym byta dodatnia wprowadzono ograniczenie:

H@O)>0=(1<uy <<3) (5.55)

Badano wptyw parametrow: u - wyrazajacego stosunek masy wlasnej tarczy do masy
roztozonej rownomiernie na krawedzi zewnetrznej, oraz ® . W przypadku optymalizacji
jednoparametrycznej nalezy znalez¢ maximum uzyskanej krzywej zalezno$ci parametru Ug
od ug. Optymalny ksztatt tarczy dla n=3 i m=2 oraz trzech réznych wartosci parametru

® i u przedstawiono w tabeli nr 5.1.

®=04 ®=08 ©=3

#=011 H(R)=112-015R | H(R)=0.69+0.45R | H(R)=1.09-0.15R

#=1 1 H(R)=1.21-0.33R H(R) =1.42-0.61R H(R)=1.91-1.35R

#=10 | H(R)=2.01-152R H(R) =2.09 —1.65R H(R) =2.1-1.65R

Tab. 5.1. Optymalny ksztatt tarczy dla n=3 i m =2 oraz trzech réznych wartosci parametru © i .
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Optymalne profile tarcz stozkowych w funkcji parametru x, dla trzech réznych warto$ci

parametru ® pokazano rowniez na rysunku 5.5.
A ©=04 B) ©=08

oo

Rys. 5.5. Optymalne ksztatty tarcz stozkowych dla trzech réznych warto$ci parametru © .

Uzyskane rozwigzania w duzym stopniu zaleza od parametréow zarowno  jak i © . Kiedy
masa wlasna tarczy pelnej M jest stosunkowo mata w porownaniu z masg przytozona na jej
zewngtrznym obwodzie (mate wartosci parametru u ) optymalne tarcze sg zblizone do tarcz
ptaskich. W przypadku wigkszych wartosci parametru u (zaniedbany wplyw masy

rozlozonej na obwodzie), masa tarczy jest przesunie¢ta w kierunku osi obrotu. Dla
zwigkszajacych si¢ wartosci parametru © , grubos$¢ tarcz optymalnych w poblizu zewngtrznej

krawedzi rosnie.
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5.2.2. Optymalizacja dwuparametryczna

Spodziewano si¢, ze lepsze wyniki optymalnego ksztaltowania tarcz pelnych otrzyma sie

poszerzajac klase funkcji o funkcje paraboliczne:

H (R;by,by,b,) = by + bR +b,R? (5.56)
Sposréd trzech parametrow funkcji, tylko dwa moga by¢ traktowane jako parametry

swobodne, trzeci wynika z warunku ustalonej objetosci:

b, =2 2bg —gbl (5.57)
W procesie optymalizacji poszukiwane sa wartosci parametrow by i by dla ktorych czas

pracy tarczy przy zniszczeniu mieszanym bedzie najdiuzszy. Zakres poszukiwan parametrow
swobodnych mozna ograniczy¢ poprzez natozenie na nich pewnych ograniczen. Mozna si¢
spodziewac, ze grubos¢ tarczy powinna by¢ funkcja monotonicznie malejaca. Prowadzi to do
nastepujacej zaleznosci:

dH (R) 1
<0 > by<2-Zhy. 5.58
& 0 30 (5.58)

Warunkiem oczywistym jest fakt, Ze grubo$¢ tarczy na brzegu zewngtrznym nie moze by¢

ujemna:

H1)>0 — bozl—%bl (5.59)

Jak pokazano na rys 5.6. zakres poszukiwan parametrow swobodnych przy tak zadanych
ograniczeniach zaweza si¢ do trojkata.

conical disk __ |
o by<2-(1/3)b,

be>1-(5/12)b,

-12

Rys 5.6. Obszar poszukiwan parametréw swobodnych.

W przypadku optymalizacji dwuparametrycznej nalezy, w podobny sposob jak to byto
pokazane dla przypadku pretéw, znalez¢é maximum maximorum uzyskanych krzywych

zgodnie ze schematem przedstawionym na rys. 4.8. W ten sposéb wyznaczone zostaje
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rozwigzanie optymalne. Optymalny ksztalt tarczy parabolicznych dla n=3 | m=2 oraz

trzech r6znych wartosci parametru ® i g przedstawiono w tabeli nr 5.2.

®=04 ©=08

0=3

1=01| H(R)=1.02-3.01R + 4.03R? | H(R)=2.01—4R +2.33R?

H(R) =2.01-3.02R + 2R?

u=1 | H(R)=2.01-3R+2.01R? H(R)=1.53 - R + 0.33R?

H(R) =2 - 2.03R + 0.67R?

1=10 | H(R)=2.92-4.01R +153R? | H(R)=2.91-4.02R +1.53R?

H(R)=2.41- 2.02R + 0.11R?

Tab. 5.2. Optymalny ksztalt tarczy dla n=3 i m =2 oraz trzech ré6znych warto$ci parametru

Q1 u.

Optymalne profile dla tarcz parabolicznych przedstawiono rowniez na rysunku 5.7.

A) ©=04

B) ©=08

oo

Rys. 5.7. Optymalne ksztatty dla tarcz parabolicznych.
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Dla mniejszych wartosci parametrow u, kiedy udzial masy wiasnej tarczy w stosunku do

masy przytozonej na brzegu zewng¢trznym jest niemalze zaniedbany, zaobserwowano wzrost
grubos$ci na zewnetrznej krawedzi. Optymalne profile w klasie funkcji parabolicznych
Charakteryzuje wowczas wystepowanie minimum funkcji wewnagtrz szeroko$ci dysku.
Zwigkszona grubo$¢ na zewngtrznej krawedzi dziala jako swego rodzaju wzmocnienie
utrudniajgce rozszerzanie si¢ tarczy i dzigki temu czas do zniszczenia moze by¢ dluzszy. W
przypadku wyzszych wartosci parametrow © Kkiedy to odksztalcenia geometryczne tarczy
zwigkszajg si¢, obserwowany efekt wzmocnienia brzegu zewnetrznego jest mniejszy.

Czas zniszczenia mieszanego dla optymalnych profili parabolicznych w funkcji parametréw

u 1 ® przedstawiono narys. 5.8.

Rys.5.8. Czas do zniszczenia mieszanego optymalnych profili tarcz parabolicznych w funkcji
parametrow g 1 © .

Najdtuzszy czas pracy przy zniszczeniu mieszanym dla tarcz optymalnych obserwuje si¢ W
przypadku wyzszych wartosci parametrow © , Kiedy i nizszych warto$ci parametréw u
(masa wtasna tarczy prawie zaniedbana). Wraz ze wzrostem parametru x, dla wszystkich

rodzajéw materiatdw z uwagi na typ zniszczenia czas pracy tarczy do zniszczenia mieszanego

maleje.
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Dla przykladu, proces pelzania tarczy, dla poczatkowej optymalnej geometrii opisanej

rownaniem: H(R)=2-3R+2R? jest pokazany narys. 5.9.

A) B)

Rys. 5.9. Proces petzania tarczy dla £ =01, n=3, m=2,0® =3.

Na rysunku 5.9. zostaly przedstawione ,,przekroje czasowe” optymalnego profilu tarczy
(rys. 5.9. A)) oraz funkcji ciagglosci (rys. 5.8. B)) przy zadanych parametrach: p=0.1,
n=3, m=2, ®=3. Zaobserwowano, iz pomimo wzmocnienia brzegu zewnetrznego
tarczy, kryterium zniszczenia materialu natozone na funkcje cigglosci W jest speinione
doktadnie na brzegu zewnetrznym tarczy, natomiast wartosci funkcji cigglosci ¥ wewnatrz
tarczy sa do$¢ duze i ciagle dalekie od wartosci przyjetej za kryterium zniszczenia. Efekt ten
jest spowodowany ograniczeniem natozonym na poczatkowe profile tarcz, ktore maja si¢

zawiera¢ w klasie funkcji parabolicznych.
5.2.3. Korekta ksztaltu réwnomiernej wytrzymalo$ci poczatkowej

Nalezato oczekiwaé, iz tarcze roOwnomiernej wytrzymatosci poczatkowej, w ktorej
napregzenia promieniowe i obwodowe sg sobie rowne i niezalezne od promienia beda bliskie
profilom optymalnym z uwagi na czas zniszczenia mieszanego.

Dla materialu jednorodnego w tarczy rownomiernej wytrzymatosci poczatkowej naprezenia
promieniowe i obwodowe beda w chwili t =0 takie same:

X, =Xg=2=const(R), (5.60)
natomiast naprezenie skierowane prostopadle do powierzchni $rodkowej tarczy jest

przyjmowane przez caty czas trwania procesu petzania za rowne zero (o, =0).
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Z warunku rownowagi wewnetrznej dla nieodksztalconej tarczy:

%%(H zr)+¥+sr(R,R)=o, (5.61)

w ktorym B, oznacza poczatkowa warto§¢ promieniowej sity masowej, po wykorzystaniu

(5.60), wyznaczono profil tarczy, zapewniajacy rOwnomierng wytrzymatos¢:
H(R)=Cexp[—%jB(R,R)dR] (5.62)
Statg catkowania wyznaczono z warunku brzegowego:
H(Ro) = Ho. (5.63)
gdzie Hp oznacza grubo$¢ tarczy na promieniu zewnetrznym Ry, zalezng od wielkosci sity

promieniowej na obwodzie zewn¢trznym:

N, (R
0= Nr (Ro). (5.64)
2 RO z
Po wykorzystaniu tego warunku brzegowego otrzymano ostatecznie rOwnanie postaci:
1 R
H(R)=Hgexp S [B(p,p)dp |, (5.65)
Ro

przy czym p jest formalna zmienng catkowania.

Ksztalt tarczy réwnomiernej wytrzymatosci wyrazony w wielkoSciach bezwymiarowych
opisuje rownanie:

H,, (Iﬁ): %exp[% (1— IQZ)} , (5.66)

gdzie: 3 - wartosé naprezenia poczatkowego zalezy od objetosci materiatu, co daje:

&M
5= i (5.67)

Taka tarcza bylaby optymalna z uwagi na czas zniszczenia kruchego. Przy zniszczeniu
mieszanym tak na ogot nie bedzie.

Na ten ksztalt zostanie zatem nalozona poprawka przyjeta tutaj w postaci funkcji trzeciego
stopnia z pomini¢ciem wyrazu liniowego:

Her = Po + P,R” + p,R?, (5.68)
tak aby pochodna grubosci tarczy w $rodku, podobnie jak dla tarczy réwnomiernej

wytrzymatos$ci, byta rowna zeru.
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Poprawka ta nie moze zmieni¢ objetosci tarczy, co pozwala z warunku ustalonej objgtosci

wyrazi¢ jeden ze wspotczynnikéw rownania (5.68) przez dwa pozostate:

Ps =—§ po—Epz,
2 4
ktore beda traktowane jako parametry swobodne.
Wartos$ci tych parametrow wyznaczajg poczatkowy profil tarczy:
AR)=H,.(R)+ Ko (R),

ktoéry nastepnie zostanie wprowadzony do uktadu rownan 5.46.

(5.69)

(5.70)

Obliczenia numeryczne zostaly przeprowadzone dla parametrow: x4 =0.1, ® =3, oraz

wyktadnikow: w prawie Nortona n =3, w prawie Kachanova m = 2. Metodg przeszukiwania

ustalono optymalne warto$ci parametrow dla funkcji opisujacej poprawke natozong na ksztatt

roOwnomiernej wytrzymatosci poczatkowej tarczy:

Heor = —0.6—0.08R? +1.6R3.

(5.71)

Optymalne profile tarcz uzyskane w wyniku korekty ksztattu rdwnomiernej wytrzymatosci

poczatkowej optymalizacji jedno- i dwuparametrycznej, umieszczone na 0si czasu w punktach

odpowiadajacych odpowiednio uzyskanej wartosci czasu pracy do zniszczenia mieszanego

przedstawiono na rys. 5.10.

1,67

1,17

Rys. 5.10. Optymalne profile tarcz uzyskane w wyniku korekty ksztattu rownomiernej wytrzymatosci

poczatkowej, optymalizacji jedno- i dwuparametrycznej w funkcji czasu.

Zgodnie z oczekiwaniami, skorygowany profil rownomiernej wytrzymatosci zapewnia

najdtuzszy czas do zniszczenia mieszanego. Wprowadzenie optymalizacji dwuparametrycznej
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w stosunku do jednoparametrycznej zwicksza czas pracy tarczy o ok. 14%, natomiast dla
skorygowanego profilu rownomiernej wytrzymalosci réznica ta wynosi ok. 70 %.

Analizujgc otrzymane wyniki obserwuje si¢ analogi¢ otrzymanych rozwigzan z wynikami
pracy Szuwalskiego [86, 83], dotyczacej poszukiwania optymalnych ksztattow tarcz pelnych
z uwagi na czas zniszczenia ciggliwego. Otrzymane rozwigzania roéwniez w pracach
Szuwalskiego wskazuja, ze przy znacznym udziale masy wlasnej tarczy (duze warto$ci
parametru g ) tarcza plaska jest bardzo niekorzystnym rozwigzaniem konstrukcyjnym.
Zmiana klasy funkcji przy optymalizacji parametrycznej] w podobny sposéb prowadzita do
poprawy uzyskanych wynikéw. Dla tarcz pelnych z uwagi na czas zniszczenia ciaggliwego
zaobserwowano, ze wzmocnienie brzegu zewnetrznego poprzez zwigkszenie grubosci

wydhuza czas do zniszczenia, analogiczne wyniki uzyskano przy zniszczeniu mieszanym.
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6. Optymalne ksztaltowanie tarcz
pierscieniowych z uwagi na czas

Zniszczenia mieszanego

6.1. Model matematyczny pelzania tarczy pierscieniowej z uwzglednieniem

zniszczenia mieszanego

Kolejnym rozwazanym problemem jest dobor optymalnego profilu dla wirujacych tarcz
pierscieniowych z uwagi na czas zniszczenia mieszanego. Wybrane zagadnienia optymalnego
ksztattowania wirujacych tarcz pier§cieniowych zostaly omoéwione w pracach Farshi i1

Bidabadi [23, 22], Ahmet i Eraslan [1, 3], Gunneskova [34] oraz Reddy i Srinath [75].

rigid shaft :

creeping disk

Rys. 6. 1. Model wirujacej tarczy pierscieniowe;.
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Analityczne rozwigzanie dla spr¢zysto-plastycznych tarcz wirujacych pierscieniowych
otrzymali Cgallioglu, Topcu i Tarakcilar [12] i Gun [33]. Proces pelzania wirujacej ze stata
predkoscig tarczy pierscieniowej, ktorej model zostal przedstawiony na rys. 6.1, z
uwzglednieniem zniszczenia mieszanego [97] opisuje ten sam zestaw rownan rozniczkowych
czastkowych co dla tarcz pelnych, podany w formie (5.46):

A r . A an A
Oy :?(O'r _0-.9)_2'rr’ﬂ_ﬁo-r

~r

662 (6, —&g)rf—&; [(n —1)(56r69 - 267 - 2&5)— 26¢ ]

6l = (6.1)
(N-D(264 - 6,)% +46¢
de f =
A2 2 A oA )* A A
———(a +03—-6,6g9)2 (269 -0
& 2.n r 9 rog ( i) r)
=t
rr
ov_ -1 [6e ]
of (m+1)e| ¥ |
W réwnaniach dla tarcz pier§cieniowych wykorzystano dodatkowo parametr:
A
=, 6.2
B=3 (6.2)
gdzie: B jest stosunkiem poczatkowego promienia wewngtrznego do zewnetrznego.
Pojawiajaca si¢ w bezwymiarowych roéwnaniach wielkos¢:
-V
n=ro= (6.3)

M

jest stosunkiem masy krazka do masy roztozonej na zewngtrznym promieniu.
Kryterium zniszczenia oraz kryterium optymalizacji dla tarczy pierScieniowej przyjeto w tej

samej formie co dla tarcz pelnych:

EIR:(Re<0,|>/\‘Pe<1,0>/\‘P(O')(t(m) —0), (6.4)

@HR)ef) t™ ax | (6.5)

V =const.
gdzie funkcja f:R—>R , R—>by+bR+ b2R2 +..+ ban , dla wszystkich argumentéw
Re <A, B> , gdzie neNc {0} (n jest nieujemnag liczba catkowitg), bj e R sg statymi
wspotczynnikami, gdzie 1 =0,1,2,...,n,ib, #0.
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Zniszczenie mieszane bedzie nadal definiowane, zgodnie z teorig zniszczenia mieszanego
Kachanova, jako zmniejszenie si¢ wartosci funkcji ciagtosci W w co najmniej jednym miejscu
tarczy do zera.

W ostatnim z uktadu réwnan (6.1) wystepuje funkcja H (R), okreslajaca pierwotny profil
tarczy. Znajomos$¢ tej funkcji jest konieczna do rozwigzania uktadu (6.1). Poniewaz problem
optymalizacji sprowadza si¢ wlasnie do znalezienia tej funkcji, zdecydowano si¢ na
optymalizacje parametryczng. Poczatkowy ksztalt tarczy jest zdefiniowany w klasie funkcji
wielomianowych. Najlepszych rozwigzan poszukiwano wsrdd tarcz stozkowych (funkcja

liniowa) oraz parabolicznych (funkcja drugiego stopnia).
6.2. Wplyw warunkow brzegowych

Proces pelzania wirujacej tarczy pierscieniowej rozwazano dla trzech r6znych warunkoéw
brzegowych na brzegu wewn¢trznym tarczy. We wszystkich trzech przypadkach warunki

poczatkowe wygladaja jednakowo:
f(RO)=R; h(R0)=H(R). (6.6)

6.2.1. Tarcza utwierdzona na sztywnym wale

Jako pierwsza analizowana bedzie tarcza utwierdzona na sztywnym wale w sposob
uniemozliwiajacy w tym miejscu nie tylko przemieszczenia promieniowe, ale rowniez zmiang
grubosci (np. potaczenie spawane). Warunki brzegowe na promieniu wewngtrznym mozna
wtedy zapisac:

h(s,f)=H(B0); P(B.1)=2 (6.7)

Poniewaz w trakcie obliczen musi by¢ okreslony rozklad naprezen w tarczy, warunek
brzegowy na wewnetrznej krawedzi zapisano w postaci:

f(p.f)=0, (6.8)

Wykorzystujac trzecie rownanie uktadu (6.1) otrzymano zalezno$¢ pomigdzy naprezeniami na

promieniu wewnetrznym A:

&v (8,8)=269(5,). (6.9)

Wykorzystujac warunek przyjety na brzegu zewnetrznym tarczy, wynikajacy z zalozenia, ze

obcigzenie na brzegu zewnetrznym wirujacej tarczy jest wynikiem zamocowania
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na tym brzegu rownomiernie roztozonej statej masy M :

Ma)2
27M(B) ’

or(b)= p= (6.10)

poprzez wprowadzenie wielko$ci bezwymiarowych do powyzszego réwnania, otrzymano

warunek na zewnetrznym promieniu tarczy w nastepujacej postaci:

A 1
(L t) == . 6.11
or(Lt) AL (6.11)

W celu okreslenia, w jakim zakresie wartosci parametru ©® , ktory jest tutaj definiowany w
identyczny sposob jak dla tarcz petnych (5.48), ma on istotny wplyw na rozwigzanie. Badano

wplyw tego parametru na czas zniszczenia mieszanego przyktadowej tarczy pierScieniowej

opisanej rownaniem: H(R)=0.8— R+ 2.1R?. Wyniki przedstawiono narys. 6.2.

—_ >

®

Rys. 6.2. Wptyw parametru ® na czas zniszczenia tarczy utwierdzonej na sztywnym wale.

Wraz ze wzrostem parametru ®, czas do zniszczenia tarczy utwierdzonej na sztywnym wale
ro$nie, az do momentu, w ktorym warto$¢ parametru ® osigga warto$¢ bliskag 11. Wowczas
wplyw zniszczenia kruchego w stosunku do zniszczenia ciaggliwego staje si¢ na tyle maty, ze
zniszczenie materialu nastepuje na skutek zmian geometrycznych elementu i czas do
zniszczenia mieszanego dla ® >11, staje si¢ rowny czasowi do zniszczenia ciggliwego. Do
obliczen numerycznych przyjeto trzy wartos$ci parametru: ® =04, ® =3 i ® =10.

Optymalne profile tarcz pierScieniowych dla optymalizacji jednoparametrycznej

przedstawiono narys. 6.3 dla #=0.1, g =0.5 i trzech wybranych wartosci parametru © .
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Przeprowadzona analiza numeryczna problemu wykazata brak wpltywu parametru ® na
optymalny profil tarczy. Dla trzech rozpatrywanych wartosci parametru © optymalne

ksztalty tarcz opisane s3 tym samym réwnaniem:
H(R)=1.7-0.47R (6.12)

Rozwigzanie takie podyktowane jest przyjeta wartoScig parametru S =0.5 (Stosunkowo

waska tarcza), promien zewnetrznym jest dwa razy wiekszy od wewngtrznego.

ST

1-

A
H 0.754
0.50

0.254
'-I&I.__7 I K.,_
030607080911 2 5 4 567 8910
g o
R

Rys. 6.3. Optymalne ksztatty tarcz stozkowych utwierdzonych na sztywnym wale, S =0.5,
u=0.1.
Dla parametru u = 0.1 (masa wlasna tarczy jest stosunkowo mata w poréwnaniu z masg

przytozong na jej zewnetrznym brzegu), ksztalty optymalne tarcz stozkowych charakteryzuje
przesunigcie czgsci masy tarczy ku jej brzegowi wewnetrznemu.

W celu zbadania wptywu parametru ® na optymalny profil tarczy, przeprowadzono
dodatkowg analizg, dla tarcz znacznie szerszych, przyjmujac parametr f =0.1 (promien
zewnetrzny 10 razy wigkszy od wewngtrznego). Rdwnania opisujace optymalne ksztalty tarcz

dla trzech wartosci parametru ® =0.4, ®=0.8, ® =3, przedstawiono w tabeli nr 6.1.

©=04 ®=08 ®=10

#=01| H(R)=1.21-0.28R H(R) =1.29-0.43R H(R)=1.5-0.73R

Tab. 6.1. Optymalny ksztatt tarczy dla n=6 i m=2 oraz trzech r6znych wartosci parametru © .
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Optymalne profile tarcz stozkowych dla f=0.1 i w=0.1 przedstawiono dodatkowo na

rysunku 6.4.

1.57

>

0.5

O~
0.1

A
R

Rys. 6.4. Optymalne ksztalty tarcz stozkowych utwierdzonych na sztywnym wale, £ =0.1,
u=0.1.

Dla ®=0.4 optymalnym profilem w klasie tarcz stozkowych staje si¢ tarcza niemal plaska.
Dla wyzszych warto$ci parametru ® , zmieniajacy si¢ wraz z nim kat nachylenia optymalnego
profilu tarczy, doprowadza do przesunigcia masy tarczy w kierunku brzegu wewngtrznego.

Oczekiwano, ze powyzsze wyniki mozna poprawi¢ poszerzajac klas¢ funkcji I-](IQ), w
ktorej poszukuje si¢ rozwigzan optymalnych. W nastepnym kroku zastosowano optymalizacj¢
dwuparametryczng. Wykorzystano opisang wczesniej procedur¢ poszukiwania maximum
maximorum (rys.4.8). Rownania opisujace optymalne profile tarcz dla trzech warto$ci

parametru ® przedstawiono w tabeli nr 6.2.

0=04 0=3 ®=10

1=0.1| H(R)=359-7.01R+5.09R? | H(R)=3.51-5R + 2.76R* | H(R)=3.09 - 4.01R + 2.15R?

Tab. 6.2. Optymalny ksztalt tarczy dla n=6, m=2, £ =0.5 oraz trzech réznych warto$ci
parametru © .
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Optymalne ksztalty dla tarcz parabolicznych przedstawiono na rys. 6.5.

0506 07 o8 5 — 10

25 5 75
R e

Rys. 6.5. Optymalne ksztalty tarcz parabolicznych utwierdzonych na sztywnym, S =0.5, ¢ =0.1.

Dla ®=0.4 optymalny ksztalt tarczy charakteryzuje duze wzmocnienie brzegu

zewnetrznemu, ktorego brak przy wyzszych wartosciach parametru: ® =3 i © =10.

A) B)
1.6—<
1.4+ T
1.2 ™~
N I
h \
0.8+
0.6 :
0.4 /
O [ T — O ———
Oglm\h\,,ﬁ.’-——r"'k 0-50-60-70.809 1 10 15
. ? 09 12 5 ? 10 A . 1.1 1.2 0 5 ?
r

Rys. 6.6. ,,Przekroje czasowe” optymalnego profilu tarczy oraz funkcji ciggtosci, f=0.5,
u=01i0=3.
Rys. 6.6. przedstawia dla parametru ® =3 ,,przekroje czasowe” optymalnego profilu tarczy
pier§cieniowej (rys. 6.6. A)) oraz funkcji cigglosci (rys. 6.6. B)). Kryterium zniszczenia
materiatu przyjete w formie zmniejszania si¢ do zera wartosci funkcje ciaglosci Ww co
najmniej w jednym punkcie weztowym, jest spelnione wewnatrz tarczy, natomiast wartosci

funkcji ciggltosci W na brzegach tarczy sa dos¢ duze i ciggle dalekie od wartosci przyjetej za

70



kryterium zniszczenia. Efekt ten jest spowodowany ograniczeniem natozonym na poczatkowe

profile tarcz, ktore maja si¢ zawiera¢ w klasie funkcji parabolicznych.

Przez analogi¢ do problemu tarcz pelnych oczekiwano, iz profile tarcz zadane w klasie
funkcji wielomianowych nie bgda tarczami optymalnymi z uwagi na czas zniszczenia
mieszanego.

Podjeto probe uzyskania lepszego rozwigzania przez modyfikacje¢ profilu tarczy, ktory w
rozdziale 5.5 zostat wyprowadzony jako ksztatt rownomiernej wytrzymatosci poczatkowej dla
tarczy pelne;j.

Ksztalt tarczy rownomiernej wytrzymatosci dla tarczy pelnej zostat juz wezesniej okreslony
réwnaniem:

ﬁus(ﬁ):%exp[g(l— FEZ)} , (6.13)

gdzie: 3 - warto$é naprezenia poczatkowego zalezy od objetosci materiatu, co daje:

P (6.14)

Na ten ksztalt, przeniesiony na przypadek tarcz pier§cieniowych, zostanie natozona poprawka
przyjeta tutaj w postaci funkcji trzeciego stopnia z pomini¢ciem wyrazu liniowego:
|:|cor = po+p2§2+ paﬁe’- (6.15)
Poczatkowy profil tarczy opisany jest wigc rOwnaniem:

AR)= L R) A R). 6.16)
Obliczenia numeryczne zostaly przeprowadzone analogicznie jak w przypadku tarcz petnych,
dla ustalonych parametrow: #=0.1, ® =3, oraz wyktadnikow: w prawie Nortona n=6, w
prawie Kachanova m = 2.
Optymalne warto$ci parametréw opisujacych rownanie, przyjete w formie korekty natozonej

na tarczg¢ ksztalt tarczy rownomiernej wytrzymatosci, przyjmujg wartosci:
Heor = —0.3—0.04R? +9.47R3. (6.17)

Optymalny profil skorygowanego ksztaltu réwnomiernej wytrzymato$ci poczatkowej w
porownaniu z profilami optymalnymi uzyskanymi z optymalizacji parametrycznej
przedstawiono na rys. 6.7.
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Rys. 6.7. Optymalny profil ksztaltu rownomiernej wytrzymatosci poczatkowej w poréwnaniu z
profilami optymalnymi uzyskanymi z optymalizacji jedno- i dwuparametrycznej w funkcji czasu.

Skorygowany profil rownomiernej wytrzymatosci zapewnia najdtuzszy czas do zniszczenia
mieszanego tarczy. Charakteryzuje si¢ on znacznym wzmocnieniem $rodkowej 1 zewngtrznej
czesci tarczy, co wydaje si¢ by¢ bardzo uzasadnione majac na uwadze profile czasowe funkcji

cigglosci przedstawione na rys. 6.6.

6.2.2. Tarcza osadzona na sztywnym wale z mozliwoscia zmiany grubosci na brzegu

wewnetrznym

Rozpatrzona bedzie tarcza osadzona na sztywnym wale w sposob uniemozliwiajacy
przemieszczanie promieniowe, natomiast dopuszczajacy mozliwo$¢ zmiany grubosci w tym
miejscu (np. potaczenie wielowpustowe).

Warunek brzegowy na wewngtrznym promieniu moze by¢ zapisany w postaci:
F(B.6) =2, (6.18)

co prowadzi do zalezno$ci pomig¢dzy naprezeniami na wewngetrznym brzegu tarczy:

6¢(8.f)=264(5.1). (6.19)

Natomiast warunek na zewnetrznym promieniu tarczy, wynikajacy z zamocowania na tym

brzegu stalej masy M przyjmuje, jak w poprzednim przypadku postac:

6 (LE)=——. (6.20)
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Zbadano wplyw parametru ® na czas zycia przykladowej tarczy pierscieniowej, opisanej
rownaniem: H(R)=0.8—R + 2.1R? , osadzonej na sztywnym wale z mozliwos$cig zmiany

grubosci na brzegu wewnetrznym. Wyniki przedstawiono na rys. 6.8.

— >

®

Rys. 6.8. Wplyw parametru ® na czas zniszczenia tarczy osadzonej na sztywnym wale z mozliwoscig
zmiany grubos$ci na brzegu wewnetrznym.

Na podstawie uzyskanych wynikow do obliczen numerycznych przyjeto trzy wartosci
parametru: ®=04, ©=3 i ©=10. Dla zdefiniowanych warunkéw poczatkowych
optymalne profile dla tarcz stozkowych przedstawiono na rys. 6.9, dla trzech réznych
warto$ci parametru © .

Stwierdzono, podobnie jak w przypadku tarcz utwierdzonych na sztywnym wale brak wptywu
parametru ® na optymalny profil tarcz stozkowych. Dla trzech rozpatrywanych wartosci

parametru ® optymalne ksztalty tarcz opisane sg tym samym rownaniem:

H(R) =1.87-0.74R. (6.21)
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Rys. 6.9. Optymalne ksztalty tarcz stozkowych osadzonych na sztywnym wale z mozliwoscig zmiany
grubosci na brzegu wewnetrznym, =05, 4 =0.1.

W przypadku tarcz waskich optymalne ksztalty tarcz stozkowych charakteryzuja si¢ natomiast
wiekszym, niz w przypadku tarcz utwierdzonych na sztywnym wale, przesuni¢gciem masy

tarczy w kierunku brzegu wewnetrznego, przy zadanych statych parametrach f=0.5 i

u=0.1.

W celu uzyskania lepszych wynikow zastosowano dalej optymalizacj¢ dwuparametryczna.
Optymalnych rozwigzan poszukiwano stosujac procedur¢ poszukiwania maximum maximorum
(rys. 4.8). W tabeli nr 6.3. przedstawiono réwnania opisujace optymalne profile tarcz
parabolicznych.

®=04 ®=3 0 =10

1=0.1| H(R)=351-6.02R+4.01R? | H(R)=4.39 -8R +5.05R* | H(R) =3.51-5.02R + 2.76R?

Tab. 6.3. Optymalny ksztalt tarczy dla n=6, m=2, £ =0.5 oraz trzech réznych wartosci
parametru © .

74




Optymalne profile dla tarcz parabolicznych przedstawiono na rys. 6.10.

1.50“\ 1
1.257 |
A 17
H
0.75-
0.50—
0.257
A © 09 10 2 4
R 2]

Rys. 6.10. Optymalne ksztalty tarcz parabolicznych osadzonych na sztywnym z mozliwo$cig zmiany
grubosci na brzegu wewnetrznym, =05, 4 =0.1.

Dla ®=0.4 oraz ©® =3 optymalne ksztalty tarczy charakteryzuje wzmocnienie brzegu

zewnetrznego, ktorego brak dla ® =10.

A) B)
1.5 \—/ 1_0_-<:>
0.8
h e

0.6
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0.5 0.4~ /—\
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0 Ry e M e ry
0.50.7 g, T 11 T 05 ' 07 e 1.21.4
A A

L1 0.2 OI.6 Al 1.4 09 1.1 04 0.8/\
r t A A

Rys. 6.11. ,,Przekroje czasowe” optymalnego profilu tarczy oraz funkcji ciggtosci, =05, £ =0.1,
®=3.
Powyzszy rysunek przedstawia dla parametru ® =3 ,przekroje czasowe” optymalnego
profilu tarczy pierScieniowej (rys. 6.11. A)) oraz funkcji cigglosci (rys. 6.11. B)). Zmiany
geometryczne profilu w trakcie procesu petzania, przy zadanych parametrach nie sga znaczace.
Z uwagi na niewielkg szeroko$¢ tarczy zmiana grubo$ci w miejscu utwierdzenia, chociaz
dopuszczona nie jest zbyt wielka. Bezzwlocznie nastgpuje rozwdj uszkodzen, prowadzacy do

Zniszczenia materiatu.
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6.2.3. Tarcza ze swobodnym brzegiem wewne¢trznym

Warunek brzegowy na wewnetrznym promieniu tym razem bedzie zapisany w postaci:
6¢(8.f)=0, (6.22)
za$ na zewnetrznym promieniu przyjmuje znang postac:
6 (LE)=——. (6.23)

W celu ustalenia zakresu zmian parametru ® na czas zniszczenia tarczy, zbadano wpltyw

tego parametru na czas zycia przykltadowej tarczy, ze swobodnym brzegiem wewnetrznym,

opisanej réwnaniem: H (R) = 0.8— R +2.1R%. Wyniki przedstawiono na rys. 6.12.

0,05

O L ‘I : T T T
0 02 04 06 08 1

®

Rys. 6.12. Wplyw parametru ® na czas zniszczenia tarczy ze swobodnym brzegiem
wewnetrznym.

Zakres zmian parametru ® w przypadku tarcz swobodnych, w poréwnaniu do tarcz
utwierdzonych na sztywnym wale lub tarcz ze zwolniong grubos$cig na brzegu wewnetrznym,
jest znaczaco rozny. Juz przy wartosci ® =0.5 czas zniszczenia tarczy swobodnej osiaga
warto$¢ czasu zniszczenia ciggliwego. W nastgpstwie przeprowadzonej analizy do obliczen
numerycznych przyjeto trzy rézne wartosci parametru: ® =0.1, ®=0.2 i ®=0.3. Dla
zdefiniowanych warunkéw poczatkowych optymalne profile dla tarcz stozkowych

przedstawiono na rys. 6.13, dla trzech r6znych wartosci parametru © .
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Rys. 6.13. Optymalne ksztalty stozkowych tarcz swobodnych, f=0.5, x#=0.1.

Przeprowadzona analiza wynikéw numerycznych wykazata brak wptywu parametru ® na

optymalny profil tarczy w przypadku tarcz waskich (£ =0.5). Optymalny ksztalt tarczy

opisany jest rownaniem:
H(R) = 3.99 - 2.66R. (6.24)

Optymalne ksztalty swobodnych tarcz stozkowych charakteryzuja si¢ jeszcze wigkszym, niz
w przypadku tarcz utwierdzonych na sztywnym wale, czy tarcz ze zwolniong gruboscia na
brzegu, wewnetrznym przesuni¢ciem masy ku brzegowi wewnetrznemu tarczy, co wptywa na
zmniejszenie sit masowych na zewngtrznym brzegu tarczy.

Wpltyw parametru ® na ksztalt optymalny staje si¢ znaczacy w przypadku optymalizacji
dwuparametrycznej. Po zastosowaniu procedury ,maximum maximorum” ustalono
optymalne profile tarcz. Tabela nr 6.4. przedstawia roéwnania opisujace optymalne profile

tarcz parabolicznych.

0=01 ©=02 ®=03

1=0.1| H(R) =359 -6.01R +3.84R* | H(R)=4.00-5.01R +1.79R? | H(R) =4.3-5.02R +1.48R?

Tab. 6.4. Optymalny ksztalt tarczy dla n=6 i m=2 oraz trzech réoznych wartosci parametru © .
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Optymalne ksztalty tarcz parabolicznych przedstawiono na rysunku 6.14.

2_<:” .
N %
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Rys. 6.14. Optymalne ksztalty swobodnych tarcz parabolicznych, f=0.5, 4#=0.1.
Wzmocnienie brzegu zewngtrznego wykazuja tarcze przy ® =0.1. Dla ® =0.2 oraz ® =0.3

optymalne ksztalty charakteryzuja si¢ zmniejszaniem grubosci tarczy ku zewnetrznemu

promieniowi.
A) B)
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X ¥
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Rys. 6.15. ,,Przekroje czasowe” optymalnego profilu tarczy oraz funkcji ciggtosci, ® =0.2,
$=05, u=01.

Rysunek 6.15. przedstawia dla parametru ® =0.2 ,przekroje czasowe” optymalnego
profilu swobodnej tarczy pierscieniowej (rys. 6.15. A)) oraz funkcji ciggtosci (rys. 6.15. B)).
Z uwagi na przyjete warunki brzegowe, zmiany geometryczne profilu tarczy dotycza rowniez
promienia wewnetrznego, ktory ulega przesunigciu. Czasowe przekroje funkcji ciaglosci
wskazuja, ze zniszczenie tarczy nastepuje na wewnetrznym jej brzegu, pomimo wyraznego

wzmocnienia w tym miejscul.
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7. Optymalne ksztaltowanie tarcz
pierscieniowych z uwagi na czas

Zzniszczenia ciagliwego

7.1. Model matematyczny pelzania tarczy pierscieniowej z uwzglednieniem

zniszczenia ciagliwego

W dotychczasowych rozwazaniach wyniki jako$ciowe otrzymane zarowno dla pretow jak i
tarcz petnych byly poréwnywane z wynikami optymalnego ksztattowania wymienionych
elementow konstrukcyjnych z uwagi na czas zniszczenia ciggliwego. W przeprowadzonych
badaniach literaturowych brak jest wynikow dotyczacych optymalnego ksztattowania tarcz
pier§cieniowych z uwagi na czas zniszczenia ciggliwego [36, 37, 40, 41, 42, 57, 76]. Z tego
wzgledu w pracy podjeto dodatkowo ten problem [99]. Podobny problem wplywu warunkoéw
brzegowych na optymalne ksztalty analizowal w swoich pracach Pedersen [64, 65]. Ten sam
autor zajmowatl si¢ roOwniez optymalizacja drgan ptyt [67], oraz optymalizacja ksztaltu z

uwagi na minimalng koncentracje naprezen [68].
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Zniszczenie ciggliwe, charakteryzujace si¢ znacznym przewezeniem rozcigganej probki,
jest poprzedzone duzymi odksztatceniami, co zmusza do rezygnacji z zasady zesztywnienia
[61]. Analizowano element tarczy juz odksztalconej, przy czym parametry zwigzane ze
stanem poczatkowym tarczy bedg oznaczane duzymi literami, a ich biezgce wartosci-matymi.
Opis prowadzony bedzie we wspolrzgdnych materialnych Lagrange’a, przy czym wszystkie
wielkosci beda funkcja dwoch zmiennych, promienia R i czasu t. Deformacja tarczy w
czasie procesu pelzania opisana bedzie przez zalezno$¢ wspotrzednej przestrzennej od

materialnej r(R). Wielko$ci bezwymiarowe wprowadzono do rownan opisujacych proces
petzania analogicznie jak w przypadku tarcz pelnych z uwagi na czas zniszczenia mieszanego.
Ostatecznie, proces pelzania tarczy z uwagi na czas zniszczenia ciggliwego opisuje ten sam
zestaw rownan rozniczkowych czastkowych co dla tarcz pelnych z uwagi na czas zniszczenia
mieszanego podany w formie (5.46), z wytaczeniem roéwnania pigtego roOwnania ewolucji:

f.‘l ﬁ'
or =—(6¢ _6-3)_2'ff’ﬂ_ﬁ6'r
r

YN X a . . .
662 (6, — 03)? -6y [(n —1)(5c7r0'3 —262 -265 )— 2092]
G = (7.2)
’ (N—1)(264 —6,)? + 462

Kryterium zniszczenia dla tarczy pier§cieniowej przyjeto zgodnie z teorig Hoffa w postaci:
R:Re(ABANRED)>0), (7.2)

1 zwigzane ono bedzie ze zmniejszeniem wymiarOw poprzecznych przynajmniej w jednym
miejscu do zera. Bedzie to zatem odpowiadato jednoczesnemu zmierzaniu do nieskonczonos$ci
najwigkszego z odksztatcen. Definicja zniszczenia wg Hoffa - zmniejszenie przekroju
poprzecznego do zera, moze powodowac pewne watpliwosci. Wykazano jednak, ze wyniki
analiz przeprowadzonych w oparciu o teori¢ Hoffa sa w dobrej zgodnos$ci z danymi

doswiadczalnymi (Golub i Teteruk [29, 28], Golub, Romanov, Romanova [30] i Mentl [56]).
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Kryterium optymalizacji sformulowano nast¢pujaco, dla zadanej, ustalonej objgtosci
konstrukcji V 1 poczatkowych wartosciach promieni A 1 B, ktora jest ograniczeniem,
poszukiwano takiego pierwotnego ksztattu, ktory przy ustalonych parametrach obcigzenia

zagwarantuje najdluzszy mozliwy czas pracy do chwili zniszczenia ciggliwego:

@HER)ef) t©

* V =const. max, (7.3)

gdzie funkcja f:R—>R, R—>by +b R+ b2R2 +..+byR", dla wszystkich argumentow
Re(AB), gdzie neNc{0} (n jest nieujemng liczba catkowita), bj €R sa stalymi
wspolczynnikami, gdzie i =0,1, 2,...,n,ib, #0.

Analogicznie, najlepszych rozwigzan poszukiwano ws$réd tarcz stozkowych [88],
(optymalizacja jednoparametryczna):

H (R;ug,U;) = Ug +UusR. (7.4)

W podobny sposéb jak przy zniszczeniu mieszanym, wprowadzono optymalizacje

dwuparametryczng:
H(R:bg,by,by) =bg + by R +byR? (7.5)

W procesie optymalizacji, poszukiwano takich wartoéci parametru by i by, dla ktorych czas
zniszczenia ciagliwego bedzie najdluzszy [94].

Obliczenia numeryczne byto przeprowadzone zgodnie z algorytmem [95] przedstawionym na
rys. 7.1. Dla zadanej poczatkowej geometrii tarczy H(R), na podstawie dwoch pierwszych

réwnaé uktadu (7.1.) zostaje wyznaczony rozklad naprezen w tarczy metodg Runge — Kutty

IV rzedu, w taki sposéb aby petniony zostat warunek brzegowy na jej brzegu zewngtrznym.
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Rys.7.1. Algorytm numeryczny.
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Dla znanego rozktadu napr¢zen, doliczane sg zmiany geometrii tarczy. Trzecie rownanie
uktadu (7.1.) calkowane jest wzgl¢dem czasu, ze zmiennym krokiem czasowym, metoda
Eulera. W ten sposob obliczany jest przyrost wartosci promienia W poszczegolnych weztach
tarczy. Korzystajac z rownania czwartego uktadu réwnan (7.1.) doliczane sg zmiany grubosci
tarczy w zadanych weztach. Powtarzanie tych obliczen, az do momentu, kiedy przyjete
Kryterium zniszczenia zostanie spelnione, pozwala okresli¢ czas do zniszczenia ciagliwego
tarczy pierscieniowej.

Konsekwentnie, tej samej wartosci parametru by, przypisuje si¢ nieco zmieniona warto$¢
parametru by, pelny cykl obliczen jest powtarzany i czas zniszczenia ciagliwego dla nastegpne;j
geometrii poczatkowej zostaje wyznaczony, az do momentu w ktérym zostang dobrane takie
warto$ci parametrow by 1 by, ktore zapewnia najdtuzszy czas pracy tarczy do zniszczenia
ciggliwego.

W przypadku optymalizacji dwuparametrycznej nalezy znalez¢ maximum maximorum

uzyskanych krzywych. W ten sposdb wyznaczone zostaje rozwigzanie optymalne. Wyniki

uzyskanych krzywych przedstawiono na rys. 7.2. dla =05, 4=0.1 i n=6 réwniez

uwzgledniajac trzy rozne warunki brzegowej dla tarczy pierscieniowe; .
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Rys. 7. 2. Poszukiwanie optymalnych parametréw (maximum maximorum uzyskanych krzywych).
a) tarcza utwierdzona na sztywnym wale,
b) tarcza osadzona na sztywnym wale, z mozliwo$cia zmiany grubosci na brzegu wewnetrznym,
C) tarcza ze swobodnym brzegiem wewngtrznym.
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7.2. Wplyw warunkéw brzegowych

7.2.1. Tarcza utwierdzona na sztywnym wale

Warunki poczatkowe oraz brzegowe dla przypadku tarczy utwierdzonej na sztywnym wale

[90, 69] opisujg rownania 6.7 — 6.11.

Optymalne profile tarcz pierScieniowych dla optymalizacji jednoparametrycznej
przedstawiono na rys. 7.3. dla trzech réznych warto$ci parametru ¢ i f.
3 3 3
H(R) 8=0125 HR) 6025 HR) p=0.3
25 N 254 254
=01 * - _ ~p=0.1
\ W \ u=0.1 A\\
24 N ==l 21 M =l
X .
\\ * ll:m 'S +p:10

054

0 - 0 T T T 0 T

0125 026 0375 05 0625 075 0875 1 025 04 055 07

Rys. 7.3. Optymalne ksztatty tarcz utwierdzonych na sztywnym wale dla optymalizacji
jednoparametrycznej.

Uzyskane rozwigzania w duzym stopniu zalezg od parametru g, ktory to okresla
stosunek masy wlasnej tarczy do masy roztozonej na zewnegtrznej krawedzi tarczy. Dla
przypadkow, w ktorych udziat masy wilasnej tarczy jest znacznie wigkszy w stosunku do masy
na krawedzi tarczy ( duze wartosci parametru u ), optymalne profile sg zblizone do tarcz
ptaskich. Dla matych warto$ci parametru u, kiedy znacznie mniej znaczacy jest udziat masy
wlasnej tarczy, masa wtasna tarczy pozostaje skupiona jest na jej brzegu wewngtrznym.

Natomiast optymalne rozwigzanie uzyskane przy optymalizacji dwuparametrycznej, dla

wybranych wartosci parametrow: f=0.5, £=0.11 n=6 przyjmuje postac:

H(R) =5.3-10R + 6.1R2. (7.6)
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Poczatkowy profil parabolicznej tarczy optymalnej oraz jej ksztaltt w chwili zniszczenia

pokazano na rys. 7.4. Lokalny wzrost grubosci optymalnego profilu na brzegu zewne¢trznym

dziata jak swego rodzaju wzmocnienie i prowadzi do wydtuzenia czasu pracy tarczy.

H(R), h(r)

2,5

24
1,51
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0,5-

1—rigid shaft
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shape at the moment of rupture

0
0

2 3 4 5

6R,r 7

Rys. 7.4. Porownanie poczatkowego profilu tarczy optymalnej utwierdzonej na sztywnym wale oraz jej
profilu w chwili zniszczenia ciagliwego. f=0.5, =011 n=6.
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Rys. 7.5. Rozktad naprezen dla poczatkowego profilu tarczy optymalnej utwierdzonej na sztywnym
wale oraz dla profilu w chwili zniszczenia. =05, £=0.1i n=6.

Chociaz wzmocnienie brzegu zewngtrznego tarczy zwigksza sity odsrodkowe, to dziala jak

swego rodzaju wzmacniajacy pierscien wokot tarczy, ktory zapobiega rozptywaniu si¢ masy.

W przypadku tarcz, w ktorych udziat masy wlasnej jest wiekszy, efekt ten nie jest

obserwowany. W chwili zniszczenia (przekrdj poprzeczy tarczy zmniejsza si¢ do zera co

najmniej w jednym punkcie we¢zlowym), promien zewngtrzny zwigksza si¢ ponad

sze$ciokrotnie, napr¢zenia w tarczy (rys. 7.5) zwickszajg si¢ prawie dziesigciokrotnie w

stosunku do warto$ci poczatkowych.
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7.2.2. Tarcza osadzona na sztywnym wale z mozliwo$cia zmiany grubos$ci na brzegu

wewnetrznym

Jako nastgpny rozwazono problem tarczy osadzonej na sztywnym wale [90], ale z
mozliwo$cig zmiany grubosci na jej wewngtrznym brzegu. Warunki poczatkowe opisuje
roOwnanie 6.6 oraz brzegowe dla tego przypadku opisuja rownania 6.18 — 6.20.

Optymalne profile dla tarcz stozkowych przedstawiono na rys. 7.6. dla trzech roznych

warto$ci parametru g .

0,5 ~

O I T T I
0,5 0,6 07 08 0,9 1

H 7 7

Rys. 7.6. Optymalne profile tarcz stozkowych osadzonych na sztywnym wale z mozliwos$cia
zmiany grubos$ci na brzegu wewngtrznym.

Dla mniejszych wartosci parametru p (masa wlasna tarczy zaniedbana), optymalne
profile tarcz, jak mozne si¢ bylo spodziewac, sa zblizone do tarcz o stalej grubosci. W
przeciwnym przypadku, gdy decydujacy jest udzial masy wlasnej tarczy, grubo$¢ tarcz
optymalnych na zewnetrznej krawedzi dazy do zera.

Optymalny profil tarczy, spos$rdd tarcz parabolicznych, dla ustalonych parametrow

£ =05, £=0.11 n=~6opisany jest rOwnaniem:

H(R) =3-3R+1.07R?. (7.7)
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Rys. 7.7. Poréwnanie poczatkowego profilu tarczy parabolicznej, optymalnej, z mozliwo$cig zmiany
grubosci na brzegu wewnetrznym oraz jej profilu w chwili zniszczenia ciggliwego. f=0.5, 4=0.11i

n==6.
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Rys. 7.8. Rozktad napregzen dla poczatkowego profilu tarczy parabolicznej, optymalnej, z mozliwo$cia
zmiany grubosci na brzegu wewnetrznym oraz dla profilu w chwili zniszczenia. =05, ¢=0.1 i

n=6.

Optymalny poczatkowy profil tarczy (rys.7.7) jest opisany funkcja monotonicznie
malejaca, brak jest wzmocnienie brzegu zewngtrznego, charakterystycznego dla tarcz
utwierdzonych na sztywnym wale bez mozliwos$ci zmiany grubos$ci na brzegu wewngtrznym.
Mozliwo$¢ zmiany grubosci w miejscu styku ze sztywnym walem, pozwala na dluzsza prace
tarczy, czas do zniszczenia jest dluzszy, tarcza podlega tez wigkszym odksztalceniom
(rys.7.7). Rozklady naprezen (rys.7.8) sa reprezentowane przez funkcje monotonicznie
rosnace, w przyblizeniu réwnolegte do siebie. W chwili pgknigcia, promien zewngtrzny jest

niemal dziesi¢ciokrotnie wiekszy od poczatkowego.

87



7.2.3. Tarcza ze swobodnym brzegiem wewne¢trznym

Jako ostatni przypadek rozwazono tarcze ze swobodnym brzegiem wewngetrznym [90]. Dla
tej tarczy warunki poczatkowe oraz brzegowe sformutowano w réwnaniach 6.6 oraz 6.22.-
6.23. Optymalne profile tarcz ze swobodnym brzegiem wewnetrznym dla optymalizacji

jednoparametrycznej dla trzech roznych warto$ci parametru ¢ przedstawiono narys. 7.9.

3
H(R) p=0.5

2,5 7

4

2 A

Rys. 7.9. Optymalne profile tarcz stozkowych ze swobodnym brzegiem wewnetrznym dla
optymalizacji jednoparametryczne;j.

Poréwnanie optymalnego profilu poczatkowego 1 w chwili zniszczenia tarczy ze swobodnym

brzegiem wewngetrznym dla optymalizacji dwuparametrycznej przedstawiono na rys. 7.10.

H(R), h(r)

2,5
2-
1,5- initial shape
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0,5- shape at the moment of rupture
ol =< . . ] . , . .
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Rys. 7.10. Poréwnanie poczatkowego profilu tarczy parabolicznych ze swobodnym brzegiem
wewnetrznym oraz jej profilu w chwili zniszczenia ciagliwego. =05, =011 n=6.
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Rys. 7.11. Rozktad naprezen dla poczatkowego profilu tarczy parabolicznej ze swobodnym brzegiem
wewngtrznym oraz dla profilu w chwili zniszczenia. f=05, 4=01in=6.

W chwili zniszczenia wewnetrzny promien tarczy zwigksza si¢ trzykrotnie, ale grubo$¢ w tym
miejscu zmniejsza si¢ siedmiokrotnie(rys.7.10). Tarcza staje si¢ niemal ptaska, z wyjatkiem
wewnetrznej krawedzi. Natomiast wartoSci naprezen w momencie zniszczenia $3
czterokrotnie wyzsze (rys.7.11), w stosunku do wartosci naprezen w tarczy, w chwili
zniszczenia, utwierdzonej na sztywnym wale lub tarczy z mozliwo$ciag zmiany grubosci na
brzegu wewngtrznym.
Wykazano silng zalezno$¢, pomigdzy optymalnym profilem tarczy a warunkami brzegowymi
natozonymi na poczatkowy profil. Na rysunku 7.12 zestawiono optymalne ksztalty tarcz

pierscieniowych dla trzech rozwazanych warunkéw brzegowych dla =05, =01 i

n=6.
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Rys. 7.12. Optymalny ksztatt dla:
a) tarczy usztywnionej na sztywnym wale,
b) tarczy osadzonej na sztywnym wale z mozliwo$cig zmiany grubo$ci na brzegu wewnetrznym,
C) tarczy ze swobodnym brzegiem wewnetrznym.
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Charakterystyczny optymalny profil tarczy ze wzmocnieniem brzegu zewnegtrznego,
otrzymuje si¢ dla tarcz utwierdzonych na sztywnym wale. Kiedy zmiana grubos$ci jest juz
dozwolona i przeptyw masy wzdtuz osi tarczy staje si¢ mozliwy, zjawisko wzmocnienia na
brzegu nie wystepuje, CO wigcej masa tarczy zostaje skupiona na brzegu wewngtrznym
optymalnego profilu.

Przyrost promienia zewnetrznego optymalnych ksztattow tarcz pierscieniowych, dla

rozpatrywanych warunkow brzegowych zostat przedstawiony na rys. 7.13.

10
gl |—®a--b
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Rys. 7.13. Przyrost promienia zewnetrznego:
a) tarczy utwierdzonej na sztywnym wale,
b) tarczy osadzonej na sztywnym wale z mozliwo$cig zmiany grubo$ci na brzegu wewnetrznym.
Tarcza ze swobodnym brzegiem wewngetrznym powoduje znacznie lepsze wykorzystanie
materiatu chwili zniszczenia, niz w pozostatych przypadkach. W chwili zniszczenia grubo$é¢
tarczy ze swobodnym brzegiem jest bardzo mata i niemal stala wzdtuz catej osi tarczy. Z
drugiej strony, z powodu znaczne zwigkszenie S$rednicy tarczy, powoduje wzrost sit
odsrodkowych, a czas do zniszczenia tarczy jest wtedy bardzo krétki, réwny 0,14. Z tego
powodu nie uwzgledniona ona zostata na rys. 7.13. Proces petzania dla tarczy ze swobodnym

brzegiem wewn¢trznym, w poréwnaniu z tarczami osadzonymi na wale, przebiega bardzo

szybko.
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8. Podsumowanie I perspektywy

rozwoju tematyki pracy

Teoria zniszczenia mieszanego Kachanova ujmuje cato$¢ zagadnienia procesu petzania,
zarowno teori¢ zniszczenia ciagliwego wg Hoffa, jak i teori¢ kruchego pgkania Kachanova.
Problem jest wyjatkowo skomplikowany ze wzgledu na nieliniowo$¢ fizyczng oraz
geometryczng, jak rowniez czynnik czasu powodujacy wystapienie dodatkowego wymiaru, w
konsekwencji réwnania stanu stajg si¢ rownaniami czastkowymi. Dodatkowa trudnos$cia jest
duza réznorodno$¢ sposobu sformutowania tych réwnan stanu, co nierzadko ma réwniez
wplyw na rozwigzanie optymalne.

W niniejszym opracowaniu teoria zniszczenia mieszanego Kachanova zostatla po raz
pierwszy zastosowana do problematyki optymalizacji ksztattu. Sformutowano i wykazano
kilka ogdlnych twierdzen dotyczacych konstrukcji optymalnych.

W pracy zaproponowano teoretyczny model petzania, ktore uwzglednia jednoczesne
zmniejszenie przekroju powierzchni efektywnie przenoszacej naprezenia w wyniku rozwoju
uszkodzen jak i wplyw zmian geometrycznych uktadu spowodowanych petzaniem materiatu.
Rozwigzania przeprowadzono glownie dla prawa Nortona-Baileya, uogolnionego dla

naprezen rzeczywistych i odksztatcen logarytmicznych.
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Wprowadzenie rownania ewolucji Kachanova do matematycznego modelu opisujacego
proces petzania zrodzitlo pewne komplikacje w uniwersalnosci zapisanych danych. W celu
sparametryzowania rownania ewolucji wprowadzono parametr ® wyrazony poprzez
stosunek czasu zniszczenia kruchego do czasu zniszczenia ciggliwego pryzmatycznego preta

Z pomini¢ciem jego masy wilasnej:

K
tE)r) ~ nkGBr

O=—"= .
t§  (m+1)Dop,

(8.1)

Parametr ® opisuje fizyczny aspekt problemu, bez wptywu na jego geometri¢ rozwigzania.
Wprowadzony parametr © jest stala materialowa, okre$lajaca wrazliwo§¢ materiatu na typ
zniszczenia. Przeprowadzono analize numeryczng, w ktorej wykazano, ze wraz ze wzrostem
parametru ® zmniejsza si¢ wrazliwo$¢ materiatu na pgkanie, natomiast wigkszg rolg przy
zniszczeniu odgrywajg zmiany geometryczne. Istnieje graniczna warto$ci parametru © , przy
ktorej czas zniszczenia elementu osigga warto$¢ czasu zniszczenia ciggliwego. Powyzej tej
warto$ci parametr ® nie wplywa na czas zniszczenia elementu. Natomiast w sposob
niezwykle istotny na graniczng warto$¢ parametru © wplywa sposéb umocowania
rozwazanego elementu (warunki brzegowe), obcigzenie brzegu zewngtrznego (parametr z)
jak réwniez w przypadku tarczy, jej szerokos¢.

Rozwigzanie matematycznego ukladu rownan, opisujacego proces petzania jest mozliwe
tylko dla znanej poczatkowej geometrii elementu konstrukcyjnego N(y), ktora to dla
zadanego problemu jest zmienng optymalizacji. Z tego powodu zastosowano optymalizacje
parametryczng. Poszukiwano optimum w klasie funkcji wielomianowych, tak aby przez

odpowiedni dobdér parametrow b; € R zmaksymalizowaé czas pracy do zniszczenia

mieszanego:

@NG)ef) M e X, (8.2)

gdzie funkcja f:R—>R , X by +b X +by X2 +..+b, X", dla wszystkich argumentow
Y€ <A, B> , neNc{0} (n jest nicujemng liczba catkowita), b; € R sa stalymi
wspotczynnikami, gdzie i =0,1, 2,...,n,i b, #0.

Przeprowadzono analiz¢ numeryczng problemu optymalnego ksztaltowania z uwagi na czas

zniszczenia mieszanego dla pretdéw i tarcz petnych.
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Optymalne rozwigzania przedstawiono rowniez dla tarcz pier§cieniowych z uwzglgdnieniem
trzech r6znych warunkéw brzegowych:
1. tarczy utwierdzonej na sztywnym wale,
2. tarczy osadzonej na sztywnym wale z mozliwoscig zmiany grubos$ci na brzegu
wewngetrznym,

3. tarczy ze swobodnym brzegiem wewnetrznym,

zarOWNo z uwagi na czas zniszczenia mieszanego jak i ciggliwego. Poczatkowo optymalnych
rozwigzan poszukiwano w klasie funkcji liniowych, z uwagi na prostot¢ wykonanie takiego
profilu. Wprowadzenie optymalizacji dwuparametrycznej w stosunku do jednoparametrycznej
zwigksza czas pracy elementu o ok. 10%. Spodziewano si¢, ze uzyskane wyniki mozna
jeszcze poprawié, tzn. zysk moze by¢ jeszcze wigkszy jesli poszerzy si¢ klase funkcji N(y).
Wprowadzanie kolejnych stopni funkcji wielomianowych nie przyniostoby oczekiwanych
wynikéw. Wprowadzono korekte profilu rownomiernej wytrzymatosci. Zwigkszylo to czas
pracy elementu w stosunku do optymalizacji jedno- i dwuparametrycznej $rednio o 60 %.
Optymalne profile pr¢tow otrzymane w wyniku zastosowania zarowno optymalizacji jedno-
jak 1 dwuparametrycznej opisane sa funkcjami monotonicznie malejacymi. Otrzymane
rozwigzania dla pretow z uwagli na czas zniszczenia mieszanego sg porownywalne do
optymalnych ksztalttdéw z uwagi na czas zniszczenia ciggliwego.

Optymalne profile tarcz w klasie funkcji parabolicznych charakteryzuje wystepowanie
minimum funkcji wewnatrz szerokosci dysku. Zwigkszona grubos¢ na zewngtrznej krawedzi
dziata jako swego rodzaju wzmocnienie 1 dzigki temu czas do zniszczenia moze by¢ dluzszy.
Wykazano silng zaleznos$¢, pomigdzy optymalnym profilem tarczy a warunkami brzegowymi.
Charakterystyczny optymalny profil tarczy ze wzmocnieniem brzegu zewngtrznego,
otrzymuje si¢ dla matych wartosci parametru ® . Wraz ze wzrostem parametru ®, tylko w
przypadku tarcz utwierdzonych na sztywnym wale, wzmocnienie brzegu zewnetrznego tarczy
utrzymuje sie. Natomiast w przypadku gdy zmiana grubos$ci jest juz dozwolona i przeptyw
masy wzdtuz osi tarczy staje si¢ mozliwy, zjawisko wzmocnienia brzegu zanika dla wyzszych
wartosci parametru ® . W przypadku tarcz swobodnych, masa tarczy zostaje skupiona na
brzegu wewngtrznym optymalnego profilu. Dla zwigkszajacych si¢ wartosciach parametru
®, optymalne profile tarcz z uwagi na czas zniszczenia mieszanego ,,zblizaja si¢” do
optymalnych ksztattow otrzymanych przy zastosowaniu teorii zniszczenia ciggliwego.

Prezentowane wnioski uzasadnia fakt, ze parametr ® okres§la wrazliwo$¢ materialu na typ
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zniszczenia, co oznacza, ze dla wyzszych wartosci parametru ©, to wiasnie odksztalcenia
geometryczne staja si¢ bardziej znaczace przy zniszczeniu.

Ponizej przedstawiono prezentowane juz w pracy wyniki optymalnych ksztalttow dla trzech
warunkow Dbrzegowych tarcz pier§cieniowych dla #=0.1 i g=05. W tym miejscu
zestawiono optymalne ksztalty tarcz z uwagi na czas zniszczenia mieszanego i ciggliwego w

celach porownawczych (rys. 8.1., rys. 8.2, rys. 8.3.).
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0.5
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1-
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Rys. 8.1. Optymalne profile tarcz utwierdzonych na sztywnym wale:
A) z uwagi na czas zniszczenia mieszanego w funkcji parametru © .
B) z uwagi na czas zniszczenia ciagliwego.

Optymalne tarcze z uwagi na czas zniszczenia mieszanego (rys. 8.1. A)) zachowuja
wzmocnienie brzegu zewnegtrznego w calym zakresie wartosci parametru © . Efekt
wzmocnienia uzyskano takze dla tarcz pierScieniowych z uwagi na czas zniszczenia

ciggliwego (rys. 8.1. B)).
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Rys. 8.2. Optymalne profile tarcz osadzonych na sztywnym wale z mozliwoscia zmiany grubos$ci na
brzegu wewnetrznym:
A) z uwagi na czas zniszczenia mieszanego w funkcji parametru © .
B) z uwagi na czas zniszczenia ciagliwego.

Na rysunku 8.2. A) przedstawiono optymalne profile w funkcji parametru ® dla tarcz
osadzonych na wale, ale z mozliwo$cig zmiany grubo$ci na wewngtrznym brzegu tarczy z
uwagi na czas zniszczenia mieszanego. Wraz ze wzrostem parametru ® wzmocnienie brzegu
wewngetrznego zmniejsza si¢ 1 dla ® =10, kiedy to odksztatcenia geometryczne staja si¢
bardziej znaczace przy zniszczeniu, nie wystepuje ono juz wcale. Zblizony wynik uzyskano

dla optymalnego profilu tarczy z uwagi na czas zniszczenia ciggliwego (rys. 8.2. B)) .
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Rys. 8.3. Optymalne profile tarcz swobodnych:
A) z uwagi na czas zniszczenia mieszanego w funkcji parametru @,
B) z uwagi na czas zniszczenia ciggliwego.
Roéwniez w przypadku tarcz swobodnych optymalny profil tarczy z uwagi na czas zniszczenia
ciggliwego (rys. 8.3. B)) jest porownywalny z tym, otrzymanym z uwagi na czas zniszczenia
mieszanego dla ® =0.3(rys. 8.3. A)).

Wydaje sie, ze lepszym podejsciem przy rozwigzywaniu probleméw dotyczacych
optymalnego ksztaltowania, bytoby zastosowanie optymalizacji ,,swobodnej” polegajacej na
korygowaniu grubos$ci w chwili pojawiania si¢ pierwszych makropgknie¢. Dla otrzymanych
rozkladow geometrii poczatkowej (rys. 8.4.A) oraz odpowiadajacych im nierownomiernym
rozktadom funkcji cigglo$§ci w procesie petzania, mozna dokonaé korekty poczatkowe]

grubosci (rys. 8.4.D) w obszarach, gdzie nastgpita wigksza kumulacja uszkodzen
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(rys. 8.4. B), kosztem grubosci w strefach mniej zagrozonych peknigciem elementu

(rys.8.4.C) zgodnie z podang formuta:

s e dy, d¥;
Hi(Ri)_Hi+l(Ri+l)§K( dfl —%J (8.3)

gdzie K jest parametrem proporcjonalnos$ci, przy zachowaniu warunku statej objetosci:

L1,
V =27 H(
0

)RAR = 7 (8.4)

20>

Procedure korygowania grubos$ci schematycznie przedstawiono na rysunku 8.4, na
przykladzie wynikow otrzymanych dla tarcz pier§cieniowych. Procedura zmierza do
wyrdéwnania poziomu uszkodzen w elemencie konstrukcji na kazdym kroku czasowym.

Mozna tu zatem méwi¢ o rownomiernej wytrzymatosci na zniszczenie w warunkach petzania.
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Rys. 8.4. llustracja procedury optymalizacji swobodnej, =05, ¢=0.1.
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Zastosowana teoria zniszczenia mieszanego Kachanova oparta jest na pewnych
uproszczeniach. Pomija wplyw uszkodzen natychmiastowych, niezaleznych od czasu, a
uwzglednia jedynie uszkodzenia towarzyszace petzaniu, zalezne od czasu. Ponadto
uwzglednia jednostronne sprzezenie efektow zniszczenia ciggliwego 1 kruchego, mianowicie
zmniejszenie przekroju oraz wzrost napr¢zen, ktory uwzglednia si¢ w rownaniu ewolucji. W
perspektywie mozliwe byloby wprowadzenie podwojnego sprzezenia poprzez uwzglednienie
rozwoju uszkodzen przy wyznaczaniu rozktadu naprezen.

W prezentowanych rozwazaniach aktualny stan uszkodzenia materialu byl opisywany za
pomoca zmiennych skalarnych W . Taki opis oznacza, ze uszkodzenia majg natur¢

izotropowg, niezalezng od kierunk6w naprezen glownych o1, oy 3. W przypadku ogdlnym,

skalarna miara uszkodzenia jest niewystarczajaca i powinna by¢ zastgpiona bardziej
odpowiednig miarg tensorowg.

Kolejnym krokiem rozwoju podjetego problemu moglaby by¢ proba odejscia od
zatozonego ptaskiego stanu naprezenia w tarczach i uwzglgdnienie trojosiowego stanu
naprezenia.

W pracy pominig¢to wszelkie problemy zginania, wynika to gtéwnie z trudnosci natury
pojeciowej. Jednak warto w przyszlosci podja¢ problemy optymalizacji powtok
cienko$ciennych w stanie blonowym.

Wiele mozliwos¢ otwiera takze odejscia od przyjetej w analizowanych zagadnieniach
statej predkosci katowej, rozwazenie rozruchu badz hamowania, co w konsekwencji
prowadzitoby do pojawienia si¢ naprezen stycznych oraz przyspieszenia katowego.

Duze perspektywy w przysztosci otwiera mozliwos¢ uzupetlienie modelu opisujacego
proces petzania materialu o ewolucje micro-uszkodzen w taki sposob, aby opis matematyczny
problemu w wigkszym stopniu wnikal w fizyczng istot¢ proceséw rozwoju uszkodzen w
materiale. Wowczas mozliwe bytoby przyktadowo wprowadzenie do matematycznego

modelu petzania rownania ewolucji mikropustek zaproponowanego przez Perzyne [72]:
§'=hﬁtr(aDp)+lJ1+(1—§)tr(50 Dp), (8.5)

gdzie: £ oznacza parametr okres$lajacy aktualng objetosé mikropustek do catkowitej objetosci

materiaty, h i | sg funkcjami materialowymi, o oznacza tensor naprezen Cauchy’ego, D P
tensor predkosci odksztatcen plastycznych, Jqpierwszy niezmiennik tensora predkosci

naprezen, za§ Zg Skalarng funkcj¢ materialowa wzrostu. W tym rownaniu dwa pierwsze
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cztony opisuja enukleacje mikropustek, natomiast trzeci czton jest odpowiedzialny za ich
Wzrost.
Natomiast do opisu ewolucji mikrouszkodzen ewentualng propozycja mogloby by¢
kinetyczne prawo Lemaitre i Chaboche [52, 53]:
B-<p. (8.6)
ktore oznacza, ze przyrost uszkodzenia D jest kontrolowany kumulowanym odksztalceniem

plastycznym p. Jest to zasadne w przypadku materiatow ciggliwych, w ktorych rozwoj
uszkodzen w zakresie sprezystym jest pomijalny. W rownaniu (8.6) Y - sita termodynamiczna

jest wyrazona poprzez napr¢zenie efektywne Hubera-von Misesa Ogq 1 mnaprezenie
hydrostatyczne o :

2

2
Y=L2 2@ev)+3-2v) TH| | (8.7)
2E(1-D)°|3 Teq

gdzie: E - modut Younga, v - wspdtczynnik Poissona.

Z calg pewnoscig interesujagcym podejSciem byloby zastosowanie bardziej nowoczesnych
metod, np. dynamiki molekularnej [74] opartej na mechanice kwantowej, w ktorej badane jest
zachowanie w czasie uktadu oddziatujacych ze sobg atomow poprzez catkowanie ich rownan
ruchu. Jedng z dziedzin stosowania tej metody jest mianowicie mechanika pekania [59],

umozliwiajaca analiz¢ w skali atomowej procesow pekania oraz zalezno$ci od réznych

parametréw materiatu jak i warunkow zewnetrznych, w ktorych materiat si¢ znajduje.
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