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Streszczenie
Metody uczenia maszynowego s?u»jce do predykcji wartoHenkcji o przeciw-
dziedzinie rzeczywistej (aproksymacja funkcji, regregjanajj wiele zastosowa«, np.
w przewidywaniu zu»ycia energii elektrycznej, wycenie nwmitych débr czy prze-
widywaniu rezultatow z2o»onych procesow, ktdrych modeleiensj wystarczajjco
dok®adne.

W niniejszej dysertacji zaproponowano algorytm uczenia rsaynowego polega-
jicy na hierarchicznym podziale ca?ego problemu regresjarcz|+ciowo nak®adajjce
si; podproblemy, utworzeniu wzglidnie prostego rozwijzara dla ka»dego z nich,
a nastjpnie 2jczeniu odpowiedzi rozwijza« sk®adowych w aelizyskania odpowiedzi
0 b2 dzie mniejszym ni» b2 dy odpowiedzi poszczegoélnychawijza«. Wspomniane
podproblemy, a wraz z nimi dotyczjce ich rozwijzania, tworg potencjalnie wielo-
poziomow;j struktur| drzewa. Drzewo to tworzone jest automgcznie i w sposob
hierarchiczny: jedne sk®adowe rozwijzania powstajj w opeiu 0 inne sk®adowe,
wczetniej powsta?e, wykorzystujjc m.in. ich odpowiedzi i2y. Proponowany w
niniejszej pracy algorytm opisany jest w dwdch krokach: seimat algorytmu, ktéry
mo»e posiada¢ ro»ne uszczegbdowienia oraz przyk®ad kdpkeeji tego schematu.

W rozprawie udowodnione zosta?y twierdzenia dotyczjce b#1 proponowanego
W niej rozwijzania, uzasadniajjce jego poprawnoz¢ oraz stawijce wskazowki dla
tworzenia konkretyzacji wspomnianego schematu algorytmu

Proponowana metoda zosta?a zastosowana do rozwijzania 2da« ogolnie do-
stipnych, a jej wyniki porébwnano z wynikami sieci neuronowe(o czj+ciowo dobie-
ranej architekturze) prostego komitetu, metodybootstrap aggregating wzmacniania
gradientowego. Rezultaty sugerujj ogolny poziom badu pieonowanego rozwijzania
zbli»ony do najlepszego z rozwijza« poréwnywanych oraz dajlepszych rozwijza«
tej samej kategorii znanych w literaturze, przy czym w nieldrych przypadkach b2jd
proponowanego rozwijzania jest mniejszy. Dla wszystkicly¢h zada« wartoxci pa-
rametrow kontrolnych proponowanego rozwijzania by?y tald same. Proponowane
rozwijzanie zostao tak»e u»yte jako podstawa systemu pwadujjcego 24-godzinny
przebieg zu»ycia energii elektrycznej na obszarze PolsRidwnie» w tym zadaniu
b2jd by2 zbli»ony do najlepszych rozwijza« znalezionych wtératurze.

W zwijzku z powy»szym uzasadniona jest teza rozprawy, moweg, »e propo-
nowane w niej rozwijzanie uzyskuje b2jd ni»szy ni» pojedymg sk?adowy element,
daje dobre rezultaty, w szczegolnozci nadaje si} na podstasystemu eksperckiego
przewidujjcego przebieg zu»ycia energii elektrycznej najpli»sze 24 godziny oraz,
w wielu zadaniach, nie wymaga dopasowywania parametrow kosinych dla osij-
gnijcia dobrych rezultatow.



Summary
Machine learning methods for estimation of continuous-vaéd functions (func-
tion approximation, regression) are used in many tasks, e.grediction of electric
power load, appraising of various goods or prediction of tdss of complex processes
that have no accurate enough models.

In this dissertation a general algorithm schema is proposgthat describes the
general framework of method of solving continuous-valuedrfction approximation
problem, as well as algorithms that concretise that schema&he schema itself is
based on combining many simple solutions into one, potenliamore accurate. Unit
solutions solve overlapping parts of the whole problem. Tlke parts, as well as
solutions, are organized into a, possibly multi-level, tee That tree is constructed
automatically and in a hierarchical manner: making of somefdhe constituent is
based made based on previously constructed parts, using (@mg other things) their
predictions and errors.

In this work theorems are proven concerning errors of the nfedd that validate
the solution and allow to form suggestions for the concretifons of the scheme.

The proposed method was applied to 21 tasks found in literate, and its accu-
racy compared with neural networks, simple committee, bostrap aggregating and
gradient boosting. Results suggest that the general levef error of the proposed
method is similar to the best of the compared methods and to ¢éhbest found in
literature, furthermore is better for at least some probles. None of the control
parameters of the proposed method was adjusted for partiewltasks in the set. The
method also formed the basis for system that predicts eletal power load in state
power grid 24 hours ahead. In this case, too, results are sianito those of the best
solutions found in literature.

Because of aforementioned results, the thesis of this worating that: the pro-
posed method achieves lower errors than it constituent elemts and overall good
results, in particular it is suitable to become a basis of a stem predicting power
load in Polish electric grid for 24 hours ahead, while haviniggtle need for adjusting
control parameters; is justi ed.
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1. Wstip

Systemy uczenia maszynowego mo»na wykorzysta¢ do wieluaadspo+rdd kto-
rych wyr6»ni¢ mo»na przynajmniej trzy podstawowe rodzaj®V wydobywaniu wie-
dzy na podstawie przyk®adow tworzona jest struktura intergetowalna przez cz®o-
wieka. W przewidywaniu i ocenianiu chcemy pozna¢ prawdopaighj przysz2ox¢ lub
odzyska¢, na podstawie innych, brakujjce dane z przeszdoid teralniejszozci.
W przypadku sterowania potrzeba, by program wp?ywa? w po»ghy sposob na
rzeczywistox¢. Cz|sto zadania ostatniego typu wymagajj edykcji i oceny.

Predykcja i ocena, ktére 2jczone sj tu w jednj grup; (nazywan dalej predykcji),
gdy» ich rozwijzania nieraz majj wiele wspdlnego, mogj dotzy¢ wielu rodzajow
obiektow, jednak najbardziej popularne rodzaje to klasy &cja (w ktorej odpowie-
dzij jest przynale»nox¢ do kategorii) i aproksymacja funjkcregresja, w ktorej od-
powiedziami sj liczby rzeczywiste, ew. wektory.

Przyk®adami zastosowa« regresji mogj by¢: przewidywani@»zycia energii elek-
trycznej w ré»nych horyzontach czasowych (od godzin, dmi4161], tak»e rozdz16,
do miesijcy i lat [11]), a tak»e zadania uwzglidnione w rozdale[5, takie jak wycena
rozmaitych przedmiotéw (domy, samochody), przewidywanigd»nych zmiennych
dotyczjcych pracy systemow komputerowych, szacowanie moicjalnych wynikow
kosztownych bada« na podstawie innych, mniej kosztownychkre+lanie w2atciwego
po2o»enia p2aszczyzn sterujjcych samolotow. Metody uczmaszynowego w pre-
dykcji zmiennej rzeczywistej mogj by¢ te» u»ywane do przedywania zmiennych
ekonomicznych, takich jak kursy akcji lub ceny rozmaitych ébr [79,[102[103], prze-
widywania rezultatbw skomplikowanych proceséw, ktérych odele nie sj wystar-
czajjco dok?adne[[29/ 51], czy te» prze»ywalnozci pacjemtba podstawie danych
medycznych [[73/799].

Bogactwo zastosowa« regresji pocijga za sobj wielox¢ rozak. Jednymi z cz;-
*ciej stosowanych sj metody statystyczne, sieci neuronomnych rodzajow, drzewa
modelowe (wspomniane dalej w podrozdziale1.4), metody rmralnoodleg®o+ciowe
[44]. Ka»da z nich charakteryzuje si; odmiennymi w2atciwgami i nie ma metody,
ktora zawsze mog?aby by¢ najlepsza [100]. Dlatego nowe nataczenia maszyno-
wego dla regresji wcij» sj po»jdane, o ile tylko nie dajj gogych rezultatow dla
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wszystkich (lub prawie wszystkich) zada« od metod ju» istgjjcych. Dodatkowo
wiele z istniejjcych rozwijza« ma parametry kontrolne znazijco wp?ywajjce na
ich dzia?anie, a ktdre wymagajj dostosowywania pomildzy zkniami, przerzucajic
czjx¢ odpowiedzialno+ci za nauk} na rodowisko zewnijtrz(®p. u»ytkownika lub
inne algorytmy, w tym wyczerpujjcego przeszukiwania).

Zastrze»enia te dotyczj tak»e grupy metod, ktorych przedstviciel jest opisy-
wany w niniejszej pracy. Sj to metody 2jczjce wiele prostsoh rozwijza« w jedno,
ktore ma by¢ skuteczniejsze dla danego zadania. W wielu paab (wymienionych
np. w podrozdziale[1.4) pokazano, »e istotnie, takie podejg mo»e dawa¢ bardzo
dobre rezultaty w postaci dok?adniejszych przewidywa« lubcen.

W niniejszej pracy proponowana jest metoda uczenia maszymego dla predykciji
zmiennej rzeczywistej (wektorowej) 2jczjca wiele prostyci wzglidnie niedok®adnych
rozwijza« tego zagadnienia w jedno dok®adniejsze. Metoda, thazywana skrotowo
\hierarchicznj aproksymac;ji", wykorzystuje hierarchiczny podzia® problemu na na-
kdadajjce sij podproblemy oraz dynamiczne (tzn. zale»ne ddnkretnych danych
wejtciowych) &jczenie rezultatbw poszczegodinych rozwage sk®adowych. Udowad-
niane sj twierdzenia oraz opisywane przeprowadzone eksgeenty dotyczjce tej
metody.

1.1. Cele i teza pracy

Jak wspomniano we wstjpie, 2jczenie wielu rozwijza« w jedndajjce mniejszy
b2jd mo»e by¢ sposobem na uzyskanie dobrych predykcji, a rovozwijzania w tej
kwestii sj wcij» po»jdane, o ile dajj dobre rezultaty dla ni¢rywialnej grupy zadax.
Dlatego celem niniejszej pracy by2o opracowanie ro»nej ogtniejjcych i dajjcej
dobre rezultaty metody uczenia maszynowego 2jczjcej wiefgostszych rozwijza«
dotyczjcych predykcji zmiennej rzeczywistej (wektorowgjw jedno skuteczniejsze,
wykorzystujjcej hierarchiczny podzia?® problemu na nak@aajjce si; podproblemy.
Ponadto, metoda ta powinna wymaga¢ niewiele wk®adu u»ytkaika w postaci dopa-
sowywania parametrow kontrolnych. Metoda wykazuje cechygalobne do niektérych
rozwijza« dostjpnych w literaturze (zob. podrozdzia¥ 1}4)ale sposob ich po?jczenia
jest oryginalny.

Teza niniejszej rozprawy brzmi nast;puj;jco:

Proponowana metoda, bjdjca po?jczeniem metod \dziel i zwyc i»aj"
oraz komitetow:
1. Uzyskuje ni»szy b2jd ni» pojedynczy sk®adowy element.
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2. Daje dobre rezultaty, tzn. porownywalne ze znanymi techn ikami 2jcze-
nia klasy katorow w regresji. W szczegolnozci nadaje si} na podstaw;
systemu ekspertowego przewidujjcego pro | zu»ycia energi I elektrycz-
nej na najbli»sze 24 godziny.

3. Wymaga dopasowywania parametrow kontrolnych jedynie w n iewiel-
kim zakresie lub nie wymaga go wcale dla osijgnijcia dobrych rezul-

tatow w wielu zadaniach.

1.2. Zakres i zawartotx¢ pracy

W dalszej cztci tego rozdzia®u mo»na znalel¢ wstjpne okietie cech propo-
nowanego w tej dysertacji rozwijzania oraz ich poréwnanie zechami metod do-
stipnych w literaturze. W nast;pnym rozdziale wprowadzonezostan;j bardziej for-
malnie podstawowe pojicia oraz przedstawiony ogolny schamalgorytmu, opisane
uprzednio w pracy autora tej rozprawy([24] (tu z drobnymi moy kacjami). W roz-
dziale[3 przytoczono oryginalne twierdzenia dotyczjce stecznozci proponowanego
rozwijzania, dowodzjce prawdziwozci pierwszej cz|xci tepracy. Niektdre z nich
pochodzj z wczetniejszych prac autora niniejszej rozpra®@l, [24]. W kolejnym
rozdziale [4) zaproponowano nowe metody konkretyzujjce 6y schemat i bjdjce
mody kacjami rozwijza« proponowanych w artyku®ach autoraniniejszej rozprawy
[23,[24]. Na ko«cu rozdzia®ll4 oszacowano z20»onox¢ czaalgeyytmu. W rozdziale
opisano przeprowadzone dla tej pracy eksperymenty na 216bge dostipnych [&]
zadaniach uczenia maszynowego, natomiast w rozdzigle 6aspdzono u»ytecznox¢
rozwijzania dla zadania przewidywania pro lu zu»ycia engjii elektrycznej w Kra-
jowym Systemie Elektroenergetycznym. Ostatni rozdziaf{Zzawiera podsumowanie
pracy, w tym moxliwe kierunki rozwoju proponowanego rozwzgnia. Po nim nast;-
puji dodatki, w ktérych zamieszczono dowody twierdze« (dadA) oraz szczegé2owe
tabele z wynikami eksperymentéw (dod.B).

1.3. Cechy proponowanego rozwijzania

Opisane w niniejszej pracy rozwijzanie dzieli sij na dwa poaamy { schemat
algorytmu okrezlajjcy ogolnj struktur} rozwijzania i konkretne algorytmy wype2-
niajjce t; struktur,. Rozwijzanie posiada kilka charakterystycznych cech wartych
wspomnienia na poczitku.
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Zgodnie z celami pracy, g2dwnym motywem schematu algorytnjast @jczenie
wielu wzglidnie prostych (takich jak sieci neuronowe z ki@ma neuronami ukrytymi)
rozwijza« podprobleméw w rozwijzanie ca?ego problemu uzygice b2jd mniejszy
ni» poszczegolne sk®adowe.

Tworzenie rozwijzania odbywa si} w sposob hierarchicznye@ine sk®adowe roz-
wijzania powstajj w oparciu o inne, wczexniej powsta?e skfawe. Jednak, w od-
ré»nieniu od wielu rozwijza« wymienionych w podrozdziale4, zale»no+¢ ta polega
tylko na podziale zbioru uczjcego oraz przydziale przyk®a@adv do potniejszej oceny,
nie zax np. na zmianie funkcji celu. Oznacza to podzia? g2@go problemu na pewne
podproblemy. Jest to wyraz strategii \dziel i zwycij»aj", zeroko znanej w informa-
tyce.

Wspomniany podzia® na podproblemy dokonuje si; automatycee poprzez do-
pasowanie ich zakreséw do zadania. Podproblemy te ponadtakdadajj si}, tak by
przyk®ady by?y poddawane ocenie wielu bazowych rozwijzacp zmniejsza b?id,
w sposéb znany z komitetow (zob. podrozdzia®1.4). Dlategoosna powiedzie€,
i» proponowane rozwijzanie, oprécz cech algorytmow \dziélzwyci}»aj", posiada
te» cechy komitetow. Podproblemy dzielone s;j rekursywnieodosijgnijcia warunku
stopu i tworzj struktur} drzewa. Skutkiem tego struktur] dr zewa tworzj rownie» roz-
wijzania sk?adowe. Ka»dy w;ze? w drzewie rozwijzuje pewiemodproblem danego
problemu, nie tylko lixcie (jak w niektérych rozwijzaniachwspomnianych w podroz-
dziale[1.4).

W czasie uzyskiwania wynikéw rozwijzania wynik ca®oxci petaje poprzez wa-
»one uzrednianie wynikdw poszczegolnych komponentéw. \Wegobliczane sj dy-
namicznie dla ka»dego przyk®adu, przy czym mogj by¢ tu u»ymmienne wejtciowe,
wyjtciowe, a tak»e wyniki rozwijzania sk*adowego umiesaoego w rodzicu w;z2a.

1.4. Niniejsza praca w kontekzcie innych rozwijza« z tego
obszaru

Tematyka 2jczenia wielu prostszych rozwijza« uczenia magaowego w jedno
jest obecna w literaturze co najmniej od poczjtku lat dzieWtdziesijtych ubie-
g2ego wieku [[38/°89], niektore teoretyczne podstawy powstfy nawet wczeztniej
[30]. Du»a czjx¢ z tych prac jest zwijzana przede wszystkim kasy kacjj, jak
np. [76,77,86/89]. Dla niektorych metod udowodniono tedyeznie (za: [25,67])

i wykazano empirycznie (np.[[12, 32, 46, 51]), »e takie potsleje mo»e dawa¢ dobre
rezultaty. Poniewa» klasy kacja w tym kontektcie ma swojjré»nj od regresji spe-



1.4. Niniejsza praca w kontekxcie innych rozwijza« z tego s#aru 5

cy ki, przywo?ane tu zostanj przede wszystkim rozwijzaniaprzydatne dla regresiji,
z wyjjtkiem Hierarchicznego Klasy katora [7€].

1.4.1. Metody uztredniajjce

Jednym z najprostszych rozwijza« 2jczjcych wiele modeli gresji w jeden jest
prosty jednopoziomowy komitet [|[67] 93]. Sk?®ada si; on z pewpliczby rozwijza«
bazowych, ktérych wyniki sj 2jczone. Najprostszym z kolei &mitetem jest po prostu
zestaw ustalonej liczby rozwijza« podstawowych, ktérych yiki sj uzredniane. Na-
wet taka kombinacja mo»e dawa¢ lepsze wyniki ni» pojedynapzwijzanie [46], o ile
b2idy sk®adowych sij ro»nij [93] (majj tu zastosowanie take niektore twierdzenia
z rozdz[3, np. tw[l), co jest dox¢ 2atwo spe@nione w przypadiozwijza« majjcych
sk®adowe stochastyczne (jak np. inicjalizacja wag sieciurenowych). Ogdlnie znane
Sj natomiast metody ustalania wag dajjce potencjalnie lege rezultaty [42 46/ 6/7],
w szczegolnozci niekiedy lepiej jest pominj¢ sieci, ktorerpomniejszajj b3 du komi-
tetu [104]. W bardziej zaawansowanych rozwijzaniach [514pkwestij staje si; tak»e
tworzenie poszczegolnych rozwijza« sk®adowych. Zak?apgj»e w zwyk®ym komi-
tecie nie manipulujemy danymi (to domena rozwijza« opisammn poni»ej), mo»na
wcij» powijkszy¢ ré»nice pomijdzy rozwijzaniami, potenalnie zmniejszajjc bajd
ca?ego komitetu. Przyk®adem jest tu tzw. negatywna korelgc[64], stosowana przede
wszystkim dla sieci neuronowych, wprowadzajjca do funkcp@/du kar} za posiada-
nie b3 déw skorelowanych z innymi sieciami. Znane sj te» 2aansowane algorytmy
konstrukcyjne dla komitetow, np. [51].

Komitety tego typu, podobnie jak proponowane rozwijzaniewykorzystuj;j utred-
nianie wielu rozwijza« w celu polepszenia wyniku, ale nie twzj struktury drzewa
ani nie starajj sij skonstruowa¢ 2atwiejszych zada« dla paszegdlnych sk®adowych
przez wydzielenie im czjtci przestrzeni, na ktoérej mog;j sgpecjalizowac.

1.4.2. Wzmacnianie i wzmacnianie gradientowe

Kolejnj grup; bardziej zaawansowanych metod @jczenia staowij te oparte na
tzw. \wzmacnianiu" (boosting) z najbardziej znanym algorymem AdaBoost prze-
znaczonym do klasy kacji [37, 66, 89, 93, 101]. Bazuje on nadawaniu kolejnych
podstawowych rozwijza«, przy uczeniu ktorych wikszj wagymayjj przyk?®ady b2,d-
nie klasy kowane w dotychczasowym zestawie. Odpowied! @afci dla zadanego
przyk®adu powstaje przez g2osowanie poszczegolnych ski¥agth, przy czym wijk-
Sza waga przypisywana jest rozwijzaniom o mniejszym b2dzi Bazowe rozwijzania
sj \s?abe", co w tym przypadku oznacza, »e ich b3d mox»e by¢ wolnie mniejszy
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od b?du spowodowanego losowym przypisaniem klas [37].

Od tego czasu powsta?o wiele wersji dotyczjcych regresji2j132,37, /48] 85].
W algorytmie AdaBoost.R zaproponowanym w/|3[7AdaBoost jest wykorzystywany
poprzez sprowadzenie regresji do klasy kacji binarnej w dzaju \czy wynik jest
witkszy ni» X". Poprzez manipulacj, wagami uzyskuje si; bepozrednij zale»nox¢ po-
mijdzy ba&dem tredniokwadratowym a wspomnianj klasy kacj binarnj. Algorytm
ten by? mody kowany, przyk?®adem mo»e by®daBoost.R2 [32] ze zmienionym sys-
temem wa»enia oraz uxredniania. Algorytmy te sj cz,sto u»ame z drzewami (M5
[80] lub decyzyjnymi) jako estymatorami bazowymi, ale nieest to koniecznozcij.

Dostjpne sj rownie» inne rozwijzania tej klasy, np.[[12] 2jzjcy regresje za po-
mocj mediany i u»ywajjcy progowania, aby zmniejsza¢ liczad b3 dow wijkszych
od odpowiednio dobranego progu, czy algorytm AdaBoost.RB(Q] wykorzystujjcy
dzielenie przypadkdéw na klasy \dobrze" i \!le" ocenione ze »gljdu na przekroczenie
progowego wzglidnego b?du na modu? (inaczej ni» wilkszoptac uprzednio cyto-
wanych w tym punkcie) i £rednij arytmetycznj do 2jczenia preykcji poszczegolnych
modeli.

Metoda gradientowego wzmacniania regresgfadient boosting machingdostjpna
te» dla klasy kacji) dla b?du tredniokwadratowego[[39] @y tworzeniu kolejnych
elementéw zestawu réwnie» skupia si} na b?jdzie elementévezetniej utworzonych,
ale w inny sposoéb. Tutaj kolejne rozwijzania uczj si; negowab?jd dotychczas utwo-
rzonego zestawu. W celu polepszenia generalizacji, popkakolejnych zmiennych
mogj by¢ uwzglidniane nie ca®kowicie, ale pomno»one przearametr regularyza-
cyjny 0 < = 1. Formu2a poprawek jest analogiczna z optymalizacjj za pamgj
najwikszego spadku gradientu. Powsta®a rownie» wersjaoghastyczna, losujjca
zbiory uczjce kolejnych rozwijza« bazowych (bez zwracanig4d]. Rozwijzanie za-
prezentowane w pracy[[34] 2jczy cechy obu wspomnianych griywzmacniania”,
mody kujjc zaréwno sk®ad zbioréw uczijcych kolejnych rozwza« w zale»nozci od
b2du poprzednich, jak i funkcj! celu.

Rozwijzania z dziedzinyboosting?jczj wiele \s?abych", prostych rozwijza« w jed-
no wijksze oraz, jak niektore z wariantOw proponowanego wmiejszej rozprawie roz-
wijzania, uwzglldniajj b?jd ju» wygenerowanych elementowprzy tworzeniu kolej-
nych. Nie dzielj jednak przestrzeni na podprzestrzenie, net jexli zmieniajj zbiory
uczice, i nie tworz;j struktury drzewa w taki sposéb, w jaki cygni to proponowana
W niniejszej pracy metoda.
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1.4.3. Bagging

Ro»nica pomijdzy dwoma ostatnimi rozwijzaniami z poprzedego punktu przy-
pomina metod, agregowania rozwijza« uczonych na cz;xciowosowych zbiorach
\Bootstrap aggregating” (bagging [16,93], stosowan;j rownie» w regresji dla metod
niestabilnych, czyli takich, ktore wykazujj du»j zmienno€ wyniku ze wzglidu na
zbior uczicy [67]. Polega ona na losowaniu przyk®adéw do abdw uczjcych aproksy-
macji bazowych ze zwracaniem, zwykle w liczbie rownej liazfici oryginalnego zbioru
(ew. mniejszej). Zaletj tej metody jest mo»liwo+¢ monitokeania b du generalizacji
przy u»yciu badow poszczegodlnych rozwijza« na przyk®adacktore nie znalazdy sij
w ich zbiorach uczjcych (\out-of-the-bag"; ze wzglidu na Isowanie ze zwracaniem).

W wersji iterowanej powy»szego algorytmulterated Bagging [18], rozwijzania
sk?adowe w kolejnych etapach uczone sj nie pierwotnej funikcale korekt odpo-
wiedzi systemu utworzonego w poprzednich krokach { podolenido wzmacniania
gradientowego. Kolejnymi sk®adowymi rozwijzaniami sj tumstancje zwyk2egdag-
gingu, a korekty sj obliczane tylko wzgl,dem tych podstawowychozwijza«, ktorych
zbiory uczjce nie posiada?y danego przyk®adu. Tak skonstwane rozwijzanie ma
wijksze szanse uzyskiwa¢ b2jd na nieznanych przyk®adachsiy, ni» gdyby do obli-
czania poprawek zosta?y u»yte wszystkie dostjpne w danym mencie rozwijzania
sk@adowe[[18].

Rozwijzania tego rodzaju 2jczj wiele rozwijza« mody kujjc zbiory uczjce, ale
(podobnie jak \boosting™) nie dzielj przestrzeni na podprestrzenie w taki sposab,
jak rozwijzanie proponowane w niniejszej pracy i nie tworzgtruktury drzewa.

1.4.4. Drzewa decyzyjne i modelowe

Innym od opisanych powy»ej podejtciem jest podzia? przesni wejtciowej na
fragmenty, na ktdrych nawet proste rozwijzania dawa2yby wstarczajjco mady b2id,
a nastjpnie po?jczenie ich wynikéw, przede wszystkim przeaybor odpowiedniego
Z tych prostych rozwijza«. Za analog matematyczny tej klasynetod mo»na uzna¢
funkcje sklejane. Jednymi z pierwszych i najbardziej znaoly [101] rozwijza« uczenia
maszynowego, ktore wykorzystywa?y to podejxcie, by?y dwe klasy kacji i regresji
Classi cation and Regression Treeqd19]. Ze wzglidu na wielkj prostot; klasy kato-
row w wjz2ach (tylko w lixciach), ktérymi sj po prostu warto=i sta®e (trednie), w za-
sadzie nie stosowane w praktyce jako samodzielne podstawgqykcji, przypadek
ten mo»na uzna¢ za graniczny pomiydzy klasy katorem jedniym a kombinacjj.
Natomiast w drzewie M5 [[80] w,z3y reprezentujj wielowymiaowj regresj; liniow;

{ metod,, ktora bywa stosowana jako samodzielna do rozwijayania prostych pro-
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blemow.

Uczenie tego drzewa polega na iterowanym podziale podpitzesni modelowa-
nej przez jeden z obecnych lixci na dwie podprzestrzenie, akitsposob aby regresje
liniowe w tak utworzonych w;z%ach jak najbardziej redukowdy b2jd rozwijzania.
Wspomniane regresje liniowe mogj z zasady u»ywa¢ tylko niékych zmiennych
wejtciowych. Takie postjpowanie jest kontynuowane, dopdkno»liwe redukcje nie
stanj sij mniejsze ni» za®o»ony parametr. Po utworzeniu wignego drzewa mo»e
ono zosta¢ zredukowane tak, aby zmniejszy¢ oszacowani® jetjdu na przyk®adach
nieobecnych w zbiorze uczjcym (tzwpruning). Oszacowanie to zale»y od liczby
przyk®adow uczjcych danego wjz2a oraz liczby parametrow rdelu. Dok?adne okre-
tlenie punktu zatrzymania oraz ew. potniejszego usuwanidzdw pozostajj wcij»
istotnymi kwestiami.

Proponowane w niniejszej pracy rozwijzanie rownie» tworzgtruktur] drzewa
i rownie» dzieli podprzestrze« na obszary, na ktorych potejalnie mogj by¢ za-
stosowane prostsze rozwijzania. Jednak tutaj istotne jegtia®o»enie nak?®adania si|
przestrzeni (ktére nawet jexli w przytaczanych metodach ywane, np. wyg2adza-
nie (smoothing), jest znacznie mniej istotne). Ogolna posta¢ proponowage w ni-
niejszej dysertacji rozwijzania jest mniej zale»na od stowanego sposobu podziadu
i konkretnego rodzaju aproksymatora w witle. Rozwijzaniaych dwoch probleméw
przedstawione w niniejszej pracy sj wysoce nieliniowe i podujj wyralne ro»nice
w podejtciach, dajj te» ni»sze b3ldy na problemach nielimigch (zob.[rozdz."b).

1.4.5. Lasy drzew

Losowy Las andom fores) u»ywa technikibaggingna lasach drzew decyzyjnych
(podobnie zresztj jak wiele zastosowa« zwyk®edmgging. Dodatkowo, w w;z3ach
ka»dego z drzew decyzyjnych u»ywany jest losowy i niezalgerd innych podobnych
zbior cech, wzglidem ktorych mo»na dzieli¢ przestrze« wejawj dla poszczegolnych
rozwijza« bazowych [[17] 62].

Las obrotow (fotation forest) [58] réwnie» u»ywa technikbaggingdla drzew, ale
zamiast losowa¢ podzbiér cech do u»ycia, losuje kilka zewbav cech, na ka»dym
uruchamia analiz} sk®adowych g26wnych, wybierajjc nastjpie najlepsze cechy ze
wszystkich zestawow. Na takim losowym zestawie przyk®adGwosowo obréconym
zestawie cech tworzone jest drzewo. Zastosowanie lasu ebnodo regresji opisane
jest np. w [73].

Te techniki 2jczj predykcje wielu drzew, stjd w pewien spoddwykonuj; dziele-
nie przestrzeni na czjxci, na ktorych 2atwiej bjdzie si} uogt (o ile méwimy o drze-
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wach modeli podobnych do M57]80]), utredniajjc ich odpowieid Majj jednak wy-
ralnie ro»nj struktur;, inne za®o»enia dotyczjce najmniegzych elementow sk®ado-
wych, a wijc i sposoby uczenia od proponowanego rozwijzania

1.4.6. Mieszaniny ekspertow

Podobnie jak rozwijzania z dwu powy»szych grup, hierarctana mieszanina eks-
pertow (Hierarchical Mixture of Experts [53]), oparta na wczezniejszej, jednopozio-
mowej strukturze mieszaniny ekspertéw [52, 53], réwnie» dwzy struktur} drzewa.
W lizciach owego drzewa sj tzw. eksperci { uogdlnione regefiniowe (perceptrony
bez warstwy ukrytej, z ew. transformacjj nieliniowj na wyj€iu), w przypadku za-
dania regresji czjsto po prostu liniowe. W w;z%ach wewnitraych (tzw. bramkach)
znajdujj si; natomiast wektory wax»jce, po jednym dla ka»deg wjz?a dziecka. Wag,
danego wjz?a dziecka w danym wijtle wewnitrznym stanowi wak+¢ funkcji wy-
k?adniczej od iloczynu skalarnego odpowiadajjcego w;z2oywotomnemu wektora
z danym wektorem wejtciowym, znormalizowana tak, aby sumyagy dla ka»dego
przyk®adu sumowa?y si; do jeden (tzw. mijkkie maksimum). T& model pozwala
na interpretacj; probabilistycznj [53]. Bramki i eksperciuczeni sj @jcznie np. metod;
gradientow;j lub wartoxci oczekiwanej { maksymalizacjidxpectation-maximalization
{ EM) [53]. Cho¢ poczjtkowo struktura drzewa by2a ustalona zyéry, powsta?y al-
gorytmy tworzjce jj automatycznie [88,96)].

Hierarchiczne mieszaniny ekspertéw (HME) majj wiele wspdych cech z pro-
ponowanym w rozprawie rozwijzaniem, takich jak tworzenie dewa (w przypadku
algorytmu konstruktywnego), nak®adanie si} obszaréw, zatére odpowiadajj ko«-
cowe rozwijzania, czy u»ycie zredniej wa»onej ekspertovarfgast bardziej ogolnej
kombinacji liniowej). Istniejj te» wersje dokonujjce podm2u na podproblemy [[82],
zatem réwnie» 2jczj cechy rozwijza« \dziel i zwycij»aj" i kanitetow. Intensywne
wykorzystanie paradygmatu probabilistycznego do konstkeji tych rozwijza« skut-
kuje jednak istotnie ré»nymi od opisywanej w niniejszej py metody algorytmami
uczenia, preferujjcymi wzglidnie prostych (np. liniowych) ekspertéw w litciach. Inna
jest te» rola wjz20w wewnjtrznych. W HME sj one jedynie bramlami, natomiast
W proponowanej w niniejszej pracy metodzie rozwijzujj one g@wien podproblem
0g6lnego problemu i, oprécz wa»enia odpowiedzi wynikow eai, decydujj o ich
zbiorach uczjcych w czasie uczenia, a w czasie dzia?ania adtpowiedzi dla danego
przyk®adu sij skfadowymi ostatecznej odpowiedzi.
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1.4.7. Rozwijzania rozmyto-neuronalne

Z szerokiej klasy rozwijza« hybrydowych neuronalno-roznych [28, [31,[95]
z punktu widzenia niniejszej rozprawy najbardziej interagjce sj prace, w ktérych,
tak jak w przypadku [28] czy[31], zbiory rozmyte u»ywane sjalpodzia®u przestrzeni
na cz;xci w sposob u?atwiajjcy uczenie. W pierwszym ze wsppoianych rozwijza«
jego pierwszy poziom skonstruowany jest z klasy katora deijcego na zadanj z gory
liczb; klas. Klasy wyodribniane sj jako przedzia?y zmienngwyjtciowej o réwnej d2u-
gozxci (\niska warto£¢", \wysoka warto+¢" itp.). Drugi poom tworz; aproksymacje
funkciji (sieci neuronowe lub regresja oparta na wektorachoplpierajjcych) starajjce
sij odtworzy¢ kszta?t funkcji w tych przedzia?ach. WI[31] wikciach rownie» znaj-
dujj si; sieci neuronowe, ale przestrze« dzielona jest w sp@b rozmyty na 4 cz,ci
w dwoch wymiarach, a nastjpnie proces mo»e by¢ powtorzony kalejnych pozio-
mach. Uzrednianie u»ywa jako wag znormalizowanych poziom@rzynale»nozci.

Wspomniane systemy, podobnie jak proponowane w niniejszajacy rozwijza-
nie, dzielj przestrze« z intencjj uatwienia zadania rozweaniom sk?adowym. Wy-
niki wa»one sj normalizowanym stopniem przynale»nozcikjao»na interpretowa¢
tak»e zachowanie proponowanego rozwijzania. Jednak, takjw poprzednio wymie-
nionej klasie rozwijza«, zasadniczo w;z%y wewnitrzne nieozwijzujj bezpozrednio
cz,xci problemu, a jedynie rozdzielajj przyk®ady. Ponadtav w;z3ach tych zastoso-
wanie zbiorow rozmytych jest bardziej bezpozrednie (czasenieautomatyczne) ni»
w przypadku proponowanego w rozprawie rozwijzania, w ktorg u»ywane jest tylko
grupowanie rozmyte (podrozdzia®4]1).

1.4.8. Hierarchiczny klasy kator

Rozwijzaniem dotyczjcym zcitle klasy kacji wieloklasoweo ktérym wspomnie-
nie tu jest konieczne, jest hierarchiczny klasy kator[[75/6, [77]. Rozwijzanie to
tworzy drzewo nak2adajjcych sij podproblemow, ktére rozwkywane sj za pomoc;i
tzw. s?abych klasy katoréw. Podzia® oparty jest na grupowaiu macierzy pomy2ek
klasy katora rodzica tak, aby klasy katory w wjz%ach mia?y do rozré»nienia mniej
klas, ale aby jednoczeznie dla jednego przyk®adu by2o wyywe&nych kilka klasy -
katorow, co zmniejsza szans; na uzyskanie b2dnej odpowigdBy20 ono inspiracjj
dla powstania hierarchicznej aproksymacji (jak nazywa¢ moa rozwijzanie propo-
nowane w niniejszej pracy), jednak istotne ro»nice mijdzyl&sy kacj;j wieloklasow;

i zadaniem przewidywania wartoxci funkcji skutkujj znaczzgymi ré»nicami pomi;-
dzy rozwijzaniami. Obecnie, mimo i» majj wspolnych wiele kwcepcyjnych cech,
jak podzia® na nak®adajjce sij podprzestrzenie, strukturarzewa czy uzrednianie
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wynikow, ro»nij si} nie tylko szczegé2owymi rozwijzaniamiale tak»e ogolnym sfor-
mu2owaniem podstawowych zasad.

1.4.9. Podsumowanie

Jak mo»na wywnioskowa¢ nawet z powy»szego przeglidu liteny, wyst,puje
wiele rozwijza« dotyczjcych 2jczenia prostszych zada« reggsji. Mo»na je podzieli¢
na dwie du»e grupy (w zgodzie z metodologij wystjpujicij te» We7]). Rozwijzania
z pierwszej grupy (punkty[IT.4.4 {{1.4.7), tak»e inne, takieak wielowymiarowe ad-
aptujjce si; funkcje sklejane multivariate adaptive regression splines (MARS]38],
uwzglidniajj podzia® zbiorow uczjcych (zwykle poprzez poria® przestrzeni) na
mniejsze podgrupy, ktére majj udatwi¢ uczenie. Do drugiejrgpy nale»j rozwijzania
wspomniane w punktach_1.4]1 {1.4]13, polegajjce przede wstim na uzrednianiu,
by¢ mo»e z uwzglidnieniem zmiany funkcji celu lub probami herogenizacji po-
szczegolnych ekspertow za pomocj réo»nych technik [67], wrtyzmiany zbiorow
uczjcych, ale bez typowego podzia®u na podprzestrzenie znearem u2atwienia
uczenia. Ka»de z wymienionych rozwijza« wykazuije istotn@snice z proponowanym
rozwijzaniem, réwnie» te najbardziej zbli»one: hieraratene mieszaniny ekspertéw
(zob. punk{l.4.6) i hierarchiczny klasy kator (zob. punkt[1.4.8).



2. Podstawowe de nicje i schematy
algorytmow

2.1. Wstjpne wiadomozci i oznaczenia

W tym rozdziale podstawowe poj,cia dotyczjce opisywanegmrzwijzania wWpro-
wadzone zostanj w sposob formalny. Ogolnym sposobem podetdo przewidywa-
nia wartoxci zmiennych o wartoxciach rzeczywistych jestadowanie relacji typu
funkcyjnego pomijdzy zmiennymi wejtciowymi, ktGrych warmtci znamy, a zmien-
nymi wyjxciowymi, ktérych warto+ci chcemy przewidzie¢.

W dalszych rozwax»aniach zmienna wejtciowa bjdzie zapisywagako X . PrzezX
bjdzie oznaczona przestrze« wejtciowa, tzn. zbidr wszyistk potencjalnych wartozci
tej zmiennej - zbiér mo»liwych wejx¢, natomiast warto+¢ wej { wektor cech {
zazwyczaj przez z odpowiednimi indeksami. Analogiczne pojicia odnoszjcé slo
wyjtcia bidj oznaczane jakoY, Y i y. Przezprzyk®adrozumiana b;dzie para §;y):
jedna instancja wejtcia i odpowiadajjce mu wyjtcie (niezlnie od tego, czy wyjtcie
jest, z punktu widzenia dyskusji, znane, czy nie). W opisywgm systemie przyj;to
za2o»enie, »e zmienne sj wektorami liczb rzeczywistychylczYy R'i X RP.

Szukana zale»nox¢ w ogolnym przypadku mog2aby by¢ rozpatapa jakorelacja
R, tzn. pewien zbior par wejx¢ i wyjt¢, takich »e

(X;y)2R () dla wejtciax mo»e wystipi¢ wyjciey (2.1)

Takie podejtcie uwzglidnia fakt, »e jednemu wejtciu nie musdpowiada¢ zawsze
jedno wyjtcie, poniewa» mo»e zale»e¢ ono od czynnikOw njg/alj w wej*ciu,
by¢ z natury losowe, bjd! mie¢ bady pomiaru (podobnie zresgjak wejtcie). Nie
uwzglidnia jednak tego, »e ro»ne wyjtcia mogj wystipi¢ dlaeefinego wejtcia z ro»-
nymi prawdopodobie«stwami.

Sytuacjj idealnj by2oby, gdyby+my byli w stanie pozna¢ lub lo¢by przybli»y¢
rozk®ad warunkowy wyjtcia dla danege. Jednak rzadko dla konkretnego wejxcia do-
stipne jest wijcej ni» jedno wyjtcie, a same wejtcia nie sj gkle gjsto rozmieszczone
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w przestrzeni cech. Dlatego stosowane jest w niniejszej pyabardziej bezpoztrednie
podejtcie, zgodnie z ktorynpredykcjaoznacza podanie dla danego wektora wejtcio-
wego konkretnej odpowiedzi, ktéra bjdzie jak \najlepsza"ub, w jakimt znaczeniu,
najbardziej reprezentatywna.

\Najlepsza" wartox¢ w tym przypadku mo»e oznacza¢ wartotdnmmalizujjcj
funkcj} ryzyka. W uj;ciu probabilistycznym jest to wartox¢ oczekiwana (zwykle przy
pewnych za2o»eniach co do b3 du) funkcji straty L : Y Y ! R, okrezxlajjcej jak
bardzo niepo»jdany jest konkretny b2jd [[48]. Natomiast \r@rezentatywne" mo»e
oznacza¢ pewnj statystyk} - np. wartox¢ oczekiwanj. Przy gubwiednich za2o»eniach
o rozk®adzie warunkowym te wymagania sj rownowa»ne (zob.}).

W niniejszej pracy u»yty zostanie zapis nawijzujjcy do znajowania wspomnia-
nej \najlepszej" wartoxci. Polega on na roz2o»eniu relacja dwa sk®adniki - zasad-
niczj zale»nox¢ funkcyjnif (zale»nj odX) oraz odchylenie, b2jd":

Y = f(X)+ " (2.2)

Sk2adnik" bezpozrednio reprezentuje tutaj fakt nieca®kowitej zaleexci funkcyjnej
Y od X.

Obydwa sposoby mo»na traktowa¢ w sposob probabilistycznyz jednej strony
zak®adajjc istnienie prawdopodobie«stwa wystjpienia kalej z par w relacji oraz
rozk®adu warunkowegd’ pod warunkiem konkretnego lub, rbwnowaxnie, traktujjc
" dla wspomnianej szukanej jako zmiennj losow;.

Nale»y tu zauwa»y¢, »e dok®adne postaci szukanej funkcjanrozk®ad b2 du”
Si wzajemnie zale»ne, a wijc za?o»enia dotyczjCewp?ywajj na posta¢ szukanej
funkcji i mogij by¢ dobierane w zale»nozci od celu i zastosew#rzybli»enie funkcji
f , ktore b!dziemy znajdowa¢, oznaczane b!dzie jakb.

Jak ju» zosta®o wspomniane, z powodu nieznajomozci prawdaih rozk®adow
warunkowych nie da si; bezpozxrednio obliczy¢ funkcji ryzgk Dlatego w tej pracy
do oceny jakozxci rozwijzania stosowana jest w ro»nych megsh trednia wartox¢
funkcji straty na pewnym cijgu przyk®adow.

W dalszej czjtci pracy cijg przyk®adow, o ile nie bjdzie nal@® do bardziej
specy cznych kategorii wspomnianych poni»ej, bjdzie ozieaany zazwyczaj jakdS
(oczywiztcie z odpowiednij indeksacjj), a jego licznot¢ @kS;.

Funkcj; ryzyka na przyk®adach spoza zbioru uczjcego mo»nazracowa¢ poprzez
testowanie, czyli obliczenie funkcji strat na pewnej prole rzeczywistych danych.
Probka taka, czyli cijg (lub zamiennie zbior, je»eli kolejo+¢ nie ma znaczenia) te-
stowy, sk®adajjca si} z przyk®adow - par X;y) - bjdzie oznaczana jakoT .



14 ROZDZIAS 2. PODSTAWOWE DEFINICJE | SCHEMATY ALGORYTMOW

Poniewa» prezentowana w tej pracy metoda nale»y do dzia®uzeoia maszy-
nowego, wspomniana wy»ej relacja bjdzie znajdowana na ptaisie istniejjcego
zbioru przyk®addéw o znanych poprawnych wyjtciach: zbiorucmjcego. Zbiér ten
bldzie oznaczany przea).

Samo ustalanie rozwijzania w wijkszozxci przypadkéw polege znalezieniu jak
najlepiej dopasowanego przedstawiciela z pewnej za2oxandziny funkcji. Rodzina
ta mo»e by¢ dana implicite albo explicite, a dopasowania dmkuje si; na zbiorze
uczijcym [48]. W tej pracy model ten jest skutkiem przyjitej achitektury rozwijza-
nia i nie jest przedstawiony wzorem.

U»ywane funkcje strat

Dobor funkcji strat wynika +citle z zastosowania i wzglidowraktycznych. Ist-
nieje jednak kilka funkcji strat uznawanych za standardowa/V tym rozdziale u»yto
przede wszystkim +redniego b?,du kwadratowego, oznaczgoeu jako MSE (od ang.
mean squared erro). Dla zbioru przyk®addéw S o licznoxci oznaczongfj, gdziex;,
yi i f(x;) si odpowiednioi-tym wektorem wej+ciowym, poprawn;j odpowiedzij dla
i-tego przyk®adu oraz otrzymanym przybli»eniem funkcji, § jj normj euklidesow;:

MSEC 9= = fy () 23)
19) o

Jednym z podstawowych powodow, dla ktérego ta funkcja stratosta®a u»yta w ni-
niejszej pracy jest jej du»a popularnox¢. Kolejnym powodesnjej dobre w2atciwozci
matematyczne. W szczegolnozci: £redni b?jd kwadratowy j@sinimalizowany przez
trednij rozk?adu warunkowego, ktora sama w sobie jest posyt; do uzyskania sta-
tystykj. Ponadto, jego pochodna ze wzglidu na wynik aproksyacji istnieje dla
ca?ej u»ytej przestrzeni oraz jest funkcjj liniowj, co u?awia stosowanie metod jj
wykorzystujjcych, np. gradientowych. Proporcjonalnox¢ej funkcji strat do kwa-
dratu odchylenia sprawia, »e szczego6lnie niepo»jdane sj»@ub?|dy. Jest to cecha
u»yteczna w wielu praktycznych przypadkach predykcji w2aszci funkcji.

Miarj, ktora karze b?dy proporcjonalnie do ich rozmiaru, jest tredni b?jd na
modu?, oznaczany jakdE gps.

38
%y i (2.4)

Eans(f? S) =
abs( ’ S) ]S] -

gdziejj jji to norma I (\Manhattan"). W rozdzia?ach &li B] opisujicych eks-
perymenty, u»ywany jest tak»e pierwiastek ze +redniego &8, kwadratowego (oot
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mean squared error RMSE) i jego wersje znormalizowane.

Generalizacja i uczenie

Fakt, »e zmienna wyjtciowa nie musi zale»e¢ w sposob cai@yednoznaczny od
zmiennych wejtciowych sprawia, »e b?jd na zbiorze testowydwny 0 dla aproksy-
macji funkcji jest praktycznie nie do osijgnijcia. Ponadtq fakt ten réwnie» zmniejsza
wiarygodnozx¢ testowania. W niniejszej pracy za?o»ono, »eypodpowiednio du»ych
i rozsjdnie dobranych prébkach, mo»na wyniki tego» testow& uzna¢ za miarodajne
(za np. [48]).

Z kolei b?jd bliski zeru na zbiorze uczjcym mo»e nie by¢ po»ady. Je»eli zmien-
noxci wyjxcia nie da si; w pe2ni wyjatni¢ zmiennozcij wep,ch rozwijzanie { jak to
proponowane w rozprawie { opiera sij na dopasowywaniu funkma zbiorze uczj-
cym, bardzo dobre odtworzenie par wejtcie-wyjtcie na zl@eruczicym mox»e skut-
kowa¢ dopasowaniemrmadmiernym Jest to sytuacja, w ktérej pomimo zmniejszenia
funkcji strat na zbiorze uczjcym, funkcja ryzyka roxnie, cawykle wywo?2uje wzrost
b2idu na zbiorze testujjcym. Oznacza ona niskigeneralizacj; Wijksze ryzyko nad-
miernego dopasowania pojawia si; w systemach o wiksze] mpdzn. bidjcych
w stanie przybli»y¢ szerszj klas; funkcji[]94]. Zale»y on@wnie» od tego, jak bliskie
przybli»enie prawdziwej relacji jest w stanie uzyska¢ dany system.

Podejtcie konstruktywne, prezentowane w niniejszej dysaeji, mo»na rozpatry-
wa¢ jako systematyczne rozszerzanie dopasowywanej klasyktji, o ile w poprzed-
niej nie znaletlitmy odpowiedniego rozwijzania. Jako »e vwworzonym ju» modelu
znajduje sij niebagatelna ilox¢ informacji o problemie, nael ten pozostaje czjtcij
nowego, a jednoczetnie w du»ej mierze steruje rozszerzarfigowstaje struktura
hierarchiczna. Rozszerzanie to dokonywane jest stopnigwe ka»dym kroku doda-
wana jest aproksymacja rozwijzujjca pewien podproblem caZci. Jako najmniejszy
krok rozszerzania pozostaje ona wzglidnie prosta, by unikh nadmiernego dopaso-
wania. Aby otrzyma¢ dok2adnj aproksymacj;, wyniki tych apioksymaciji sj 2jczone
w tredniej wa»onej (ze zmiennymi wagami w zale»nozci od gfaglu).

Wspomniana ju» hierarchiczno+¢ rozwijzania odbija si} tew strukturze pod-
probleméw. Skoro najpierw tworzone sj rozwijzania ogélnea na ich podstawie
tworzone sj cz|xci bardziej szczegb2owe - bardziej lokalmdejmujjce tylko wycinek
ca®ego problemu, to podproblemy réwnie» wykazujj pewn; hiarchicznj struktur;.
Wynika to z za®o»enia, »e przy ograniczonej pojemnozxci mibd&*adowych, pewne
podproblemy mogj by¢ 2atwiejsze do nauczenia z osobna nikgacz|+¢ wikszego
problemu. Podproblemy te nie sj ca®kowicie rozjczne, gdyjak zosta®o wykazane
w twierdzeniach z rozdzia?ll3 oraz pracach wspomnianych wagrozdziale[1.4 (np.
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[42,(46,76]), nak®adanie si} podprobleméw mo»e ogranicza¢d. Dla systemu hie-
rarchicznego, w ktérym cz;+ci utworzone péniej majj mniejzy zakres dzia®ania ni»
utworzone wczezniej, naturalnj wydawa?a si; struktura drewa. Co wi,cej, roz&jczne
ga?zie drzewa mogj by¢ uczone w sposob niezale»ny, co utatwnplementacj|
réwnoleg?; algorytmu oraz upraszcza zadanie podzia?u prieimu (dodajjc wymaga-
nie, »e podproblem danej cz;xci powinien zawiera¢ si; w padplemie jego rodzica
w drzewie). Przyk®adowa struktura pokazana jest na rysunki.l.

N
Aproksymatorl

Wezet 1

) )
Aproksymator?2 Aproksymator3 Aproksymator4

Wezet 2 Wezet 3 Wezet 4

N

) (
Aproksymator5 Aproksymator6

Rysunek 2.1. Przyk®adowa struktura drzewa rozwijzania.

2.2. Podstawowe de nicje rozwijzania

Rozwijzanie opisane w niniejszej pracy { hierarchiczna apksymacja { w sensie
najbardziej abstrakcyjnym mox»na okrezli¢ jako specy cznklas; funkcji przypisu-
jicych zestawowi parametrow kontrolnych oraz zbiorowi ugzemu innj funkcj} na-
zywanj dalej nauczonym (lub gotowym) rozwijzaniem bjd! nauwzonj hierarchicznj
aproksymacjj. S2owo \nauczony" mo»e czasami by¢ opuszceamw ile kontekst jest
jednoznaczny. Jest to rozwijzanie ramowe, u»ywajjce gotgwh rozwijza«, np. sieci
neuronowych lub algorytméw grupowania jako niektorych zews/ch czjtci, mogjce
rozwijza« tych u»ywa¢ wymiennie, cho¢ zmiany w tym zakresmogij mie¢ wpdyw
na b2 dy metody.
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Waasnozci de niujjce proponowanego rozwijzania b}dj opivane przede wszyst-
kim w sposob algorytmiczny { jako meta-algorytm uczenia magnowego (zob 2.412)
i jego uszczegbdowienia (rozdzl 4).

Nauczona hierarchiczna aproksymacja jest funkcjj z przegeni wejx¢ do prze-
strzeni wyjz¢HA : X 'Y 0 opisanych ni»ej w2asnozciach.

Przede wszystkim, jest ona oparta na, tworzonej w czasie &cua, strukturze
drzewa - by¢ mo»e ro»nej dla ro»nych zada«. W dalszej czjt@qy bjdzie u»ywane
skrotowe okrezxlenie \w;ze3" na oznaczenie w;z%a drzewa o indeksie

Niech N (i) bjdzie oznaczeniem liczby dzieci w,z2a.

Denicja 1 (Sk#adniki w;z%a). Ka»dy w;ze? utworzonego (nauczonego) drzewa za-
wiera:

1. Prostj aproksymacj, szukanej funkcji, okrexlonj na pewym fragmencie prze-
strzeni wejx¢. Oznaczana bjdzie jakg : X; ' Y ;, gdzie X; to fragment prze-
strzeni wejt¢, na ktérymg jest okretlona, aY; jej obraz. Aproksymacja ta
bidzie rozwijzaniem pewnego podproblemu problemu g2wned w korzeniu
ca®ego problemu. Ma ona by¢ prosta w sensie stosunkowo madejcy, w celu
uniknijcia nadmiernego dopasowania i zmniejszenia czasauki. Podstawowymi
rodzajami u»ytych aproksymatorow sj proste jednokierunkee sieci neuronowe
(typu feed-forward nauczane odmianami algorytmu wstecznej propagacji b2jdu
{ por. podrozdzia®[4.3.

2. Funkcj; kompetencjiC; : f0;:::;N(i))g X! [0; 1], gdzieC;(0) oznacza
funkcj; kompetencji rozwijzania sk?fadowego umieszczonegy i-tym wille. Su»y
ona jako funkcja wag przy uzyskiwaniu odpowiedzi rozwijzaa wed2ug réwna-
nia (Z.8) przedstawionego poni»ej. Jej podstaw; jest oszaganie przydatnozci
danego wjz%a do oceny danego przyk®adu. Mo»e wystjpowa¢ vkli wersjach,
ktére sj opisane w pracach autora rozprawy [23, 24] oraz razdle[2 rozprawy.
W zale»nozci od wersji, przy obliczaniu tej funkcji wektorach (x) mo»e by¢ u»yty
W sposoOb bezpozxredni lub poxredni { np. poprzez warto+¢ wig#przypisanj mu
przez aproksymacj, wi-tym w;le.

Dla ka»dego przyk®adu X; suma funkcji kompetencji dla wszystkich bezpozred-
nich potomkéw i rozwijzania w danym w;jtle wynosi 1:

(i)
8Xk Ci(jixx =1 (2.5)
j=0

W przypadkach, gdy mowa jest o warto+ci danej aproksymaciith ca®ego rozwij-

zania na jakimz zbiorze przyk®adéw, oczywitcie oznacza tarie+ci dla wektoréw
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cech tych przyk®adow.

Do opisu drzewa przydatna b}dzie nast}pujjca notacja: w|z¥ bidjce bezpozred-
nimi potomkami danego w;z2a sj ponumerowane kolejnymi liceami naturalnymi od
1 doN(i), afunkcjal : 1 N! 1 jest zde niowana w ten sposob, »&(i;j ) oddaje
unikalny indeks j -tego w;z%a potomnego wjz®i (zbior indeksow oznaczany jako
|). Dla wygody zapisu, za w;ze? potomny O uwa»a Si; aproksympaav i-tym w;le
(xcizlej: \wirtualny” lix¢ zawierajjcy tj aproksymacj;). Przypisanie rodzica do w,z%a
potomnego oznaczane jest przédz (R: 1! ).

Odpowied! nauczonego rozwijzania dlalanego w,;z?ai k-tego przyk2®adu jest
oznaczana za pomocg (Xx) a otrzymywana jest w nast|pujjcy sposob:

De nicja 2 (Wynik w;z3a) .

(i) _
&6 (Xk) = 8 i)(Xx) Ci(lixk)+ Ci(0;xk) Gi(Xk) (2.6)
j=1
Dla uproszczenia zapisu oznaczanty jako g o), wtedy powy»szy wzor przyjmie

postac:
(i) |
g (Xx) = & i) (Xe) Ci(j;Xk)

j=0

Odpowiedzij rozwijzania jest odpowied?! korzenia.

Funkcja kompetencji jest podstawowym narzjdziem realizgickoncepciji @jczenia
wynikéw wielu predykcji w jednj, potencjalnie o mniejszym Bjdzie.

Istnieje jednak wiele sposobow 2jczenia wynikow w witle. Atmetyczna trednia
wa»ona zosta?a wybrana przede wszystkim ze wzglidu na jejogtot} oraz pewien
kompromis pomijdzy elastycznozcij, a odpornozcij na nieghowe odpowiedzi w;-
z30w. Co wilcej - pewne wyniki teoretyczne, pokazane ponj¥eozdz.[3), wymagajj
takiego sposobu 2jczenia, a u»ycie ich jest wynikiem przgja b?/du tredniokwa-
dratowego jako podstawowej funkcji kosztu. Kolejnym powasm wyboru takiego
sposobu 2jczenia wynikow jest relatywna stabilnot¢ numena i efektywno+¢ ob-
liczania (np. w poréwnaniu do wa»onej sumy geometrycznefpowody, dla ktérych
trednia (czyli nieujemne wspo2czynniki sumujjce si; do 1)i@ zosta?a zastjpiona
sumj wa»onj, sj dwa. Po pierwsze, trednia wa»ona { w odro»nie od sumy {
gwarantuje, »e bajd ca®oxci nie bjdzie wijkszy ni» najwilksy z b3 déw tych aprok-
symaciji, ktére otrzymady niezerow;j funkcj; kompetencji. Dugim powodem jest to,
»e skoro wszystkie sk?adowe mayjj by¢ przybli»eniami te] sajmszukanej wartozci,
zmiana skali za pomoc;j funkcji wag lub przypisywanie wag upenych nie posiada
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dobrej interpretacji i wprowadza dodatkowe skomplikowam do systemu. Z kolei,
w stosunku do zwyk®ej tredniej lub np. mediany, trednia wareoma wikszj ela-
stycznoz¢ i zdolnox¢ do wykorzystania ro»nic nawet przy 8ao niedok®adnych prze-
widywaniach b?/dow poszczegolnych aproksymacii.

Istotnymi pojiciami u»ywanymi w dalszym cijgu pracy sj zbior kompetencijii
przestrze« kompetencji

De nicja 3 (Przestrze« kompetencji) Przestrzenij kompetencji nazywamy zbior
wszystkich przyk®adow, ktore mogi kiedykolwiek by¢ poddanocenie danego wjz2a.
Dla korzenia sj to wszystkie dozwolone przyk?®adyx(y): x 2 X ;y 2Y.
Dla wjz26w potomnych s; to takie przyk®ady (wejtcia), dla kérych funkcja kom-
petencji (wag) C rodzica przyjmuje nieujemne wartoxci { dla w|z®a rodzica oraz
jegoj -tego w;z%a potomnego: X;y) : Ci(j;x) > 0.

De nicja 4 (Zbior kompetencji). Zbiér kompetencji danego w;z2a w danym zbiorze
przyk®addw to przecijcie danego zbioru przyk®adow oraz pgtrzeni kompetencji
danego wjz%a. Wspomnianydany zbior nie jest, niekiedy, wyszczegodlniony explicite,
ale znany z kontekstu.

Istotnj cechj odré»niajjci dane rozwijzanie np. od Hierarchical Mixture of
Experts (rozdz.[1.4, [53]) jest fakt, »e w ka»dym wijlle, nie tylko w fciach, znaj-
duje si; rozwijzanie pewnego podproblemu i jego odpowiedik najbardziej mogj
wejt¢ w sk®ad odpowiedzi ca®oxci rozwijzania. G&wnym oeléakiego podejtcia
jest zwikszenie stabilnoxci rozwijzania. Aproksymacje wvjz%ch wewnitrznych
mayjj do rozwijzania wiksze cz|xci problemu i otrzymujj wijksze liczby przyk®a-
dow uczjcych ni» ni» aproksymacje w lixciach. Zazwyczaj sizez to mniej dok®adne
od aproksymacji w wjz%ach potomnych (lixciach), ale te» nigykazujj nadmiernego
dopasowania. Fakt, »e wewnijtrzne w,z%y drzewa rownie» zwtajj przewidywani
wartox¢ wyjtcia dla danego wejtcia, zwilksza swobod| dobabioréw kompetenciji
dzieci, ktére dzijki temu nie muszj bezwzglidnie sumowa¢ sdok?adnie do prze-
strzeni kompetencji rodzica. Jest on réwnie» przydatny, gddany przyk?®ad ocenia
jedynie jeden w,ze? potomny, gdy», zgodnie z twierdzeniarai rozdzia?u[ B, mox»li-
wox¢ uwzglidnienia wyniku wijcej ni» jednego rozwijzaniak8adowego dla danego
przyk®adu jest zasadniczo korzystna, szczegolnie, kiedyraksymacje w poszczegol-
nych w;z#ach wykazujj cechy losowozci przy tworzeniu, jak aito miejsce w losowo
inicjalizowanych sieciach neuronowych.

Korzystajjc ze schematu tworzenia drzewa, opisanego w pa@adziale Z. 4.2, w chwili
tworzenia danego w,z® nie mo»na by¢ pewnym, czy b,dzie ordiem, czy w;z%m
wewnitrznym, poniewa» struktura drzewa dostosowuje si; aomatycznie, w sposob
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przede wszystkim przyrostowy, do danego zadania { co jesdjg z g26wnych zalet
rozwijzania. Aproksymacje w w;z%ach wewnitrznych muszj b¢ wijc na pewnym
etapie i tak utworzone, wi;c ich zachowanie nie powoduje zljkszenia czasu uczenia.

2.3. Algorytm uzyskiwania wyniku

Algorytm 1 (Uzyskiwania wyniku). Ze wzglidu na struktur} proponowanego roz-
wijzania, algorytm uzyskiwania wyniku opisany zostanie zaomocj rekurencji. W,-

ze® w ktorym wykonywany jest algorytm, jest nazywanywjz®em aktywnym jego
indeks oznaczamy przek

1. Ustaw korze« jakow]ze® aktywny

2. Uzyskaj predykcj; wartozci funkcji z u»yciem prostej amksymacji funkciji
w w;tle aktywnym ( g).

3. Oblicz wartoxci funkcji kompetencji dla danego wejtcia i wszystkich dzieci
wijz2a aktywnego u»ywajjc odpowiedzi tego wjz%a, w tym jego®ddw i ewentu-
alnie wektora cech.

4. Dla ka»dego wiz®a potomnego, dla ktérego warto+¢ funkegimpetencji (Ci(j; X))
jest wijksza ni» 0, ustaw go jakow|ze? aktywnyi uruchom dla niego rekursywnie
algorytm od punktu 2.

5. Oblicz odpowied!w,;z®a aktywnegou»ywayjjc rownania (2.6).

Odpowiedzij drzewa jest odpowied! korzenia, zgodnie z deigjj 2] s. [18. Jak
wida¢, jest to ogblny schemat, w ktorym nale»y przede wsziggh doprecyzowad,
jakie algorytmy zostanj wywo2ane w punktach 2 [13. Sposoby atymywania funkcji
kompetencji dla punktu[3, opisane w rozdzialgl 4, sj oryginaé, natomiast zasad-
niczo dla sk®adowej aproksymaciji stosowane sj istniejjc@®awijzania - proste sieci
neuronowe, jednak z automatycznym (heurystycznym i dox¢qstym) doborem ar-
chitektury sieci.

Algorytm dla danego wejtcia i danej odnogi drzewa ko«czy sij, je»eli nie zosta-
nie znaleziony »adenp-ty w;ze2 potomny o C;(j; x ) > 0, a wi,c, zgodnie z warunkiem
28), je»eliC;i(0; x) = 1. Jest to zawsze spe?nione w litciu, ale dla poszczegémy
przyk®adow mox»e by¢ te» spe?nione w witle wewnjtrznym.

Wektor wejtciowy jest najpierw rozpowszechniany w do6? drze, ale tylko wzd2u»
niektorych tcie»ek { tych, gdzie odpowiednie funkcje komeacji sij wilksze od 0.
Nast;pnie wyniki z poszczegolnych w,z20w s;j zbierane w gorrzewa i uzredniane
z wartoxciami funkcji kompetencji jako wagami. W ogélnym semacie dzia®ania
nie ma przeciwwskaza« do u»ycia ca?ego drzewa dla konkrgimerzyk2adu, jednak
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w praktyce unika si} takiej sytuacji ze wzglidu na konstrukg; funkcji kompetencji
(zob. podrozdziai4l).

Nale»y te» zauwa»y¢, »e dla danego przyk®adu odpowied! rigzania jest rednij
wa»onj odpowiedzi poszczegolnych aproksymatorow w drzewlMaga odpowiedzi

danego wjz?a dla danego przyk®adu Wynos?ﬁ';olcik(jk;x), gdzie iy to indeksy
wjz8w na tcie»ce od korzenia do danego wizda:= R(ik+1), iks1 = 1 (ik;jk)s 1o

to korze«, gl: oznacza g@bokox¢l (ig. 1;jg: 1) to indeks danego w,z%a. Tak pro-
sta zale»nox¢ zachodzi tylko dla pojedynczego przyk®adatomiast aproksymacja
wynikowa nie jest kombinacjj liniowj aproksymatorow w drzevie dziki zmiennozci
wag C; wzglidem przyk2adu.

2.4. Algorytm uczenia

Powy»szy schemat uzyskiwania wyniku wymaga ju» nauczonegitarchicznej
aproksymaciji, o ktorej poni»ej.

2.4.1. Podstawowe cele uczenia

Nauczona hierarchiczna aproksymacja jest drzewem o specynych elementach
w w;tle (def. ). Algorytm uczenia powinien zatem znalel¢:
1. struktur} drzewa i podzia® na podproblemy, ktory wed®ug pwnych kryteriow
jest odpowiedni dla danego problemu,
2. dok2adne funkcje kompetencji dla ka»dego w;z3a,
3. aproksymacje funkcji w ka»dym w;lle.
Cel[d w szczegolnoxci oznacza znalezienie liczby dziecdkge w|z%a. W istniejj-
cych wersjach metody celgl 1[i]2 wykonywane sj @jcznie. Nalezguwa»y¢, »e samo
utworzenie zbioréw uczjcych mo»na traktowa¢ zaréwno w kajeriach podzia®u na
podproblemy jak i podstawowej cz|xci uzyskiwania aproksyeji w danym w;le.
Dla krétszego opisu takiego podzia?u wprowadzimy dodatkevoznaczenie - funk-
cj; podziau danych uczjcychU.

De nicja 5. W czasie uczenia ka»demu wjz2owi przypisywana jest funkcja po-
dzia®u danych uczjcych:U, : N X Y ! [0; 1] taka, »e

U(ixy)>00  (Xy)2 U

gdzieU, ;) jest zbiorem uczjcymj -tego dziecka w,z%ai.
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Jexeli dana metoda aproksymacji funkcji wspiera wa»eniezgk®adow wejtcio-
wych, wartoxci tej funkcji powinny da¢ si; u»y¢ jako wagi.

Progowanie funkcjiU daje funkcj; charakterystycznj zbioru uczjcego. Jej war-
toxci istotne sj tylko dla przyk®adéw ze zbioru uczjcego raica, poniewa» tylko
z nich mogj pochodzi¢ przyk®ady w zbiorach uczjcych dzieci.

Podobnie jak dzia®anie, uczenie w tej cz|xci jest opisane wrihie schematu
algorytmu. Mo»e on by¢ konkretyzowany na wiele sposobéw,ekiore z nich s;j
opisane w dalszej czjtci dysertacji (por. rozdzl 3).

2.4.2. Schemat algorytmu uczenia

Wejtciem systemu jest zbiér danych uczijcych oraz parametry kontrolne. Pod-
stawowymi parametrami kontrolnymi sj E,n - okrezlajjcy \docelowy" b?jd w jed-
nym w;tle oraz ograniczenie na wysoko+¢ drzewa. Alternatyne, zamiast lub obok
drugiego parametru kontrolnego mo»na poda¢ inne ogranioig np. na czas uczenia
lub na sumarycznj liczno+¢ zbioréw uczjcych wszystkich apksymacii.

W,ze?, ktorego dotyczj punkty algorytmu, bjdzie nazywany wjz%em aktywnym

Algorytm 2 (Schemat uczenia)

1. Utworz korze« i przypisz mu ca®y zbidt) jako zbidr uczijcy oraz ca?j przestrze«
X jako przestrze« kompetencji. Wstaw go do kolejki (struktuy) Q.

2. Pobierz kolejny wjze? zQ, bjdzie on teraz w;z%em aktywnym(oznaczmy jego
indeks jakoi). Utworz w tym witle, za pomocj metod uczenia maszynowego,
prostj aproksymacj, poszukiwanej funkcji na jego zbiorze ezjcym (g;). Rozwij-
zanie zastosowane tutaj powinno by¢ dox¢ proste, np. sietino@owa z kilkoma
neuronami ukrytymi. Punkt ten dok®adniej zostanie opisanyv podrozdziale 4.P.

3. Oblicz miar} badu tej aproksymacji na jej zbiorze kompeéencji: Eaps(gi; Si).
W niniejszej pracy jest to b3jd bezwzglidny, ale nie jest to @dyna mox»liwox¢.
Je»eliEqns(0i; Si) < Emin Nale»y zako«czy¢ ten algorytm dla tego wiz®a bez
tworzenia wjz2éw potomnych. Nale»y zaznaczy¢, >& nie musi by¢ identyczny
ze zbiorem uczjcym { mo»e by¢ jego podzbiorem.

4. Dla ka»dego w;z2a niebjdjcego korzeniem, porownaj jegdil tredniokwadra-
towy na zbiorze kompetencji z b?/dem jego rodzica ngm samym zbiorzeJexeli
jest wijkszy ni» analogiczny b2jd rodzica, a jest u»ywana apksymacja o cha-
rakterze stochastycznym (np. losowa inicjalizacja wag sieneuronowej), utworz
aproksymacj; ponownie, o ile nie powoduje to z2%amania warkn z punktu 5. Je-
»eli druga aproksymacja wcij» cechuje si; wilkszym b?/demzako«cz algorytm
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dla tej ga?zi (tego w|z®a), ale ponadto usu« aktywny wjze? zirzewa.

5. Jexeli osijgnijty zosta® maksymalny poziom z2%o»onozcizéwa podany jako
parametr algorytmu, zako«cz algorytm dla tej odnogi. Makayalny stopie« z2o-
»0nozci mo»e by¢ wyra»any w ro»ny sposéb, w eksperymentashtp g2jboko+¢
drzewa.

6. Utworz
a) Zbiory uczjce dla wjz2ow potomnychf U .1y ::: U (in i) 9, konstruujjc funk-

cji podzia®u danych U;, takj »e (xk;y®) 2 U@y, Ui(Gixk;y®) > 0;
zbiory uczjce majj czjtci wspolne, nie muszj te» sumowa¢ sio ca®ozci
zbioru uczjcego rodzica { cho¢ w praktyce taka sytuacja jestardzo rzadka,
liczba wjz26w potomnych (N (i)) mo»e zosta¢ ustalona lub znaleziona.
b) Funkcj, kompetencji C;.
7. Wstaw wjz2y potomne do struktury Q i wywo?aj algorytm od punktu [2.

Zadania[6a i[6b sj rozwijzywane 2jcznie. Sj one na tyle istotm, »e warianty
metod tworzenia tych funkcji zosta?y wyodribnione w rozdale [4. Ich tworzenie
opiera si} przede wszystkim na analizie odpowiedzi rozwignia sk®adowego w,z2a
rodzica, prawdziwych wartoxciach ze zbioru uczjcego oraa ich podjczeniu, czyli
b2dach aproksymacji. Bardzo cz|sto u»ywane sj tu formy grpowania. Podstawy
teoretyczne opisane w rozdzialel 3 rownie» w du»ym stopniwsf jako wskazéwki
do tworzenia konkretnych realizacji tego kroku.

Najistotniejszym z punktu widzenia niniejszej pracy krolém tego meta-algorytmu
jest punkt (opisany szczegé2owo w podrozdzidlel4.1). dedok®adna realizacja
ma decydujjcy wp?yw na struktur; drzewa i du»y wp2yw na b?jd fozdz.[5, po-
réwnanie z wersjami proponowanego rozwijzania opisanymizgez autora niniejszej
pracy w artyku®ach [23/24]). Kolejny punkt wymagajijcy spreyzowania to punkt2.
Oczywitcie, jego wpdyw na wielkox¢ b2jdu jest rownie» dujgdnak w zasadzie jest
on odpowiednim po?jczeniem istniejjcych metod.

W punkcie[2 mo»e co do zasady zosta¢ u»yty dowolny aproksyworaiunkcji, cho¢
zapewne nie wszystkie dadzj takie same rezultaty. W ninigjej pracy za?0»0ono, »e
powinien on by¢ stosunkowo prosty, by ograniczy¢ ryzyko nadernego dopasowania.
Szczegb?y aktualnie u»ywanego wariantu znajdujj si; w podedziale[4.P.

Dwa podstawowe warunki zatrzymania algorytmu uczjcego (pkty Bli &) mogj
powodowa¢, »e lizcie znajdujj sij} na ré»nej g@jbokoxci w @wie. Sposoby znajdo-
wania funkcji kompetencji i zbiorow uczjcych wjz26w potomgich mogij powodowa¢
zmiennozx¢ liczby w;z3w potomnych, pewien wp2yw na to majak»e metody two-
rzenia rozwijza« sk¥adowych w w;jtle (poniewa» u»ywane sjge predykcje i ba|dy).
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Po2jczenie tych dwdch okolicznoxci skutkowa¢ mox»e stosowk dux»j zmiennozcij
struktury drzewa w zale»nozci od zaprezentowanego zbiorezicego. W tym sensie
mo»na stwierdzi¢, »e rozwijzanie dopasowuje struktur; dexzva do rozwijzywanego
zadania.

Warunki zatrzymania wymagajj pewnej znajomoz=ci problemu {rzynajmniej
jakiego rz;du wielkoxci b&jd jest oczekiwany, cho¢ ekspengnty nie wykaza?y, aby
by2o to absolutnie konieczne (rozdZ] 5 6). Drugi parametratyczy ograniczenia na
koszt obliczeniowy utworzenia drzewa i mo»e by¢, w sposélaamkowy, przeliczony
na czas uczenia (zw2aszcza, je»eli u»yte sj rozwijzaniaakdwe o liniowym czasie
nauki wzglldem rozmiaréw zbioréw uczjcych). W istocie obydia parametry doty-
czj czitciowo dylematu czas uczenia { dok®adnox¢: okreideprzez u»ytkownika
algorytmu tego, co chce osijgni¢ (b?jd) i jakim maksymalnymkosztem. W innych
aspektach rozwijzanie to stara si; by¢ w pe?ni automatyczngoniewa» jego zasto-
sowaniem mayjj by¢ w2aztnie te czjtci systemow sztucznej iidgencji, do ktérych
nie jestexmy w stanie dostarczy¢ wiele wijcej ni» przyk®adygzijce. Wspomnianego
kompromisu w zasadzie nie sposob jednak uniknj¢. Zwykle, i@ do dyspozyciji
wijkszj ilox¢ czasu, system mo»e si} nauczy¢ lepiej (do pewh granic), ale cz;sto
lepiej mie¢ troch} gorszy wynik na czas ni» lepszy po czasi®amo rozwijzanie,
ze wzglidu na prostot; rozwijza« sk®dowych w wiz2ach, wykauje przynajmniej
cz,xciowj odpornox¢ na przeuczenie (por. rozdz. 5]i 6). Odpox¢ ta ma jednak
swoje granice: ustawienia nierealistycznie ma2ych b2 dowo?jczone z mo»liwozcij
osijgnijcia du»ych wysokozci drzewa, mogj spowodowa¢ puzzenie i bardzo d2ugji
nauk;.

Struktura Q w obecnym rozwijzaniu réwnie» mo»e mie¢ ré»ne warianty. Rod
stawowym jest kolejka priorytetowa ze wzglidu na g2bokoxwiz?a { wize? o ni»szej
g?bokoxci ma wy»szy priorytet. W opisanym przypadku klaskatory sj tworzone
w porzijdku pre-order. Poniewa» zasadniczo dwie ga?zie sj niezale»ne od siebie,
zastosowano implementacj; rownoleg?;j (zob. podrozdzia®d). W przypadku u»y-
wania innych ogranicze« na z20»ono+¢ drzewa ni» jego g2k dok®adna kolejnox¢
tworzenia ma du»e znaczenie, potencjalnie najlepszym jpstrzidek BFS, czyli \naj-
pierw wszerz".

Podstawow; cechj tego rozwijzania jest podzia? problemu npodproblemy. Po
uwzglidnieniu algorytmu uczjcego mox»na dostrzec ogolny Bes sposobu w jaki jest
to osijgane. Dzielone sj zaréwno obszary kompetencji { wj2eno»e dosta¢ do oceny
tylko przyk®ady z pewnego zakresu, jak i zbiory uczjce dla w*6w potomnych, bi-
djce z zasady (a w niektérych rozwijzaniach z de nicji { podozdzia¥4.1l) mniejsze
ni» zbiér rodzica. Powijzane jest to z nadziejj, »e problenktory jest w jakit istotny



sposoOb ograniczony, bijdzie 2atwiejszy (w sensie miary byjyildo nauczenia. Problem
nie mo»e by¢ jednak ograniczony za bardzo, bo wtedy wize? raasie zosta¢ nigdy
lub prawie nigdy u»yty i uczenie bjdzie nieefektywne. Ograazenie to nie powinno
polega¢ na wyrzuceniu zupe?nie losowych przyk®adow uczghy gdy» mox»e to spo-
wodowa¢ brak istotnych informacji. W niniejszej pracy ta kocepcja jest domen;j
heurezy pojawiajjcej sij w ré»nych wariantach w zale»notcaid wersji rozwijza«

szczeg62owych (rozdz] 4).



3. Teoretyczne oszacowania b2ldu
proponowanej metody

W tym rozdziale przedstawione zostanj wyniki teoretyczne @tyczjce schematu
(meta-algorytmu) hierarchicznego aproksymatora. Zostarone przedstawione przed
opisem szczeg6@owych wariantow algorytmu (podrozdzia®d¥poniewa» od tych wa-
riantdw nie zale»j, wrjcz przeciwnie: opisujjc sk®adowe Blu dla danego wjz?a
i ca®ego rozwijzania sj jednj z podstaw tworzenia owych wantow.

Oszacowania teoretyczne a testowanie

Oszacowania teoretyczne, na podstawie matematycznych wfazci rozwijzax,
dajj wyniki pewne (cho¢ ta pewnot¢ mo»e np. dotyczy¢ wartoppewnego praw-
dopodobie«stwa), ale kosztem cz|sto bardzo trudnej adapta do konkretnych roz-
wijza« (np. oszacowania u»ywajjce wymiaru Vapnika-Cherveenkisa [94]). Osza-
cowania goérne powsta®e w ten sposob, u»yte do okrezleniaggalizvacji mogj by¢
nadmiernie pesymistyczne. Wydaje si; to by¢ konsekwencjjgdjczenia dok®adnego
oszacowania z niemo»nozcij uwzglidnienia wszystkich cespecy cznych danego
problemu (ktérych poznanie zresztj mo»e nie by¢ wiele 2a®ysze od rozwijzania
zadania), skutkujjcego pewnego rodzaju maksimum b?du poszystkich mo»liwych
problemach w danej klasie.

Dlatego podstawow;j \praktycznj" metodj oszacowywania furkcji ryzyka oraz
jakoxci rozwijzania, u»ywanj robwnie» w niniejszej pracyeft testowanie { obliczenie
funkcji strat na pewnej prébce rzeczywistych danych.

Podstawowj zaletj testowania jest uwzglidnienie w2atcivkxri problemu. Jednak
ma te» ona pewne wady. Cijg testowy powinien by¢ jak najbardy reprezentatywny
dla problemu, ktéry ma by¢ rozwijzany. Skoro zat dany prohbie nie jest jeszcze
rozwijzany (a jexli zasz?a konieczno+¢ uczenia maszynaweg by¢ mo»e nawet nie
jest dog?bnie poznany), to stwierdzenie z ca®kowitj pewnij reprezentatywnoz=ci
prébki w zasadzie nie jest mo»liwe. Liczba przyk®adéw tesigch jest ograniczona,
wiic zwykle bjdzie ona reprezentatywna dla pewnej cz|+ci pblemu. >eby zatem
funkcja strat obliczona na zbiorze testowym by2a u»ytecznmiarij ryzyka, wymagane
jest, aby mijdzy zbiorem testujjcym, a testowanym systemenby?o jak najmniej
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zale»nozci poza tj, »e oba dotyczj ca?oxci problemu.

W przypadku systemoéw u»ywajjcych danych w wiicej ni» jedenposob (np. row-
nie» do tworzenia modelu jak systemy tworzenia sieci neummych, czy te» zwyk2a
selekcja sieci neuronowych) dla zachowania wiarygodnotestowania trzeba pami;-
ta¢ o wykluczeniu danych testowych z ka»dego etapu powstavia rozwijzania.

W tym rozdziale dokonano pewnych oszacowa« teoretycznygirzede wszystkim
opisujjcych struktur} b3 du, a w rozdzia?ach[§ i[6 wykonano esty na rzeczywistych
zadaniach uczjcych.

3.1. Oznaczenia dotyczjce twierdze«

Na poczijtku zostanj przedstawione dodatkowe oznaczeniagdke bdj przydatne
przy formu2owaniu twierdze«. W podrozdzialé 211 zosta® wsmniany b?jd +rednio-
kwadratowy i b3jd bezwzgl'dny. Dla wygody b3jd kwadratowy aproksymaciif" dla
jednego przyk®adu X;Yk) b;dzie oznaczany jako:

X 2
ef’x) = ) i) (3.1)
=1
W wielu przypadkach przydatna bjdzie te» uproszczona notgcdla wektora odchy-
le« w danym wjlle i:

i(Xk) = G(Xk) Yk (3.2)
T(Xk) = @(Xk) Yk (3.3)

Ze wzglidu na to, »e czjsto operuje sij na odchyleniach w}z# potomnych oraz
brane sj poszczegolne wspo62rzidne odchyle«, oznaczeniavigst|puje cz|sto w po-
staci: (i )(Xk)|.

B2id tredniokwadratowy mox»na zapisa¢ jako:

1 X )
MSE(g; S) = S IRIEHE (3.4)
Xk:Yk2S

tak»e
e(gi; xk) = ji~ ()i’ (3.5)

I
Cosinus kjta mildzy dwoma wektorami oznaczony jest przez s X; Y ). Nato-
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3.2. B&dy na pojedynczym przykdadzie

Ga0wnym celem zamieszczonych tu lematow jest roz2o»eni¢gdbv dla ka»dego
przyk®adu na czynniki poddajjce si} interpretacji i dajjce podstaw; do dalszych
rozwa»a«.

Lemat 1 (Podstawowy o b2 dzie dla przyk®adu) Dla dowolnego przyk2aduy i do-
wolnego w;z2ai, b?jd kwadratowy wjz2a:e(g; Xx) jest postaci:

X O |
e(6; Xk) = ~ i) (%)F Cili; X k)
=1 j=0 |
g NO 99— N@
cos 1 g Ciliix) . Ci(jXk) .
J= ]1=
(3.6)
X X , _
= i X)r CGi(lixk)
I=1 j:Ci(jixk)>0 |
q - q . .
cof 1 A Giliixk) ;o Gilixk)
j:Ci(jixk)>0 i:Ci(jixk)>0
(3.7)

Dowdd znajduje si! w dodatkulA.

Jak wida¢ b2jd kwadratowy sumowany po wspé?rzidnych zosta®z?o»ony na
sum, xrednich wa»onych b?,déw kwadratowych w;z20w potommp i aproksymaciji
w witle na poszczegolnych wspé?rz,dnych z funkcjj kompetaaji jako wagij, pomno-
»onych przez kwadrat cosinusa kjta pomijdzy dwoma ustalomgi wektorami. Jest
to o tyle po»jdane, »e drugi czynnik jest zawsze mniejszy lubwny 1, a co za tym
idzie, b?jd na danym przyk®adzie jest zawsze mniejszy lubwidy redniemu b2 dowi
kwadratowemu wybranych w}z26w, wa»onemu funkcjj kompetemji:

Whiosek 1 (O nieréwnozci dla przyk?adu)

x %0 _
CCRAR i) )F Cilhixx) (3.8)
I=1 j=0
Co wijcej, rownox¢ zachodzi w dox¢ specy cznym przypadkajdsb?id ten jest
zwykle mniejszy, o czym mowi nast;pny wniosek.
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Whiosek 2 (O %cis®ej nierbwno=ci dla przyk®adu)

N0 _
e(6; Xk) i) (X)F CiliiXk) 09 jmci(ix > 0:Ci (mix)> 0 (3.9)
I=1 j=0

(5 ) (Xk) 8 ~1m)(Xk)

B2jd kwadratowy jest zatem =*citle mniejszy od *redniej b¥d kwadratowych
u»ytych estymaciji, jexli tylko bady tych estymacji sij romij. Nale»y zauwa»yg,
»e dotyczy to rownozci wektorow po wspo6?rzidnych. Wymagane jest tak»e, aby
funkcja kompetencji by?a niezerowa przynajmniej dla dwoéchproksymacii.

Dowdd. Wynika to z éaktu, »e aby kit mijdzy dwoma wektorami, z ktérych pierwszy

I N (i
(w tym przypadku  Ci(j; X k) j:((;)) jest zawsze niezerowy, wynosi? 0, drugi z nich

h g IN ()

(76X Gi(fxk) j=(; ) musi by¢ réwny pierwszemu pomno»onemu przez pewn;
liczb;. Aby to zaszaoqwszystkie wspoéaczynniki i y(Xk)1 muszj by¢ rowne sobie
wzajemnie tam, gdzie Ci(j;xk) > 0, awijci Ci(j;xk) > 0. >eby zachowa¢ réwnoz¢

w sumie, musi ona zachodzi¢ dla wszystkich wsp62rzjdnych. 0J

Dziki specy cznej postaci wektoréw nie ma znaczenia, czyoepatrujemy odpo-
wiedzi od wszystkich dzieci, czy tylko od tych, ktérych kometencja jest niezerowa.

Powy»sze twierdzenie wskazuje, »e mo»emy osijgnj¢ b?jd mjsizy ni» zwykda
trednia wa»ona b?dow kwadratowych. Za pewnj wad; mo»na uaf fakt, »e funkcja
kompetencji jest niejako wielokrotnie uwik®ana z funkcjj BjJdow, stjd te» pomocny
mox»e by¢ nastjpujjcy lemat.

Lemat 2 (Alternatywny o b2dzie dla przyk®adu). Dla dowolnego przyk2adu
i dowolnego wjz?a, b?jd kwadratowy wjz?a:e(g; Xx) jest postaci:
(i) %O
e(6i; Xx) = ~ i) (Xi)f Ci(j;xx)?
I=1 j=0 j=0 .
h NG . N (i)
cos ]~y (X)) iz LG X)) = (3.10)
X X X X _ X
= G ) (XK Ci(J; X«)
I=1 j:Ci(jxk)>0 H j:Ci(xk)>0
|
cos 1 ~aj)(Xih) GG X )] ¢ x>0
(3.11)

I:Ci(xk)>0

Dowdd znajduje si! w dodatku[A.



30 ROZDZIAS 3. TEORETYCZNE OSZACOWANIA BStDU PROPONOWANEJ ME  TODY

P P NG .
Nale»y tu zauwasyt, »€ j.c,ix >0 7 ) XK)Z 7 1o’ i )(Xk)?, ale zwykle nie

Sj one rowne, o ile nie zosta®y wybrane wszystkie dzieci wgzf: 8; Ci(j;x«) > 0, co
pocijga za sobj to, »e odpowiednie kjty tak»e zwykle nie sj wine:

h [ _

oS 1 i) (X)) | ¢ ixym0 (G XK e x50

h | i .
co$ 1 () o I X I

3.3. Przykdady dla specy cznej wiedzy o b#dach

Jak mo»na wnosi¢ z obserwacji dokonanych w podrozdziale % d kwadratowy
w;z% na danym przyk®adzie, oprocz liniowej zale»nozci odddw kwadratowych
w;z20w potomnych i aproksymacji w danym w;lle, zale»y w dusjenierze od odpo-
wiedniego dobrania wartozci funkcji kompetencji do rozk8a b2jdoéw wxrdod u»ytych
aproksymaciji.

Bezpozrednie dobranie funkcji kompetencji wymaga2oby diakinej wiedzy o b?3}-
dach, ktéra jednak w przypadkach najbardziej interesujjcgh, czyli nie znajdujjcych
sij w zbiorze uczjcym, jest niedostjpna. O ile dla pewnych dwych prébek danych
takie oszacowania mogj by¢ dok®adniejsze, o tyle oszacovwadia konkretnych przy-
k#qadow musia®yby w istocie ucieka¢ si} do kolejnej regresfio oznacza®oby przesu-
nijcie problemu na ni»szy poziom zamiast jego rozwijzania.

W praktyce okazuje si}, »e nawet u»ywanie bardzo zgrubnegaietcis?ego \zga-
dywania" daje dox¢ dobre ca?otciowe rezultaty (rozdz.[4,[d, Metody te jednak
czerpij z rozwa»a«, ktGre zostanj przedstawione poni»ejj 8ne kombinacjj rozwa-
»a« teoretycznych i przyk®adowych oszacowa« numerycznydla ré»nych poziomoéw
wiedzy o b?|dzie. W przypadku, w ktorym nie mamy »adnych oszawa« b2 dow
w;jz26w, z pomocj przychodzi nam najbardziej rownanie (3.)1Wyra»enie, ktérym
jestexmy zainteresowani, ma trzy czynniki: jeden niezaigsod funkcji kompetenciji
(suma b?dow kwadratowych), jeden zale»ny tylko od niej (sma kwadratow funk-
cji kompetencji) i jeden zale»ny od obydwu (cosinus kjta poilzy odchyleniami
i funkcjj kompetencji podniesiony do kwadratu).

Jezli za?o»ymy, »e nie mamy wiedzy o odchyleniach i nie opgimujemy kjta
z ich udzia?em, to zostaje tylko czynnik trodkowy. Jest to kadrat euklidesowej d2u-
gozci wektora funkcji kompetencji. Wektory, ktérych moduf wspé@rzidnych sumuiji

si; do 1, tworzj kul} w metryce \Manhattan”. W+rod nigh minim alnj d®ugo+¢ w me-
N (i)

. Poniewa» funkcja kom-
j=0

tryce euklidesowej majj wektory postaci m
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#N ()

petencji jest nieujemna, jedynie wektor postaci jest dopuszczalny.

j=0

. o1 . 1
Jego suma kwadratow wynos OEER a d2ugo+¢ euklldesowaf.
N()+1

lloczyn pierwszego i drugiego sk®adnika jest wtedy tredrdrytmetycznj b2 dow
tredniokwadratowych, ale kwadrat cosinusa kjta wcij» nie usi sij rowna¢ 1 { bjdzie
tak tylko jezxli wektory odchyle« po wszystkich wspo?rzjdngh i wektor kompeten-
cji sj réwnoleg?e, a wijc tylko jexli wszystkie odchylenia ajj takj samj warto=¢.
Ca?kowity wynik zostanie zatem prawie zawsze polepszonyczgkiwana warto+¢ tej

N(@()+1

poprawy zale»y od dystrybucji odchyle«.

Przykdad 1. Jezli dany jest wektor na jednostkowej sferze R" (w tym przypadku
wektor funkcji kompetencji), to przy jednostajnym rozk®adie kierunkéw drugiego
wektora na sferze wartoxcij oczekiwanj kwadratu cosinusgtét pomi;dzy tymi wek-
torami jest %

Szczeg6?y uzasadnienia dia- 2 znajdujj sij w dodatku A] W kontekxcie ob-
serwacji (3.11) oznacza®oby to, »e w sensie oczekiwanymdist rowny mniej wi;-
cej tredniej b3déw kwadratowych jeszczprzed zastosowaniem zmniejszenia przez
czynnik P J-Nz((i,) Ci(j; X k)? < 1 (ostrj nieréowno+¢ mo»emy wymusi¢ przydzielajjc kom-
petencj; wijcej ni» jednemu rozwijzaniu szczeg6®owemu). lazuje to mo»liwozxci
zmniejszenia badu, trudno si; jednak spodziewa¢, by odchgnia aproksymacji miady
dok?adnie podany rozk?®ad. W kolejnych przyk®adach oszacamie dotyczy jeszcze
bardziej specy cznych, lecz wcij» realistycznych warunka.

Przyk®ad 2. Tylko dwa wiz®y potomne (wliczajjc aproksymacj, w danym w;le)
majj niezerowj funkcj; kompetencji. Rozk?®ad odchyle« tychaproksymacji na danej
wspé@rzidnej tworzy dwuwymiarowy rozk®ad normalny. Przeftna warto+¢ b2 ,dow
kwadratowych rozwijza« sk®adowych wynosi 1 (jest to te» wamncja sk®adowych
wspomnianego rozk?adu odchyle«), a przecijtna warto+¢ dgte« jest rowna 0. War-
toxci funkcji kompetencji sj rownec; i ¢, =1 c¢;. Na wykresie jednj ze zmiennych
jest ro»nica pomijdzyc; i ¢, w zakresie 0 do 0.98, drugj korelacja odchyle« w zakre-
sie (-0.9 do 0.9). Na rysunk(3]1 znajduje si} wykres badu wate»nozci od ro»nicy
I korelacji.

Zgodnie z uwagami podanymi powy»ej, minimalne wartoxci loRdw osijgane s;j
przy rownym wax»eniu rozwijza« sk®adowych, zwraca uwag; bdzo silna, niemal
liniowa zale»nox¢ od korelacji pomijdzy badami.
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Przyk?®ad 3. W tym przyk®adzie wystpujj dwie ro»nice w stosunku do popred-
niego: oczekiwane b?dy kwadratowe (bidjce jednoczeznieaviancjami rozk®adu
odchyle«) sj nierbwne: wilksza wynosi 1.5, mniejsza 1. Pod wilkszj wag} przy-

dzielamy zawsze rozwijzaniu, ktore ma mniejszy b?jd oczew@ny. Wykres b2jdu
w zale»nozci od ré»nicy i korelacji zamieszczono na rysuiid.

0.16
0.14 F
0.12
01r
0.08
0.06
0.04
0.02

Rysunek 3.1.Wykres oczekiwanego b3ldu kwadratowego rysowany wzglidemré»nicy
w przydzielonych funkcjach kompetencji oraz korelacji odbyle«. Dla réwnych wariancji
odchyle«.

W tym przypadku minimum nie b}dzie ju» w zerze ré»nicy. Okazje si}, »e przy
podobnych za?o»eniach da si} osijgnj¢ wynik bardziej oggin

3.3.1. Wiedza o oczekiwanych b?dach i o kowariancji odchyl e«

Poni»szy lemat dotyczy strategii przy znanym oczekiwanymdahyleniu i znanej
wariancji odchylenia dla dwdch rozwijza« sk®adowych.

Lemat 3. Je»eli wybrane zosta®y dwa rozwijzania sk®dowe 0 pozyTijpci j»,
ktorych odchylenie dla danej wspé2rzidnej wyjtcia ma &jéerdwuwymiarowy rozk2ad
normalny, jego warto+¢ oczekiwana wynogi;; »], @ macierz kowariancjiV (ich
wariancje Vi1 i Va,, a kowariancja Vi, = Vsi), ponadto V5 < Vi1 Vo 0oraz V3 +
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0.15
0.14
0.13
0.12
0.11 ¢

0.09
0.08
0.07
0.06
0.05

Rysunek 3.2.Wykres oczekiwanego b2du kwadratowego rysowany wzglidemré»nicy
w przydzielonych funkcjach kompetencji oraz korelacji odbyle«. Dla stosunku odchyle«
rownego 1.5.

1 2<Vu+ 2, Vi+ 1 ,<Vxn+ 3 tonajmniejszy b?jd kwadratowy +redniej
wa»onej (dla tej wspb@rzidnej) wystipuje dla
Ci(l2;x) _Vu+ 2 Vo 12
Ci(j1sX) Voot 22 Vi 1 2
=R TC T GO F =S YR O3 T FPSY 03]
E i) E A0 1 (X))

(3.12)

(3.13)

gdzieE oznacza warto+¢ oczekiwanj przy danym rozk®adzie, z b?demadratowym

(Vhn Va2 1 2t h2)2
Voo + Vi1 2Vip+ 2 2 1 2+ 42

=E ~jnX)P +

E(4(X)f) =Vin + 1’

(3.14)

E i)  E ~ o0 =X
E ~ijnX)E +E ~ao)F 2 E ~iy0 16X
(3.15)

przy czym zah mo»na podstawi¢ zarowno 1, jak i 2 (wzér jest w tym wzglldzie
symetryczny).

Uzasadnienie jest przedstawione w dodatkul A. Zatem w podasty warunkach
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wagi powinny by¢ odwrotnie proporcjonalne do oczekiwanych?,déw kwadrato-
wych, jednak ré»nica pomijdzy nimi powinna by¢ zwikszonaulb zmniejszona w za-
le»nozci od wartotci oczekiwanej iloczynu b2 déw. Zwijlkexzie wymagane jest przy
dodatniej jego wartoxci, zmniejszenie przy ujemnej. W grany, ktorej osijgni;cie jest
zabronione przez za?o»enia, przy du»ej warto+ci oczekiejatoczynu iloraz wartozci
funkcji kompetencji zmierza do niesko«czonozci lub do 0, oanacza przydzielenie
caej wagi rozwijzaniu sk®%adowemu z mniejszym b?dem (w dasicie zdegenero-
wanym przypadku do symbolu nieoznaczonego, w ktérym przyid2 kompetencji nie
ma znaczenia).

Za?o»enia tego twierdzenia sj dosy¢ silne, dlatego trudng®by je wprost za-
stosowa¢ do realnej sytuacji. Przede wszystkim nie znamy m@tci oczekiwanych
b3jdéw, a aproksymowa¢ je mo»emy tylko na odpowiednio duskyprébach, podczas
gdy najbardziej przydatne by2yby oszacowania dla ma2ychgp. Mogj te» one ré»ni¢
sij znacznie od rozk®adu normalnego. Ponadto, za%o»eniaVi@ i 1, » ograniczajj
stosowalno+¢ twierdzenia do przypadku, w ktorym nie ma jedazexnie du»ej ro»nicy
w oczekiwanych baldach i du»ej korelacji tych b?déw. Dod&bowo, lemat zachodzi
dla ka»dej wspo6drzidnej. Skoro za+ wyniki dla ré»nych wsppinych mogi by¢
ro»ne, to nie da si; zastosowa¢ go bezpozxrednio do wylicaefunkcji kompetenciji
dla przyk®adow z wilkszj liczbj wspé?rzjdnych wyjtcia w obenym rozwijzaniu,
w ktorym dla ka»dej wsp6@rzidnej funkcja kompetencji jestaka sama. Co prawda,
w rozpatrywanym zakresie problemow (rozdzl §] 6) problemyjednj wspé2rzidnj sj
dox¢ cz|ste, a problem wielowymiarowy mo»na 2atwo podzieha problemy o jednej
wspé?rzidnej. Pomimo tak wielu zastrze»e« co do pe?nej pitgkznej spe@nialnozci
za®o»e« lematu]3, mo»e on pomoc w zobrazowaniu struktury ¢é@ metody i two-
rzeniu strategii przydzia®u zbiorow uczjcych (por. rozdZ4).

Istotne jest, »e w réwnaniu [(3.T5) od dowolnego oczekiwameh?du kwadra-
towego dla danej wspé?rzjdnej odejmowany jest sk®adnik, &ty przy danych za-
do»eniach jest dodatni, co oznacza, »e b2jd kwadratowy bjdzmniejszy od b?du
kwadratowegodowolnegoz wybranych w}z20w. Wielko+¢ tej ro»nicy zale»y od w?2a-
snozci rozk?®adu, ale np. przy zer(r)]\évych wartoxciach oczedtmich odchyle« oraz ze-

. o . Vh
row?J ko-?/varlanq.l \/\@/n05|-onav722 v © | -
wariancji wynosi V,h=2 i oznacza zmniejszenie b3du o po2ow,. Natomiast przy
rownych wariancjach, zerowych odchyleniach i ca?kowitymjemnych skorelowaniu
Vi, = Vi1 = Vap, oczekiwany b?jd zmniejsza sij do O.

, CO przy dodatkowym za2o»eniu na rownoz¢

Dla konstrukcji funkcji kompetenciji i tworzenia rozwijza« sk®adowych w w;tle
bardzo istotne jest rownie» przywo2ane ju» powy»ej ujawnie do+¢ znacznego wp?y-
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wu korelacji mildzy odchyleniami rozwijza« sk®dowych na mwliwoxci osijgnijcia
poprawnego wyniku.

3.4. B?%d w;z%a na zbiorze

W niniejszym podrozdziale przedstawione sj autorskie twidzenia, ktore sj
istotnym wk2adem w teoretycznj cz|x¢ niniejszej dysertaicjW przeciwie«stwie do
poprzednich twierdze«, dotyczjcych pojedynczych instaficlub specy cznych roz-
k2qadow baldu, w tej czjxci zaprezentujemy wynik dotyczjcy Bdu MSE na zbiorze,
w odniesieniu do MSE na zbiorach kompetencji u»ytych rozwag« sk®adowych. Jest
to o tyle istotne »e, co prawda, istniejj twierdzenia dotycge maszyn zbiorczych
(komitetow) [67], ale poni»sze dotyczj sytuacji, w ktorej @iory kompetencji tylko
cz,xciowo si; nak®dajj, a mimo to sj w stanie u»y¢ MSE w?aimina zbiorach
kompetenciji.

Twierdzenie 1. Dla wjz® i oraz zbioru przyk®adove,

TORRT-N
MSE(g;S)= + %MSE@' (i) Sigij))+
j=0 ni JSJ

1 &l x

+anij (MM nik) ()P % (3.16)
| k=1 1=1

gdzie:

1. ni jest liczbj bezpotrednich potomkéw wiztau»ytych dla przyk2adik.

2. n"™ jest maksymalni liczbj bezpozrednich potomkow w,z*ai»ytych dla przy-
k?adow ze zbior®.

3. = P ‘ksz’l P -1 « Jjest ro»nicj pomildzy b&dem, ktory osijga ta funkcja kom-
petencji, a bddem, ktdry osijgn'2aby funkcja kompetenc(C, ktora
a) dla ka»dego przyk®adx u»ywa tych samych wjz20w, co dana funkcja kompe-

tenciji,

b) wszystkim wybranym wjz%m potomnym przypisuje zawszeg}/val— Z wy-

max

jitkiem aproksymaCJl w danym w;lle (czyli \w,z%a" 0), ktorego waga jest

n" Nik
zwijkszana OW aby utrzyma¢ sum; funkcji kompetencji rown; 1.
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4. %to nieujemny sk?adnik wynikajjcy pozrednio £3.6).

%= — % (3.17)
JOSJ k=1 1=1 1
X 1 nmnax Nik
% =@ 1) () * T (i) PA
Ci(ixk)>0 : ! [
q NG g N (i)

sin? Tai) Xk CGilliXk) , ;o Gilixw) ; (3.18)

Przy czym _ N
X sy, 1 ®
jzo NP jS] M jsj

(™ ) =1 (3.19)

Dowdd znajduje si! w dodatkulA.

Wynik opisany w [21] by? podobny, ale mniej ogdlny.

Motywem przewodnim tego twierdzenia by?o wyodr;bnienie z&du +redniokwa-
dratowego ca®oxci wp?ywu b2 dow tredniokwadratowych pegegolnych rozwijza«
sk®adowych. Podstawowym wyodribnionym wp?ywem jest trednwa»ona rozmia-
rami zbiorow kompetencji. Kolejny ze sk®adnikéw to b?jd +dniokwadratowy aprok-
symacji w witle i, w ktérym b2dy na niektérych przyk®adach majj wag; bidjcj
ca?kowitj wielokrotnoxcij wagi podstawowej (zob. pkt[13 twerdzenia). Aproksyma-
cjaw wille i zosta®a wybrana do tego celu dlatego, »e jego zbiér kompetgrawiera
wszystkie przykdady, ktére zawierajj zbiory kompetencji 22w potomnych. Nie
ma zatem niebezpiecze«stwa, »e b2jdy bidj liczone na takidkombinacjach wiz2éw
i przyk®addw, jakie nie powinny sij zdarzy¢ w praktyce (czyldane rozwijzania
sk®dowe w szczegolnotci nie by?y uczone dla tych przyk3mdomogdyby dawa¢
witksze b2|dy).

Nale»y zauwa»y¢, »e je»eli dla ka»dego przyk®adti™ = nj, to wszystkie sk?ad-
niki n™  ny wyniosj 0 i wyraz je zawierajjcy mo»e zosta¢ wyeliminowanyo
pozostawi tylko ;%i +rednij wa»onj b?déw +redniokwadratowych.

Roéwnanie [3.16) poza sk®adnikiem jest w istocie réwnaniem b?,du dla funk-
cji kompetencji C. Mo»liwe jest stosunkowo proste utworzenie takiej funkcjom-
petencji na danym zbiorze na podstawie ju» istniejjcej furdf, zgodnie z pkt.[3
twierdzenia. Sk®adnik miaby wtedy zagwarantowani warto+¢ 0. W praktyce nie
jest to stosowane, gdy» sk®adnik mo»e by¢ ujemny. W kontekz*cie tego twierdzenia
sk?adnik mo»na traktowa¢ jako miar} wzglidnej jakozxci przydzia?u wdo=ci funkciji
kompetenciji.
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Dowdd twierdzenia pozwala te» uzyska¢ bezpozredni wzor na

0
X
W= @~ i ) (k)P
Ci(5xk)>0 |
_ q— NG) g —— N (i)
Ci(ixk) co$ | ~aHi  GCiGixk) 5 GClixe)  +
j=0 i=0
1 11
1 q - NG d : N (i)
o €05 1 e Ciliixk) 5 Gixk)  AA+
n; j=0 j=0
nm& oy
ITEIXI i(Xk)l2 |
q : NG 9 : N (i)
co$ ] aax) Glx) i Clixe)
j= j=
1 3l x
ISt o1

Pozosta®y sk®adnilk®ojest nieujemny, wijc nie zwijksza badu. Co wijcej, wynika
on z réwnania [3.6) dla zmody kowanej w opisany sposéb funjk&ompetenciji, stjd
te» wniosek 2 mo»e zosta¢ zastosowany analogicznie tak»eegldunkcji: % = 0
tylko wtedy, kiedy odchylenia aproksymaciji sj rowne. Aby ib suma po wszystkich
przyk®adach by2a réwna 0, rownox¢ musia?aby zachodzi¢ dizystkich przyk®adow.
Stid %jest rowne zero tylko gdy odchylenia wszystkich wybranychpaoksymatorow
sj rowne dla wszystkich przyk®adow i wszystkich wspo?rzidich wyjcia. Za wyjit-
kiem takiego, trudnego do uzyskania, przypadku b?jd zostam przez ten sk®adnik
zmniejszony.

3.5. Dodawanie poddrzewa a b2jd xredniokwadratowy

Na podstawie twierdzenidIl mo»emy oszacowa¢ jak zmienialstid w;z?a, gdy
dodajemy do niego poddrzewo w czasie uczenia. B%jd ten naaizie S zmniejszy
sil, o ile MSE(g; S) < MSE(g; S), co po u»yciu réwnania[(3.16) daje:

MSE(g:; S) >

X0 s, ]
(i) _

+ ———= 2 _MSE(6 iy S iy )+

(o NI |S] & i) Siai))

1 e x

+anJSj (™ ) ()P %: (3.20)
i k=1 1=1
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W szczegoblnozxci bjdzie to prawdziwe gdy nast;pujjce warumk;d;j rownoczetnie
spe2nione:

1. B&dy wizw potomnych na ich zbiorach kompetencjbidj nie wijksze ni» ich
rodzica, na tych samych zbiorach.

2. Wspo2czynnik wzglidnej jakoxci - 0, a wijc rozwijzanie z danj funkcjj kom-
petencji bjdzie dawa®o nie wilkszy b?jd ni» wersja poddana ody kacji z twier-
dzenial[l.

3. Istnieje przynajmniej jeden taki przyk®adxy, dla ktéregony > 1 i odchylenia
wybranych do oceny przyk®adu aproksymatoréw ré»nij sij, coznacza, »&o >0.
Nie sj to za®o»enia szczegolnie silne. Cho¢ zagwarantowar@®o»eniall na nie-

znanych zbiorach mo»e by¢ trudne, to jednak nie jest ono c&h bez szans na

spe@nienie, a na pewno sj one wilksze ni» np. wymaganie, »eljy2y te mia2y bajd
mniejszy od swojego przodka na ka»dym przyk@adzie. Za2oedB mo»na ostatecz-
nie wymusi¢ ustalajjc funkcj! kompetencji naC, natomiast[3 jest spe®nione prawie

zawsze, z wyjjtkiem bardzo szczegolnego przypadku (por.rkec podrozdzia®l 314).

Wymaganieny > 1 bjdzie natomiast istotne w dalszych rozwaxaniach.
Oczywizcie, to tylko przyk®adowe warunki i ogélna posta¢ enidéwnozci [(3.20)

pozwala, by niektére nie by?y spe?nione, o ile b3jd wynik®y rego niespe®nienia

zostanie zniwelowany przez pozostae. Sj one jednak na tgigdlne, »e mogj zosta¢
wykorzystane jako wskazéwki do konstrukcji rozwijza« szeg62owych.

Jak wp?ynie utworzenie nowego poddrzewa w witle na ca®ox(zewa? Jex»eli
wjz%em, ktoremu dodamy potomkow, jest korze«, spowoduje oremniejszenie MSE
rozwijzania na danym zbiorze (spe2niajjcym ww. warunki). é»eli wjz2em, w ktérym
dodajemy poddrzewo, nie jest korze«, spowoduje ono, dla pgwhi i j, zmniejszenie
MSE (& ;); S) w odpowiednim miejscu wzoru na b2jd rodzica oraz, z pewnymi
wagami, jego przodkow i w ten sposéb zmniejszy b?jd drzewa.oble te» spowodowa¢
zmiany % dla wszystkich przodkéw wiz2a w ktérym dodajemy poddrzewdZmiany
te mogj b?jd ca®oxci rozwijzania zarowno podnosi¢, jak i obra¢. Ze wzglidu na
te zmiany, trudno poda¢ dok®adne wyliczenie wp2ywu dodang@oddrzewa w witle
innym ni» korze«.

3.6. Podsumowanie

Zamieszczone powy»ej wyniki teoretyczne dotyczy?y ogdlrstruktury propo-
nowanego rozwijzania niezale»nej od uszczegéowie« sdiemuczenia (zob. pod-
rozdzia®[2.4) wymaganych w jego punktach] 2 (tworzenie apreymatoréw funkcji



w wizdach) i[6d,[6D (podzia? zbioréw uczjcych i funkcja komgencji). Miay one
dwa podstawowe cele. Po pierwsze wstjpne uzasadnienie weltci zastosowanego
0gl6lnego podejtcia. Po drugie uzyskanie wskazéwek do temia wspomnianych
uszczegoowiex.

Najbardziej do pierwszego z tych celow przybli»ajj wniosKll i [2 i twierdzenie
0 z podrozdzia®u315. Wnioski]l 12 mowij, »e b?jd na przyk®adz jest zwykle
mniejszy ni» trednia wa»ona b?déw kwadratowych u»ytych agksymatorow (o ile
u»yty jest wijcej ni» jeden). Twierdzenid ]l natomiast uzasiia podobne (cho¢ nieco
bardziej skomplikowane) stwierdzenie wobec b?|du tredkivadratowego na zbiorze
oraz tredniej wa»onej baldow tredniokwadratowych aproksgtoréw na ich zbiorach
kompetencji w tym zbiorze. Wa»nj zaletj wspomnianych twietlze« sj ich bardzo
0g0Ine za?o»enia ograniczajjce si; do stwierdzenia, »e mado czynienia z danym
rozwijzaniem, nie wszystkie wjz®y majj identyczne odchyleia na zbiorze, ktGrym
si] interesujemy a aproksymator w rozwa»anym wijlle ma przyiganj niezerow;j
warto+¢ funkcji kompetencji. Kolejnj jest u»ycie zwyk2ychniewa»onych) bajdéw
+redniokwadratowych tylko na zbiorach kompetencji potongkv co, o ile autorowi
wiadomo, nie ma odpowiednika w literaturze dotyczjcej rozijza« wymienionych
w podrozdziale T¥. W zamian wyniki wspomnianych twierdzekobserwacji zawie-
rajj dot¢ skomplikowane, cho¢ dajjce si; oszacowa¢, zmienn

W tym zakresie te ogoélne twierdzenia wspomagane sj przez ehsacje i przy-
k?ady dotyczjce szczegolnych przypadkéw rozk®adow odobyl (np. normalnych),
takie jak przyk®ad[3 (s.[31) i wczetniejsze. Te twierdzenigpoizyk®ady dostarczajj
dok®adniejszych oszacowa« na wielkox¢ badu w bardziej speznych warunkach,
np. oczekiwany b?jd mniejszy ni» dowolnego z dwoch u»ytyclpr@ksymatorow z po-
danym wzorem w zale»nozxci od szczegd2dw rozk®adu odchyl&nj wilkszej do-
kdadnozci sj jednak silniejsze za?o»enia, np. na rozk®adcchyle« oszacowa« aprok-
symatoréw od wartoxci poprawne;j.

Drugi cel zosta? spe@niony przez obserwacje zawierajjcednvna b2jd na po-
szczegolnych przyk®adach lub ma?ych grupach, tzn. lemat %.(28) i wniosek[ R,
(s.[28) oraz, jako szczegolny przypadek, przykdad 3. Uzyskawskazowki zostani
wykorzystane w nastjpnym rozdziale.



4. Uszczego?owienia schematow
algorytmow

Niniejszy rozdzia® przedstawia uszczegd2owienia algangt uczenia podanego

w podrozdziale”Z¥ i algorytmu uzyskiwania wyniku z podrozib?ul[Z2.3.
Rozwijzania podzadania podzia®u zbioréw uczjcych i twormea funkcji kompe-

tencji przedstawione w tym rozdziale opierajj si; ha niektéych wnioskach wynika-

jicych z twierdze« z rozdzia®UB.

1. Z lematu[l oraz kolejnych wynika, »e dla poszczegoélnychpasrz,dnych wektor
odchyle« aproksymatorow i wektor funkcji kompetencji powiny tworzy¢ kit jak
najbli»szy prostemu, a jak najdalszy zerowemu. Nie mo»nagte zagwaranto-
wac¢ bezpozxrednio poniewa», na interesujjcych nas nieznetmyprzyk®adach, nie
znamy wektora odchyle«. Mo»na jednak zastosowa¢ pozredmezsije tej techniki.
Z réwnania (3.6), w ktorym wystipuje trednia wa»ona, bezpoadnio wynika, »e
gdyby nie da2o si} nic powiedzie¢ o kjcie odpowiednich wekiaw, to najlepiej
wybra¢ aproksymacj; z minimalnym oczekiwanym b2 dem. Druigczynnik (kwa-
drat cosinusa) mo»e by¢ jednak mniejszy od 1, a nawet bliski §lko jex»eli
wybrany zosta? wi;cej ni» jeden w,;ze?.

Z kolei obserwacja z lematd]3 dla dwuwymiarowego normalnegozk®adu od-
chyle« dwoch aproksymatoréw sugeruje funkcj, kompetencfdwrotnie propor-
cjonalnj do oczekiwanego b?du kwadratowego, z dok?adnaoido dodatkowych
sk#adnikow wynikajjcych z korelacji odchyle«.

Obydwa te wyniki majj wspolny bardzo ogdlny aspekt: funkcjakompetencii
przyjmuje wijkszj wartox¢ dla aproksymacji ze spodziewany mniejszym b?}-
dem (stjd zresztj nazwa \funkcja kompetencji"). Nie nale»yjednak ogranicza¢
zanadto w ten sposob liczby wybranych aproksymatoréw. Jakee oszacowa-
nie b3 du jest w du»ej mierze zgrubne i bardzo pozrednie, dakina formu2a
ma mniejsze znaczenie, ale podstaw; jest odwrotna propasoaino¢, by¢ mo»e
Z progami odcilcia, aby nie u»ywa¢ aproksymatorow o szczégé du»ym ocze-
kiwanym b?|dzie.

2. Wspomniane wy»ej obserwacje oraz twierdzeriié 1 unaoegpipotrzeb| two-
rzenia zbiorow uczjcych oraz funkcji kompetencji tak, abygden przyk2ad by?
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oceniany przez wijcej ni» jeden aproksymator, a ponadto oadenia aproksy-
matorow dla tego przyk2adu ré»nidy sii mijdzy sobj { najlepiej miady przeciwne
znaki. Jest to potrzebne, by czynnik z cosinusem w rownani@B.(L0) mog? by¢
zerowy { skoro wszystkie wspo62rzidne wektora kompetencjj sieujemne, wiic
zerowy cosinus nie zostanie osijgnijty dla »adnego wektome wspo?rzidnymi
jednego znaku. Odpowiada to wystjpieniu niskiej, najlepjeujemnej wartoxci
oczekiwanej iloczynu odchyle« w lemaclg 3, co obni»a2obyrtea¢ oczekiwani
b2du w umieszczonym tam wzorze.

Podstawowym sposobem, ktory mo»na zastosowa¢ przy tworzenbioréw uczj-
cych w celu realizacji wspomnianej potrzeby, jest przydzanie r6»nym aproksy-
macjom ro»nijcych si;, ale czjxciowo pokrywajjcych (by umseliwi¢ pokrywanie
zbioréw kompetencji i ocen] jednego przyk?®adu przez wijcegproksymatorow)
zbioréw uczjcych.

3. Oczywizcie, b?jd ca®oxci rozwijzania bjdzie mniejszyetli b?dy kwadratowe
aproksymatoréw sk®adowych bidj mniejsze. Zgodnie z twiemgniem[l oraz wy-
nikami opisanymi w podrozdzialé_3]5, w przypadku tworzenipoddrzewa w da-
nym witle dobrze by2oby uzyska¢ b2dy aproksymatorow potomych mniejsze
ni» mia2 ich rodzic na ich zbiorach kompetencji.

Dla celdw tworzenia funkcji kompetencji i zbiorow uczjcyctprzyjite zosta?o na-
stipujjce za®o»enie: aproksymacje majj szans, uzyska¢ napsze b?dy na swoich
zbiorach kompetenciji, o ile te zbiory oraz odpowiednie zbipuczjce b}dj w ja-
kimt sensie prostsze od zbioréw kompetencji i uczijcego rimaz

Podstawowym rodzajem wspomnianego wy»ej uproszczenia gmwodowanie, »eby
przyk®ady w danym zbiorze by?y do siebie \podobne". Konkrgtacje konceptu \po-
dobie«stwa" sj zawarte w poszczegolnych sposobach konsicji zbioréw kompe-
tencji opisanych poni»ej. Jednj z ich cech jest u»ywanie oo\wiedzi aproksymatora
rodzica jako przynajmniej jednej z podstaw do wyznaczanigpbdobie«stwa". Zwij-
zane jest to g20wnie z za?o»eniem mowijcym, »e przyk®ady apbnych wartoxciach
funkcji wyjtciowej rodzica mogj by¢ do siebie \podobne" dlaproksymatorow wj-
z30w potomnych. Jezli zatem ograniczymy zakres wartotcijwgia, ktorych nauczy¢
ma si; aproksymator, jego zadanie mo»e sta¢ si} 2atwiejszBlo»na na to liczy¢
zw?aszcza je»eli aproksymatory na ro»nych poziomach majpgobnj konstrukcj;.

Oczywitcie wspomniane przyk®ady mogi mie¢ bardzo ro»netgewejtciowe, dlatego

one te» mogj zosta¢ u»yte. Uto»samienie \podobie«stwa" gk?adow z niewielkj

ro»nicj w prawdziwej wartoxci szukanej funkcji dla tych prgk?adow bardzo u2atwi-
aoby rozwa»ania, jednak takie dane nie sj dostjpne w czasiid®ania programu,
wijc mogij pe?ni¢ jedynie funkcj; pomocnicz;.
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Nieco bardziej zaskakujjce mo»e by¢ u»ycie miary podobiexa w punkcie 1.
W metodzie opisanej w podrozdziale_4.1, podobie«stwo niearego przyk®adu do
centrum zbioru uczjcego danego w;z%a jest traktowane jakoabpdzo niedok®adna
miara spodziewanego b?jdu tego aproksymatora na tym przy&dzie { im bardziej
dany przyk3ad jest \podobny" do przyk®adow ze zbioru uczjago danego w;z2a, tym
mniejszego spodziewamy sij b2 du. Nale»y tu zauwa»y¢, »eygy u»ywana by2a
regresja liniowa, takie oszacowanie by2oby niepoprawnakg »e w takim przypadku
przykdady bli»ej brzegow zbioru uczjcego majj wijkszj wagprzy okrexlaniu wspo?-
czynnika regresji ni» te bli»ej trodka przedzia2u regreg87]).

Wspomniane powy»ej metody realizacji wskazowek wynikdyehwierdze« mo»na
podsumowa¢ nastjpujjco: przyk®ady z jednego zbioru uczijge i kompetencji po-
winny by¢ do siebie podobne. Zbiory uczjce ré»nych aproksatoerow powinny by¢
ro»ne, cho¢ zbiory kompetencji muszj mie¢ niepuste przesig, co ogranicza ro»nice
w zbiorach uczjcych. Funkcja kompetencji ma by¢ wiksza dlarzyk®adow bardziej
\podobnych" do zbioru uczjcego. Powinna ona roéwnie» by¢ rderowa dla wijkszej
liczby wjz26w dla danego przyk2adu.

Sj to waasnozxci bardzo podobne do w2asnoxci wymaganych oadhiy klastro-
wania rozmytego { przyk®ady w jednym klastrze sj podobne, was»nych ré»ne,
ale klastry majj niepuste przecijcie. Stjd taki rodzaj grupowania jest u»ywany
we wszystkich wersjach tworzenia funkcji kompetencji i zbréw uczjcych w|z26w
potomnych.

Klastrowania w przestrzeni wyjtciowej nie mo»na nazwa¢ roef typow; dla
regresji w statystyce, cho¢ np. podzia? dziedziny stosowajest w technikach typu
spline Jest ono natomiast powijzane z metodami rozmytymi, a konletnie z rozmy-
waniem zmiennej wyjxciowej, ktére z kolei powoduje przes|aie zadania w stron,
klasy kacji. Wydaje sij to do+¢ naturalne, gdy» przydzia® myk®adéw do zbioréw
kompetencji wiz3w potomnych jest pewnego rodzaju klasydcjj. Trzeba jednak
pamijta¢, »e jest to zastosowanie pomocnicze. Podstaw; weipozostaje dopaso-
wanie funkcji o przeciwdziedzinie bjdjcej przestrzenij wetorow o sk®adowych rze-
czywistych, przeprowadzane w ka»dym w;jtle. Z tego powodu zwijzanie mo»na
zaliczy¢ do metod hybrydowych, w szczegolnoxci do metod renalno-rozmytych
w razie zastosowania sieci neuronowych jako aproksymaterdv wiz2ach (co jest
zwykle czynione).

Dodatkowe warunki, ktére mia?y wp2yw na generowanie algdmyu tworzenia
funkcji kompetenciji i podzia®u zbioru uczjcego, dotyczy?generalizacji, efektywnozci
oraz liczby wjz26w potomnych. Zasadniczo, przy wijkszejdzbie wybranych wjz26w
dla danego przyk?adu, mo»na sij spodziewa¢ wijkszych zyskév stosunku do tred-
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niego b2jdu, jednak w?jczanie przyk®adow do zbioru kompeteji wielu aproksyma-
torow prowadzi rownie» do powijkszenia sumarycznej wielkai zbiorow uczjcych
wijz&w potomnych oraz mox»e prowadzi¢ do zwijkszenia b2dowmdywidualnych.
Metody przedstawione poni»ej stanowij kompromis pomijdzyymi wymaganiami.
Ostatecznym kryterium oceny sj wyniki eksperymentalne (rodz.[5 i[6).

Przykdad najprostszej funkcji

W zwietle powy»szych rozwa»a« najprostszj funkcjj kompeteji oraz funkcjj
charakterystycznj zbioréw uczijcych mog@aby by¢ funkcja mynale»nozci z klastro-
wania rozmytego wykonanego na wynikach aproksymacji w damyw;le. W przy-
padku u»ycia jednego z najpopularniejszych algorytmow guujjcych, rozmytego
c-trednich[[72], dodatkowo trzeba znale¢ liczb} klastronp. [22,(92]), a ponadto
zastosowa¢ progowanie (np. takie jak opisane w podrozdeigl.3.2). Progowanie
jest konieczne, gdy» w innym przypadku zbiorami uczijcymi i dmpetencji by2by
zwykle cady zbidr rodzica. Dzieje si} tak dlatego, poniewafinkcja przynale»nozci
tego algorytmu klastrowania przybiera niezerowe wartotdia wszystkich klastrow
dla ka»dego przyk®adu, o ile przyk®ad ten nie jest identycygre centroidem jednego
z klastrow.

Taka funkcja dobrze ilustruje podstawowe koncepcje twora& funkcji kompe-
tencji i przydzia®u zbiorow uczjcych, ale nawet wstjpne tay wykazujj, »e w takiej
formie daje wiksze b3dy ni» metoda przedstawiona poni»ejla prosta metoda
jest jednak podstawj bardziej zaawansowanych wariantéw, Wm tego opisanego
ponix»e).

4.1. Metoda podzia?u zbioru uczjcego i tworzenia funkgcji
kompetencji

W tej metodzie w jednym zbiorze uczjcym oraz w jednym obszakompetencji
umieszczane sj przyk®ady podobne ze wzglidu na odpowiedadrica lub ze wzglidu
na zmienne wejxciowe. Wilksza warto+¢ funkcji kompetengjrzyznawana jest tym
wjz&om, do zbioréw uczjcych ktorych przyk2ad jest bardziepodobny.

Algorytm 3. 1. Odpowiedzi rodzica sj @jczone z wektorami wejtciowymi all
ka»dego przyk®adu. Na rezultacie tej operacji u»ywany jestigorytm analizy
sk#adowych g2éwnych (PCA[I48]) i tworzona jest macierz z&m»a ze znormali-
zowanych wektorow w2asnych macierzy kowariancji. Wybiena sj do niej wek-
tory odpowiadajjce najwijkszym wartotciom w2asnym, w najmiejszej liczbie
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takiej, »eby suma wartoxci bezwzglidnych wartotci w2astyodpowiadajjcych
tym wektorom by2a wijksza od 90% sumy wartotci bezwzglidniicwszystkich
wartoxci waasnych macierzy kowariancji. Przyjjto 12 jako aldatkowe ogranicze-
nie na liczb} wektoréw.

2. Dane sj przekszta®cane z u»yciem tej macierzy (mno»onBast;pnie wywo-
aywany jest algorytm klasteryzacji - wa»one rozmyte c-xzreith [72] (tak»e pod-
rozdzia¥4.3.1). Waga przyk®adu odpowiada pierwiastkowil? ,du kwadratowego
aproksymatora rodzica na tym przyk®adzie. W tym miejscu spwdzane jest roz-
ao»enie klastrow. Jex»eli centroidy sj zbyt blisko siebidckba wymiaréw wyjtcio-
wych jest ograniczana do 4. Do znajdowania w2axciwej liczklastrow mo»na
u»y¢ algorytmu z pracy([22], jednak wstipne eksperymenty ke&za?y, »e u»ycie
sta®ej liczby, np. 5, jak w przypadku zamieszczonych w tej acy eksperymentéw,
zwykle daje dobre rezultaty, a jest mniej kosztowne oblica@wo.

3. Wartoxci przynale»nozci otrzymane w poprzednim punk@gcz,+ciowo progo-
wane zgodnie z algorytmem opisanym w podrozdzidle 4]13.2k taby przyk®ady
mia®y niezerowe funkcje przynale»nozci do \trednio w priyeniu” 3 klastréw.

4. Sprogowana funkcja przynale»nozci zostaje funkcjj pdzia®u do zbioréw uczj-
cych.

5. Sprogowana funkcja przynale»nozci zostaje funkcj;j komencji, z tym »e pewna

cz,;x¢ \kompetencji", mianowicie jest zawsze przyznawana aproksy-

macji w danym w;tle. Nastjpnie L\}v(yrt(cl))i(t p}r)zynale»noici jesenormalizowana.

Ograniczenie wymiarowozci przestrzeni jest spowodowarendencjj algorytmu
rozmytych c-trednich do grupowania wszystkich centroidow centrum zbioru przy
duxej liczbie wymiarow|[|98]. We wstjpnych testach zjawiskto wystipowado prawie
zawsze przy liczbie wymiaréw powy»ej 12. Niekiedy, w zal@#ti od konkretnych
danych i punktow startowych algorytmu (zob. punkt[4.3.1) wgtipowa?o tak»e dla
ni»szych liczb wymiaréw, lecz nigdy dla mniejszych ni» 5. {8t procedura ograni-
czenia wymiarowozxci opisana w algorytmie.

Przecijtna liczba niezerowych funkcji przynale»nozci ravie» zosta®a wybrana na
podstawie wstjpnych eksperymentéw.

4.1.1. Warianty

Dla celéow poréwnawczych wykorzystano dodatkowy wariant poy»szej funkciji
kompetencji nie u»ywajjcy wag { wszystkie przyk?®ady sj waxe jednakowo.

W trakcie powstawania tego rozwijzania opracowano kilka nmed, spo+rod kto-
rych dox¢ istotnymi by?y metody \podwojnego klastrowaniai klastrowania macie-
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rzy \pomy?ek", opisane w pracach autora niniejszej dyseraji [20,[21,[24]. Pierwsza
opiera®a si; na grupowaniu rozmytym w prostym iloczynie wy¢ aproksymatora
rodzica i poprawnych odpowiedzi, przy czym funkcja kompeteji wykorzystywa?a

specy kI metod klastrowania u»ywajjcych centroidow, aby ¢rzyma¢ funkcj; kom-

petencji, ktora nie mo»e zale»e¢ od prawdziwych wartoxculsanej funkcji. Druga

polega?a na wczezniejszej \granulacji* zaréowno wyjt¢ aksgmatora rodzica jak
I prawdziwych wartoxci szukanej funkcji i tworzy2a z niej maerz korelacji przy-

nale»nozxci do danych klastrow na podstawie ktérej tworzormmpowiednie funkcje.
Opisywana w niniejszej pracy metoda uzyska®a w testach neesb®dy od propono-
wanych wczezxniej.

4.2. Tworzenie aproksymatorow sk®adowych

Aproksymatory sk®dowe, umieszczone w w;z%ach drzewa tveonego przez me-
tod, opisanj w niniejszej pracy mogj by¢, co do zasady, dowoégo typu. W niniejszej
pracy zostady u»yte sieci neuronowe typu feed-forward z jgdwarstwj neuronéw
ukrytych oraz logistycznij funkcjj aktywacji neuronow. Dla neurondw ukrytych jest
ona pomno»ona przez 2 i pomniejszona o 1 dla uzyskania zalre$,1] i oczekiwanej
wartozci aktywacji 0 (jak sugerowano w pracy [60]). Liczbaeuronéw ukrytych jest
w sposOb bardzo przybli»ony ustalona, za pracj [76]:

2 0 o 13
JUi]

q =Ly
émin% p+ r2 ,mfﬁgé (4.1)

gdzie p to wymiar przestrzeni cech,r - wymiar przestrzeni wyjtciowej,U; zbior
uczicy w wille i, a # to parametr, ktéry odpowiada za?o»eniu, »e liczba przykda-

dow uczjcych powinna by¢ kilkakrotnie (np. pijciokrotnie, stid w niniejszej pracy
# = 5) wiksza od liczby parametrow - po?jcze«. Taka sie¢ neurmwa jest na tyle
ma®a, »e pozwala mie¢ nadziej; na uniknijcie nadmiernego plsowania i wzgl,dnie
krétki czas uczenia. Sie€¢ nauczana jest metodj Levenberlya@rquardta [97] (krotko
opisanj w podrozdziald~4.313). Je»eli zbior uczjcy danegdata zawiera zbyt ma2o
przyk®addéw, aby nawet sie¢ o jednym neuronie ukrytym mog2drpymac trzy razy
wijcej przyk®adow uczicych, ni» ma wag, sie¢ nie jest tworma, chyba »e wjz%em,
w ktorym mamy tworzy¢ sie¢, jest korze« { jednak w takim wypakiu u»ywana jest
regresja liniowa. W przypadku, gdy zgodnie z punkteril 4 alggtmu uczenia (str.
[22), sie¢ jest uczona ponownie, liczba neuronoéw ukrytych igkgézana jest o 1, o ile
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w takim przypadku zostanie zachowany warunek méwijcy o odpeednim ilorazie
liczby przyk®addéw do liczby wag. Takie dodatkowe uczeniegewykonywane co naj-
wy»ej jednokrotnie.

4.3. Algorytmy pomocnicze

W niniejszym podrozdziale opisano pokrotce algorytmy ponsoicze, niektore
istniejjce w literaturze, niektore wykonane dla opisywango rozwijzania. Metoda
walidacji wynikéw rozmytych c-trednich, przydatna przy zajdowaniu w2azciwej
liczby klastrow, opisana w pracy autoral[22], mo»e by¢ wykoystana w metodzie
podzia®u zbioru kompetencji i przydzia®u funkcji przynakenozci opisanej powy»ej,
jednak ostatecznie nie zosta®a u»yta w eksperymentach, gdaoamie jest tu opisana.

4.3.1. Rozmyte c-trednich

Rozmyte c-trednich[[15, 56, 72] jest jednym z najbardziejamych algorytméw
klastrowania rozmytego. Jego zaletami, dzijki ktérym znalz? zastosowanie w ni-
niejszej pracy, Sj prostota, znane w2axciwozci oraz akoapalna z2o»onox¢ czasowa,
liniowa ze wzglidu na liczb} przyk®addéw pomnox»onj przez lib| klastréw, wymia-
row i iteraciji.

Funkcja celu, ktérj minimalizuje rozmyte c-trednich, ma psta¢ [15]/ 72]:

xe 8

Im = i d(xi;g)

j=1i=1

gdziex; to i-ty wektor wejtciowy,c to centroid j -tego klastra,d to pewna metryka,
j to stopie« przynale»nozxdi-tego wektora doj -tego klastra, c to liczba klastrow, a

jSj to liczba wektorow. Przy tym ka»de j 2 [O; 1] orazP iz =1, 8i:1x28S;
co nazywane jest warunkiem klastrowania probabilistyczge [56]. W niniejszej pracy
przyj;to wartot+¢ parametrum = 2.

Po inicjalizacji albo poprzez ustanowienie losowych przgie»nozxci, albo, jak
w przypadku niniejszej pracy, poprzez ustanowienie losoaly centroidéw, nastjpuje
naprzemienna optymalizacja. W jednym kroku zmieniane sj spnie przynale»nozci

wg wzoru:
1

P dxig) mT

C

=1 d(xi;q)
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a w nastipnym centroidy:
Pisi m
i=1 i

Dla celéw, dla ktérych jest u»ywane w tej pracy, rozmyte c-ednich ma jednak
dwie podstawowe wady: koniecznox¢ wyboru liczby klastrowaa fakt, »e przyna-
le»noxci do wszystkich klastrow sj niezerowe dla wszystkiprzyk®addw, ktére nie
pokrywayjj sij z centroidami klastrow. Liczb| klastréw ustawiono po wstjpnych eks-
perymentach na jednj konkretnj liczb; (5), co da?o zadowalgce rezultaty, cho¢
dostjpne sj te» algorytmy wyboru liczby klastrow [22] 72, 9p Druga cecha wyma-

ga%a u»ycia prostego algorytmu wspomnianego w nast;pnym gmzdziale.

4.3.2. Progowanie wartoxci funkcji przynale»nozci

Niedogodnozcij zwijzanj z u»yciem rozmytych c-trednichallceldw tej pracy sj
niezerowe wartoxci funkcji przynale»nozci na ca?ej przesni dla wszystkich kla-
strow, z wyjjtkiem przypadku identycznozci przyk®adu z jedym z centroidow. Przy
bezpozrednim zastosowaniu przek®ada®oby sij to przede yskim na uczenie w;-
z26w na du»ych zbiorach uczjcych, tej samej wielkozci co mich, co nie pomaga przy
zmniejszaniu b?,du, a zwijksza zapotrzebowanie na moc obteniow;j. Tak nauczone
w;z2y by2yby u»ywane tak»e na przyk®adach, na ktorych ich v#d w ko«cowy wy-
nik by2by pomijalny. Stjd u»ywany jest prosty algorytm, w ktérym wartoxci poni»ej
pewnego progu Sj uznawane za réwne zeru, a ca®ox¢ jest remirowana do sumy
rownej 1.

Pewnym wyzwaniem mox»e by¢ tutaj wybor progu. W niniejszej pcy przy;jito,
»e korzystne jest, aby wicej ni» jeden w;ze? potomny mia2 ezerow; funkcj; kom-
petencji na danym przyk2adzie. Przybli»enie tego wyniku ggnijte zosta®o w nast;-
pujicy sposoéb: ustalona jest pewna liczba, we wszystkich opisanych eksperymen-
tach rowna 3. Dla ka»dego przyk®adu ze zbioru kompetencji latzane sj pierwotne
wartoxci funkcji przynale»noxci a nastjpnie, wxrdd wartcifunkcji przynale»no-
tci uporzjdkowanych od najwiikszej, znajdowane sj dwa eleanty: — { o randze
da+0:5e oraz { o randze ba + 0:5¢c (w stosowanych rozwijzaniach ich istnienie
jest zapewnione). Jako prég u»yta jest trednia po wszystkiprzyk®adach z wartozci
fa+0:5g~+(1 f a+0:59) . Je»eli progowanie dla danego wektora i przyk®adu
skutkowa®oby wektorem zerowym, co mo»e si; zdarzy¢ przy ryah wartoxciach
a, przyk®adowi jest przypisywana przynale»nox¢ 1 do klastrdla ktérego stopie«
przynale»nozci przed progowaniem by?2 najwijkszy.

Powy»szy algorytm jest autorski.
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4.3.3. Metoda uczenia sieci neuronowych

W niniejszej pracy do uczenia sieci neuronowych u»ywanatjesetoda Levenberga-
-Marquardta [97] z regularyzacjj. Oryginalna metoda miniralizuje sum; kwadratéw
b2doéw (lub ogdlnie - wartoxci funkcji), natomiast u»yta inplementacja minimali-
zuje:

X .. 2 . ..2
B(x) = yi  9(xi)jj=+  Jiwjj (4.2)

ixj2X

NI =

gdzie X jest zbiorem uczjcym,X; i-tym wektorem wejtciowym,y; - wyjtciowym,
g(xj) odpowiedz;j sieci neuronowej dla;, w wektorem wag po?djcze« sieci neuro-
nowej, ajj jj oznacza norm| euklidesow;j. Parametr zosta? po wst,pnych ekspe-
rymentach ustawiony na 0.001, nie by2y stosowane tutaj maly jego aktualizaciji,
takie jak np. opisana w([78]. Jego rol;j by2o zapobieganie pstawaniu wag o bardzo
du»ych wartozciach, ktére mog2yby negatywnie wpdywa¢ nangealizacj]. Mo»na
zauwa»y€, »e ten parametr nie jest zale»ny od liczby wag i yk2addéw, przez to jego
wp?yw jest tym wikszy, im mniej jest przyk®adow, a wijcej way. Jest to waatciwox¢
po»jdana { majjc wijcej przyk®addéw w stosunku do wag, mo»emynie¢ wijkszj
ufnox¢ co do ew. powsta®ych du»ych wartoxci wag.

Metoda Levenberga-Marquardta w krokuk przeszukuje przestrze« wag w kie-
runku wy wyznaczonym przez:

Ged+ Wwe= JJe (4.3)

gdzieJ to jakobian b?jdu po wagach, ag, to wektor bajdow w danym kroku. Niektore
rozwijzania zast}pujj macierz identycznozci przekitnjJ, J.

W powy»szym algorytmie y jest na poczjtku ustawione na warto£¢ 5. W kax»-
dym kolejnym kroku, je»eli poprzedni krok zmniejszy? b?jdto « = ( 1= ,
w przecivnym wypadku = ¢ 1 +. W niniejszej pracy we wszystkich ekspery-
mentach przyjito =4, =2, o= 1—16 Zastosowano tak»e metod] tzw. wielostartu,
dok®adniej { losowano dwa zestawy wag poczjtkowych, uczoseci, a nastjpnie wy-
bierano t; o mniejszym b?&dzie na zbiorze uczjcym. Warunektspu we wszystkich
eksperymentach ustalono na 100 epok albo tredni b2;d kwatray nie wijkszy ni»
10 °.
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4.4. Oszacowanie z20»0noxCi czasowej z u»ytymi
rozwijzaniami szczego6®owymi

Z20»0nozx¢ obliczeniowa metody proponowanej w niniejszgqy zale»y w istotny
spos6b od z%o»onozxci u»ytych algorytmow sk®adowych i pomiozych, dlatego zo-
sta?a opisana dopiero w tym podrozdziale.

4.4.1. Liczba wjz@0w i rozmiary zbiorow uczjcych

W pe?nym drzewie przy liczbie bezpozrednich potomkok i wysokozcin jest
kn+l

w,z20w. Gdyby przyji¢ za k maksymalnj liczb; dzieci dowolnego w;|z3a,
to wtedy liczba ta jest goérnym oszacowaniem liczby wjz20w wrdewie.

Drzewo aproksymatora hierarchicznego nie musi i cz|sto njest pe2ne z uwagi
na warunek[3 lub[4 algorytmu uczenia (4.22). Poza tym, w ogdim przypadku,
liczby dzieci wjz3w mogj si; ro»ni¢ (cho¢ w rozwijzaniu szegdéowym u»ytym
W niniejszej pracy zrezygnowano zrezygnowano z tej mox»lied (zob. podrozdzia?
4.T). Wspomniane oszacowanie dotyczy zatem maksymalneizby wjz2ow.

Jezli suma licznozci zbioréw uczjcych na ka»dym kolejnymziomie jesta razy
wilksza od sumy licznozci zbioréw uczjcych Di poprzednim piomie, to suma licz-

nozci zbioréw uczjcych wynosi nie wilcej ninSj. To oszacowanie mox»e by¢
jednak znaczjco zbyt wysokie.

n
. N . 1 o
Wizabw wewnitrznych jest odpowiednio maksymalnleﬁ, gdziek jest mak-
sxmalni liczbj dzieci danego wjz?a, a suma licznozci ich zbidbw uczjcych wynosi
a1 _.
1 JSJ "
Podsumowuijjc, poniewa» aproksymacja mo»e by¢ tworzona ughamiana w kax-

dym witle, a zbiory uczjce tworzone sj i kompetencje wyzna@e w w,z%ach we-
wnitrznych, zachodzi nast|pujjcy lemat:

Lemat 4. Jexeli zbior uczijcy ma rozmiarjSj, suma licznoxci zbiorébw uczjcych
na ka»dym kolejnym poziomie jest nie wijcej nia razy wiksza od sumy licznozci

zbioréw uczijcych na poprzednim poziomiea ¢ 1), to
an+l

1. Suma rozmiaréw zbioréw uczijcych w drzewie wynosi co napey 1 iSj.

2. nSuma rozmiarow zbiorow uczjcych w wjz2ach wewn;trznyclymosi co najwy»ej

an 1
a 1181'
Analogicznie, w czasie uzyskiwania predykcji na zbiorg€j, przy stosunku sumy

liczby w}z20w o niezerowej kompetencji na kolejnym poziao liczby takich w}z2éw
na poziomie poprzednim nie wijkszym nia
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1. Sumaryczna liczba przyk®adow poddanych pod ocen| apyokatorow w wjz2ach
an+l

Wynosi co najwy»ejﬁjTj.
2. Sumaryczna Iicznba przyk®adow, dla ktorych trzeba wyzngickompetencj;, wy-
iTj.

. : a
nosi co najwy»e
IWYy»€F 1

4.4.2. Przyk®ad z?o»onozci dla podstawowej wersji - uczeni e

W czasie uczenia w ka»dym w;tle trzeba utworzy¢ i uczy¢ sie@uronow;j, po-
nadto w ka»dym witle wewnitrznym trzeba utworzy¢ wjz®y potamne.

Uczenie aproksymatora w witlei sk?ada si; z:
1. Co najwy»ej liniowej,O(jSij(r + p)), obrobki wstipnej, w tym utworzenia sieci

I inicjacji wag.
2. Uczenia sieci algorytmem Levenberga-Marquardta (LM).
3. Sprawdzenia badow w wille.
Poniewa» wag oraz progow sieci jest w sumie nie mniej ni» neudw, ale mniej ni»
przyk®adéw, jedna iteracja algorytmu LM zajmujeO(rw2jS;j), gdzie w, to liczba
progow i wag w sieci u»ytych dla obliczenia jednej wsp6?rajdj wyj+cia dla jednego
przyk®adu. Wynika to z koniecznozxci wyliczenia quasi-hesju. Wzor ten uwzglid-
nia wyliczanie pochodnych dla ka»dego przyk?adu i ka»deggmiaru wyj+ciowego
oddzielnie. Zoptymalizowana implementacja jest natomiasv stanie uwzglidni¢, »e
przy obliczaniu pochodnej jednego z wyj+¢ wagi od neurondrytych do pozosta-
aych wyj£¢ majj pochodnj 0 i mo»emy je pominj¢. Jedna iteragjalgorytmu zajmuje
zatem O(rw2jS;jit ), gdzieit|, jest maksymaln;j liczbj epok metody Levenberga-
-Marquardta. Zatem, jexliw, jest maksymalnj liczbj u»ytych wag sieci, at;, mak-
symalgli liczbj epok, dla, wszystkich w|z2w suma dzia?ania ynosi:
O nailijrwﬁ itim . W sprawdzeniu b?dow dominuje operacja uzyskiwania
wynikow, ktora, przy za®o»eniu, »@&v jest liczbj wszystkich wag sieci, ma z20»onox¢
O(wjSjj), a wijc jest tu pomijalna.

Jak wida¢, z2o»onozx¢ obliczeniowa metody Levenberga-Menglta zale»y przede
wszystkim od liczby wag, dlatego te» jest ona polecana dlaemielkich sieci. Za2o-
»eniem proponowanego rozwijzania jest jednak 2jczenie ptpch rozwijza« sk®ado-
wych, a wijc u»ywane sj w3azxnie sieci niezbyt wielkie. Doldaiejszy rozmiar mo»na
wyznaczy¢ ze wzoru{4]1) podanego w podrozdzialel4.2. Dlaagzczenia za®0»my,

»e cz;x¢ ograniczajjca liczb} neurondw ukrytych ze wzglidaa liczb; przyk®adow
S I m I m
nie zosta?a wykorzystana, czyli(piTl) > P p+ r2 . Skoro mamy P p+ r2
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w;z26w ukrytych, to mamy te»

q
W= p+r2 (p+rr+1)+r

wag i progow w sieci neuronowej. W czasie uczenia liczba wagytych dla jednej
wspo?rzidnej wyjtcia i jednego przyk®adu mox»e by¢ podanga

q
wy=  p+r? (p+rl+1)+1

Dla uproszczenia zapiszmy powy»szy wzor jaI@;(p p+ré(p+1+1)+1). Pa-
miltajic te», »e O(a+ b2 = O(a?+ P+2ab,a p+ rZ(p+1+1) >r orazp+r - 2,
g2owny wzoér przyjmie posta¢:

1 a |
jSir( p+r¥(p+2)? itm = (4.4)
!

Lisit(p+ r)(p+2)? it (.5)

n+1

O

1
n+1l

=0

1

Tworzenie zbioréw uczjcych wymaga:

1. Uzyskania wynikow wjz®a rodzica (co jest ju» robione przyzyskiwaniu jego
ba,dow).

2. Obrobki wstlpnej o z2o»ono+adD(jS;j(r + p)?) (obliczanie macierzy kowariancji).

3. Analizy sk®adowych g2éwnych (PCA) O((r + p)3)).

4. Przekszta®cenia przestrzeni przez transformacj; znaienj przez PCA - O(jSij(r +
p)2) (mniej, jexli PCA odrzuci?a jakiex wspo62rzidne).

5. Grupowania przez rozmyte c-trednich, ktére w tym przyp&d ma z20»0onoz¢
O(kjSij(r + p)itsem ), gdzieits., to liczba iteracji rozmytego c-trednich.

6. Uzyskania stopni przynale»nozci przyk®adoéw do klastréatrzymanych za po-
mocj rozmytego c-trednich (co jednak mo»e by¢ robione razemgrupowaniem).

7. Progowania, wraz ze znalezieniem proguQ(k logkjSij).

8. Obrobki ko«cowej (przydzia?u przyk®adéw do zbiorow) wyagajice O(ajSij)
operacji, je»eli same przyk®ady nie sj w »aden sposob modgwane.

Skoro jSijj > (r + p);itiem > k, mo»na oszacowa¢ czas potrzebny na utworzenie

funkcji kompetencji i przydzia? zbiorow uczjcych w danym wile jako O(jS;j(k(r +

P)itiem + (r + P)? + Q). Zatem ta cz!+¢ zajmuje znaczjco mniej czasu ni» uczenie

aproksymatoréw, zw2aszcza »e jest wykonywana tylko w wizdawewn|trznych.
Podsumowuijjc: uczenie aproksymatorow jest w uczeniu werrspzwijzania opi-

sanej w dysertacji operacjj dominujjcj. Czas zu»yty na nij gst zale»ny wyk2adniczo
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od wysokozci drzewa { por. wzér(4l4). Podnoszony do potjgegt stosunek sumy
rozmiarow zbioréw uczijcych wiz26w z kolejnego poziomu do sy rozmiaréw zbio-

row uczjcych wjz20w z poprzedniego. Ponadto czas uczenidessy w przybli»eniu

szezxciennie od rozmiaru przestrzeni wejtciowej oraz reamiprzestrzeni wyjtciowe;.
Natomiast, co oczywiste, zale»y jedynie liniowo od liczbyeracji oraz, co istotne,

réwnie» jedynieliniowo od liczby przyk®addéw w zbiorze (o ile liczba ta jest na tyle
du»a, aby liczba neurondéw ukrytych sieci neuronowych nie ¥y ograniczana przez
liczb} przyk®adow uczjcych { zob. podrozdzia®4]2).

4.4.3. Oszacowanie z2o»onozci uzyskania odpowiedzi dla po dstawowej
wersji

Uzyskanie odpowiedzi aproksymacji w witle wewnitrznym dla zbioru jT;j wy-
maga:
1. Uzyskania vwr]ik% aprok%¥macji sk®adowej:
Oo(wjT;j)= 0O p+rZ (p+r+1)+r jTij .
2. Przekszta®cenia przestrzeni przez transformacj, znaien;j przez PCA:
O(Tii(r + p)?) -
3. Obliczenia stopni przynale»nozci przyk?adoéw do klastvéotrzymanych z algo-
rytmu rozmytych c-xrednich {O(k(r + p)jTij).
4. Progowania {O(KjT ij).
5. Uzyskania odpowiedzi wz20w potomnych.
6. Obrdobki koccowej {O(a(r + p)jTij).
Po uwzglidnieniu rzeczywistych zale»nozxci mijdzy liczbj zyk®adow, wag itp., jak
przy szacowaniu z0»0nozci uczenia, z20»0no+¢ uzyskavagniku wynosi:

q
O (k+r+p(r+p+ p+r2 (p+r+1)+r T

W lixciach jest to tylko:

q
o p+r2 (p+r+1)+r jTij

Ogé2em w drzewie bjdzie to

| |
n n+1 q : :
Skeraprapr T

O

p+r2 (p+r+1)+r jTj

Podobnie jak w przypadku uczenia, uzyskiwanie wyniku zalg»wyk2adniczo (z
podstawj a) od wysokozci drzewa, a liniowo od wielkoxci zbioru testawego. Tak»e
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liniowo zale»y od poziomu rozga?zienia drzewa. Tym razeniensj wymagane ite-
racje, a zale»nozxci od liczby wymiarow przestrzeni sj w ptdipeniu kwadratowe.

4.4.4. Podsumowanie

Czas uzyskiwania wynikow aproksymatora w wersji podstawejvprzy niewiel-
kich g2jbokozciach drzewa jest poréwnywalny z analogicamyczasem dla sieci neu-
ronowej o kilkudziesijciu neuronach ukrytych. Ze wzglidu a zale»nox¢ wyk®adnicz;
czasOw uczenia i uzyskiwania wynikéw od wysokozci utworago drzewa praktyczne
sj tylko niewielkie jego wysokozci. Silna zale»nox¢ z%osbei obliczeniowej metody
od liczby wymiarow wejtciowych ogranicza zastosowanie dor@ajwy»ej umiarkowa-
nych liczb cech wejtciowych oraz wyjtciowych. Sugeruje t>korazowy rozdzia? za-
dania o wyjtciu wielowymiarowym na zadania o wyjtciach o neg{najlepiej rownej
1) liczbie wymiaréw. Pamijta¢ przy tym trzeba, »e wiele zadg np. te wymienione
w rozdziale[®», ma jednj zmienn;j wyjtciowj. Nale»y zauwa»y$ge zale»nozxci od wy-
miarowoz=xci przestrzeni zmniejszy?yby si; bardzo, gdyby wé mniej od nich zale»nego
algorytmu uczenia sieci (mog2oby to jednak wymaga¢ podniesia liczby iteracji)
lub mniej od nich zale»nego algorytmu wyznaczania liczby menow ukrytych sieci.



5. Wyniki eksperymentalne dla ogolnie
znanych zadac

W celu oceny przydatnotci metody opisanej w niniejszej razwie do celéw
praktycznych zosta®a ona przetestowana na 21 zbiorach dahyogoinie dost;pnych
(niniejszy rozdzia?) oraz w problemie krotkoterminowegorpewidywania pro lu zu-
»ycia energii elektrycznej (rozd4.]16). Zbiory danych wykaystane w opisanych poni-
»ej zadaniach pochodzj przede wszystkim z repozytoriow U{B3] i DELVE [83], i Sj
czjxcij tzw. \Weka Regression Datasets'T[8], wilkszox¢ wakuje (w chwili pisania ni-
niejszej pracy niedost;pnj) stron; http://www.ncc.up.pt/ ltorgo/Regression/DataSets.htm |
jako pierwotne r6d@o. U»ycie ogolnie dost}pnych zbiorowahych ma t} podstawow;
zalet], »e otrzymane wyniki mo»na 2atwo zwery kowa¢. Pondd ich dostjpnox¢ oraz
ich wykorzystanie w literaturze pozwalajj porownywa¢ wyrki rozwijza« opisanych
w ré»nych pracach.

Wykorzystane zosta?o 21 zada«, ktore mo»na podzieli¢ na 3ijgy: dane sztuczne
z jawn;j funkcjj zadanj (zadania [I{3), zadania polegajjce ngowtorzeniu wynikow
symulacji wykonanej z u»yciem dedykowanych systeméw, niepadajjce jawnie wy-
specy kowanej odpowiedzi (zadanial4}9) i wreszcie zadaroparte na rzeczywistych
danych pomiarowych [10-21). W tej ostatniej grupie mox»na wg»ni¢ podgrup; zbio-
row ma2ych < 500 przyk®adow, zbiory 1I6-21). Pierwsza grupa jest istotnponiewa
nie tylko znana jest z ca?kowitj pewnoz=xcij funkcja szukanagle te» wiadomo, jak
wiele mo»na si; o tej funkcji z danego zbioru nauczy¢. Zadanbparte na zbio-
rach rzeczywistych natomiast sj szczegOlnie wa»ne, pon&émwto w2atnie dzia?anie
w rzeczywistych problemach jest ostatecznym testem uczanmaszyn i sztucznej
inteligenciji.

5.1. Zadania

Zgodnie z sugestiami zawartymi w [60] numeryczne dane wapte zosta?y znor-
malizowane tak, aby wszystkie miady wariancj, rownj 1 i zredij réwn;j 0. Dane
wyjtciowe zosta?y znormalizowane liniowo tak, aby mie#csi; dok®adnie w zakresie
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0.05 - 0.95. Zmienne dyskretne zazwyczaj zosta®y zamier@ora zestawy zmiennych

binarnych (z wyjjtkiem zadania[2]).

W nawiasach po nazwie zadania zosta®y wymienione skroty mazbiorow funk-
cjonujjce w literaturze anglojizycznej, ktére powinny pomvoli¢ na ich 2atwe wy-
szukanie, a ktére ze wzglidu na swojj zwijz20+¢ zosta?y usytak»e w tablicach
z wynikami (w kilku przypadkach skrocone jeszcze bardziej)

1. P2aszczyzny dwuwymiarowe2dplaneg. Zadanie sztuczne, docelowa funkcja ma
postac:

8
f(x) = S 3+3X,+2x3+ X4+ N(0;1); dlax;=1
: 3+3x5+2Xe+ X7+ N(0;1); dlax;= 1

gdzie N (0; 1) oznacza rozk®ad Gaussa. Przy czymy przyjmuje tylko te dwie

wartoxci z rownym prawdopodobie«stwem, a pozosta®e zmiennejtciowe przyj-

mujj z jednakowym prawdopodobie«stwem wartoxci ze zbiorir1,0,19. Zbiér,
wymieniony m. in. w [19], zawiera 40768 przyk®addw i 10 atrybdw wejtciowych,
przy czym ostatnie 3 sj nieu»ywane.

2. Zadanie sztuczne \Friedmana" friedman). U»yte np. w [38], cho¢ tam wspo-
mniany jest jeszcze wczezniejszy artyku®. Réwnie» zadasmuczne, prawdziwa
funkcja ma posta¢f (x) = 10sin( X 1 X5)+20(Xs 0:5)?+10x4+5x5+ N (0; 1).
Zbior danych zawiera tak»e 40768 przyk®adow oraz 10 atrylimt wej+ciowych,
z czego tylko pierwsze 5 jest wykorzystanych. Zbior wykorgtywany dox¢ cz|sto
do testowania ré»nych rozwijza«, np. drzew decyzyjnych, rnad statystycznych,
ale tak»e metod wzmacniania gradientowego (gradient boosy) i innych [16,/38].

3. Zadanie sztuczne, o kilku \za®amaniach"rv). Funkcja

8

1
% 35 §x4; dlax,> 1
10 2x; wpp.,0ile 2= x4 2

F)=, 3 xi=x4 wpp., oilex; = yes
% Xe + X1 wpp., 0 ile xg = normal
X1=2 wpp.

Zbior ten réwnie» sk®ada sij z 10 atrybutéw wejtciowych i 468 przyk®adow.
5 atrybutow jest losowanych z rozk®adu jednostajnego na nidych przedzia®ach.
W=rdd pozosta?ych atrybutow 3Xs; X7; Xg) Sj nominalne, a 2 4 i Xg) majj inne
formy i sj czjxciowo zale»ne od poprzednich.

4. Symulacja kolejek w bankul§ank8fm). Jeden z rodziny zbioréw powsta?ych w wy-
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niku prostej symulacji zachowa« klientow bankow. Klienci krexleni sj kilkoma
parametrami, takimi jak miejsce zamieszkania (u»ywane wloeokrezlenia prefe-
rencji wzgl,dem danego banku wynikajjcych z jego dost|pnait), stopie« skom-
plikowania sprawy, z ktorj przychodzj, czy cierpliwox¢. dem przewidywania
jest udamek 0sob, ktére opuszczajj bank ze wzglidu na zbyt u§ie kolejki [83].
Symulacja ta zosta?a przeprowadzona bezpozrednio w celugeserowania ro-
dziny zbiorow danych, umieszczonych nast|pnie w repozytioim DELVE [83].
Symulacja steru wysokozcie{evatorg. Dane te powsta?y w wyniku symulacji
zachowania samolotu F16 [26, 27, 33]. Zadane manewry by2ykemywane na
symulatorze ACM przez autora oryginalnych notatek { Rui Camacho. Na pod-
stawie pomiarow 18 zmiennych wykonanych w czasie tych syragji, takich jak:
pridkox¢ wznoszenia/opadania, wysokox¢, cel wysokotgjguwzechy?y samolotu
oraz pochodne po czasie niektorych z tych wielkoxci, stamasi} odtworzy¢ decy-
zje dotyczjce ustawienia steru wysoko=¢i[26,127]. Zbiénaara 8752 przyk®adow.
Symulacja ro»nicowa steru wysokozci €levatorg. Jak w[B, ale zamiast wartoxci
bezwzglidnych odtwarzane by?y zmiany nastaw steru wysoko+Wykonana zo-
sta?a réwnie» selekcja atrybutdéw, wskutek czego liczba annych wejtciowych
zmniejszy®a si; do 6. Liczba przyk®addw wynosi 7129.

Symulacja ré»nicowa ustawienia lotek (ailerons). Podobnie jak w[6, ale celem
by2y zmiany w nastawie lotek. Liczba zmiennych wejtciowyahiynosi 5. Liczba
przyk®adow jest rowna 7129.

Symulacja pridkozci kjtowej ramienia robota puma8NH). Dane pochodzj z sy-
mulacji zachowania ramienia robota Puma 560. Dany zbiér jeednym z rodziny
oxmiu zbioréw dotyczjcych tego problemu umieszczonych wpazytorium DE-
LVE [83]. Na podstawie oxmiu danych wejtciowych, w rodzajidw, pridkozci,
ew. innych danych cz%onow ramienia robota, nale»y wyznadzpridko+¢ kjtow;
jednego z ramion.

Symulacja ustawienia ramienia robotakin8nm). Zbiér danych wygenerowany
w 1996 r. przez Zoubin Ghahramani za pomoc;j éwczesnego pakigzyka Ma-
tlab z zakresu robotyki: \The Matlab Robotics Toolbox". Dotyczy obliczania
pozycji ko«cdwki ramienia robota na podstawie danych o wzdhej pozycji ra-
mion z dodanym szumeni]41]. Ten zbior réwnie» jest jednym zdziny zbioréw
danych dostjpnych w DELVE [83]. Zawiera 8192 przyk®adow. kacowka 8nm
oznacza 8 zmiennych wejtciowych, du»j nieliniowox¢, aledtri poziom szumow.

10. Wyznaczanie wieku s2uchotelapalong. Zbior danych dotyczjcy gatunku jadal-

nych mijczakdw z rodziny s2uchotekHaliotis rubra. Celem jest okrexlenie wieku
mijczaka, badanego bardziej bezpozrednio za pomocj prabdannego liczenia
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piertcieni wzrostu z u»yciem mikroskopu, na podstawie irsty pomiarow, np.
rozmiarow, masy ca®ego okazu oraz ro»nych jego czjtci (miisnijsa) [68] [70].
Zawiera 4177 przyk®adow, 7 zmiennych wejtciowych.

11. Wycena (grup) domow w Kalifornii (alifornia housing). Zbior dotyczjcy cen
domoéw umieszczony w repozytorium StatLib [1], wymieniany rm. w [54]. Celem
jest wyznaczenie mediany ceny domu na pewnym obszaroer(sus block group
wg terminologii United States Census Bureau { w przyk®adzierrednia liczba
mieszka«cow w takiej \grupie kwarta?éw cenzusowych" wyngda 1425.5). Dane
pochodzj ze spisu powszechnego, ka»dy przyk2ad jest zbmrcharakterystykj
jednego obszaru. Osiem zmiennych wejtciowych obejmujemmliczb; ludnozci,
liczb} pomieszcze« i sypialni w obszarze, liczb; domow, mizsh; wieku budyn-
kow. Zbior zawiera 20640 przyk®addw - wszystkie obszary wspnianego typu
z Kalifornii z roku 1990.

12. Wycena (grup) domow, wersja 2atwiejszahpuse8l). Dane pochodzjce z repo-
zytorium DELVE [83]. Tak jak i dane zbioru powy»ej pochodzj e spisu po-
wszechnego, ale u»ywana jest inna wielkox¢ jednostkowelgeraru (State-Place
i inny obszar. Ten zbiér obejmuje 8 zmiennych wejtciowychiektore podobne do
u»ytych w poprzednim zbiorze, ale sj te» dane demogra cznetgczjce wieku
i rasy mieszka«céw i w2azcicieli. W zbiorze jest 22784 pr2gkéw. Celem réwnie»
jest przewidywanie mediany cen doméw na danym obszarze. drih L w ozna-
czeniu odpowiada mniejszej trudnozci problemu ze wzgliduanepsz; selekcj|
zmiennych [83].

13. Wycena (grup) doméw, wersja trudniejszahpusel6H. Jak powy»sze, ale 16
zmiennych wejtciowych i 22784 przyk®adow. Litera H oznacegsok; trudnox¢
ze wzglidu na niezbyt dobrj selekcj; zmiennych[[83].

14. Przewidywanie czasu sp,dzonego przez procesor w trybigytkownika (cpu act).
Zbiér z repozytorium DELVE [83]. Dane dotyczj aktywnozxci uiwersyteckiego
systemu komputerowego z rodziny Sparc. Na podstawie 21 dygh atrybutow
wejtciowych w rodzaju: czjsto+¢ odczytéw i zapiséw pomiydpamiicij systemu,
a pamilcij u»ytkownika, liczba wywo?a« systemowych na seku] (osobno tex»
odczytow i zapiséw), liczba wywo2a« nowych proceséw, casici ro»nych operacji
dotyczjcych stron pamijci, d®ugox¢ kolejki proceséw, wie+¢ wolnej pamijci,
nale»y obliczy¢, jaki procent czasu procesor sp;dzi w trydu»ytkownika. Zawiera
8192 przyk?adow.

15. Przewidywanie czasu spjdzonego przez procesor w trybigytkownika (cpu.small).
Jak zbior[14, ale w przewidywaniu nie sj dostjpne dane dotygze stronicowania.

16. Szacowanie zu»ycia paliwa samochoddautfoMpg). Zbidr danych dotyczjcy zu-
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»ycia paliwa (w milach na galon) samochoddéw osobowych u»ywah w USA
[63,[81]. Ma 5 zmiennych wejtciowych: liczba cylindrow, magmojemnozx¢ silnika,
masa, przytpieszenie. Zmienne dotyczjce pochodzenia i khaobecne w orygi-
nalnym zbiorze, zosta®y usunijte. Zawiera 398 przyk®adow.

17. Wycena samochodéwaito). W tym przypadku na podstawie ro»nych danych
dotyczjcych samochodu (wymiary, spalanie itp., ale tak»etrata wartotci wg
ubezpieczycieli) nale»y przewidzie¢ cen} samochodu. Zbadwiera zaledwie 159
przyk®adow, ale 14 zmiennych wejtciowych. Pochodzi z repmmzium UCI [63],
u»yty np. w |81].

18. Przewidywanie poziomu markera insulinydiabeteg. Zbior jest bardzo ma?®y: 43
przyk2ady, 2 zmienne wejtciowe. Na podstawie wieku pacjentiedoboru zasad
w serum jego krwi nale»y przewidzie¢ poziom markera insylifipeptydu C [47].

19. Wycena (grup) domoéw w Bostonie lfoston housind. Na podstawie 12 zmien-
nych wejxciowych typu: liczby przestjpstw w jednostce czaszanieczyszczenia
powietrza, wielkoxci budynkow, liczby nauczycieli na ucenw miejscowoz+ci na-
le»y przewidzie¢ median| (z obszaru nazywane@ensus-trac) ceny domow na
przedmiexciach Bostonu [45]. Zawiera 506 przyk®addw![63, 83].

20. Przewidywanie wydajnozci procesoran(cpu) [63]. W tym zadaniu na podstawie
6 zmiennych wejtciowych, dotyczjcych czasu trwania cyklugcesora kompute-
rowego (z ko«ca lat 80), wielkoxci pamijci g2déwnej i cacheax opublikowanej
wydajnozci, nale»y przewidzie¢ wydajno+¢ rzeczywistjstewanj w oryginalnym
artykule.

21. Przewidywanie czasu dzia®ania serwomechaniznaeivo). Dotyczy przewidywa-
nia czasu dzia?ania serwomechanizmu ze wzglldu na dwa stag@mzmochienia
oraz wybor rodzaju +ruby (5 moxliwozci) i silnika (5 mo»liweai) { w sumie
4 zmienne wejtciowe. Zawiera 167 przyk®addéw][80] 81]. W tymeypadku dys-
kretne zmienne oznaczajjce wybor truby i silnika zosta?y bemian { nie zosta®y
zbinaryzowane, poniewa» znaczico podnios?oby to wymiama#¢ tego niewiel-
kiego zbioru.

5.2. U»yte algorytmy

W tej czjtci eksperymentOw zosta®y u»yte nastjpujjce wersjproponowanej me-
tody:
1. Z ustawieniem maksymalnej g bokozci drzewa na 3 (co ozma?o 4 poziomy)
oraz b2 du granicznego na O.
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2. Z ustawieniem maksymalnej g2 bokozci drzewa na 3 oraz @8, granicznego na
po2ow! baldu aproksymacji takiej, jak umieszczona w korzeua (uzyskanego jako
trednia z trzech prob).

3. Z ustawieniem maksymalnej g2 bokozci drzewa na 3 oraz @8, granicznego na
0, ale nie u»ywajjca wag przy grupowaniu w metodzie opisan&j podrozdziale
[4.1.

Dla poréwnania zosta?y przetestowane réwnie» poni»szeagdgmy:

1. \Dobra" sie¢ neuronowa. Sieci by2y identyczne jak te w wdach opisywanego
rozwijzania, za wyjjtkiem liczby neuronéw ukrytych, ktéra by?a dobierana. Mi-
nimalnj testowanj liczbj by2a liczba zgodna z oszacowaniemodanym w punkcie
4.2 { taka jak u»ywana dla aproksymacji w korzeniu tworzonegdrzewa. Maksy-
malna liczba by?a mniejszj z: 7-krotnozci liczby minimaln&»eby nie uczy?2a sij
du»o d2u»ej ni» ca®e 4-poziomowe drzewo) oraz liczby takiggby liczba przyka@a-
déw na jednj wag} by2a nie mniejsza ni» 2. A» do 4-krotnozccliby minimalnej
by?y testowane wszystkie kolejne liczby neuronéw, powyyejo 6-krotnozci, by2a
testowana co druga (dla zmniejszenia wymaganego czasu),@vy»ej co trzecia.
Optymalna w tych warunkach liczba neuronéw ukrytych by2a wiierana przez
3-krotne powtodrzenie 10-krotnej walidacji na ca®ym zbioezdla ka»dej liczby. Za-
mieszczone wyniki pochodzj natomiast z kolejnych 10 cykliOikrotnej walidaciji
wykonanych dla najlepszej liczby.

2. Komitet. Sieciami bazowymi by?y sieci neuronowe identgoe jak w korzeniu
proponowanego rozwijzania, o liczbie neurondéw ukrytych mgnej ze wzorem
(4.1) z podrozdzia®l 4.2. Liczba sieci zosta?a tak dobrand)), aby suma licznozci
zbioréw uczjcych tych sieci by?a w du»ym przybli»eniu réwnaumie liczno+ci
zbiorow uczjcych rozwijza« sk?adowych w wiz®ach. Jako odpeed! komitetu
zosta?a wybrana zrednia { wstjpne eksperymenty ze trednigwon; nie wykazady
poprawy.

3. Agregacja modeli ze zmianj zbioréw uczjcycbhagging[16] opisana pokrétce we
wstipie (L.4.3, s.[T). Elementami sk®dowymi by2y tak»e sieneuronowe takie
same jak w powy»szych punktach (zwykle u»ywane sj tu drzewagresji).

4. Wzmacniane gradientowedradient boosting nazywane tak»e \Additive Regres-
sion" [37] wspomniane w podrozdziale 1.4.2,[S. 5). Elemergk?adowe by?y takie
same jak w powy»szych punktach. Zosta?y wyprébowane nastfpce wartoxci
parametru skalowania: 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.5. Procedurastowa by®a podobna
jak w punkcie[1: najpierw powtorzono 3-krotnie 10-krotnj wédacj} na ca®ym
zbiorze, aby wybra¢ parametr, a potniej wybrany parametr t&gowano dok®adniej
10 razy 10-krotnj walidacjj. Tak, jak w punkcie[2, zosta?o uytych 40 sieci.
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Trzy z modeli wybranych do poréwna«, podobnie jak proponowa rozwijzanie,
ajczj wiele prostych rozwijza« w jedno, potencjalnie dokdniejsze. Waaznie to po-
dobie«stwo oraz dostjpnox¢ implementacji by?a kluczem grich wyborze. U»ywa2y
one takich samych elementéw sk®adowych jak proponowane \wdzanie, a ich roz-
miar i czasoch®onno+¢ mia2y by¢ zbli»one do proponowanegewijzania, dzijki
czemu wyniki eksperymentéw mog;j stanowi¢ podstaw} do oszagania potencja2u
rodzajow po?jcze« prostych sieci w jedno wiksze i dok®adgjsze rozwijzanie.
Nale»y zauwa»y¢, »e parametry kontrolne proponowanej meyooraz bagging
i komitetu nie by®y dopasowywane do poszczegdélnych zadaxaden sposéb. Na-
tomiast w przypadku sieci neuronowej oraz wzmacniania greghtowego testowano
ré»ne wartoci jednego, potencjalnie najwa»niejszegograetru i ostatecznie rapor-
towano rozwijzanie, ktére okaza®o sij najlepsze we wstjppevalidacji. Walidacja
ta u»ywa?a ca?ego zbioru danych, czyli wybor tych rozwijzazale»a? poxrednio od
danych testowych. Takie postjpowanie mog®o wprowadzi¢ m@vnowag, w testach
na korzy=¢ tych dwu rozwijzax, tj. sieci neuronowej i wzmada@mia gradientowego. Ze
wzglidu jednak na wag, owych parametréw i trudno+¢ w ich oszawaniu a-priori
uznano opisanj metod; za dobry kompromis, o ile poréwnujemg2éwnie rozwij-
zanie proponowane. Naturalnie, w tych dwu rozwijzaniach mema dostosowywa¢
nawet wijcej parametrow kontrolnych, np. dobiera¢ specjale sieci we wzmachianiu
gradientowym albo zmienia¢ algorytmy lub wspé2czynniki wenia czy liczb} warstw
w sieci neuronowej. To samo mo»na jednak powiedzie¢ o rozamniu proponowa-
nym, w ktérym nie dostosowywano ani jednego, nawet podstawego, parametru
kontrolnego. Dla komitetéw i agregacji modeli ze zmianj zbrow uczjcych (bagging
testowano tylko maksymalnj dopuszczalni liczbj (i jeden ralzaj) sieci, poniewa» jej
zmniejszenie nie powinno powodowa¢ wzrostu dok®adnox@wqgza«.

5.3. Implementacja proponowanego rozwijzania

Algorytmy zosta?y zaimplementowane w jizyku Java. Wykorzgtana zosta?a
w nich biblioteka WEKA (Waikato Environment for Knowledge Analysi¥ [43]. Im-
plementacje dwoch algorytméw uprzednio istniejjcych: \Botstrap Aggregating”
I wzmacniania gradientowego pochodz; z tej biblioteki (ewz drobnymi mody ka-
cjami). Implementacja komitetu, tak jak i proponowanej mebdy zosta?a wykonana
przez autora niniejszej pracy. Dla celow m.in. tej pracy postady rownie» implemen-
tacje algorytméw pomocniczych: wykorzystywanych we wszgich rozwijzaniach
sieci neuronowych uczonych algorytmem Levenberga-Margdea [97] (zob. punkt
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4.3.3) oraz wykorzystywanego w proponowanym rozwijzanilozmytego c-trednich
[72] (opisanego pokrétce w punkcie 4.3.1).

Implementacja pozwala na zréwnoleglenie oblicze«. Dostjp jest pula wjtkow
Javy o zadanej przez u»ytkownika wielkoxci. Pojedynczym daniem jest uczenie
jednego wjz?a (uczenie rozwijzania sk®adowego i tworzeradiorow uczjcych dla
wjz26w potomnych).

Implementacja metody Levenberga-Marquardta, zgodnie Z4B nie przechowuje
ca?ego jakobianu w pamijci (jak niektore z dostjpnych implmentacji), w zamian
za to u»ywa ona pamiici proporcjonalnej do iloczynu sumy laby wiz3w ukrytych
i wyjxciowych oraz liczby przyk®adéw dla przechowywania preednich wynikow ob-
licze« dla ich potniejszego wykorzystania. Dzijki temu, »@»yte sieci sj niedu»e,
wymagania pamijciowe sj umiarkowane, mniejsze ni» wymagianimplementaciji
\pami,ciowo-naiwnej"[97].

5.4. Procedura testowa i miary b#du

W testach zosta?a u»yta metoda 10-krotnej walidacji krzyseej ze straty kacji:
zbior by? dzielony na 10 czjtci tak, aby trednia odpowiedzi ka»dej cz|tci by2a
zbli»ona. Nast|pnie na 9 cz|tciach algorytm by? uczony a n&gnej testowany, co
powtarzano 10 razy, tak aby dane rozwijzanie zosta?o przetewane na ka»dej cz;-
tci. Ca?j procedur] powtdrzono 10 razy, { w sumie dla ka»degmdania wykonano
100 cykli nauki i testowania.

W tablicach uwzglidniono przede wszystkim znormalizowangierwiastek ze tred-
niego b2 du kwadratowego NRMSE, normalized root-mean squared errgr

\lﬁ Fisj . o
NRMSE =t L,-g,-ff(xi) ]
iy Y2

(5.1)

gdzie S to dany zbiér, x; to i-ty wektor wejtciowy,y; wyj+ciowy, f* to odpowied?
rozwijzania, Y to *rednia po wszystkich wektorach wyj+ciowychj jj to norma
Euklidesowa.

Miara ta zwijksza wag; du»ych b2dow i z de nicji jest zgodnaz b3 dem trednio-
kwadratowym. Jest wyra»ona w jednostkach, w ktérych jest wg»ony problem (w
odré»nieniu od b2 du kwadratowego albo logarytmicznegog wijc dot¢ intuicyjna.
Zapisano *redni b3jd ze wszystkich 10 powtdrze« 10-krotneplidacji (NRMSE )
oraz odchylenie standardowe w tych dziesijciu probachNRMSE ).

Dla poréwnania ogdlnego potencja®u rozwijza« potrzebna ¥y miara podsu-
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mowujjca efektywno+¢ na bardzo odmiennych zbiorach danychak;j rol; mog2by
pe?ni¢ znormalizowany pierwiastek ze xredniego b2du kwatbwego, ale poniewa»
odchylenie standardowe wartotci wyj+¢ od +redniej, uwzlyllane przez t} miar,,
nie jest jedynj miarj skomplikowania zadania, zdecydowansei; w tej pracy przyj;¢
miar} jeszcze bardziej odpornj na ré»nice pomijdzy zadanmi { rangi. W tym
przypadku, u»yta jest specjalnie utworzona miara nazywana \rangj istotn;".
Przez \istotnj rang," dla rozwijzania i rozumiem powikszonj o 1 liczb; roz-

wijza« j, takich »e dla danego zadaniaNRMSE; + NRMSE;) 1:03< NRMSE;

NRMSE;. A zatem: oprocz tego, »e trednie z dziesijciu préb powinnydodleg2e
od siebie przynajmniej o dwa odchylenia standardowe (po jegin z ka»dego rozwij-
zania), to musi zosta¢ zachowany dodatkowy \trzyprocentoyll odstjp. Dzijki temu
w zasadzie mo»na powiedzie€, »e jexli jakiex rozwijzaniem»azj rang,, to znaczy,
»e istnieje do+¢ du»e prawdopodobie«stwo, »e jego +redpl et lepszy przynaj-
mniej o 3%. Konkretne wartoxci sj tu w zasadzie arbitralne, ovna sobie wyobrazi¢
ca?j rodzin} miar \ ; istotnych", w ktérych (NRMSE; + NRMSE;) (1+ )<
NRMSE; NRMSE;, ale u»yte wartoxci ( = 1; = 0:03) mo»na uzna¢ za sub-
optymalne. Wspomniane 3% jest minimalnj ré»nicj b2jdéw, kérj mo»na uzna¢ za
majjcj znaczenie praktyczne (cho¢ to, oczywitcie, zawszele»y od konkretnego
zadania). Jest to te», w zaokrigleniu do pe2nych procent, teglniona po wszystkich
zadaniach ré»nica pomijdzy NRMSE najlepszego rozwijzanidla danego zadania
i NRMSE drugiego w kolejnozci.

U»ywane sj tak»e, przede wszystkim w dodatkach:

‘redni b3jd na modu?, (zob. wzér (2.4), s.[14). Podano +redpiz 10 prob i od-
chylenie standardowe.
Pierwiastek ze tredniego b?jdu kwadratowego (nienormadizany):

<

Pixi.. .
A CORR I

RMSE = —
1X]

(5.2)

Oprocz £redniej i odchylenia standardowego z 10 prob wpisatak»e , czyli
maksymalne odchylenie pojedynczej wartoci od xredniejl@ prob).
Przeskalowany pierwiastek ze tredniego b?du kwadratoveeg

<<

P XGig) v 2sii2

SRMSE = <%
1X]

(5.3)

gdzie s to wspo2czynnik skali { wektor odwrotnozci ro»nic tdizy maksymalnymi
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i minimalnymi wspo62rzidnymi (na ka»dej pozycji) w wektorab wyjtciowych.
Odpowiada przeskalowaniu zmiennej wyjtciowej tak, aby raiei®a si; pomi,dzy
-1 1, co jest czasem u»ywane. Oczywitcie mo»na z tej wartéatwo otrzymac
wersj, dla skalowania do przedziadu [A].

5.5. Wyniki eksperymentéw i ich omowienie

5.5.1. Przyk?®adowy przebieg uczenia

W niniejszym podrozdziale przedstawiony zostanie przykdawy przebieg al-
gorytmu uczenia, czyli tworzenia drzewa hierarchicznej apksymacji, opisanego
w ogolnej formie w punkcié Z.4]2 ($§.22), z poszczegOlnymnieonentami opisanymi
w poprzednim rozdziale. W przebiegu eksperymentdw z nirsgego rozdzia?u zosta®o
utworzonych 6300 drzew. Dla celéw poglidowych opisane zaste jedno z drzew
utworzonych dla zadania ni_IB ljoston housiny i sposobu tworzenia aproksymaciji
nr 2, czyli docelowym b?|dzie ustalonym na po2ow; b?du korenia.

Na poczjtku na podstawie tredniej z 3 prob uczenia aproksymjeo takiej struk-
turze, jaka docelowo by2a u»yta w korzeniu, docelowy tredsfijd na modu? zosta?
automatycznie ustalony na 0.9. Liczba neuronéw ukrytych wdtzeniu zosta®a auto-
matycznie ustalona na 4. Sie¢ neuronowa w ostatecznie usytkorzeniu, z badem
na modu? zaledwie 1.55, osijgn;2a wynik lepszy ni» te, ktor@os?u»y?y do ustalenia
progu. Transformacja przed klastrowaniem (zob. pkil1 alggtmu z podrozdzia®U 4.1,
s.[43) wybra?a 7 kierunkéw (tab[[511). By¢ mo»e ze wzglidu npecy k| skalowania,
wyjtcie (pierwszy wiersz) miao ni»sze wagi, ni» wijkszog@zosta?ych zmiennych.

Klastrowanie w korzeniu w po?jczeniu z progowaniem (opisgm w punkcie[4.3.2)
podzielido zbidér uczjcy korzenia na 5 podzbioréw o licznaach 368, 181, 229, 361,
223, przy licznoci ca?ego zbioru uczjcego 455. Tablical Buatruje nak®adanie si,
klastréw. Jak wida¢ zbioryc; i ¢4 by?y bardzo podobne.

Uczenie w}z20w potomnych dla klastréw pierwszego i trzegje nie powiod@o si
{ da?y one na swoich zbiorach uczjcych (bjdjcych jednoczetenzbiorami kompeten-
cji) bdd wy»szy ni» korze«. Czwarty w,ze? potomny by? uczondwukrotnie (zob.
podrozdzia®d4.R, s[C45). Wszystkie trzy powsta?e w ten sps@viz®y miady b?jdy
wilksze ni» ustalony prég zatrzymania.

Dla potomkow pierwszego z nich algorytm przewidzia? zbionyczjce o nastjpu-
jicych rozmiarach: 132, 137, 79, 132, 57. Aproksymacja naepivszym z nich nie
zosta?a ostatecznie uwzglidniona ze wzglidu na zbyt du»y jof a ostatni wjze?
mia? b?jd mniejszy ni» za®o»ony prég zatrzymania. W pozo$iah wiz%ach nauka
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Tablica 5.1. Kierunki wybrane przez PCA przed klastrowani@ wynikéw w korzeniu
przyk®adowego drzewa.

V1 Vo V3 Vg V5 Ve V7

0.046 | -0.047 | 0.067 | 0.003 | 0.051 | -0.010| 0.002
-0.251| 0.292 | 0.262 | -0.048| -0.070| -0.182 | -0.776
0.259 | 0.304 | 0.307 | -0.027| -0.307 | -0.380 | 0.238
-0.345| -0.114 | -0.012| -0.014| 0.014 | -0.093| 0.361
0.002 | -0.453| 0.272 | -0.774| -0.308 | 0.145 | -0.047
-0.341| -0.229 | 0.108 | 0.166 | -0.072 | -0.168 | 0.198
0.197 | -0.163 | 0.560 | 0.135 | 0.501 | 0.074 | -0.076
-0.315| -0.321 | -0.033| 0.160 | 0.040 | -0.048 | -0.137
0.317 | 0.351 | -0.049| -0.164| -0.174 | -0.004 | 0.108
-0.317| 0.262 | 0.279 | -0.194| 0.180 | -0.162 | 0.120
-0.333] 0.232 | 0.218 | -0.135| 0.123 | -0.223 | 0.298
-0.202| 0.334 | -0.342| -0.424| 0.441 | 0.299 | 0.012
0.210 | -0.241| -0.356 | -0.246| 0.322 | -0.763 | -0.122
-0.313| 0.068 | -0.246| 0.055 | -0.411| -0.097 | -0.125

Tablica 5.2. Nak®adanie si; zbiorow uczjcych dla bezpozreith potomkdéw korzenia
w przykdadowym drzewie.

C1 C2 C3 Cy Cs
c, | 368 122 2 357 195
C | 122 181 149 126 71
C3 2 149 229 6 115
¢y | 357 126 6 361 184
cs | 195 71 115 184 223

by?a kontynuowana. Dla potomkow drugiego rozmiary zbioréowyniosdy 263, 176,
96, 293, 240, wszystkie mia?y b2 dy na swoich zbiorach kontpecji ni»sze ni» ich
rodzic, ale wy»sze ni» prog zatrzymania, a wijc algorytm by#& nich kontynuowany.
Licznozci zbiorow uczjcych potencjalnych potomkoéw trzesgjo bezpozredniego po-
tomka korzenia wynios2y z kolei 150, 63, 185, 132, 75. Dlaatstiego z tych zbiorow
w,ze? nie zosta? jednak utworzony z powodu zbyt wysokiego 8. W pozosta®ych
w,z2ach algorytm by2 kontynuowany.

Na ostatnim poziomie zosta®o utworzonych i uwzglidnionyct#0 aproksymato-
row, 8 kolejnych zosta?o odrzuconych ze wzglidu na zbyt duk?id, a 12 nie zosta®o
w ogodle utworzonych z powodu zbyt madej liczby przyk®adéwdb. podrozdzia¥4.R).

Ostatecznie powsta?a struktura przedstawiona jest na ryaku 5.1. Oprécz ogol-
nej struktury uwzglidniono na nim rozmiary zbioréw uczjcyd (liczba po2o»ona
wy»ej w obribie oznaczenia w;jz?a) i b3|dy NRMSE aproksymacjv danym w;tle na
jego zbiorze uczjcym (liczba po2o»ona ni»ej) dla wjz26w z plomow od pierwszego
(korze«) do trzeciego. Dla wjz20w z poziomu czwartego dane bpuszczono z uwagi
na czytelnox¢ diagramu. Szarym tem wyrd»niono wjz2y usiteize wzgljdu na b2;d
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63 185
0.158 /\0.196

263 176 96 293 240
0.180 0.180 0.191 0.169 0.158

Rysunek 5.1. Struktura przyk®adowego drzewa dla zadankeusing Liczby w w;-
z%ach: rozmiar zbioru uczjcego (wy»sza), NRMSE (ni»sza)z&e t20 oznacza usu-
nijty wjze?, gruba obwodka { wjze? o badzie ni»szym ni» dodewy.

aproksymacji na wasnym zbiorze uczjcym wijkszy ni» b2jd mrica na tym samym
zbiorze. Pogrubiona kraw,d* otacza w,z®y o xrednim b?|dziea modu? ni»szym ni»
docelowy b3jd. Nale»y zauwa»y¢, »e b?jd NRMSE dla jednego Zz%w jest wy»szy
od wpisanego b?/du NRMSE jego rodzica, a mimo to nie zosta? odrzucony. Dzieje
sij tak dlatego, »e porownywane sj b?dy na zbiorze kompeteji dziecka. W przy-

padku u»ytej funkcji kompetenciji zbiér kompetencji dzieck jest wybrany ze zbioru
uczjcego rodzica i jest rowny zbiorowi uczjcemu dziecka.

Wszystkie zbiory uczjce aproksymatoréw zawierady 2jczni@5490 przyk2adow,
Z czego 7432 w aproksymatorach odrzuconych. W pierwszej ehyiczb zbiory uczjce
niektorych zaakceptowanych wiz20w, a w drugiej zbiory ucze wszystkich odrzu-
conych wjz2w, sj uwzglidnione podwadjnie, na skutek powtasania uczenia (zob.
punkt oraz pkt[4 g20wnego algorytmu, $.22). Spoxrod W& istotnie utworzo-
nych 32 w,z%y by2y uczone dwukrotnie (g2. na ni»szych pozi@oh), a 25 (3jcznie
Z korzeniem) jednokrotnie.

Sicznie wystipity 4 préby uczenia sieci o 5 neuronach ukryth, 14 préb o 4
neuronach ukrytych, 32 o0 3, 50 0 2 i 15 o jednym neuronie ukryty. Te ostat-
nie odpowiadajj regresjom liniowym z jednj funkcjj nieliniowj nao»onj na ko«cu.
Ponowne uczenie sieci by?o tu traktowane jako oddzielna a.
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5.5.2. Porownanie wynikow testowanych rozwijza«

W tablicach do[5.7 oraz w dodatkll B zosta?y zaprezentowanwyniki opisa-
nych powy»ej eksperymentéw. W tablicach 5.3 do 5.7 znajdugi; dane dotyczjce
miary NRMSE oraz rankingi dotyczjce wynikdw na zbiorach testowych. W do
datku Blzosta?y podane inne miary b3/déw dla zbioréw testowgh oraz podstawowe
wyniki na zbiorach uczjcych. Raportowane wyniki i rangi powta®y w oparciu o dane
0 pe?nej precyzji (nie u»ytej w tablicach ze wzglidu na czyteot¢).

Tablica 5.3. Wyniki na czjtciach testujjcych dla proponowaych rozwijza«.

Rozwijzanie: | I (docelowy b2jd 0)| 2 (3 b3/du korzenia) | B(bez wag)
Zadanie NRMSE| NRMSE |NRMSE| NRMSE |NRMSE | NRMSE
2dplanes 0.227 0.0000 0.227 0.0000 0.227 | 0.0000
friedman 0.205 0.0002 0.205 0.0002 0.205 | 0.0002
mv 0.008 0.0003 0.033 0.0169 0.010 | 0.0002
bank8fm 0.188 0.0001 0.188 0.0003 0.188 | 0.0003
elevators 0.282 0.0007 0.282 0.0010 0.281 | 0.0007

elevators 0.594 0.0005 0.594 0.0003 0.595 | 0.0003

ailerons 0.537 0.0017 0.536 0.0017 0.537 | 0.0016
puma8NH 0.561 0.0003 0.562 0.0003 0.562 | 0.0003
kin8nm 0.397 0.0026 0.398 0.0020 0.399 | 0.0021
abalone 0.645 0.0020 0.645 0.0017 0.644 | 0.0015
california 0.480 0.0007 0.481 0.0005 0.481 | 0.0005
house8L 0.569 0.0013 0.570 0.0022 0.581 | 0.0023
housel6H 0.621 0.0020 0.620 0.0050 0.627 | 0.0032
cpuact 0.125 0.0005 0.125 0.0004 0.125 | 0.0006
cpusmall 0.157 0.0004 0.156 0.0006 0.157 | 0.0004
autoMpg 0.326 0.0028 0.323 0.0030 0.324 | 0.0032
auto 0.459 0.0296 0.458 0.0434 0.469 | 0.0484
diabetes 0.929 0.0319 0.914 0.0377 0.926 | 0.0318
boston 0.297 0.0078 0.299 0.0096 0.295 | 0.0064
m cpu 0.357 0.0235 0.367 0.0369 0.376 | 0.0424
servo 0.247 0.0164 0.244 0.0128 0.244 | 0.0118
‘rednia 0.391 0.392 0.393

Jak mo»na zauwa»y¢ w tablicach 5.315.4 oraz na rysunkdchl 523 w wielu
zadaniach (np. dwuwymiarowe p2aszczyzny, zbiory pochod® z symulacji z wy-
jitkiem kinematyki ramienia robota kin8nm, szacowanie zu»ycia paliwautoMpg)
wiele z poréwnywanych metod mia®o bardzo zbli»one wyniki.de by¢ to skutkiem
du»ego podobie«stwa elementéw sk®adowych rozwijza« (z@mdrozdziaTs.R).

Zgodnie z oczekiwaniami, na wikszych zbiorach ro»nice pgddzy wynikami na
zbiorze uczjcym i zbiorze testujjcym by2y niewielkie, zwyle nie przekraczajjce
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Rysunek 5.2. Poréwnanie b3 du NRMSE na zadaniach sztuczrtycpowsta?ych z sy-
mulacji.

kilku procent, z istotnym wyjjtkiem zbioru mv. Zupe®nie nie dziwi to w przypadku
komitetu. Jest jednak interesujjce dla wzmachiania gradigowego, a tak»e w przy-
padku pierwszego z proponowanych rozwijza«, gdy» jeden ghych parametrow
kontrolujjcych generalizacj, (\docelowy b2jd" pkt 8w punk cie[2.4.2) zosta? w isto-
cie wydjczony { ustawiony na 0. Zjawisko to jest w cz;xci wyikiem ograniczenia
g?bokozxci drzewa, oraz wprowadzenia w uczeniu sieci neusaej kary za du»e wagi
(wspomniane w punkcig 4.313, $.#48). Cz}tciowo wynika jednadwnie» z cech ar-
chitektury systemu. Jednj z tych cech mo»e by¢ przypisywamiistotnie niezerowe;j
kompetencji wjz2om wewnijtrznym w drzewie (zob[4l1), opelgcym na wilkszych
zbiorach danych, a przez to bardziej ogélnym. Jest to mo»kyponiewa» one te» uczj
sij rozwijzywa¢ podproblem danego problemu, a nie tylko raziela¢ przyk2ady, jak
np. w HME [53]. Innj cechj mo»e by¢ u»ywanie tredniej wa»orejograniczonymi
do przedzia®u [0,1] wspédczynnikami (zamiast np. arbitnaych, optymalizowanych
wag). Pomaga¢ mo»e réwnie» to, »e wizdy uczj sii podproblem@?éwnego pro-
blemu { ograniczonych co prawda, ale nie mody kowanych popez np. zmian,
funkcji celu jak we wzmacnianiu gradientowym.

Na zbiorach mniejszych ré»nica pomildzy zbiorami testowyniuczjcymi jest wy-
ratnie wijksza { najlepiej wypadajj w tej kwestii baggingi komitet. Pomimo i» jeden
z parametrow kontrolujjcych generalizacj] jest wy2jczonyi u»ywane sj dok2adnie
te same parametry kontrolne, co na wijkszych zbiorach, pr@mowane rozwijzania
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Rysunek 5.3. Porownanie b?du NRMSE na zadaniach ze twiatzeczywistego.
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zachowujj ro»nic} pomijdzy skutecznozcij na zbiorach uczjych i testujjcych w roz-
sjdnych granicach, cho¢ istotnie szerszych ni» w przypadkuspomnianych wy»ej
rozwijza« (zob. tab.[55). W tym przypadku znaczenie mia®aasada mowijca, »e
ka»da sie¢ w drzewie powinna mie¢ odpowiednij liczb] przyd@ddw do nauki, w razie
braku ktérej liczba wjz26w ukrytych (czyli rownie» wag) moe zosta¢ ograniczona,
a w skrajnych przypadkach sie¢ mo»e nie zosta¢ utworzonal(zpodrozdziaT4.R).

Najni»szy tredni znormalizowany pierwiastek ze +rednielgfjdu kwadratowego
osijgnjdy rozwijzania proponowane, ale ré»nice nie by2y ce: 3.8% pomijdzy naj-
lepszym i najgorszym.

Jak mo»na zauwa»y¢, szczeg6lnie w tablicach z dodatku B (gdgm znajduje
si; nieznormalizowany RMSE), zadania sztuczne o p?aszcmgch dwuwymiarowych
i friedman zosta®y w kilku przypadkach rozwijzane bardzo dobrze, z d&m mniej
ni» 0 1% wikszym od teoretycznego optimum - RMSE=1, wynikagego z obecnozci
gaussowskiego szumu o 1.

W obliczu tak wielu ro»nych zada« tredni NRMSE ze wszystkictcada« mo»e
nie wystarcza¢ do porownania efektow uczenia przy u»yciwrgch metod. Dlatego
w tablicach [5.6 i[5.7 podano \istotne rangi" (zob. podrozda?[5.4) uzyskane na
poszczegolnych zbiorach i ich trednij. Ze wzglidu na dux»e gabie«stwo b2jdéw
trzech wersji proponowanego rozwijzania, te rozwijzani&ktore mia?y wijkszy baid
od jednego z nich, mia®y zwykle wikszy b2jd ni» wszystkie idpowiednio ni»sz;j
rang, w tablicy Dla oceny proponowanego rozwijzania pesza jest w takim
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Tablica 5.4. Wyniki na cz}tciach testujjcych dla rozwijza«poréwnywanych.

Rozw.: @ SSN (komitet) (bagging) 4 (Wzm. Grad.)
Zadanie | NRMSE | NRMSE | NRMSE | NRMSE | NRMSE | NRMSE | NRMSE | NRMSE
2dplanes | 0.227 | 0.0000| 0.227 | 0.0000| 0.227 | 0.0000| 0.228 | 0.0000
friedman 0.202 | 0.0001| 0.209 | 0.0002| 0.224 | 0.0062| 0.201 | 0.0001
mv 0.024 | 0.0011| 0.018 | 0.0001| 0.021 | 0.0005| 0.015 | 0.0000
bank8fm 0.187 | 0.0008| 0.190 | 0.0001| 0.190 | 0.0002| 0.186 | 0.0003
elevators | 0.285 | 0.0041| 0.289 | 0.0008| 0.299 | 0.0023| 0.313 | 0.0317
elevators | 0.597 | 0.0007| 0.596 | 0.0002| 0.595 | 0.0002| 0.594 | 0.0004
ailerons 0.538 | 0.0029| 0.542 | 0.0000| 0.539 | 0.0010| 0.532 | 0.0014
puma8NH | 0.561 | 0.0005| 0.561 | 0.0001| 0.561 | 0.0001| 0.561 | 0.0004
kin8nm 0.275| 0.0015| 0.470 | 0.0005| 0.443 | 0.0019| 0.267 | 0.0013
abalone 0.642 | 0.0027| 0.635| 0.0003| 0.636 | 0.0010| 0.640 | 0.0014
california | 0.459 | 0.0009| 0.498 | 0.0003| 0.494 | 0.0008| 0.448 | 0.0014
house8L 0.566 | 0.0036| 0.592 | 0.0007| 0.586 | 0.0008| 0.555 | 0.0014
housel6H | 0.631 | 0.0035| 0.626 | 0.0058| 0.657 | 0.0028| 0.624 | 0.0018
cpuact 0.133 | 0.0023| 0.126 | 0.0020( 0.131 | 0.0008| 0.124 | 0.0011
cpusmall | 0.161 | 0.0027| 0.160 | 0.0015| 0.162 | 0.0005| 0.150 | 0.0007
autoMpg 0.370 | 0.0084| 0.330 | 0.0180| 0.333 | 0.0019| 0.329 | 0.0060

auto 0.550 | 0.0590| 0.394 | 0.0899| 0.446 | 0.0169| 0.482 | 0.0544
diabetes 0.920 | 0.0432| 0.875| 0.1013| 0.938 | 0.0177| 1.112 | 0.0513
boston 0.387 | 0.0165| 0.310 | 0.0335| 0.344 | 0.0057| 0.306 | 0.0069
m cpu 0.493 | 0.0483| 0.327 | 0.0636| 0.368 | 0.0112] 0.327 | 0.0331
servo 0.302 | 0.0251| 0.255| 0.0304| 0.333 | 0.0071| 0.274 | 0.0060
‘rednia 0.405 0.392 0.406 0.394

Tablica 5.5. ‘rednia geometryczna NRMSE b?déw testowych gko procentéw
NRMSE na zbiorach uczjcych.

Rozwijzania: | Proponowane Istniejjce

Zbiory# l 2 d(SSN) | 2(Kom.) | B(Bag.) | A(WG)
\du»e"lHI5 | 103.7| 103.7| 103.2| 105.2 101.4 101.3 | 107.0
\ma2e"ll6H21 | 204.6| 202.9| 204.9| 188.5 170.9 172.1 | 2585
Wszystkie 125.9| 125.6| 125.6| 124.3 117.7 117.9 | 137.7

razie tablica[5.7, cho¢ jest tam zamieszczone tylko jednoofencjalnie najlepsze)
z proponowanych rozwijza«. Z tablicy'5.6 mo»na natomiast vimskowa¢, »e podsta-
wowa wersja proponowanego rozwijzania mia®a minimalnj pexvag, nad pozosta-
aymi dwoma, w szczegdblnoxci nad metodj nie u»ywajici wag, sogeruje niewielki
ale istniejjcj ich przydatnot¢ wag klasteryzacji (zob. pk@2 algorytmu tworzenia
dzieci z podrozdzia®li 411, $. 44) dla rozwijzania.

Zgodnie z tablicj (5.4) najni»sze xrednie \istotne rangi" 1jgn;2y proponowane
rozwijzanie oraz wzmachianie gradientowe. Porownanie lmztrednie wskazuje, »e
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Tablica 5.6. \Istotne rangi" na czjxciach testujjcych.

Rozwijzania: | Proponowane Istniejjce
[@(SSN) | [2(Kom.) | B(Bag.) | A(WG)

2dplanes
friedman
mv
bank8fm
elevators
elevators
ailerons
puma8NH
Kin8Bnm
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california
house8L
housel6H
cpuact
cpusmall
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auto
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boston
m cpu
Servo
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wzmacnianie gradientowe mia?o mniejszj \istotnj rang," dia 3, a wijksza dla 2 za-
da«, natomiast w 16 zadaniach \istotne rangi" tych dwoch meid by2y takie same.
Dla zada«, dla ktorych \istotne rangi" wzmacniania gradietowego by?y wilksze
ni» \istotne rangi" rozwijzania proponowanego w rozprawigb?,dy wzmacniania
gradientowego by2y wilksze o 84% i 20%. Dla tych zada«, dla &tych zaszed?
przypadek odwrotny, bady proponowanego rozwijzania by?wilksze o: 49%, 7%
i 4%. Jak wida¢, ro»nice na korzy+¢ proponowanego rozwijiisj mniej liczne,
ale wijksze, dlatego redni NRMSE (tall_5]3[1'5.4) proponowago rozwijzania jest
ni»szy (cho¢ zaledwie o ok 1%) ni» wzmacniania gradientowefozosta®e rozwijza-
nia majj wijksze trednie \rangi istotne", chocia» dla kilkuzada« ré»nice pomijdzy
wszystkimi testowanymi rozwijzaniami by?y nieznaczne, ego objawem sj rowne
\rangi istotne".

Uwzglidniajjc czasy z tablicy [B.8 z dodatku[B, wida¢, »e tred czas uczenia
systemu jest wy»szy ni» czasu uczenia poréwnywanych rozzeig { ro»nice docho-
dzj do kilkudziesijciu procent. Mo»na zauwa»y¢ wyra'nj za»nox¢ czasu uczenia
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Tablica 5.7. \Istotne rangi" przy uwzglidnieniu tylko podstawowe] wersji propono-
wanego rozwijzania.

Rozwijzania: | Proponowane| Istniejjce
[M(SSN) | Z(Kom.) | B(Bag.) | A(WG)

2dplanes
friedman
mv
bank8fm
elevators
elevators
ailerons
puma8NH
kin8Bnm
abalone
california
house8L
housel6H
cpuact
cpusmall
autoMpg
auto
diabetes
boston
m cpu
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od liczby wymiaréw i liniowj od liczby przyk®adéw. Dla niekirych zbioréw system
uczy? si} du»o d@ux»ej ni» inne poréwnywane rozwijzania 2jenia wielu zmiennych
(nawet trzykrotnie), ale dla kilku innych czasy by2y zbli»oe do pozosta®ych roz-
wijza«. Nale»y jednak pamijta¢, »e sposob zbierania tych fiormacji by? niezbyt
dokdadny (zob. nota do tablicy[B.8). Czasy uczenia wzmacmia gradientowego
nie uwzglidniajj czasu testowania parametru, ktory by? ok.1.5 raza wijkszy, od
czasu ostatecznego testu. W tablicy w dodatku wystjpuje suanzu»ycia czasu dla
wszystkich procesorow i wszystkich rdzeni. Rzeczywistyaszuczenia proponowanego
rozwijzania by? krotszy ze wzglidu na zréwnoleglenie (zolpodrozdzia?[5.8). Dla
rozwijzania z niezerowym warunkiem stopu, czasy uczeniaadkilku zada« by2y
znacznie ni»sze, z powodu mniejszej liczby wiz26w w drzewie

Za ogolnie zwikszone zapotrzebowanie na moc procesora odpedzialne s;j
w du»ej mierze algorytm grupowania oraz powtarzanie uczenije»eli wynik by?2
gorszy (zob[Z4PR, 4.22). W pierwszym przypadku jednak datzy to tylko w}z2éw
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wewnitrznych, ktore, przy zadanych ustawieniach, odpowiajj za ok. 1/3 sumy
zbioréw uczjcych, a sam algorytm dzia?a szybciej ni» uczerklasy katorow w wille.
Powtarzanie uczenia zdarza2o si} ze zro»nicowanj cz|stégale zwykle dotyczy?o
lixci i, w przybli»eniu, wystjpowa®o na ok. 1/4 ca®kowitej smy licznoxci zbiorow
uczijcych { mniej przy ustawieniu parametru zatrzymania na \@rtox¢ niezerow;.
Z drugiej strony, ze wzglidu na usuwanie poddrzew, drzewaeimuszj by¢ pe2ne,
co obni»a liczb; rozwijza« koniecznych do nauczenia. Stjdet> biorj sij znaczjce
ro»nice w stosunkach czasow uczenia proponowanego rozamja i rozwijza« po-
réwnywanych dla ré»nych zbioréw.

Biorjc pod uwag] obydwa sposoby poréwna«, mox»na stwierdzise w tym ekspe-
rymencie najlepiej sprawdzi®y si;: podstawowa wersja pr@mowanego rozwijzania
oraz wzmacnianie gradientowe, wyprzedzajjc pozosta®e wizzania porownywane,
w tym sie¢ neuronowj, ktéra ma wyniki nie gorsze ni» pojedyag element sk?adowy
rozwijzania (ze wzglidu na procedur; wybierania liczby w,26w, sie¢ stanowijca
taki element zawsze jest uwzglidniona). Nale»y jeszcze raaznaczy¢, »e parametry
kontrolne proponowanego rozwijzania nie by2y dostosowywa do zada«, podobnie
jak w przypadku komitetu i bagging W przypadku wzmacniania gradientowego na-
tomiast, jak rownie» w przypadku sieci neuronowej, porowna wyniki z u»yciem
kilku wartoxci parametru kontrolnego i wybrano najlepsze.

5.5.3. Porownanie wynikow eksperymentow z wynikami w liter aturze

Dziiki obecnozxci u»ytych do testowania zada« w literaturzeno»na poréwna¢
proponowane rozwijzanie z kilkoma innymi, nie przetestowgmi bezpozrednio.

Inne wersje proponowanego rozwijzania by?y w przesz@o23,24] testowane na
zbiorach housingi autoMpg Wersja obecna osijga wyratnie lepsze rezultaty (o ok.
5-10% b?du bezwzglidnego) od ka»dego z tych rozwijza« nadly zbiorach.

W pracy [73] uwzglidniono 6 metod 2jczenia drzew regresji wa@»one struktury:
lasy obrotdw (fotation forests - proponowany we wspomnianym artykule), iterowany
bagging AdaBoost.R2-W, AdaBoost.R2-S i losowe podprzestrzeniProcedura te-
stowa by2a nieco inna - stosowana by2a 5-krotnie 2-krotna @acja krzy»owa, co
mog?o da¢ gorsze wyniki. Wszystkie te rozwijzania zosta®yuchomione na wszyst-
kich zadaniach wspomnianych w niniejszej pracy i podano iRMSE. Na 15 z nich
proponowane rozwijzanie uzyska®o mniejszy b3jd (RMSE) niktérykolwiek wxrod
6 rozwijzax podanych w tamtym artykule, przy czym dla kilku fousing, mcpu,
servg ro»nice by?y du»e (dochodzjce do 100% mniejszego b?jdu)lalradania
ailerons wyniki by?y niemal identyczne. Na pijciu zbiorach przynajmmiej jedno z 6
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zaprezentowanych tam rozwijza« da?o mniejsze b?|dy. Dla flapszego pojedynczego
rozwijzania z cytowanego artyku?u liczba zada« z mniejszyi#,dem wynios?a 3 (m.
in. california housing).

Z kolei w nieco starszej pracy [90], w ktérej wprowadzany by&lgorytm Ada-
Boost.RT (z drzewem M5 jako podstawowym rozwijzaniem), atgytm ten zosta?
poréwnany z AdaBoost.R2, metod; z[|[12]Big Error Margin (BEM), baggingi sie-
cij neuronowj. We wszystkich trzech zadaniach, ktére by?yaportowane zaréwno
w niniejszej dysertacji, jak i w cytowanej pracy boston autoMpg friedman) pro-
ponowane w niniejszej dysertacji rozwijzanie da?o mniepzb?dy od wszystkich
wymienionych tam rozwijza«.

W artykule [84] zaproponowana zosta?a metoda uczenia elastralnego éxtreme
learning) dla sieci o funkcjach radialnych fadial basis function), nazwana NME2-ELM,
na podstawie algorytmu I-ELM [84]. Oprécz wymienionych metd w poréwnaniu
uczestniczy®y jeszcze odmiany uczenia ekstremalnego HIMEi CI-ELM, a tak»e
zwyk?a regresja na wektorach noxnyclspport vector regressionrSVR). Raporto-
wano RMSE dla zmiennych wyjtciowych przeskalowanych do pdziau [0,1]. Na
wszystkich 7 wymienionych tam zbiorachdbalone, auto, boston, california housing,

ailerons, elevators, mcpu) rozwijzanie proponowane w niniejszej pracy da%o re-
zultaty lepsze od dowolnego z wymienionych w [84] rozwijzaale kosztem wielo-
krotnie wilkszego czasu nauki, zw?aszcza dla du»ych zbiatdN przypadku czterech
z wymienionych w cytowanym artykule rozwijza« jest to skutk za?o»e« uczenia eks-
tremalnego, ktére ma charakteryzowa¢ sij w2atnie przedeaystkim krotkim czasem
uczenia, nawet kosztem dok?adnozci.

W pracy [36] mo»na znalel¢ testy na 2 zbiorach u»ytych réwmien niniejszej
pracy: bostoni kin8nm, dla hierarchicznych mieszanin ekspertow. B2jd HME, ME,
drzew MARS3.6 oraz sieci neuronowej jest wyratnie wijkszyix»mbajd proponowanego
rozwijzania na obydwu zbiorach. Komitet selekcyjny - metod prezentowana przez
autorow cytowanej pracy ma mniejszy b?jd na zbiorzéoston

Hierarchicznj aproksymacj; mo»na porownywa¢ te» do niecomej znanych roz-
wijza«. Uczenie \spdjne z dotwiadczeniem" jest tematykj pcy [74]. Oznacza to
uczenie maszynowe uwzglidniajjce pewn;j uprzednij wiedz; problemie. Poniewa»
jednak bazuje na wielu regresjach liniowych, b2 dy (xredokwadratowe) na 5 z 6
opisanych tam zbiorach sj wijksze, mniejsze natomiast nagaym zbiorze (n_cpu).



5.6. Podsumowanie

Wyniki rozwijzania dla 21 zada« opisanych w tym rozdziale mena okresli¢ jako
dobre. Hierarchiczna aproksymacja daje b?,dy mniejsze ndobierana do zadania
sie¢ neuronowa oraz komitet bagging Daje zbli»one rezultaty do dopasowywanego
do zadania (wzgldem jednego parametru) wzmacniania grazhtowego. Pozytywnie
wypada te» poréwnanie z wymienionymi metodami dost;pnymi Wteraturze - ba/dy
by?y w wijkszo+ci mniejsze lub zbli»one do b?déw tych metod

Wartym uwagi jest fakt, »e rozwijzanie nie mia2o mody kowagch »adnych pa-
rametréw kontrolnych, a wijc nie wymaga®o dodatkowej konili u»ytkownika na
»adnym z zada« i u»ywa?o standardowych metod przetwarzardanych.



6. Przewidywanie zu»ycia energii
elektrycznej w Polsce

6.1. Motywacja

Energia elektryczna jest jednym z podstawowych noznikow engii wykorzysty-
wanych we wspo63czesnej gospodarce. Ma ona jednak istotnjdivaw skali prze-
mys2@owej nie mo»na jej magazynowa¢ bezpozxrednio, a jedymieprzekszta®ceniu
na inne rodzaje energii. Tak»e w formie przekszta®conej pchowuje si; jj jedynie
w stosunkowo niewielkich iloxciach, zarbwno w systemie @g mogj tego dokony-
wac¢ g@ownie elektrownie szczytowo-pompowe), jak i u u»ytknikow ko«cowych.
Jej chwilowa produkcja musi zatem niemal idealnie odpowiad aktualnemu zu»y-
ciu. Przy obecnie u»ywanych mocach, wzglidy ekonomicznegsuujj jej produkc;j|
w du»ych oxrodkach i przez urzijdzenia majjce pewnj \bezw2ad+¢" produkcji - np.
w Elektrowni Opole czas przejxcia od stanu zimnego, czylasu po postoju ponad
48 godzin, do uzyskania pe®nej mocy wynosi ok. 6 godZin![@bhawet ze stanu gori-
cego (postoj poni»ej 6 godzin) ok. 4.5 godziny. Stjd wynikausa potrzeba prognoz
krétkoterminowych (z wyprzedzeniem od godziny do tygodn)a59, [69]. Prognozy
trednio i d2ugoterminowe u»yteczne sj przede wszystkim wgistyce (np. dostawy
surowcow do elektrowni, planowanie) i d2ugoterminowej gezrynkowej.

Opracowano wiele ré»nych technik s?u»jcych do przewidywianzu»ycia energii
elektrycznej w krotkim horyzoncie czasowym, przyk®ady maa znale¢ w [[14[°35,
61,[71] lub monogra i [59]. Wxrod u»ytych metod mo»na znakkZzarowno klasyczne
metody statystyczne, np. regresj; liniow;j, autoregres;j}, Itry Kalmana, jak i systemy
reguowe, a tak»e metody uczenia maszyn, takie jak sztuczeci neuronowe, regre-
sj; opartj na wektorach noxnych, systemy rozmyte i rozmytaeuronalne, algorytmy
genetycznel]49, 55, 57, 59]. Znajdujj tu te» zastosowaniamsformacje zmieniajjce
dziedzin;, np. falkowe |57/ 91]. Temat wcij» jest do+¢ poparny, ostatnio powsta?y
np. artykudy [13,[49,[55/ 577 91].
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6.1.1. Podstawowe wiadomozci o0 rynku energii elektrycznej w Polsce

Hurtowy obrot energij elektrycznj w Polsce odbywa si} przed wszystkim po-
przez Towarow;j Gie2d} Energii (TGE S.A.) |[4,[5]. W zakresie Bergii elektrycznej
funkcjonujj tam:

1. Rynek Terminowy Towarowy.

2. Rynek Praw Majjtkowych.

3. Rynek Dnia Bie»jcego.

4. Rynek Dnia Nast,pnego.

W kontek+tcie prognoz krotkoterminowych ze wspomnianych wg»ej najbardziej
interesujjce sj Rynek Dnia Bie»jcego i Rynek Dnia Nast|pneg.

Na Rynku Dnia Bie»jcego zawierane sj kontrakty godzinowe ndostaw, 1 MWh
w konkretnej godzinie doby. Na 1 dzie« przed dostaw;j, w godmch 11:30 do 14:30
mo»na zawiera¢ kontrakty na dowolnj godzin; nastjpnej dohyW dobie dostawy, od
godziny 8 do 14:30 mo»na zawiera¢ kontrakty na niektore gamiz obecnego dnia:
w godzinach 8 do 8:30 na godziny 12-24, w godzinach 8:30 dd%18 godziny 13-24,
9:30 do 10:30 na godziny 14-24 itd. Zawierane kontrakty pagaowywane sj w tzw.
Gra kach Pracy, okrezxlajjcych saldo dostawy/odbioru enegii elektrycznej w ka»dej
godzinie. Transakcje zg®aszane sj do Operatora Sieci Pry#Aesvych [4,[10].

Rynek Dnia Nastpnego ma cz|+¢, ktéra dzia®a podobnie do Rkm Dnia Bie»j-
cego, z tym, »e kontrakty na wszystkie godziny zawierane sjgodzinach 8-14:30 na
dwa dni przed terminem dostawy i w godzinach 8-13:30 na 1 dziprzed terminem
dostawy. Oprocz tego (w podobnych terminach) mo»na zawi€r& rodzaje kontrak-
tow blokowych na dostaw| energii elektrycznej: w ka»dej gathie doby, w ka»dej
z godzin zwijkszonego zapotrzebowania (7-22) oraz poza mi{a2-24 i 0-7). Na oby-
dwu tych rynkach rozliczeniem jest rzeczywista dostawa emggi, nie sj dopuszczane
rozliczenia czysto nansowel[4].

Rynek Bilansujjcy jest innj odmianj obrotu energij. Jest to rynek techniczny,
ktorego dzia?anie s2u»y utrzymywaniu rownowagi pomi;dzygpytem i poda»j ener-
gii elektrycznej, o ktérej wspomniano wy»e€j, a jego operaem jest Operator Sieci
Przesy@owej (dla energii elektrycznej { Polskie Sieci Elgbenergetyczne)l6].

Na tym rynku operator sieci przede wszystkim kontraktuje reerw! operacyjn;j
mocy, a tak»e udzia®y w regulacji pierwotnej o czasie reakod sekund lub wtérnej,
0 czasie reakcji rz;du minut, polegajjce na instalacji w ol@tlonych elektrowniach
odpowiednich uk®adow regulacji pierwotnej lub wtérnej[9]Ze wzglidu m.in. na
koszty utrzymywania rezerw (zw?. przeznaczonych do szylekjo u»ycia) i niemo»no=¢
przechowania energii niewykorzystanej, u»ycie mechaniam rynku bilansujjcego
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jest kosztowne[[6[ 4].

Obroét energij elektrycznj odbywa¢ sij mo»e poza wymieniomgi wy»ej rynkami

w formie kontraktéw dwustronnych [5].
Krétkoterminowe prognozy zus»ycia energii elektrycznej dlcaej sieci mogj by¢

przydatne m.in. do:

1. Ustalania ofert dostarczenia energii elektrycznej prde wszystkim na Rynkach
Dnia Biex»jcego i Dnia Nast|pnego.

2. Ustalania dok®adnych potrzeb rezerw mocy o czasie roznudiczonym w godzi-
nach przy znajomozci stanu transakcji na rynkach handlowlyc

6.2. Zadanie

W niniejszym rozdziale przedstawione zostanie rozwijzaniprognozujjce zu»y-
cie energii elektrycznej, a konkretniepro | zu»ycia, czyli wartoxci zu»ycia energii
elektrycznej w 24 kolejnych godzinach. Majjc dane z godzinys i wczexniejszych
(zob. punkt[6.3.1), nale»y przewidzie¢ zu»ycia w chwilatl + 1; hg +2;:::hg + 24.
To zadanie jest identyczne jak rozwijzywane w [14]. W owej pcy wskazano go-
dziny startowe dajjce najlepsze rezultaty, co potwierdz? wstipne testy w2asne.
Uwzglidniajjc te fakty oraz czas pracy rynkéw krotkoterminowych energii (podroz-
dzia®[6.1.1), uznano, »e najlepsze czasy do startowaniagmoz to godziny 8 i 11.
Prognozy uzyskiwane o tych godzinach sj dok®adniejsze nisognozy z wikszozci
innych godzin, a tak»e sj dost|pne zaraz na poczjtku sesji nkéw krétkotermino-

wych.

6.3. Rozwijzanie

Podobnie jak w [14], zaproponowany zosta? system hybrydowgk2ada si} on

z dwoch g2éwnych cz)tci:

1. Zespo?u 24 hierarchicznych aproksymaciji { ka»dej dla iepgodziny docelowej
(czyli tak»e innego wyprzedzenia prognozy), u»ywanego diai \zwykaych": dni
roboczych oraz sobét i niedziel niebjdjcych dodatkowymi dami wolnymi od
pracy.

2. Zestawu 33 (30 dla startu o 8) regresiji liniowych - 22 u»ywach do przewidywa-
nia zu»ycia w czasie dodatkowych dni wolnych od pracy (jedme ka»dj godzin,
takiego dnia), a 11 (8 przy starcie prognozy o godzinie 8) dazewidywania
zu»ycia od ko«ca dodatkowego dnia wolnego do poczjtku nastiej prognozy.
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Pierwszj godzinj, na ktorj przewidywanie odbywa?@o si; za pmoc;j regresji linio-
wej, by?a godzina 3 w nocy dodatkowego dnia wolnego od pra@znacza to, »e
dzia®a®a ona ju» w dzie« poprzedzajijcy. Regresja ta uczydaré»nicy pomijdzy
zu»yciem w godzinie docelowej, a zu»yciem w punkcie \sklag' { godzinie 2
w nocy. Poniewa» prawdziwe zu»ycie z tej godziny nie jest tlpse w czasie
przewidywania, u»yto uprzedniej predykciji.
Podzia? taki zosta? zastosowany ze wzglidu na du»e ré»nicepwebiegach zu»ycia
energii elektrycznej pomijdzy dodatkowymi dniami wolnymiod pracy a pozostadymi
[14], a tak»e du»e b?dy w godzinach bezpozxrednio nast|payich po dodatkowych
dniach wolnych od pracy w rozwijzaniu, w ktérym regresja liowa u»ywana by2a
tylko dla dodatkowych dni wolnych od pracy. U»ycie uprzedeh prognoz jako danych
wejtciowych oznacza, »e system by?2 rekursywny.

6.3.1. Dane wejtciowe

Danymi wejtciowymi dla czjtci u»ywanej dla \zwyk2ych" dni ¥y:

1. Zu»ycie energii elektrycznej na 1, 2, 24, 25, 26, 48, 49 iga@izin przed godzinj na
ktorj wykonywana jest predykcja (hy). Je»eli prawdziwe dane by?y niedostipne,
u»ywana by2a uprzednio wykonana predykcja dla odpowiednigodziny. Dane
te zosta®y tak znormalizowane, aby zakres 7500MW - 27500MWimowiada?
przedzia®owi [0,1].

2. Zu»ycie energii elektrycznej na godzin}, 25 godzin i 49 dmn przed godzinj, 0
ktorej wykonywana jest prognoza (8 lub 11).

3. Dane o temperaturze: prognozowana rednia temperaturagadziny, na ktor;
wykonywana jest predykcjah, i dwoch wezexniejszych [([hp]+ T[h, 1]+ T[h,
2])=3) oraz analogiczne trednie z 24fh, 24]+T[h, 25]+T[h, 26])=3)i48
(T[hp, 48]+T[h, 49]+T[h, 50])=3) godzin wczexniej. Temperatura zosta%a
znormalizowana przez odjicie 5 stopni i podzielenie rezaliu przez 20.

4. Dane o czasie:

a) Dzie« roku, znormalizowany tak, aby zakres zmiennej wyds? [ 1;1].

b) Odleg®o+¢ danego dnia od trodka roku, znormalizowana. j.w

c) Zmienna binarna méwijca, czy dzie« jest niedziel;.

d) Zmienna dyskretna méwijca, czy dzie« jest poniedzia®kie (-1), sobotj (+1),
czy innym dniem (0).

e) Dla pozosta?ych dni tygodnia { numer dnia tygodnia znormi&owany tak,
jak w pkt. 1.

f) Informacja czy poprzedzajjcy dzie« by? dodatkowym dnierwvolnym od pracy.
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Dane u»yte jako wejtcia sieci neuronowych w pracy [14] migtydobnj ogolnj posta¢
(wartoxci chwilowe i trednie z wczetniejszych zu»y¢ enezlgkirycznej oraz dane
o temperaturze), ale ro»nidy si} szczegd2ami.
Dane przekazywane regresji liniowej:
1. Prognoza zu»ycia energii elektrycznej na godzin, \bazgWw(2 w nocy) - tylko
dla godzin od 3 do godziny startowania prognozy.
2. Zuwycie energii w godzinie poprzedzajjcej godzin}, w ktéj uruchamiana jest
prognoza.
3. Temperatura z powy»szej godziny.
4. Prognozowana temperatura z godziny, na ktorj dokonywangest predykcja.
5. Czy dzie«, na ktéry wykonujemy prognoz|, to dzie« wolny, zy nast|pujjcy po
nim.
6. Zestaw zmiennych binarnych okrezlajjcych rodzaj twijta
Dane dotyczijce energii elektrycznej zosta®y pobrane ze atly Polskich Sieci
Elektroenergetycznych [6]. Oryginalne dane sj danymi chieiwymi dla przedzia?ow
15-minutowych. Dla zmniejszenia czasu uczenia u»yto tylkdanych dotyczjcych
pe@nych godzin (lub xrednich z danej godziny - w zale»nozdiwersji zadania).
Prognozy dotyczjce temperatury zosta®y wykonane w Interdscyplinarnym Cen-
trum Modelowania Uniwersytetu Warszawskiego, za pomoc;j nadelu Uni ed Model
(UM) przy pomocy oprogramowania MetO ce [2]. Wyniki tego modelu sj obli-
czane czterokrotnie w cijgu doby dla warunkoéw poczjtkowycte godzin 0, 6, 12
i 18 (wed®ug czasu UTC) [3]. Dla prognozy zu»ycia energii klgrcznej uruchamia-
nej o godzinie 11 u»yto danych o temperaturze pochodzjcychprognozy pogody
z godziny 6, natomiast dla prognozy zu»ycia energii elektgnej uruchamianej o 8
u»yto danych pochodzjcych z prognozy pogody rozpoczynanejpénocy. Sj to
najnowsze prognozy pogody, ktére mogij by¢ u»yte w danych goiach, ze wzgljdu
na ok. 4-godzinne oczekiwanie na wykonanie prognozy. Prigywane temperatury
obliczono dla miast wojewoddzkich. Jako prognoza podawang?h trednia prognozo-
wana temperatura wa»ona liczbj ludnozci wojewddztw.

6.3.2. Parametry kontrolne

Regresja liniowa u»ywa?a selekcji atrybutéw analogiczneio drzew M5 [80].
W czj+ci u»ywajjcej metody opisanej w niniejszej pracy znmgono nastjpujjce pa-
rametry w stosunku do tych u»ywanych w rozdziale 5: g@bokéirzewa zmniejszono
do 1, a wspé@czynnik, z jakim karane sj du»e wagi (zob. punkt33), zosta? pod-
niesiony do 0.005.
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6.3.3. Procedura testowa

Rozwijzanie uczono najpierw na danych z lat 2009 do 2011, astewano na
roku 2012 (by¢ mo»e niezbyt szcz,tliwie, ze wzgl,du na Migtsstwa Europy w Pi2ce
No»nej 2012, ktore nie by?y uwzglidnione w danych), co s2Begyprzede wszystkim
znajdowaniu parametrow kontrolnych, z wynikiem podanym poey»ej. Nastjpnie
uczono rozwijzanie na danych z lat 2009-2012, a testowano danych z pe®nego
roku 2013 (okresie 02-01-2013 do 01.01.2014 w?jcznie) i tniki sj prezentowane
w rozprawie. Test powtorzono 10-krotnie (jednak zmienno®bmi,dzy przebiegami
by2a niedu»a), a b?jd uxredniono.

W tym eksperymencie raportowano przede wszystkim MAPEnfean absolute
percentage erro):

By g(x)i
i=1 Yi

MAPE = (6.1)

wyra»ony w procentach.

Testowano dwie godziny startowe dla prognoz: 8 i 11.

Testowano te» dwie wersje zadania - przewidywanie warto£bwilowych zu»ycia
energii elektrycznej albo przewidywanie trednich godzimpch (powsta®ych z uzred-
nienia po 4 wartozciach z przedzia?ow 15-minutowych).

6.4. Wyniki i dyskusja

6.4.1. Przyk®adowy proces uczenia

Poni»ej opisano proces tworzenia drzewa aproksymacji dlezpwidywania +red-
niego godzinowego zux»ycia energii elektrycznej na godz#{) przy starcie prognozy
0 godzinie 11. Drzewa aproksymacji dla innych godzin orazadinnych wariantow
by?y podobne.

Drzewo to, zgodnie z ustawionym parametrem kontrolnym, maylko dwa po-
ziomy, co ogranicza czas uczenia. Na rysunku 6.1 podano w 3&ch liczb} przyk®a-
dow uczjcych oraz b2jd na modu? (w MW) na zbiorze uczjcym.

Tym razem wstjpna selekcja cech przed klastrowaniem (pkt ligorytmu z pod-
rozdzia®u 4.1, s. 43) wybra®a jedynie 5 z 21 mo»liwych wekbor. Sij one umiesz-
czone w tablicy 6.1. Po grupowaniu i progowaniu rozmiary ztiow uczijcych dzieci
wynios?y 718, 835, 837, 602, 1148. Wielkozci cz|xci wspoimgbioréw zaznaczono
w tablicy 6.2. Co ciekawe, pierwszy zbior uczjcy zosta? polbibrem zbioru drugiego.
Oba natomiast majj wiele wspolnych przyk®adow ze zbiorem jpym.
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Tablica 6.1. Kierunki wybrane przez PCA przed klastrowani@ wynikow w korzeniu
przyk®adowego drzewa z godziny 20.

V1 Vo V3 \7 V5

-0.1252| -0.0310| 0.0594 | -0.1425| -0.0282
0.0370 | 0.0064 | -0.0007| -0.0470| -0.9275
-0.6472| -0.0548| 0.0390 | 0.0805 | -0.2477
-0.0233| 0.9447 | 0.2537 | -0.0345| 0.0150
-0.0268| 0.2227 | -0.9397| -0.0275| 0.0096
0.0188 | 0.0210 | -0.0111| 0.9067 | -0.0710
0.0013 | -0.0053| 0.0151 | 0.0089 | -0.0129
0.5467 | 0.0476 | -0.0265| -0.0886 | -0.2136
0.2705 | 0.0257 | -0.0155| -0.0457| -0.1107
0.1775 | 0.0160 | -0.0121| -0.0242| -0.0751
-0.1358| -0.0297| 0.0595 | -0.1542| -0.0272
-0.1306| -0.0297| 0.0611 | -0.1700| -0.0375
-0.1288| 0.0148 | -0.0733| -0.0882| -0.0282
-0.1393| 0.0163 | -0.0801| -0.0848| -0.0280
-0.1344| 0.0186 | -0.0889| -0.0861| -0.0393
-0.1254| 0.0931 | -0.0311| 0.0334 | -0.0292
-0.1357| 0.0972 | -0.0281| 0.0396 | -0.0280
-0.1307| 0.1047 | -0.0270| 0.0449 | -0.0387
-0.0774| -0.0241| 0.0550 | -0.2162| 0.0141
-0.0802| 0.0321 | -0.1138| -0.0868| 0.0032
-0.0750| 0.1305 | -0.0250| 0.0489 | 0.0016

Tablica 6.2. Nak®adanie si; zbioréw uczjcych dla bezpozreith potomkdw korzenia
w przyk?adowym drzewie.

C1 C2 C3 Cq Cs

c | 718 718 212 91 607
c, | 718 835 323 140 724
c3 | 212 323 837 470 735
Cs 91 140 470 602 434
Cs | 607 724 735 434 1148

Wszystkie utworzone w;zdy potomne mia?y b2jd na swoich zbiach uczjcych
mniejszy ni» b?jd korzenia i zosta?y zachowane. Ka»dy z nitly? uczony tylko raz.
Drugi wjze? potomny ma taki sam b2d na modu? na swoim zbiorzeczjcym, co
korze« na swoim. Na zbiorze uczjcym drugiego wjz®a potomnegredni b?jd korze-
nia by? jednak nieco wilkszy i wyniés? 166MW. Ogdlnie, dla go zadania bardzo
rzadko wystpowa?a potrzeba ponownego uczenia lub usuwanivjz26w potomnych
(pkt 4 g26wnego algorytmu, s. 22), co jest cz|+ciowo spowaeime po prostu mniejsz;
g?boko=cij, ale do pewnego stopnia zapewne te» charaktegkj zadania.

Jednokrotne uczenie ca?ozxci systemu zaj;2o0 poni»ej 2 mima dwurdzeniowym
procesorze komputera przenoxnego. Odpowiedzi dla ca®dgorn testowego (1 rok)
uzyskiwane by2y w czasie poni»ej sekundy.
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837
145MW

Rysunek 6.1. Struktura przyk®adowego drzewa dla przewidwnria energii elektrycz-
nej z godziny 20. Liczby w wjz?ach: rozmiar zbioru uczjcegomMy»sza), b?id bez-
wzglidny (ni»sza).

6.4.2. Skutecznox¢ rozwijzania

W tablicach 6.3 i 6.4 przedstawiono wyniki dotyczjce +redego b?,du MAPE dla
danego dnia tygodnia i godziny dla przewidywania tredniepgdzinowej, za godziny
startu prognozy uznajjc odpowiednio 11 i 8. Tablice te nie urglidniajj specjalnych
dni wolnych od pracy.

Mo»na 2atwo zauwa»y¢ oczekiwany fakt, »e w \zwykaych" dniatygodnia b?|dy
Si mniejsze. Jednak najwilksze b2 dy wystipujj nie dla niedzieli, ktéra ma pro |
zu»ycia najbardziej odbiegajjcy od pro 6w innych dni, alew poniedzia®ek rano.
Prognozy te jednak sj wykonywane w niedziele, utrudnieniemw uczeniu mo»e by¢
wilc rozbie»nox¢ mijdzy pro lami zu»ycia dni, z ktérych pobodzj dane wejtciowe,
a dniem docelowej prognozy. Ciekawym zjawiskiem jest istoe, tzn. o kilkanatcie
procent, mniejszy b?jd w +rod| ni» we wtorek i czwartek. Wijlszy b3jd we wtorek
mo»e wynika¢ z u»ycia danych wejtciowych z niedzieli, a wijniej bezpozrednio
u»ytecznych, z uwagi na ro»nice w pro lach zu»ycia pomijdzyiedzielj a wtorkiem.

Mo»na zauwa»y¢ ogolnj zale»not¢, »e im dalej od startu prozy; tym b3dy
wijksze, ale nie jest to zale»nox¢ *cixle monotoniczna. @dlzgny nast;pujjcej po
godzinie startu prognozy do godzin 17-20 b?dy prognozy wastajj. Nie jest to
zwyk?j pochodnj wyst|pujjcego wtedy szczytu zapotrzebowaia, poniewa» MAPE
jest niezale»ny od skali.

Nast,pnie b?jd spada (ok. 0.2% MAPE) i osijga ponowne minimm lokalne ok.
godzin 21-23 (w zale»nozci od dnia). Nastjpnie roxnie i w gitch 2-4 we wtorek,
czwartek i pijtek, o godzinie 6 w sobot}, £rod} i niedziel; oaz o 7 w poniedzia2ek,
osijga dla wijkszozci dni maksimum dobowe. Péniej, od gotlg 7, w wijkszo*Ci
dni tygodnia troch} spada, cho¢ jest to mniej zaznaczone w Isot] i niedziel;.

Co ciekawe, wiele z tych trendow jest niezale»nych od czagargi prognozy.
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Tablica 6.3. ‘redni MAPE dla poszczegdlinych godzin doby i dintygodnia, przy
przewidywaniu *rednich wartoxci godzinowych w dniach niglcych wolnymi od
pracy. Godzinj startu prognozy by2a 11.

Dzie« Nd Pn Wit r Czw Pt Sb ‘rednio
Godzina

0 0.84% | 0.98% | 0.88% | 0.84% | 0.72% | 0.87% | 0.88% | 0.86%
1 0.98% | 1.29% | 1.33% | 0.95% | 0.89% | 0.87% | 0.97% | 1.04%
2 1.09% | 1.76% | 1.71% | 1.13% | 1.34% | 1.28% | 1.03% | 1.33%
3 1.23% | 1.76% | 1.54% | 1.18% | 1.56% | 1.50% | 1.23% | 1.43%
4 1.51% | 1.45% | 1.51% | 1.14% | 1.60% | 1.61% | 1.41% | 1.46%
5 1.77% | 1.36% | 1.49% | 1.12% | 1.49% | 1.39% | 1.43% | 1.44%
6 1.89% | 1.56% | 1.26% | 1.21% | 1.18% | 1.30% | 1.49% | 1.42%
7 1.55% | 1.92% | 1.04% | 0.99% | 0.94% | 1.13% | 1.34% | 1.27%
8 1.47% | 1.84% | 0.90% | 0.92% | 0.91% | 0.97% | 1.29% | 1.19%
9 1.44% | 1.66% | 0.95% | 0.88% | 0.96% | 0.87% | 1.32% | 1.16%
10 1.29% | 1.57% | 1.01% | 0.88% | 1.02% | 0.88% | 1.24% | 1.13%
11 1.22% | 1.49% | 1.09% | 0.95% | 1.11% | 0.88% | 1.12% | 1.12%
12 0.40% | 0.29% | 0.25% | 0.34% | 0.27% | 0.25% | 0.33% | 0.31%
13 0.57% | 0.47% | 0.36% | 0.48% | 0.41% | 0.47% | 0.56% | 0.47%
14 0.71% | 0.66% | 0.60% | 0.48% | 0.61% | 0.58% | 0.73% | 0.63%
15 0.90% | 0.72% | 0.62% | 0.53% | 0.75% | 0.61% | 0.86% | 0.71%
16 0.91% | 0.87% | 0.64% | 0.58% | 0.80% | 0.71% | 0.90% | 0.77%
17 0.93% | 0.97% | 0.79% | 0.57% | 0.83% | 0.84% | 0.88% | 0.83%
18 1.05% | 0.91% | 0.74% | 0.59% | 0.76% | 0.90% | 0.93% | 0.84%
19 0.98% | 0.87% | 0.70% | 0.61% | 0.69% | 0.88% | 0.80% | 0.79%
20 0.86% | 0.89% | 0.75% | 0.65% | 0.56% | 0.74% | 0.87% | 0.76%
21 0.80% | 0.66% | 0.69% | 0.62% | 0.50% | 0.64% | 0.83% | 0.68%
22 0.74% | 0.52% | 0.62% | 0.58% | 0.63% | 0.80% | 0.79% | 0.67%
23 0.77% | 0.75% | 0.75% | 0.56% | 0.70% | 0.83% | 0.80% | 0.74%

‘rednio 1.08% | 1.13% | 0.92% | 0.78% | 0.89% | 0.90% | 1.00% | 0.96%

Pozwala to przypuszcza¢, »e na ten b?jd wp?yw majj czynnikieavnitrzne, zwi;k-
szajjce chaotycznox¢ zu»ycia energii elektrycznej w okoech porach dnia lub
dniach tygodnia, ewentualnie zmienne nie uwzglidnione w ndelu, ktérych wp2yw
zwijksza si} w tych godzinach.

Poniewa» bajdy te pojawiajj si; w okolicach zwilkszonej akywnozci bytowej, nie
za+ zawodowej { mniej wijcej w czasie wychodzenia z domu i tpe powrocie z pracy
du»ej liczby ludzi, tak»e w weekendy, kiedy nie tylko b?jd @ troch} wikszy przez
ca®y dzie«, ale jego poranny szczyt tak»e pojawia sij péiji€ mo»na przypusz-
cza¢, »e z nij w®aznie majj zwijzek. Czynnikiem mox»e by¢ tu npas®onecznienie,
powodujjce w?jczanie lub nie twiate? czy ogrzewania, ale»tdakt, czy w danym
momencie telewizja emituje wyjjtkowo ciekawy program. Nigtety, takie dane nie
by?y dostipne w czasie powstawania niniejszej pracy.

W tablicy 6.5 zamieszczono wyniki dla dni dodatkowo wolnycled pracy, uzy-
skane przy pomocy zestawu regres;ji liniowych. Elementy atakterystyczne dla prze-
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Tablica 6.4. ‘redni MAPE dla poszczegdlnych godzin doby i dintygodnia, przy
przewidywaniu xrednich wartoxci godzinowych w dniach niglcych wolnymi od
pracy. Godzinj startu prognozy by2a 8.

Dzie« Nd Pn Wi r Czw Pt Sb ‘rednio
Godzina

0 0.94% | 0.97% | 0.93% | 0.85% | 0.82% | 0.93% | 0.89% | 0.90%
1 0.98% | 1.32% | 1.31% | 0.90% | 0.91% | 0.97% | 0.96% | 1.05%
2 1.13% | 1.83% | 1.76% | 1.14% | 1.24% | 1.30% | 1.00% | 1.34%
3 1.28% | 1.89% | 1.66% | 1.23% | 1.43% | 1.60% | 1.17% | 1.46%
4 1.55% | 1.66% | 1.56% | 1.22% | 1.45% | 1.73% | 1.40% | 1.51%
5 1.93% | 1.75% | 1.56% | 1.28% | 1.42% | 1.48% | 1.47% | 1.56%
6 2.08% | 2.17% | 1.30% | 1.40% | 1.30% | 1.23% | 1.54% | 1.58%
7 1.77% | 2.20% | 1.09% | 1.15% | 1.05% | 1.05% | 1.49% | 1.41%
8 1.56% | 2.00% | 0.99% | 0.93% | 0.99% | 1.02% | 1.38% | 1.27%
9 0.71% | 0.42% | 0.40% | 0.39% | 0.37% | 0.36% | 0.59% | 0.46%
10 1.02% | 0.66% | 0.69% | 0.56% | 0.67% | 0.66% | 0.84% | 0.73%
11 1.22% | 0.81% | 0.89% | 0.76% | 0.85% | 0.73% | 0.95% | 0.89%
12 1.25% | 0.85% | 0.91% | 0.78% | 0.96% | 0.79% | 1.06% | 0.94%
13 1.26% | 0.91% | 0.94% | 0.74% | 1.01% | 0.81% | 1.19% | 0.98%
14 1.36% | 0.99% | 1.03% | 0.75% | 1.14% | 0.82% | 1.19% | 1.04%
15 1.46% | 1.10% | 1.02% | 0.80% | 1.24% | 0.84% | 1.17% | 1.09%
16 1.48% | 1.19% | 0.99% | 0.87% | 1.28% | 0.92% | 1.16% | 1.13%
17 1.46% | 1.26% | 1.00% | 0.82% | 1.19% | 1.02% | 1.17% | 1.13%
18 1.41% | 1.10% | 0.92% | 0.82% | 0.95% | 1.00% | 1.13% | 1.05%
19 1.33% | 1.00% | 0.85% | 0.81% | 0.84% | 0.93% | 0.96% | 0.96%
20 1.22% | 0.97% | 0.85% | 0.75% | 0.74% | 0.79% | 1.05% | 0.91%
21 1.01% | 0.85% | 0.80% | 0.72% | 0.70% | 0.69% | 0.94% | 0.82%
22 0.81% | 0.63% | 0.70% | 0.70% | 0.79% | 0.78% | 0.88% | 0.76%
23 0.78% | 0.79% | 0.72% | 0.68% | 0.78% | 0.87% | 0.84% | 0.78%

‘rednio 1.29% | 1.22% | 1.03% | 0.88% | 1.01% | 0.97% | 1.10% | 1.07%

biegu b?du omowione dla \zwykaych" dni rownie» tutaj si; zanaczajj, cho¢ z pew-
nymi mody kacjami. Najbardziej widocznj z tych zmian jest maczjce zwiksze-
nie b2jdow, ale znajjc prac} [14], nie mo»na by?o sij spodaia¢ niczego innego.
Popo2udniowe \dobre" przewidywania sj tutaj troch] potniejsze, pdine sj tak»e
wysokie b2 dy. Co ciekawe, du»o wilksze b?jdy wykazuje apksymacja okresu tu»
po twijcie, gdzie { zw?aszcza o godzinie 7 { b?|dy sj bardzo da. Przynajmniej cz}-
tciowo za ten stan wydaje si; odpowiada¢ rozbie»nox¢ mijdzyvykdymi" dniami
po dniach wolnych i \d2ugimi weekendami”, w ktorych przebig wyratnie si; ro»ni,
a ktorych obecnie u»ywany zestaw regres;ji liniowych nie pat dobrze odro»nic.
Waaztnie system przewidujjcy na \dzie« po" specjalnym zwile wydaje si; mie¢
najwijcej potencja®u do zmniejszenia b?,du. Podobne, chodieco bardziej ogoine,
spostrze»enie zosta?o umieszczone w [14].

W tablicy 6.6 mo»na znale'¢ podsumowanie b2déw rozwijzaaidla zbioréw
uczjcych i testujjcych z ro»nymi godzinami startowymi i doRadnym celem przewi-
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Tablica 6.5. ‘redni MAPE przy przewidywaniu tredniego zu»gia godzinowego, dla
poszczegolnych godzin doby dla okresow \specjalnych” - datlowych dni wolnych
od pracy i okresow bezpozrednio po nich. Godzinj startu progzy by2a 11:00.

Dni dodatkowe Dni nastjpujjce po dodatkowych
Godzina MAPE Godzina MAPE
3 2.04 % 1 2.23%
4 2.56 % 2 1.97%
5 3.23% 3 4.05%
6 2.92 % 4 2.95%
7 3.54 % 5 2.76%
8 3.66 % 6 5.16%
9 4.30% 7 12.04%
10 4.24% 8 4.56%
11 5.06% 9 8.40%
12 1.61% 10 5.66%
13 1.43% 11 7.86%
14 1.47%

15 1.81%

16 2.29%

17 2.09%

18 2.01%

19 2.25%

20 2.06%

21 1.91%

22 1.66%

23 1.91%

24 2.29%

Sjcznie 3:00-24:00| 2.51% | Sjcznie 1:00-11:00 4.98%

dywa« (xrednia z 4 wartoxci czy wartox¢ chwilowa). Przewwdgnie +redniej z danej
godziny jest obarczone mniejszym badem, gdy» krotkotrwa? uktuacje uwzglid-
niane w danych chwilowych sj przez utrednianie wyg®adzamawet jezxli ta rednia
brana jest tylko z 4 warto+ci odleg®ych o 15 minut.

Tablica 6.6. Podsumowanie b2déw rozwijzania dla tredniegzu»ycia godzinowego
oraz chwilowego zu»ycia o pe2nych godzinach. Dla ca®egou,o¥cznie ze twiltami

dodatkowymi.
Start zrednia/chwilowa | Zbiory testujjce Zbiory uczjce
MAPE Eabs MAPE Eabs
11 trednia 1.08% 186 MW | 0.95% 160 MW
8 trednia 1.16 % 200 MW | 1.00% 170 MW
11 chwilowa 1.15% 199 MW | 1.01% 171 MW
8 chwilowa 1.24% 213 MW | 1.06% 180 MW

Ponadto, w zgodzie z obserwacjami z [14], godzina 11 jestdepgodzinj do starto-
wania prognoz, cho¢ prognozy trednich godzinowych z gogzéhte» nale»y uzna¢
za dok®adne. Biorjc pod uwag;, »e opisywane zjawisko mo»ethyyranie zmienne
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w czasie oraz fakt, »e testowano rozwijzanie na danych z a@denowego roku bez
douczania, ro»nice b3dow pomiidzy zbiorami testujjcymi itreningowymi nie sj
du»e.

6.4.3. Poréwnanie z metodami dostjpnymi w literaturze

Biorjc pod uwag] wyniki opisywane w innych pracach dla zada&rotkotermi-
nowego przewidywania zu»ycia energii elektrycznej, wynMAPE 0.96% w dniach
\zwykaych", a 1.08% po uwzglidnieniu dni specjalnych, wypda dobrze. W pracy
[14], w ktérej metodyka by?a najbardziej podobna (i po czjtposiu»y2a za podstaw,
niniejszej), najlepszy raportowany MAPE wynosi? 1.1% dlaystemu hybrydowego
opierajjcego si; na podobnych zasadach, co system proporaw, jednak ré»nego
w istotnych szczego62ach. W systemie przewidujjcym zu»ycie dniach dodatkowo
wolnych od pracy u»yto systemu eksperckiego bazujjcego neednich zu»yciach
z poszczegolnych godzin. Jako podstawowych rozwijza« dlaidzwyk?ych" u»yto
w cytowanej pracy sieci neuronowych. Dane we wspomnianejagy by2y rownie»
najbardziej podobne, cho¢ dane o temperaturze pochodzi®nnego rod?a, a ca?o+¢
odnosi®a si; do innego (wczezxniejszego o 10 lat) okresu.

Podanego ogdlnego problemu { krétkoterminowego przewidgwia zu»ycia ener-
gii elektrycznej { dotyczy@o te» wiele prac z ostaniach latghocia» konkretne pro-
blemy { obszar, z ktérego przewidywano i dok?®adny przebiegrqgnozy { ro»nidy
sil. Na przyk®ad w pracy [55], w ktorej dla ka»dej godziny osmo u»ywano systemu
sieci po?jczonych algorytmem \bagging", MAPE wyni6s? ok. 75%. Zu»ycie zosta®o
zarejestrowane w Nowej Anglii. W zasadzie przewidywanie fiyzawsze z horyzontem
24-godzinnym, ale z powodu u»ycia tredniej zu»ycia z pomhziego dnia, stawa®o
si; przewidywaniem pro lu (z godzinj startowj 00:00).

Podobnie zosta®o skonstruowane przewidywanie dla pracy’[bw ktorej rozwij-
zanie by?o testowane na danych z 4 miesijcy. Osijgnijto tam MPE 2.00% przy
U»ycCiu prognozy temperatury, nieco mniej przy u»yciu rzegwistej temperatury.
Dla zu»ycia energii elektrycznej na obszarze Nowego Jorkwzy u»yciu do prze-
widywania transformat falkowych dla okresu testowego wyrsajcego jeden miesijc
(lipiec) zarejestrowano b2jd MAPE 1.82%.

Z kolei w pracy [49] rownie» dla Nowego Jorku, ale dla okresestowego 3 mie-
sijcy, MAPE wynios? 3.34%. W artykule tym do jednoczesnegmajdowania dobrych
cech i optymalizacji parametrow regresji wektorow noxnydsVR) u»ywany jest al-
gorytm memetyczny (nemetic algorithm) oparty na metodach optymalizacji rojem
czjstek (particle swarm optimization).
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Ni»sze b2 dy raportowano dla innych danych w pracy [91], umajjcej transfor-
mat falkowych po?jczonych z addytywnym modelem Holta-Wirgrsa oraz metod;
wa»onych najbli»szych sjsiadéw. Osijgnijto tam MAPE 1.02 % 1.09% dla zu»ycia
odpowiednio w Kalifornii i Hiszpanii. Okresy testowe by2ygdnak w tej pracy krotkie
- wynosi®y odpowiednio 3 i 4 tygodnie, ka»dy wybrany z innejgoy roku.

Uzyskiwane w niniejszej pracy bady le»j w zasijgu raportoanych przez rozwij-
zania komercyjne, np. TESLA, w ktérym z u»yciem wijkszej rasorodnozci danych
wejxciowych raportowane MAPE wynoszj 0.84-1.56% [7], jeak dotyczj przewi-
dywa« z u»yciem rzeczywiste] temperatury. B2jd MAPE z u»yem temperatury
prognozowanej jest tam szacowany jako potencjalnie wy»spy0.5 - 1% MAPE,
z kolei uwzglidnianie ostatnich trendéw w pro lu zu»ycia mapodnosi¢ skutecznox¢
0 0.15 { 0.30%. Po zsumowaniu dostajemy zakres 1.04% { 2.41%.

Warto tu doda¢, »e zmiana rozwijzania wobec tych u»ytych dizupe®nie odmien-
nych zada« w rozdziale 5 by?a do+¢ prosta i wynika®a przedezy&kim po prostu
z chjci skrocenia czasu uczenia. Wstipne wyniki z rozwijzaem identycznym do
tego z rozdzia®u 5 by2y o 0.04% MAPE wy»sze od opisywanego (RRAok. 1.12%),
ale nie zosta®y uko«czone ze wzglidu na wikszj czasoch?a#® i sygnalizowanj
nieco gorszj generalizacj}. Z drugiej strony { fragmentargzne testy z u»yciem sieci
neuronowej z dobranj odpowiednij liczbj neuronéw dawady pdobne (MAPE ok.
1.15% dla przewidywania tredniej startujjcego o godziniél )lLrezultaty.

6.5. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale oszacowano przydatno+¢ proponowgo rozwijzania do
tworzenia systemu przewidujjcego pro | zu»ycia energii ektrycznej na nast;pne
24 godziny z rozdzielczo+cij godzinow; (u»ywanj te» np. nayRku Bilansujjcym
w Polsce [6]). Oszacowanie to wypad?o pozytywnie, wyniki gpli»one lub lepsze od
wynikdéw podobnych zada« dostjpnych w literaturze oraz zbkone lub nieco lepsze
od wynikéw rozwijzania komercyjnego.

Ponadto wskazano mo»liwe obszary oraz sposoby rozwoju igusdzenia skutecz-
nozci rozwijzania w postaci do?jczenia dodatkowych danychp. o nas?onecznieniu
lub ew. dodatkowych specjalnych okazjach zwikszajjcychu»ycie pridu (dotyczj-
cych np. telewizji), znalezienia lepszego modelu do przelpwvania zu»ycia w pierw-
szej po?owie dnia po dodatkowym dniu wolnym od pracy oraz ugtdnienia \d2u-
giego weekendu".



7. Podsumowanie i wnioski

W niniejsze] dysertacji opisano metod| @jczenia prostych azwijza« dotyczj-
cych przewidywania wartoxci funkcji o przeciwdziedziniezeczywistej wielowymia-
rowej w jedno rozwijzanie o potencjalnie mniejszym baldzieMetoda ta opiera si;
na podziale problemu na podproblemy z wykorzystaniem zmieych wejtciowych
i odpowiedzi oraz b?déw niektérych z uprzednio utworzonyctrozwijza« jednostko-
wych. Podproblemy oraz rozwijzania zorganizowane sj w stkiur, drzewa. Ka»de
Z rozwijza« uczone jest dla pewnej czjtci problemu (ca®y gilem w korzeniu).
Podproblemy nak®adajj sij, a w czasie dzia®ania dla ka»degwzyk®adu u»ywane
sj odpowiedzi kilku rozwijza« jednostkowych, ale zasadrnzo nie wszystkich. Odpo-
wiedzi te sj uzyskiwane zarowno w lixciach, jak i wiz%ch werznych.

W rozprawie opisano og6lny schemat algorytmu (zob. rozdz, @pisany wczezniej
przez autora niniejszej pracy w [24]) oraz przedstawionoge uszczeg6@owienia: spo-
soby rozwijzania podzada« tworzenia rozwijza« sk®adowych w;'le drzewa oraz
podzia®u zbioru uczjcego i tworzenia przestrzeni kompetejn dla w;z2w potom-
nych (zob. rozdz. 4). Oszacowano te» z20»onox¢ czasowijrgtga z uwzglidnieniem
uszczegb?owie« (zob. podrozdzia? 4.4).

Ponadto, udowodniono twierdzenia dotyczjce prezentowajemetody (zob. rozdz.
3, dowody w dodatku A). Najwa»niejsze z nich wyprowadzajj pd zredniokwa-
dratowy poddrzewa rozwijzania zaczepionego w danym w;lleandanym zbiorze
w zale»nozci od:

1. B&dow tredniokwadratowych poddrzew zaczepionych w \#ch potomnych i b2jdu
rozwijzania obecnego w danym wijllena ich zbiorach kompetencjiktore nak2a-
dajj sij, ale nie sj to»same.

2. Sk®adnika jakozci funkcji kompetenciji { relatywnego daihkcji, ktéra wszystkim
wybranym wjz2om przydziela rownj kompetencj, (a zatem mo»a 2atwo sprawi¢,
by sk®adnik ten wynios2 0).

3. Dodatkowego sk®adnika zwijzanego z nieréwnoleg2ozcipkcji kompetencji i od-
chyle« od poprawnego wyniku odpowiedzi wjz2éw. Sk?adnikrigest zawsze nie-
dodatni, a +citle ujemny zawsze poza bardzo trudnym do uzysia przypadkiem
(zob. podrozdzia? 3.4). Zatem zmniejsza on b?;d.
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Twierdzenia te, w po?jczeniu z twierdzeniem z podrozdzia®i5, pozwalajj stwier-
dzi¢, »e b?jd zredniokwadratowy na zbiorze uczjcym danegdz®a wraz z jego
niepustym poddrzewem jest prawie zawsze mniejszy od b?darmsego rozwijzania
obecnego w witle drzewa (bez uwzglidniania poddrzew). Dlabioru testujjcego
wyznaczajj one g2owne sk2adniki b2du.

Wyniki teoretyczne pos2u»ydy réwnie» jako podstawa dla nagza« szczego62o-
wych konkretyzujjcych schemat algorytmu opisanych w rozdale 4.

W niniejszej rozprawie prezentowane sj tak»e eksperymentiptyczjce skutecz-
nozxci rozwijzania. Wyniki proponowanej metody w 21 ogoln@ostjpnych zadaniach
uczenia maszynowego poréwnano z wynikami sieci neuronolwyérzech innych me-
tod 2jczenia aproksymacji funkcji w jednj dok2adniejszj (pzdz. 5). Na podstawie
proponowanej metody wykonano te» system przewidujjcy prbzu»ycia energii elek-
trycznej w Polsce (rozdz. 6).

Z wnioskow z twierdze«, g2éwnie z twierdzenia 1, s. 35 i poddzia?u 3.5 oraz
eksperymentéw mo»na wysnu¢ wniosek, »e opisywany sposdzépia rozwijza«
sk#adowych rzeczywizcie pozwala uzyska¢ mniejszy b2jdkta poza zbiorem uczj-
cym. Z eksperymentu poréwnawczego i pordwnania wynikow teliaturj wynika, »e
dla wielu zada« rozwijzanie wykazuje b2,dy ni»sze od b2,dodu»ej cz,xci innych roz-
wijza« stosowanych dla tego rodzaju zada«, w szczegoélnodia zadania przewidy-
wania pro lu zu»ycia energii. Ani w eksperymentach, ani w mytaczanej literaturze
nie znaleziono te» »adnej metody, ktéra dawa®aby istotniedsze sumaryczne wyniki
od proponowanego rozwijzania. Oznacza tdobre wyniki proponowanej metody.

Réwnie» na podstawie eksperymentu poréwnawczego, w ktorngia wszystkich
21 zada« parametry kontrolne by2y takie same oraz eksperynte dotyczjcego elek-
troenergetyki wynika, i» rozwijzanie daje dobre wyniki naet z domyxInymi warto-
+ciami parametrow kontrolnych dla szerokiego zakresu zada

Powy»sze pozwala stwierdzi¢, »e teza pracy zosta?a wykazan a, a cel
osijgnijty.

Rozwijzanie nie jest, oczywitcie, bez wad. Jego b2 dy, udngone po wielu za-
daniach, nie sj ni»sze od analogicznych xrednich dla nagegch stosowanych roz-
wijza, takich jak wzmacnianie gradientowe (zob. rozdz. 5)Zastosowane szczego-
dowe rozwijzania, takie jak analiza sk®adowych g26wnych yczieci neuronowe, Sj
zale»ne od przetwarzania danych wejtciowych, cho¢ w ekgperntach opisanych
w rozdziale 5 u»yto standardowych technik. Co wilcej, czasyczenia sj dox¢ du»e
(zob. tab. B.8 i podrozdzia® 4.4), zwikszane 2atwo przez nkszenie g?bokozci
drzewa (ktére jednak mo»na ograniczy¢ do po»jdanego rozmig a tak»e przez
zwijkszenie liczby wymiardw, cho¢ temu ostatniemu mo»na pynajmniej cz}xciowo
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zaradzi¢ stosujjc inne rozwijzania szczeg6?owe. W przygadzmiennej wyjtciowej
wielowymiarowej zmniejszenie czasu uczenia mo»na uzysgaprzez rozpatrywanie
ka»dej wspb?rzidnej wyjtcia oddzielnie, cho¢ potencjatnmo»e to zwilkszy¢ b?id.
Rozwijzanie jednak mo»na stosowa¢ dla wyj+¢ bidjcych weksomi rzeczywistymi,
cho¢ nale»a?oby zmieni¢ algorytm uczenia, na zale»ny nmidivo od liczby wag
sieci neuronowej (inny ni» u»yte odmiany wstecznej propagg, ewentualnie zmie-
ni¢ architektur; sieci sk?fadowych. W tym wzglidzie istotnejest jednak te» to, »e
z3o»0onox¢ ze wzglidu na liczb} przyk®adow uczjcych dla dasty o umiarkowanej
liczbie wymiardw jest liniowa.

Decyzje dotyczjce rozwijzania wynika®y w du»ej mierze z chi ograniczenia
nadmiernego dopasowania. Takj rol; spe@nia tu np. brak modkacji funkcji celu,
przetwarzania zmiennych wejtciowych, czy nawet brak podamia na wejtcie w;z2om
potomnym wynikow rodzicow (co by2o testowane we wstjpnychksperymentach
i dawa?o mniejsze b?dy na zbiorach uczjcych, wijksze na tagjcych). W tym
twietle nale»y tak»e rozpatrywa¢ niewielkie (2-6) liczbyiz80w ukrytych w sieciach
neuronowych, sk2adnik regularyzujjcy (zob. podrozdzia®.3.3 str. 48), ogranicza-
nie liczby wag przez liczb} przyk®adéw (podrozdzia? 4.2) mizielonj przez ustaloni
liczb] czy rezygnacj, z tworzenia w;z20w dla zbyt ma2ych ligb przyk®addow (tam»e).
Ogolnie, podjczenie tych technik mo»na uzna¢ za skuteczmépnice w NRMSE po-
mijdzy zbiorami testowymi a uczjcymi (tab. 5.5) sj mniejszeni» we wzmacnianiu
gradientowym, cho¢ wilksze ni» w przypadku zwyk®ych komitéw.

Niewielkie wymogi dotyczjce ustawiania parametréw kontrdmych sj wynikiem
przede wszystkim w2atnie wspomnianej wewn,trznej konti@®o»onoz+ci { cho¢ para-
metrow moxliwych do ustawienia jest du»o, wartoxci domy#lzachowuj;j sil dobrze,
a g2éwnym parametrem, ktéry mo»na zmieni¢, jest czas naukippprzez g2jboko+¢
drzewa (mo»liwe sj rownie» inne rodzaje tej regulacji). Karola ta nie wykorzystuje
danych walidujjcych, co zmniejsza wymagania dotyczjce by przyk®adow uczij-
cych, ale jednak pozostawia ocen} generalizacji w sferzerdgnych oszacowa«, co
mox»e zwijksza¢ b2jd.

Dlatego kontrola z2o»onozci i generalizacji z wykorzystiem automatycznej wa-
lidacji mo»e by¢ jednym z kierunkdw rozwoju rozwijzania. Na»y te» zauwa»y¢, »e
wagi przyk®adOow sj znane ju» w czasie uczenia, nie majj na nigp?ywu wyniki
nauki poszczegoélnych w;z20w, jak w wielu innych rozwijzaatch [37, 67]. Wstjpne
eksperymenty dotyczjce wersji proponowanego rozwijzaniaody kujjcej funkcj;
kompetencji ze wzglidu na wyniki nauki bezpozrednich potokdw danego wiz?a
wykaza?y wysokie b2/dy na zbiorach testowych, ale mo»e to nika¢ waznie z tego,
»e u»ywane by2y b2dy na zbiorach uczjcych, a nie pewnego maju walidaciji.
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Nadal poszukiwane mogj by¢ nowe metody podzia®u zbioréw gcych i uzyski-
wania funkcji kompetencji. By¢ mo»e daoby si} tu u»y¢ repzentacji pozrednich
z rozwijza«, np. aktywacji wjz2w ukrytych w sieciach, jakopodstawy podziadu.
Mog2oby to da¢ dobre rezultaty, poniewa» aktywacje takie syynikiem dzia®ania
transformacji nieliniowej, a wijc pewnej zmiany reprezergcji, ktéra powsta?a w od-
powiedzi na dostosowywanie sieci do zadania, bjdjcej zatepotencjalnie bardziej
u»ytecznj w rozré»nianiu \prawdziwych" podzia?ow. Ozna@?oby to jednak wijk-
sze uzale»nienie sij od postaci rozwijza« sk?adowych obgcm w wjz%ach drzewa
rozwijzania.

Wspomniane reprezentacje poxrednie mo»na te» wykorzystaiczenia aproksy-
macji w w;z%ach potomnych danego w,z?a, jako uatwienie, &finocze+nie wytworze-
nie g2|bszej struktury. U»yciewyjt¢rodzica jako wejt¢ w;z20w potomnych we wst;|p-
nych eksperymentach nie da?o jednak dobrych rezultatow. Moa te» poszukiwa¢
innych algorytmow uczenia, np. takich, ktére przynajmniejczixciowo zneutralizuj;
wady rozwijzania. Wysoki koszt obliczeniowy mogj pomoc zmejszy¢ rozwijajjce
si; od pewnego czasu metody uczenia ekstremalnego [50].



A. Dowody

Aby pomniejszy¢ objjitox¢ kolejnych dowoddw, poni»ej zostapodane proste,
ale bardzo przydatne to»samoxzci:

& (X =6 (X)) Y
z de nicji odpowiedzi w;z?a (def. 2)
(i)

= 8 i) X Ci(iXk) Y
i=0

z de nicji sumowania si; funkcji kompetencji do 1 (réwn. 25)
(i) (i)

= g Gi(;xk) Ci(j;Xk) Y
j=0 j=0

poniewa» w obu sumach wyst|pujj te same wagi i z de nicji frown. 3:3)

(i) _ (i) _
= (@) Ya) Ci(iixk) = e i) (X Ci(l;X«) (A1)
i=0 j=0
wyrazy, w ktérych C;(j; X ) = 0, nic nie wnoszj do sumy, wijc
X
= e i) (X Gi(j; X«) (A.2)
i:Ci(x«)>0
Dowody twierdze« z podrozdzia®u 3.2 (0 pojedynczym przyka@a dzie)

. P L : -
Niech " . (x>0 ¢ )(Xk)F > 0. Z réwniania (A.1) i de nicji b3du kwadrato-
wego 3.1:

X , X ° (@) _ L2
eg:x)=  (a(x))° = @  (egj)(x)) Ci(j;xw)A
1=1 =1 ]=0
0o 1,
X N(i)

q q
= @ (e| (iij )(Xk)l) Ci (J,Xk) Ci (j;Xk)A
=1 j=0
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Z w2asnozci iloczynu skalarnego

Vv V
N D0 Mg
egixi)= @ T (XK)E Cilisx k) t Ci(j;x«k)
1=1 j =0 =0
11,
G- TR f— N (i)
cos | A Giliixe) . Ci(ixe) A
j= j=
X %0 _ YO
= i )f - Cilixx) Ci(j;x«)
1=1 =0

j=0

q - NG q - N(i)!
cos 1 g Ciiix) . Ci(jXk) .
j= j=

Wszystkie wyrazy pod modu®ami sj nieujemne, a zatem

(D) | YOI
e(gi; Xk) = ~ i) (Xk)F iy X k) Ci(j;x«k)
=1 j=0 j=0

q - N@) d - N(i)!
cos ] g Cillixk) . Ci(jXk) ;
j= j=

suma funkcji kompetencniji to 1

Xt M)

= ~ i) (%)F Cili; X k)
1=1 =0

q - N(@) ¢ - N(i)!
co$ 1 i Clx) i Clixi)
j= j=

Co dowodzi rownozci (3.6).

Druga réwno=¢ (3.7) wynika z dwoch prostych obserwacji. Paepvsze, wyrazy
~ai)(Xk)Z Ci(;x«) z Ci(j; x«) = 0 sj zerowe, wilc mo»na je oputci¢ w sumowaniu:

N(i) . X ‘
~ i) (%)F Ciiixk) = i) (%)F Cil; X k)

=0 J:Ci(ixk)>0

Po drugie, z w#asnozci cosinusa, standardowego iloczynalaknego dla liczb rze-
czywistych i funkcji kompetencji (nieujemnox¢), mo»na dopwvadzi¢ odpowiednie
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wyra»enia do analogicznej postaci - wy3jczamy z sumy wyrazgrowe:

aq : N@ q - N(i)!
cos 1 =g Gillixk) . Ci(iixk) .
j= j=
P NG :
120 1)) Cilixx)
P N T 2 Yem =
jN=(C|)) ) Gl X k) jN=((I))Ci(J;Xk)
P

i:ciixo>0 1) X Gi(l; X k)

= 'd
T

= s
T

P 4 - 2 qp .
iciixg>0 a0 Gillix k) i:cix >0 Ci(; X|k)
q — q — '
=cos | i Cillix«) o Ciliixw)
i:Ci(jiixx)>0 j:Ci(ixx)>0
h I g i _
Wektory i ) (Xk)i Ci(j; x«k) Gy 1) 0 oraz  Ci(j;xx) Gy 1) 0 Sj rzutami

pierwotnych wektorow na podprzestrze« powsta?j przez wymavanie odpowiednich
wspé?rzidnych, ale te wspé@rzjdne mia®y ju» wartox¢ O, stjdosinus mo»na liczy¢
tak»e w podprzestrzeni.
Dowod lematu 2 przeprowadzany jest analogicznie do poprzeego. Znow ko-
N P 2 , : . A
rzystajic z tego, »e j.c,(x,)>o0 1¢;j)(Xk){ > 0, z rownania (A.1) i w2asnozci b?du
kwadratowego (3.5) wyprowadzamy:

0o 1
X , X %O _ ?
eg:xk) = (x))T= @ (maH i) Ciiix)A
=1 =1 j=0
z w2asnozci iloczynu skalarnego
0y — b —

x U N0 u N0
=" af ~ i ) (XK)f 7 Ciiixi)?

I=1 j=0 j=0

h i Le
N () . i
cos ] (x| o [Gilix ]y A
. . 0 . 1,

x X0 , X0 h NG NG
= 1) (X)) Ci(iixk)®  @cos 1 ~¢;)(xi)) =0 (GG Xz A

I=1 j=0 j=0
Wszystkie wyrazy pod modu2ami sj- 0

0 1

w X0 O h NG NG
= ~ (5 ) (XK Ci(j;xk)* @cos ] ~ (i) (X)) i=0 ;[Ci(J;Xk)]j -0 A

=1 j=0 j=0

Ca2kowicie analogicznie mo»na udowodni¢ drugj cz,+¢, jedly tym razem korzysta-
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jic od razu z réwnozci (A.2) zamiast tylko z (A.1)

0 1,
X , X X _
eg;xi)= (R = @ (i i) Gl x A
I=1 1=1 j:Ci(jx )>0
z w2asnozci iloczynu skalarnego
0
X S —x S —x%
= @ ~ i) (Xk)? Ci(j; X k)2
I=1 i:Ci(ix k)>0 i:Ci(ixk)>0
. 1,
h i _
cos 1 ) (X)) ¢ ix o0 [CTEXK] 6 gx 0 A
X X , X o
= ~ (i ) (XK Ci(j; x«)
I=1 j:Ci(jjx k)>0 i:Ci(ixk)>0
0 1,

h [
@cos |~y )(xk) icrix o0 LG XK e x> 0 A
Wszystkie wyrazy pod modu?ami sj- 0

XX , X B
= = (i )(Xk)l Ci (Jaxk)
1=1 j:Ci(jix x)>0 j:Ci(xk)>0
0 1,

h i
@cos 1 ~iy)(Xk)r) GG X e gxys0 A

J:Ci(xk)>0

Nale»y zauwa»y¢, »e druga rownox¢ ma nieco inny charakterpmprzedniego, w

. : P N : .
$z2€zegOINOCi | .c, (jix )> 0 7 (i y(Xk)Z = J-N:((;) ~ i )(Xk)?, ale zwykle nie sj one réwne,
CO pocijga za sobj to, »e odpowiednie kjty tak»e zwykle nie spwne:

h [
co<2 1~ ) GG x k)]j Ci(ixk)>0

co$ 1 1)) | s [CiGx Y

I:Ci(xk)>0
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Dowadd twierdzenia o b%dach na zbiorze (Tw. 1)

Najpierw skorzystajmy z de nicji b?du tredniokwadratowgo (3.4) oraz lematu
1 (str. 28, dowiedzionego powy»ej).
1 8 x X

MSE(8:S) = o T (x)f - Cilixi)
J9) k=1 121 j.ciix > 0

q - N@) ¢ - N(i)!
cos ] g Cilixk) . Ci(jXk) ,
j= j=

o h 9 —— NG M ——inG)
Oznaczajic] (X Ci(j;X«k) o . Ci(J;Xk) o przez oraz
q NG g N (i)
I ~apxdr  Cillixe) ) ;o Gi(lixw) . przez—, a nast;pnie dodajjc i odej-
J= ]=
mujjc to samo wyra»enie, otrzymujemy:
8
1 X X ,
=S @ ~ i) (XK)f Ciiixk) cos ()
19l =1 121 cigix >0
0 1
1 nm& oy .
+@ “1(i;j>(Xk)|2nmaX t = (xk)PA cog ()
Ci(ixk)>0 ! !
0 1 1
X 1 nm g .
@ ~1(i;j)(Xk)|2n'maX t X (K )PA cog (M)A
Ci(ixk)>0 ! '
Po przegrupowaniu:
o 0 0 1
1 X X :
=S @ @~ ij)(xk)f  Ci(lixi) coS( ) —m coS(T) A
ISl k=1 121 ciix >0 i
"™ Nik _
ITaXI i(Xk)|2 CO§( )
0 ' 1 1
X 1 N ni _
+@ j(i:i)(xk)lzn_max + max : i(Xk)|2A CO§( )A
Ci(j;xx)>0 ! !

Cz+¢ tego réwnania jest ro»nicj badu pomijdzy danj funkcj, a funkcjj opisanj w
twierdzeniu, zatem:

e o0 1 1

1 X X 1 nmax . B

TS Cu+@ 1) (%K) T + =~ ((x)PA cos (DA
J J k=1 I=1 Ci(jixk)>0 i

nirnaX
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Uwaga,P Ci (jxx )> 0 €St warunkiem obejmujjcym dwie sumy - po ki po j. Korzystajc

rownie» z jedynki trygonometrzycznej:

. 0 1
1 WX X 1 M p, .
= < (i )(Xk)lz max + = max L i(Xk)IZA 1 Sln2 (_)
IS) k=1 121 cixg)>0 ni ni
i 0 1
1 1 X X
= max i Gi ~ i )P+ ng) i a)PA
N9 =1 121 cixg)>0 L
1 eI xr X 1 nmax Nik
<T@ T )P+ T (A sl ()
Iy (i )\AKJ i\RkJ|
IS k=1 11 cigx )0 e e
Ten drugi sk®adnik mo»na okrezli¢ jaképg
. 0 1
1 1 ¥ x X
= max i Gi ~ i )P+ (M ng) i a)PA
M IS =112 cgixi>0
1 ¥ x
e %
1S) k=1 121
Zmieniajjc kolejnox¢ sumowania:
1 1% X X X 1 1 ¥ x
= = i)y (X + = (™ M) i(x)f
NS ket 6w > 0121 GO maS] | .
1 8 x
e %
1S) k=1 121
1 1 ¥ x X 1 18 x
= + — (i (Xk)2+ — T (n_max n-k) '(Xk)2 %
L CORE T ey R
1 X0 1 X X 1 1 8 x
=t oex e Vi) X+ e e (™ i) i()f
N 520 18] ke (x> 0121 AT s keli=1 | S
1 %O iSaiy 1 X
=t max gj) TN (G )(Xk)I2+
n; i=0 IS5 1) k:Ci(j;x x)>01=1
1 Kix

+n_manSj (™M™ ni) (x)?
1 k=1 1=1

%

%
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Z powy»szego
MSE(g; S) =

X0 S i) 1 KX

-7 MSE(@1):Si6) t e max . . 2 o
i=0 N S (© i) Siij)) e S) I=l(nI Ni ) (X)) b

Przy czym,
0
X
W= @~ i) (XK}
Ci(ixk)>0 |
. q - NG 9 - N (i)’
Ci(ixk) cos 1 =gt Cilixw) 3 Gilixk) — +
)=0 J|_(%|.:|.
q : NG 9 : N (i)
—— coS 1 i CGi(ixk) o Gi(ivxk) AA
n; j=0 j=0
N nig )
II’IT i (Xi)] |
q : NG 4 - N (i)
cos | ~aH(x)  Gilix) Ci(J;Xk)_O
j= j=
1 8 x
=§ Kl
19 k=1 121
A tak»e:
0 1
X 1 nMm& g
% =@ ~1(i;j)(Xk)|2n_mx Ml = i()PA
Ci(jiixx)>0 I I
_ q _ NG) g _ N() 2
sin qaH i Gilixk) 5 Gillixk)
j=0 j=0
1 ¥ x
%= — o/[()|
IS/

Dowdd twierdzenia z podrozdzia®u 3.5 (dodawanie poddrzewa

)

Nale»y udowodni¢, »e przy odpowiednich za2o»eniach (st7) 2jd wjz?%a po
utworzeniu dzieci bjdzie mniejszy ni» b?jd aproksymacji w @anym witle.
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MSE(g;; S) =
X0 S, o))
(i) .
+ o MMSE(Q (i )5 Si(i)) +
%O S, o]
(i) .
- o+ D@D vse@os ) +
o P g on @S
_ +N((i) Sl 1 X
izo M SIS ke, ix > 0121
1 &l x

N IS) et 1=

Z za?o»e« twierdzeni&ojest dodatnie, a wijc

Tl IS

T ST I

(™ ng) i(Xk)?

&l x
(™ nk) ()P %

&l x

(™ ) (x)E %

H(XK)P+

%

Ne(i) 1S 1 X
MSE(g; S) < @7 = (X 2+
| j=0 e TSR k:Ci(jix k)> 0 1=1 | |
1 j<8j X max 2
nimax JSJ o1 |1 (ni r]ik) i(xk)l
zmieniajjc kolejno+¢ sumowania
i x X IS i 1

= 1)l ((X)P+

k=1 1=1 j:Ci(j;x k)>0
1 &l x

N 1S e 1o
8jczjc obie sumy i wycijgajjc stae
1 Wi
S g

_ 1 3 x

B m k=1 I=1

_ 1 &l x
T,

1 3l x

I k=1 1=1

@(n_max

@(n_max

1
(nmax

N S S ijHl

(nmax

HET O

Nik) i(Xk)|2

1
X IS ini

(xi)f + i(Xk)EJ.iSI ()] A
i:Ci(ix k)>0 J 1| (i)

2 2 X A
(X + i (Xk); 1
j:Ci(ixk)>0

(X + i (Xk) P Nik

1 %8 x

— (x)? = MSE(g:S
TSP i (Xk); (9;5)

A wijc przy za?o»eniach twierdzenia MSHf; S) < MSE(g;; S).
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Uzasadnienie przyk®adu 1 z podrozdzia®u 3.3

przy ustalonym wektorzex z hipersfery jednostkowejn wymiarowej oraz jedno-
stajnym rozk®adzie kierunkéwz. Kierunki z bidj reprezentowane przez wektory
y z hipersfery jednostkowej. W takim razie nale»y policzy¢ wa+¢ oczekiwani

ferze jednostkowe].

Na poczijtku nale»y zauwa»y¢, »e wspomniana warto+¢ oczekia/ nie zmienia
Si; przy obrocie ca®ej przestrzeni, a wijc nie jest te» zalea od konkretnego wyboru
wektora x. Wystarczy wijc, »e zostanie policzona dla jednego konkretgo wektora.

Niech bjdzie to wektor taki, »e wszystkie wspé?rzidne réwnsj 0 z wyjjtkiem

Cosinus wektorowy i x bjdzie zatem rowny ich iloczynowi skalarnemu (oba majj
normy rowne 1) i bjdzie to X,Yn = VY.

Pozostaje pytanie, jakj wag; powinien mie¢ dany kjt. Poniewa» d2ugo+¢ wektora
y ma si! rbwna¢ jeden, a zatem tes IShy? =1 P 1= 1y2 =1 y2 co bldj
spe?niady wsqzystkie wektory le»jce na sferze bjdjcej brzegn kulin 1 wymiarowe;j
o promieniu 1 y2. Zatem dany kjt powinnizmy uwzgliqdni(t proporcjonalnie do

powierzchni tej sfery, ktéra zo%tanie oznaczona jaks, »( 1 y?2). Zauwa»my, »e

jetliy, jest cosinusem kjta ,to 1 y2 jest modu?em z jego sinusa. Poniewa» éos
jsinj sj parzyste i majj okres rowny , wystarczy jezli policzymy warto+¢ oczekiwani
dla dodatnich wartoxcisin i dodatniej warto+cicos (w pozosta®ych \Cwiartkach”
hipersfery b,dzie taka sama):

R=-_
-2 Sn 2(sin )cog d
R =_ .
%7 Sy ofsin )d

Niech C, , oznacza powierzchnijn 2 wymiarowej sfery o promieniu 1. Wtedy
mo»na zapisac:

R-_
02S, (sin )" 2cog d
"7 Sy o(sin )" 2d

S, , jest niezale»ne od/,, wijc po prostu mo»na je wyjj¢ przed ca?k] i skréci¢, a
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potniej przeksztadcit

R:— R:—
o2(sin )" 2cog d _  _,%(sin )" 3cogsin d

" Z7(sin )" 2d " 27(sin )" 3sin d

Pami'tajic, »e w danym zakresie sin- 0 i sin®+cos = 1:

R=_ n :
2@ cog )z ' lcos  2cos sind

R =2 1 .
21 cog )7 ' lcos!  2cos sind

Podstawiajjc u = cos( )? oraz skracajjc % otrzymuje si;:

Y01 w'T tuidu U2 @ u)'T tuddu | B3N
R - n - R - n -
U0 1 w7ty Fdu =) w7 tuidu B

gdzie B oznacza funkcj;B Eulera. Przy czymn musi wynosi¢ co najmniej 2. Prze-
kszta?cajjc dalej otrzymujemy:

S
[any

— | N~
|
NI

]
[any
S5
[any

=1
[NTERIN)

[
N | N

(

1
2
3
(3

SN—r | N
|
—~ |

- 22
e

W| @
—~ |~
+| +

NIR(NIwW
>
NN
[
NIR(NIwW
N | N
—~ |~
|
NIWN =
>
NN
[

co jest wynikiem podanym w przyk3adzie.

Dowod lematu 3 { przyk®ad z wiedzj o b&dach

Na poczjtku przeprowadzone zostanie rozumowanie dla dowej liczby w|z26w,
po czym, gdy rozwa»ania ogoélne wymagadyby zbyt skomplikomah za2o»e«, wcze-
tniej uzyskane fakty zostanj zastosowane do obliczenia kowego twierdzenia.

Jezli rozk?ady b?déw majj @jcznie rozk®ad normalny i wa»an sj wektorem
kompetencji C, to macierz kowariancji wynosiC™V C a *rednieC , gdzieV to
macierz kowariancji, a to wektor rednich.

W tym miejscu wprowadzone zostanj oznaczenia stosunku komiencji i-tego
wjz%a do kompetencji pierwszego wjz?a, ktéry zawsze ma miedezerow;j funkcj|
kompetencji, zatem w tych oznaczeniacR; = ‘C:—l acozatymidzieR; =1; R; > 0.
Ponadto wektor kompetencji, to wektor R podzielony przez sugn{ wartoxci bez-
wzglidnych (metryk; L1) wektora R: C = i :jjl’ czyliCTvC= ITJR\J/JER Pochodne
tego wektora ze wzglidu na wspo6?rzjdne mox»na policzy¢, kgstajjc z w2asno=ci
pochodnej (wszystkie potrzebne zachodzj dla tak regularptinkciji).




102 DODATEK A. DOWODY

- I,
R'VR _ R« R« (A.3)
Rk JiRjjf 5 ij Rjj1 o b 5
_2( R VW) ( i Ry)? i RiRjV; 2 R (A4)
P P i RM P |
_2C iR Ma) R 2 jRIRY (A5)
5 b jiRii? -
_ 2 iRR Vg 2 i jRiRyV; A6)
> o IiRjj? '
_ 2 jRiRy (M V) (A7)
JiRii? '
R .
Pochodne ze wzglidu na sumC = —— wyniosj
JIRJj1
LRt
—— = k k (A.8)
Ry R IR)1
WiRjj1 R
= — A.9)
» IRz (
iRi( k1)
= —— A.10
JiRiii (A.10)

majjc ten wzor, mo»na policzy¢ pochodnj wzglidem kwadratu spomnianej sumy:

0 1 0 p 1
@ R A = @ 'pRi ' 2A
Ry JiRii1 R i Ri |
:2PbR‘ i R_
b i Ri PRk JIRJJ1
_5 -bRi i iR« )
b i Ri . jiRjj?
o iR i iRk )
b p jiRij3
_ o i JRR (k1)
JiRjj3

Suma kwadratéw odchyle« od 0, to suma +redniej podniesiodejkwadratu i warian-
R R'VR
— -
IR) IR)1

cji . Przy znajdowaniu optimum funkcji kwadratowej przydatne



jest znalezienie miejsc zerowych pochodney:

O@R !2+RTVRi:2PinRiRj (Vik V) F’inR,-Rij(k D
R« iRl iR} iiRjj? JiRji?
_ Pin RR; Mk Vi+ j(«x )
B iR}

Wystarczajjcym warunkiem zerowania pochodnej w tym przypaku jest
0 1
X X
@ RR, (M Vi+ j(« )A=0
i
Dla liczby wiz2w z niezerowj kompetencjj rownej 2, jest tyko jeden u2amekR,,
zatem z zadanymi za@o»eniami:

(R3(Vaz Voot 2( 2 2)+ Ra(Viz Vio+ 2( 2 1))
+Ro(Voz Vit (2 2)+(Viz Viu+ 1( 2 1)) =0
(Ro( 2( 2 1)+ Ra(Maz Vi) + (Va2 Vuu+ (2 1))=0

(Ra((Va2 Vi) + 2( 2 1))+(Viz Vit (2 1))=0
Vig. Viu+ a( 2 1)

=R

(Va2 Vi2)+ 2o 2 1)) ?
Viint 7 Vo 12 _ _ G
2 = Ry= —
Voot 5 Vi 102 Cy

Warto zauwa»y¢, »e zgodnie z za?o»eniami i wzorem, przy zmgsR, 0 pewien
" pochodna stanie si; niezerowa, ze znakiem zgodnym ze znaki& czyli istotnie w
tym punkcie bjdzie minimum lokalne.
Jak wida¢, to rozumowanie da si; przeprowadzi¢, z ko«cowymymikiem wijk-
szym od zera, tylko pod pewnymi warunkami, wymienionymi w laacie.
Wyliczenie b?|du, to podstawienie powy»szego wyniku (pattajic, »e R; = 1)
do wzqQru wspomnianej wy»ej w2asnoxci: suma kwadratow odeRyod 0, to suma
R * RT'R
IR IR
zosta?o tu zapisane.

. W stosunku do swojej wagi zajmuje to wiele miejsca, wi,c nie



B. Wyniki testow

W dodatku B prezentowane sj wyniki testébw na 21 znanych zad#&cth. W sto-

sunku do tabel podanych w tretci, tu dodano inne miary b2 déwm.in. w celu

aatwiejszego porownywania wynikow z wynikami dostjpnymi witeraturze.

Tablica B.1. Wyniki na czjxciach testujjcych rozwijzania 1{ proponowanej wersji
z ustawieniem domyzIlnego b&du na 0.

Zadanie RMSE RMSE E abs E abs NRMSE | skalowany
2dplanes 0.998 0.00012 0.00020 0.797 0.00013 0.227 0.082
friedman 1.025 0.00094 0.00163 0.816 0.00077 0.205 0.066
mv 0.085 0.00285 0.00434 0.049 0.00188 0.008 0.004
bank8fm 0.029 0.00002 0.00003 0.021 0.00002 0.188 0.071
elevators 0.002 0.00000 0.00001 0.001 0.00000 0.282 0.057
elevators 0.001 0.00000 0.00000 0.001 0.00000 0.594 0.109
ailerons 0.00016 | 0.0000005| 0.0000006| 0.00011| 0.0000005| 0.537 0.079
puma8NH 3.16 0.002 0.00337 2.42 0.002 0.561 0.262
kin8nm 0.105 0.00067 0.00119 0.082 0.00050 0.397 0.148
abalone 2.08 0.006 0.00959 1.46 0.003 0.645 0.154
california 55408 81 130 37719 64 0.480 0.228
house8L 30078 67 120 16303 30 0.569 0.120
housel6H | 32790 103 148 16983 77 0.621 0.131
cpu_act 2.29 0.009 0.015 1.65 0.008 0.125 0.046
cpusmall 2.88 0.007 0.015 2.07 0.005 0.157 0.058
autoMpg 2.54 0.022 0.035 1.81 0.019 0.326 0.139
auto 2700 174 399 1602 58 0.459 0.181
diabetes 0.670 0.02302 0.052 0.516 0.02011 0.929 0.419
boston 2.73 0.072 0.155 1.87 0.033 0.297 0.122
m_cpu 57.4 3.8 7.9 28.8 1.1 0.357 0.100
servo 0.386 0.02554 0.045 0.212 0.01016 0.247 0.112
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Tablica B.2. Wyniki na czjtciach testujjcych rozwijzania 2{ proponowanej wersji
z ustawieniem domyzlnego b2 du na po2ow, b?du korzenia.

Zadanie RMSE RMSE E abs E abs NRMSE | skalowany
2dplanes 0.998 0.00009 0.00015 0.797 0.00012 0.227 0.082
friedman 1.026 0.00085 0.00160 0.816 0.00064 0.205 0.066
mv 0.345 0.17590 | 0.254565| 0.241 0.12848 0.033 0.016
bank8fm 0.029 0.00004 0.00007 0.021 0.00003 0.188 0.071
elevators 0.002 0.00001 0.00001 0.001 0.00000 0.282 0.057
elevators 0.001 0.00000 0.00000 0.001 0.00000 0.594 0.109
ailerons 0.00016 | 0.0000005| 0.0000006| 0.00011| 0.0000005| 0.536 0.079
puma8NH 3.16 0.001 0.00243 2.42 0.001 0.562 0.262
kin8nm 0.105 0.00053 0.00091 0.082 0.00036 0.398 0.148
abalone 2.08 0.006 0.01005 1.46 0.004 0.645 0.154
california 55510 55 114 37777 60 0.481 0.229
house8L 30107 116 196 16317 33 0.570 0.120
housel6H | 32753 266 638 16943 141 0.620 0.131
cpu_act 2.30 0.007 0.013 1.65 0.004 0.125 0.046
cpusmall 2.88 0.012 0.024 2.06 0.005 0.156 0.058
autoMpg 2.52 0.023 0.038 1.81 0.014 0.323 0.138
auto 2692 255 369 1614 89 0.458 0.180
diabetes 0.659 0.02715 0.051 0.516 0.01819 0.914 0.412
boston 2.75 0.089 0.132 1.87 0.044 0.299 0.122
m_cpu 59.0 5.9 8.2 28.8 1.7 0.367 0.103
servo 0.381 0.02001 0.034 0.217 0.01147 0.244 0.110

Tablica B.3. Wyniki na czj*ciach testujjcych rozwijzania 3{ proponowanej wersji

nie u»ywajjcej wag przy klastrowaniu.

Zadanie RMSE RMSE Eabs E bs NRMSE | skalowany
2dplanes 0.998 0.00008 0.00017 0.797 0.00007 0.227 0.082
friedman 1.026 0.00115 0.00163 0.816 0.00080 0.205 0.066
mv 0.102 0.00183 | 0.0047712| 0.062 0.00140 0.010 0.005
bank8fm 0.029 0.00004 0.00008 0.021 0.00003 0.188 0.071
elevators 0.002 0.00000 0.00001 0.001 0.00000 0.281 0.057
elevators 0.001 0.00000 0.00000 0.001 0.00000 0.595 0.109
ailerons 0.00016 | 0.0000005| 0.0000007| 0.00011| 0.0000003 0.537 0.079
puma8NH 3.16 0.002 0.00366 2.42 0.001 0.562 0.262
kin8nm 0.105 0.00056 0.00119 0.082 0.00046 0.399 0.149
abalone 2.07 0.005 0.01080 1.46 0.003 0.644 0.154
california 55488 56 125 37781 61 0.481 0.229
house8L 30683 119 269 16793 69 0.581 0.123
housel6H 33150 167 257 17376 102 0.627 0.133
cpu_act 2.30 0.011 0.017 1.65 0.004 0.125 0.047
cpusmall 2.89 0.007 0.013 2.08 0.004 0.157 0.058
autoMpg 2.53 0.025 0.041 1.81 0.018 0.324 0.138
auto 2756 285 440 1628 94 0.469 0.184
diabetes 0.667 0.02295 0.035 0.514 0.01737 0.926 0.417
boston 2.71 0.059 0.117 1.89 0.027 0.295 0.121
m_cpu 60.5 6.8 11.3 30.0 1.8 0.376 0.106
servo 0.381 0.01834 0.037 0.220 0.01082 0.244 0.111
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Tablica B.4. Wyniki na cz}tciach testujjcych poréwnywaneg rozwijzania 1 { wy-
brana sie¢ neuronowa.

Zadanie RMSE RMSE Eabs E abs NRMSE | skalowany
2dplanes 0.999 0.00017 0.00035 0.798 0.00022 0.227 0.082
friedman 1.008 0.00068 0.00126 0.802 0.00065 0.202 0.065
mv 0.245 0.01109 0.019185 | 0.167 0.00637 0.024 0.011
bank8fm 0.028 0.00013 0.00020 0.021 0.00010 0.187 0.071
elevators 0.002 0.00003 0.00006 0.001 0.00000 0.285 0.058
elevators 0.001 0.00000 0.00000 0.001 0.00000 0.597 0.109
ailerons 0.00016 | 0.0000009| 0.0000019| 0.00011| 0.0000004 0.538 0.079
puma8NH 3.16 0.003 0.00587 2.42 0.003 0.561 0.262
kin8nm 0.073 0.00041 0.00082 0.056 0.00025 0.275 0.103
abalone 2.07 0.009 0.01852 1.46 0.005 0.642 0.153
california 52986 107 187 35834 70 0.459 0.218
house8L 29887 190 335 16349 78 0.566 0.120
housel6H 33352 184 372 18120 102 0.631 0.133
cpu_act 2.45 0.042 0.088 1.71 0.007 0.133 0.050
cpusmall 2.96 0.050 0.090 2.07 0.011 0.161 0.060
autoMpg 2.89 0.066 0.108 2.05 0.034 0.370 0.158
auto 3234 347 648 1978 149 0.550 0.216
diabetes 0.663 0.03110 0.066 0.508 0.02531 0.920 0.414
boston 3.55 0.151 0.266 2.44 0.080 0.387 0.158
m_cpu 79.2 7.8 12.4 36.1 1.9 0.493 0.139
servo 0.471 0.03908 0.061 0.293 0.01655 0.302 0.137

Tablica B.5. Wyniki na czjtciach testujjcych rozwijzania prownywanego 2 { pro-

stego komitetu.

Zadanie RMSE RMSE Eabs E abs NRMSE | skalowany
2dplanes 0.998 0.00003 | 0.00007| 0O.797 0.00003 0.227 0.082
friedman 1.045 0.00105 | 0.00221| 0.831 0.00079 0.209 0.067
mv 0.184 0.00112 0.002 0.115 0.001 0.018 0.008
bank8fm 0.029 0.00001 | 0.00002| 0.021 0.00001 0.190 0.072
elevators 0.002 0.00001 | 0.00001| o0.001 0.00000 0.289 0.059
elevators 0.001 0.00000 | 0.00000| o0.001 0.00000 0.596 0.109
ailerons 0.00016 | 0.0000000 0 0.00012| 0.0000000 0.542 0.080
puma8NH 3.15 0.001 0.00093 2.42 0.001 0.561 0.262
kin8nm 0.124 0.00014 | 0.00021| 0.097 0.00011 0.470 0.175
abalone 2.05 0.001 0.00208 1.44 0.001 0.635 0.152
california 57411 30 77 39698 24 0.498 0.237
house8L 31260 36 75 17237 25 0.592 0.125
housel6H 33103 309 874 17228 97 0.626 0.132
cpu_act 2.32 0.037 0.104 1.68 0.018 0.126 0.047
cpusmall 2.95 0.028 0.079 2.13 0.012 0.160 0.060
autoMpg 2.58 0.141 0.400 1.85 0.087 0.330 0.141
auto 2317 529 1492 1430 282 0.394 0.155
diabetes 0.630 0.07300 0.207 0.491 0.05533 0.875 0.394
boston 2.85 0.308 0.875 1.95 0.165 0.310 0.127
m_cpu 52.6 10.2 29.0 27.6 3.9 0.327 0.092
servo 0.398 0.04741 0.134 0.239 0.02089 0.255 0.115
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Tablica B.6. Wyniki na cz;xciach testujjcych rozwijzania prownywanego 3 {Bo-

otstrap aggregating

Zadanie RMSE RMSE E abs E abs NRMSE | skalowany
2dplanes 0.999 0.00013 0.00021 0.798 0.00012 0.227 0.082
friedman 1.120 0.03097 0.07743 0.887 0.02227 0.224 0.072
mv 0.221 0.00548 0.01124 0.144 0.00383 0.021 0.010
bank8fm 0.029 0.00002 0.00004 0.021 0.00001 0.190 0.072
elevators 0.002 0.00002 0.00003 0.001 0.00000 0.299 0.061
elevators 0.001 0.00000 0.00000 0.001 0.00000 0.595 0.109
ailerons 0.00016 | 0.0000003| 0.0000009| 0.00012| 0.0000003| 0.539 0.080
puma8NH 3.15 0.001 0.00156 2.42 0.001 0.561 0.262
kin8nm 0.117 0.00051 0.00122 0.091 0.00034 0.443 0.165
abalone 2.05 0.003 0.00453 1.45 0.002 0.636 0.152
california 57007 95 163 39342 75 0.494 0.235
house8L 30991 43 82 17025 41 0.586 0.124
housel6H | 34705 147 249 18121 91 0.657 0.139
cpu_act 2.41 0.015 0.025 1.75 0.004 0.131 0.049
cpusmall 2.99 0.009 0.020 2.17 0.003 0.162 0.060
autoMpg 2.60 0.015 0.029 1.84 0.019 0.333 0.142
auto 2623 99 179 1550 53 0.446 0.175
diabetes 0.676 0.01278 0.021 0.559 0.01579 0.938 0.423
boston 3.16 0.052 0.095 2.12 0.024 0.344 0.141
m_cpu 59.1 1.8 2.8 28.7 0.6 0.368 0.103
servo 0.520 0.011 0.0132 0.267 0.0066 0.333 0.151

Tablica B.7. Wyniki na czjtciach testujjcych rozwijzania mprownywanego 4 {
wzmacniania gradientowego.

Zadanie RMSE RMSE Eabs E bs NRMSE | skalowany
2dplanes 1.000 0.00017 0.00035 0.798 0.00014 0.228 0.082
friedman 1.004 0.00052 0.00095 0.799 0.00038 0.201 0.065
mv 0.156 0.00047 0.00083 0.092 0.00092 0.015 0.007
bank8fm 0.028 0.00004 0.00008 0.021 0.00004 0.186 0.070
elevators 0.002 0.00021 0.00039 0.001 0.00001 0.313 0.064
elevators 0.001 0.00000 0.00000 0.001 0.00000 0.594 0.108
ailerons 0.00016 | 0.0000004| 0.0000008| 0.00011| 0.0000005 0.532 0.079
puma8NH 3.15 0.002 0.00344 2.44 0.001 0.561 0.262
kin8nm 0.070 0.00034 0.00052 0.054 0.00024 0.267 0.099
abalone 2.06 0.005 0.00898 1.46 0.003 0.640 0.153
california 51673 167 378 34811 109 0.448 0.213
house8L 29327 75 129 15841 40 0.555 0.117
housel6H 32964 97 167 17026 58 0.624 0.132
cpu_act 2.28 0.019 0.038 1.62 0.003 0.124 0.046
cpusmall 2.77 0.013 0.023 1.97 0.006 0.150 0.056
autoMpg 2.57 0.047 0.090 1.79 0.030 0.329 0.140
auto 2833 320 539 1605 122 0.482 0.189
diabetes 0.801 0.03696 0.082 0.634 0.02228 1.112 0.501
boston 2.81 0.063 0.114 1.91 0.031 0.306 0.125
m_cpu 52.5 53 9.5 28.9 15 0.327 0.092
servo 0.428 0.001 0.0136 0.234 0.001 0.247 0.124
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Tablica B.8. Zu»ycie czasu procesora (suma zu»ycia czasaemi) AMD Opteron
8350 (2GHz) dla ca?ej procedury testowej (10x10-krotna wdéhcja), dla metod 2j-
czenia rozwijza« i \du»ych" zbioréw. Uzyskane polecenietime .

Rozwijzanie
Proponowane Istniejjce

Zadanie 1 (\b3id 0") [2(\ 3 korzenia”)]  komitet bagging [(Wzm. Grad.)?!
2dplanes 117744 121951 104479 85008 84248
friedman 157136 159506 105803 87903 84071
mv 160498 25767 127787 86104 48288
bank8fm 14435 14708 13621 11825 12112
elevators 122393 122846 106630 62531 68582

elevators 14330 14551 14559 10183 10346

ailerons 7720 8457 9218 6663 6760
puma8NH 14176 14799 13637 12561 11762
kin8nm 15061 15266 13290 11331 11838
abalone 7328 7582 8621 6534 6828
california 35183 35933 33401 32547 30503
house8L 42375 44542 35709 35482 33940
housel6H 135315 142809 79419 71477 73306
cpu_act 83925 26724 67117 35710 39939
cpusmall 24839 27502 20932 15743 17953
Suma 952458 782942 754222 571603 540477

1Szukanie warto+ci parametru wzmacniania gradientowego aizosta?o wliczone. Dok2adniej: liczba
w tabeli powsta®a poprzez podzielenie przez 2.5 czasu caf@pcedury, 2jcznie z testowaniem war-
toxci parametru.

Tablica B.9. NMRSE na zbiorach treningowych.

Rozwijzanie | Proponowane Istniejjce

Zadanie 1 2 3 1(SSN) | 2(Kom.) | 3(Bag.) | 4(WG)
2dplanes 0.226 | 0.226| 0.226| 0.227 0.227 0.227 0.225
friedman 0.204 | 0.204 | 0.204 | 0.200 0.209 0.224 0.199
mv 0.008 | 0.033| 0.010| 0.023 0.226 0.039 0.047
bank8fm 0.181 | 0.182| 0.183| 0.178 0.188 0.187 0.174

elevators 0.269 | 0.270| 0.271| 0.268 0.283 0.294 0.260
elevators 0.584 | 0.584 | 0.585| 0.587 0.592 0.590 0.582
ailerons 0.523| 0.522| 0.526| 0.512 0.534 0.532 0.490

puma8NH 0.549| 0.549| 0.548 | 0.556 0.558 0.557 0.546

kin8nm 0.387| 0.388| 0.389 | 0.265 0.467 0.439 0.240

abalone 0.584 | 0.584 | 0.585| 0.625 0.616 0.618 0.593

california 0.474 | 0.475| 0.475| 0.445 0.496 0.492 0.423

house8L 0.547| 0.547 | 0.569| 0.534 0.586 0.580 0.523

housel6H 0.580| 0.577| 0.601| 0.570 0.610 0.644 0.583

cpu.act 0.115| 0.114 | 0.115| 0.116 0.121 0.126 0.108
cpu_small 0.149| 0.149| 0.150| 0.137 0.156 0.159 0.134
autoMpg 0.225| 0.226 | 0.229| 0.262 0.279 0.272 0.217
auto 0.141| 0.142| 0.133| 0.227 0.140 0.172 0.067
diabetes 0.570| 0.572| 0.572| 0.659 0.587 0.504 0.465
boston 0.160 | 0.160| 0.160| 0.247 0.214 0.244 0.154
m cpu 0.135] 0.138| 0.140| 0.128 0.146 0.201 0.126
servo 0.127| 0.129| 0.132| 0.195 0.164 0.197 0.123

‘rednia 0.321] 0.322| 0.324| 0.331 0.342 0.346 0.298




Najbardziej przydatne oznaczenia

x { wektor wejtciowy, Xy { k-ty wektor wejtciowy w danym zbiorze przyk®adow.

y { oczekiwane wyjtcieyy { k-te oczekiwane wyjtcie w danym zbiorze przyk®adow.

S;T; U { odpowiednio: zbiér przyk®adow, zbior testowy, zbior uczy.

iSj { licznox¢ zbioru przyk®addw.

MSE { b2jd tredniokwadratowy.

NRMSE { znormalizowany (podzielony przez odchylenie stamddowe wartoxci funkciji)
pierwiastek b2 du zredniokwadratowego.

i { zwykle indeks wjz?a, ktérego dotyczy dany wzor itp.

N (i) liczba bezpozrednich potomkdéw w;z?a o indeksie

Ci(j; x k) wartox¢ funkcji kompetencji w wille i dla j-tego bezpozredniego potomka i
wektora wejtciowegay

Ci(0; x¢) wartox¢ funkcji kompetencji dla aproksymacji w witlei.

I (i;] ) indeks j-tego bezpozredniego potomka wjz3a

g { aproksymacja funkcji rozwijzaniem sk®adowym w w;lei.

g { aproksymacja funkcji przez ca®e poddrzewo w,z%a

@ (i) { aproksymacja funkcji przez poddrzewq -tego potomka w;z?ai.

i(Xk) = Gi(Xk) Yk { ro»nica pomildzy odpowiedzij aproksymacji w willei a prawdziw;j
wartoxcij wyjcia.

~(Xk) = €(Xk) Yk { ré»nica pomijdzy odpowiedzij poddrzewa aproksymacji zakze-
nionego w w;lle i a prawdziwj wartoxcij wyjtcia.

] A; B { kit pomijdzy wektorami A i B.

[ailL, { wektor o wspé@rzidnych g dlai =0;:::n.
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