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Abstra ct 

Introduction 

Ultrasonic imaging is a widely used tool for medical non-invasive diagnosis of soft tissues. 

Reconstruction of ultrasound images requires an information on the speed of sound distribution in 

a tissue being imaged. This information is not available in pulse-echo ultrasound scanners, thus 

the sound speed distribution is assumed to be uniform and equal 1540 m/s which corresponds to 

an average value of the sound speed in soft tissues. This simplification, however, leads to aberrations 

in the resulting images.  

A technique, that could provide the missing sound speed information, would enable a more accurate 

reconstruction of the ultrasound images, free from the aberrations mentioned above. Moreover, 

the newly obtained data would be a valuable diagnostic information itself. If, in addition, 

the aforementioned sound speed reconstruction technique was able to work in real time, then it would 

make a great, positive impact on a diagnostic value of the ultrasonic imaging. 

Latest sound speed reconstruction technique known as CUTE (Computed Ultrasound Tomography in 

Echo mode), depending on its version, either provides inaccurate results or is unable to operate in real-

time. The algorithm Q-CUTE (Quick-CUTE) introduced in this work is computationally efficient, 

and still provides results of good quality. 

Methodology 

As in the case of the CUTE algorithm, the Q-CUTE utilizes complex LRIôs (Low-Resolution Images) 

as an input signal. The LRIôs are obtained with use of the CPWI (Compound Plane Wave Imaging) 

technique that involves a number of unfocused emissions at various angles. Pixelwise phase shifts 

between two different LRIôs are a useful part of the input signal.  

In this work, the LRIôs used as the input signal were generated numerically, based on a given sound 

speed distribution. Results provided by the Q-CUTE were compared against those obtained with use 

of two versions of CUTE, namely CUTE-FD (with processing in Frequency Domain) and CUTE-SD 

(with processing in Spatial Domain). The comparative analysis included a qualitative assessment of 

selected sound speed images, as well as a quantitative analysis covering a wider range of sound speed 

distributions used to generate the LRIôs.  

Results and Conclusions 

The sound speed images obtained with use of the Q-CUTE proved to be of much higher quality than 

those provided by the CUTE-FD, and comparable to the results of the CUTE-SD. Moreover, 

the computational complexity of the Q-CUTE is much lower than in case of any of the reference 

algorithms. This feature makes it possible to implement the Q-CUTE method for real-time operation at 

non-reduced pixel resolution of a typical LRI. This, in turn, paves the way to an efficient aberration 

correction in the B-mode imaging, as well as makes a foundation for a new modality in the ultrasonic 

imaging. 
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1 7ÓÔöÐ 

Diagnostyka obrazowa jest jednym z podstawowych narzňdzi wsp·ğczesnego lekarza. Wachlarz 

dostňpnych metod nieinwazyjnego obrazowania ciağa czğowieka obejmuje szereg technik takich jak 

obrazowanie rentgenowskie, nuklearne, czy rezonans magnetyczny. Na szczeg·lnŃ uwagň zasğugujŃ 

metody obrazowania ultradŦwiňkowego, kt·re oferujŃ coraz wiňcej modalnoŜci dziağajŃcych w czasie 

rzeczywistym. Opr·cz standardowego obrazowania struktur tkankowych w tzw. trybie B-mode 

(ang. Brightness Mode), moŨliwe jest obrazowanie przepğywu krwi w r·Ũnych trybach 

Dopplerowskich, oraz ocena twardoŜci tkanek w trybie elastografii. To z kolei skutkuje szerokim 

polem zastosowaŒ diagnostyki ultradŦwiňkowej. NaleŨy takŨe podkreŜliĺ, Ũe w odr·Ũnieniu od 

wykorzystujŃcych promieniowanie jonizujŃce technik rentgenowskich i nuklearnych, metody 

ultradŦwiňkowe nie stanowiŃ obciŃŨenia dla zdrowia pacjent·w. Co wiňcej, koszty funkcjonowania 

gabinetu diagnostyki ultradŦwiňkowej sŃ relatywnie niskie. PowyŨsze cechy sprawiğy, Ũe metody 

obrazowania ultradŦwiňkowego sŃ szeroko stosowane w diagnostyce medycznej. 

Mimo szerokich moŨliwoŜci oferowanych dzisiaj przez metody obrazowania ultradŦwiňkowego, ich 

potencjağ wciŃŨ nie jest w peğni wykorzystany. W ramach tej pracy przybliŨona zostanie kwestia 

prňdkoŜci propagacji fali ultradŦwiňkowej w badanych tkankach. Ze wzglňdu na jej wartoŜĺ 

diagnostycznŃ oraz znaczenie dla jakoŜci klasycznego obrazowania ultradŦwiňkowego, uzasadnione 

jest poszukiwanie metod jej rekonstrukcji. Celem przyŜwiecajŃcym tej pracy byğo opracowanie 

metody rekonstrukcji w czasie rzeczywistym przestrzennego rozkğadu prňdkoŜci dŦwiňku dla 

obrazowania w dominujŃcym dziŜ trybie odbiciowym.  

1.1 0ÒöÄËÏĢç Äľ×ÉöËÕ w tkankach  

Wedğug (Nowicki, 2003) prňdkoŜĺ dŦwiňku c w ludzkich tkankach zawiera siň w przedziale od 

ok. 650 m/s w pğucach do ok. 4000 m/s w koŜci czaszki. JeŜli ograniczymy siň do litych tkanek 

miňkkich, to zakres prňdkoŜci zawňzi siň do przedziağu od ok. 1450 m/s do ok. 1630 m/s odpowiednio 

w tkankach tğuszczowej i miňŜniowej. Podobna zaleŨnoŜĺ wystňpuje w przypadku gňstoŜci ɟ: dla 

litych tkanek miňkkich jest ona bliska 1 g/cm
3
 podczas gdy dla pğuc i koŜci czaszki ksztağtuje siň na 

poziomie odpowiednio ok. 0.4 i 1.6 g/cm
3
.  

Por·wnujŃc przedstawione w Tabela 1 wartoŜci prňdkoŜci w litych tkankach miňkkich podawane 

przez (Nowicki, 2003) i (Cobbold, 2007) moŨna zauwaŨyĺ pewne rozbieŨnoŜci. Nie oznacza to, Ũe 

jedne pomiary zostağy wykonane dokğadniej niŨ drugie. Okazuje siň, Ũe tkanki, nawet jeŜli sŃ tego 

samego rodzaju, mogŃ istotnie r·Ũniĺ siň miňdzy sobŃ. Na prňdkoŜĺ dŦwiňku w tkance bezpoŜredni 
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wpğyw ma m.in. zawartoŜĺ kolagenu i tğuszczu. Ta z kolei zaleŨy od takich czynnik·w jak wiek, 

kondycja, tryb Ũycia, spos·b odŨywiania, uwarunkowania genetyczne, itp.  

Kolejnym Ŧr·dğem wahaŒ w prňdkoŜciach dŦwiňku w obrňbie jednego rodzaju tkanki moŨe byĺ stan 

chorobowy. Struktura tkanki w obrňbie np. guza nowotworowego jest inna niŨ w tkance zdrowej, co 

w wielu przypadkach implikuje r·Ũnice prňdkoŜci. PowiŃzanie zmiany prňdkoŜci ze stanem 

chorobowym niesie ze sobŃ nowe moŨliwoŜci diagnostyczne. Zaznaczmy, Ũe wyniki pomiar·w 

przytoczone w (Nowicki, 2003) oraz w (Cobbold, 2007) w zağoŨeniu dotyczŃ jedynie tkanek 

zdrowych.  

Istotne r·Ũnice prňdkoŜci mogŃ r·wnieŨ byĺ skutkiem zmian temperatury. Zgodnie z (Bilaniuk & 

Wong, 1993) prňdkoŜĺ dŦwiňku w czystej wodzie w temperaturze 20ÁC wynosi ok. 1482 m/s podczas 

gdy w temperaturze 37ÁC jest juŨ w przybliŨeniu r·wna 1524 m/s. Podobnych zmian moŨna 

oczekiwaĺ w odniesieniu do tkanek o duŨym udziale wody. W istocie, wzrostowi temperatury 

w tkankach miňkkich towarzyszy wzrost prňdkoŜci, co znajduje potwierdzenie w wynikach pomiar·w 

przytoczonych w (Bamber & Hill, 1979). WyjŃtkiem od tej reguğy jest tkanka tğuszczowa i organy 

o znacznym jej udziale ï tam prňdkoŜĺ maleje wraz ze wzrostem temperatury. 

Tabela 1  Zestawienie prňdkoŜci propagacji fali ultradŦwiňkowej oraz gňstoŜci dla wybranych rodzaj·w tkanek 

wedğug r·Ũnych publikacji  

ťr·dğo (Nowicki, 2003) (Cobbold, 2007) 

Rodzaj tkanki / oŜrodka 
PrňdkoŜĺ 

c [m/s] 

GňstoŜĺ 

ɟ [g/cm
3
] 

PrňdkoŜĺ 

c [m/s] 

GňstoŜĺ 

ɟ [g/cm
3
] 

Oko 

Ciağko szkl. 1520 1.000 1528 1.010 

Soczewka ï ï 1645 1.070 

Rog·wka ï ï 1586 1.076 

Tkanka 

miňŜniowa 

Og·ğem 1580 ï 1630 1.070 1547 1.050 

Szkieletowa ï ï 1580 1.050 

Serca ï ï 1576 1.060 

Krew 

Og·ğem 1570 1.060 1584 1.060 

Krwinki  ï ï 1627 1.093 

Osocze ï ï 1543 1.027 

ściana naczynia 1570 1.060 ï ï 

Sk·ra 1500 1.080 1615 1.090 

Tkanka tğuszczowa 1450 0.920 1478/1450/1465* 0.950/0.985* 

Gruczoğ piersiowy ï ï 1510 1.020 

WŃtroba 1560 1.060 1595 1.060 

Nerka 1550 1.040 1560 1.050 

śledziona ï ï 1567 1.054 

JŃdra ï ï 1595 1.044 

RdzeŒ krňgowy ï ï 1542 1.038 

M·zg 1540 ï 1560 1.030 1560 1.040 

KoŜĺ czaszki 4000 1.380 ï 1.810 ï ï 

Pğuca 650 ï 1180 0.300 ï 0.500 ï ï 

Woda 1490 1.000 ï ï 

Powietrze 330 0.0012 ï ï 
* autor przytacza kilka r·Ũnych Ŧr·değ 
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1.2 PÒöÄËÏĢç × ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÕ ÕÌÔÒÁÄľ×ÉöËÏ×ÙÍ 

OgraniczeniÅ ÐÏÌÁ ÚÁÓÔÏÓÏ×Áď ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÁ ÕÌÔÒÁÄľ×ÉöËÏ×ÅÇÏ 

Z powodu duŨych r·Ũnic w impedancji akustycznej (iloczynie prňdkoŜci i gňstoŜci) tkanek miňkkich 

i kostnych oraz powietrza, fale ultradŦwiňkowe padajŃce na granice pomiňdzy tymi oŜrodkami ulegajŃ 

niemal cağkowitemu odbiciu. Energia fali, kt·ra przedostanie siň przez takŃ barierň, nastňpnie zostanie 

rozproszona wstecznie i ponownie pokonujŃc granicň oŜrodk·w powr·ci do gğowicy ultradŦwiňkowej, 

jest czňsto niedetekowalna. Struktury tkankowe znajdujŃce siň poniŨej takich przeszk·d sŃ wiňc trudne 

lub niemoŨliwe do obrazowania metodŃ ultradŦwiňkowŃ. W praktyce diagnostyki ultradŦwiňkowej sŃ 

wprawdzie sytuacje, w kt·rych transmituje siň falň przez struktury kostne pomimo zwiŃzanych z tym 

problem·w. Za przykğad moŨe posğuŨyĺ tzw. badanie TCD (ang. Transcranial Doppler) czyli 

przezczaszkowe dopplerowskie badanie przepğywu w naczyniach m·zgowych. Niemniej jednak 

metody obrazowania ultradŦwiňkowego sŃ stosowane gğ·wnie w obszarach pozbawionych duŨych 

r·Ũnic w impedancji akustycznej, tj. w tkankach miňkkich. Badanie organ·w jamy brzusznej, piersi 

i tarczycy, detekcja i monitorowanie zmian nowotworowych ww. organ·w, diagnostyka pğodu, 

echokardiografia (przezprzeğykowa lub przezklatkowa ï tutaj do transmisji wykorzystuje siň 

przestrzenie miňdzyŨebrowe), dopplerowskie badania przepğywu krwi w diagnostyce Ũylak·w, 

tňtniak·w i miaŨdŨycy ï to tylko wybrane pola zastosowaŒ technik obrazowania ultradŦwiňkowego.  

+ÌÁÓÙÃÚÎÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÕÌÔÒÁÄľ×ÉöËÏ×Å × ÔÒÙÂÉÅ ÏÄÂÉÃÉÏ×ÙÍ 

W klasycznym ultradŦwiňkowym obrazowaniu tkanek miňkkich w trybie odbiciowym rozkğad 

prňdkoŜci dŦwiňku w badanym obszarze nie jest znany. Dla potrzeb rekonstrukcji obraz·w przyjmuje 

siň, Ũe prňdkoŜĺ jest w cağym obszarze obrazowania r·wna 1540 m/s, co odpowiada jej Ŝredniej 

wartoŜci w tkankach miňkkich. ZağoŨenie to jest Ŧr·dğem aberracji ï odpowiedŦ impulsowa systemu 

obrazujŃcego, tzw. PSF (ang. Point Spread Function), ulega rozmyciu i w rezultacie zmniejsza siň 

rozdzielczoŜĺ, kontrast oraz stosunek sygnağ-szum rekonstruowanych obraz·w. KolejnŃ konsekwencjŃ 

niewğaŜciwie dobranej prňdkoŜci dŦwiňku jest obecnoŜĺ geometrycznych znieksztağceŒ 

w wyjŜciowych obrazach. W kontekŜcie klasycznego obrazowania ultradŦwiňkowego zr·Ũnicowanie 

tkanek pod kŃtem prňdkoŜci dŦwiňku jest wiňc czynnikiem wpğywajŃcym negatywnie na jakoŜĺ 

diagnostyki.  

Obrazowanie parametryczne w trybie odbiciowym 

To, co w klasycznym obrazowaniu w trybie odbiciowym byğo czynnikiem negatywnym (np. nieznany 

rozkğad prňdkoŜci i tğumienia), w rzeczywistoŜci niesie ze sobŃ istotne informacje diagnostyczne. 

Obrazowanie parametryczne jest pr·bŃ wydobycia tych informacji z sygnağ·w ultradŦwiňkowych. 

Metody rekonstrukcji przestrzennego rozkğadu wsp·ğczynnika tğumienia (Klimonda, Postema, 

Nowicki, & Litniewski, 2016) oraz prňdkoŜci dŦwiňku (Jaeger & Frenz, 2015) umoŨliwiajŃ dostňp do 

nowego typu danych, do tej pory niedostňpnych dla lekarzy-diagnost·w.  

Wszelkie pr·by obrazowania parametrycznego w trybie odbiciowym sŃ niestety utrudnione ze 

wzglňdu na interferencyjny charakter sygnağu odebranego ï echa odbite od r·Ũnych struktur 

tkankowych nakğadajŃ siň. Wprawdzie w wyniku rekonstrukcji stosunek sygnağu wğaŜciwego do 

sygnağ·w interferujŃcych ulega istotnej poprawie, jednak naleŨy pamiňtaĺ, Ũe sam proces rekonstrukcji 

jest obarczony aberracjami wynikajŃcymi m.in. z nieznajomoŜci rozkğadu prňdkoŜci dŦwiňku.  
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Obrazowanie zmian temperatury 

Obrazowanie nie samej prňdkoŜci, lecz jej zmian w funkcji czasu jest ğatwiejsze ze wzglňdu na znany 

sygnağ referencyjny. Dziňki skorelowaniu prňdkoŜci z temperaturŃ, tego typu podejŜcie moŨe byĺ 

stosowane w monitorowaniu przestrzennego rozkğadu zmian temperatury w czasie, co byğo 

przedmiotem badaŒ opisanych m.in. w (Miller, Bamber, & ter Haar, 2004), (Pernot, Tanter, Bercoff, 

Waters, & Fink, 2004), (Souchon, i inni, 2005) oraz (Karwat, Kujawska, Lewin, Secomski, Gambin, & 

Litniewski, 2016). Takie narzňdzie jest szczeg·lnie przydatne w terapii ultradŦwiňkowej, tzw. HIFU 

(ang. High Intensity Focused Ultrasound) do oceny prawidğowoŜci poğoŨenia ogniska ultradŦwiňkowej 

wiŃzki grzejŃcej.  

4ÒÁÎÓÍÉÓÙÊÎÁ ÔÏÍÏÇÒÁÆÉÁ ÕÌÔÒÁÄľ×ÉöËÏ×Á 

Transmisyjna tomografia ultradŦwiňkowa, tzw. UTT (ang. Ultrasound Transmission Tomography) 

opisana miňdzy innymi w (Opielinski & Gudra, Three-dimensional reconstruction of biological 

objectsô internal structure heterogeneity from the set of ultrasonic tomograms, 2004), (Opielinski & 

Gudra, Multi-parameter ultrasound transmission tomography of biological media, 2006) oraz 

(Opielinski, i inni, 2015), byğa pierwszŃ metodŃ pozwalajŃcŃ na rekonstrukcjň obraz·w prňdkoŜci fali 

akustycznej. Co wiňcej, jakoŜĺ obrazowania parametrycznego tŃ metodŃ jest wyŨsza, niŨ w przypadku 

rozwiŃzaŒ dla trybu odbiciowego. Pomimo niewŃtpliwych zalet jest ona jednak mağo 

rozpowszechniona ze wzglňdu na niewielkie pole jej zastosowaŒ w diagnostyce medycznej, kt·re 

ogranicza siň do badaŒ np. piersi, a w og·lnoŜci ï organ·w z dook·lnym dostňpem, niezawierajŃcych 

tkanki kostnej.  

W ramach UTT wykonuje siň m.in. pomiar czas·w przejŜcia ultradŦwiňk·w przez badanŃ tkankň 

w kolejnych projekcjach. Wyznaczenie odwrotnej transformaty Radona, tzn. przetworzenie tych 

danych do postaci przestrzennego rozkğadu prňdkoŜci dŦwiňku odbywa siň z wykorzystaniem 

algorytmu filtrowanej projekcji wstecznej. Na podobnej zasadzie z amplitud odebranych sygnağ·w 

otrzymywane sŃ rozkğady wsp·ğczynnika tğumienia.  

1.3 Korekcja aberracji  É ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÒöÄËÏĢÃÉ ɀ rys historyczny  

Korekcja aberracji fazowych 

PoczŃtkowo problem aberracji w obrazowaniu ultradŦwiňkowym byğ uproszczony poprzez zağoŨenie, 

Ũe ich Ŧr·dğem jest pğytko poğoŨona warstwa wprowadzajŃca nieznane op·Ŧnienia fazowe. W tym 

podejŜciu poszukiwanym rozwiŃzaniem byğ zestaw op·ŦnieŒ korygujŃcych, po jednym dla kaŨdego 

elementu wieloelementowej gğowicy ultradŦwiňkowej. Najprostsze rozwiŃzania wykorzystywağy 

sygnağ odbity od idealnego punktu lub powierzchni (Dorny, 1978). UŨytecznoŜĺ tego podejŜcia jest 

niewielka, gdyŨ takie reflektory sŃ w praktyce niedostňpne w obrňbie badanych tkanek. W pracach 

(Flax & O'Donnell, 1988) oraz (O'Donnell & Flax, 1988) autorzy wykazujŃ, Ũe sygnağy od idealnego 

reflektora nie sŃ niezbňdne do korekcji aberracji, kt·ra mogğaby byĺ zastosowana w koherentnych 

systemach obrazujŃcych z pr·bkowanŃ aperturŃ. Zastosowali oni swojŃ metodň korelacyjnŃ do 

sygnağ·w ech od punktowych reflektor·w oraz rozsianych rozpraszaczy. Dla tych drugich metoda 

dziağağa dobrze w postaci iteracyjnej. 

Kilka modyfikacji metody korelacyjnej zostağo zaproponowanych w (Behar, 2002). Autor nazywa 

metodň przedstawionŃ w (Flax & O'Donnell, 1988) technikŃ ĂsŃsiadujŃcych element·wò i proponuje 

szereg modyfikacji ï tzw. metod ñelementu centralnegoò, ñgrupy element·w zaczynajŃc od 

pierwszego elementuò oraz ñcentralnej grupy element·wò. Opisane modyfikacje polegajŃ na zmianach 

w obszarze odniesienia dla algorytmu korelacji wzajemnej. 
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Kolejnym podejŜciem do problemu korekcji aberracji fazowych byğa metoda przedstawiona w (Nock 

& Trahey, 1989). Autorzy zwracajŃ uwagň, Ũe aberracje zwiňkszajŃ pozaszczytowŃ odpowiedŦ PSF 

systemu obrazujŃcego zmniejszajŃc w ten spos·b dynamikň wynikowych obraz·w. ProponujŃ oni 

metodň wykorzystujŃcŃ jasnoŜĺ ziarna obraz·w ultradŦwiňkowych jako parametr jakoŜci 

ogniskowania. W metodzie tej op·Ŧnienia fazowe sŃ modyfikowane element po elemencie tak, aby 

zmaksymalizowaĺ ŜredniŃ jasnoŜĺ ziaren obrazu w obszarze zainteresowania ï tzw. ROI (ang. Region 

of Interest). 

Korekcja ĢÒÅÄÎÉÅÊ ÐÒöÄËÏĢÃÉ Äľ×ÉöËÕ 

Z czasem rozwiŃzania problemu aberracji zaczňto poszukiwaĺ nie w zestawie op·ŦnieŒ fazowych, lecz 

w optymalnej wartoŜci prňdkoŜci dŦwiňku uŨytej w procesie rekonstrukcji obraz·w. W zağoŨeniu 

parametry opisujŃce jakoŜĺ obrazowania powinny osiŃgaĺ maksimum dla obraz·w zrekonstruowanych 

z uŨyciem optymalnej wartoŜci prňdkoŜci. 

Technika opisana w (Napolitano, i inni, 2006) polega na wielokrotnej rekonstrukcji obrazu, za kaŨdym 

razem z zağoŨonŃ innŃ prňdkoŜciŃ dŦwiňku. Nastňpnie wykonywana jest poprzeczna transformata 

Fouriera dla wybranego ROI w kaŨdym ze zrekonstruowanych obraz·w. Otrzymane widma sŃ 

cağkowane w pewnym paŜmie czňstotliwoŜci. PrňdkoŜĺ dŦwiňku uŨyta do rekonstrukcji obrazu, kt·ry 

dağ najwiňkszŃ wartoŜĺ energii w tym paŜmie, jest uwaŨana za optymalnŃ dla wybranego ROI. Z kolei 

metoda opisana w (Yoon, Seo, Lee, Yoo, Song, & Chang, 2012) dziağa w podobny spos·b ale zamiast 

analizy widma uŨywa parametru wyrazistoŜci krawňdzi, kt·ry odpowiada Ŝredniemu gradientowi 

w obszarach zakwalifikowanych uprzednio jako krawňdzie. 

RekoÎÓÔÒÕËÃÊÁ ÌÏËÁÌÎÙÃÈ ×ÁÒÔÏĢÃÉ ÐÒöÄËÏĢÃÉ Äľ×ÉöËÕ 

Najnowsza metoda estymacji prňdkoŜci dŦwiňku zostağa przedstawiona pod nazwŃ CUTE 

(ang. Computed Ultrasound Tomography in Echo Mode) w pracach (Jaeger, Held, Preisser, Peeters, 

Grunig, & Frenz, 2014) oraz (Jaeger & Frenz, 2015). Technika ta pozwala rekonstruowaĺ przestrzenny 

rozkğad prňdkoŜci dŦwiňku umoŨliwiajŃc zar·wno korekcjň aberracji w klasycznym obrazowaniu 

ultradŦwiňkowym jak i realizacjň nowej modalnoŜci obrazowania parametrycznego, do tej pory 

niedostňpnej w trybie odbiciowym. Metoda CUTE wykorzystuje r·Ũnice fazy pomiňdzy 

zrekonstruowanymi zespolonymi obrazami uzyskanymi za pomocŃ techniki obrazowania falŃ pğaskŃ, 

tzw. CPWI (ang. Compounded Plane Wave Imaging) opisanŃ m.in. w (Montaldo, Tanter, Bercoff, 

Benech, & Fink, 2009) oraz w (Bercoff, i inni, 2011). R·Ũnice faz sŃ wykorzystywane do obliczania 

odpowiadajŃcych im przesuniňĺ czasowych. ZnajŃc macierz przeksztağcenia rozkğadu prňdkoŜci 

lokalnej na przesuniňcia czasowe, wystarczy jedynie odwr·ciĺ tŃ macierz aby obliczyĺ rozkğad 

prňdkoŜci dŦwiňku. W pierwszym podejŜciu, kt·re zostağo zaprezentowane w (Jaeger, Held, Preisser, 

Peeters, Grunig, & Frenz, 2014), autorzy zaproponowali rozwiŃzanie problemu w dziedzinie 

czňstotliwoŜci przestrzennych ï na potrzeby tej pracy nazwijmy tŃ metodň CUTE-FD (ang. Frequency 

Domain). Algorytm CUTE-FD jest obliczeniowo efektywny, jednak generuje wyniki obarczone 

bğňdami wynikajŃcymi z niemoŨnoŜci uwzglňdnienia stref martwych w obrazowaniu metodŃ CPWI. 

Dlatego w (Jaeger & Frenz, 2015) autorzy zaproponowali rozwiŃzanie w dziedzinie przestrzennej ï na 

potrzeby tej pracy nazwijmy tŃ metodň CUTE-SD (ang. Spatial Domain). Metoda CUTE-SD jest 

wolna od wspomnianych bğňd·w. WadŃ tej metody jest natomiast znacznie zwiňkszone 

skomplikowanie obliczeniowe, co ogranicza moŨliwoŜĺ jej stosowania w pomiarach w czasie 

rzeczywistym. 
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1.4 Motywacja do opracowania nowej metody  ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÁ ÐÒöÄËÏĢÃÉ 

Opracowanie dokğadnej i efektywnej obliczeniowo metody rekonstrukcji prňdkoŜci dŦwiňku 

w tkankach miňkkich moŨe przynieŜĺ wiele korzyŜci. Po pierwsze, znajomoŜĺ prňdkoŜci jest potrzebna 

do poprawnej rekonstrukcji obraz·w w aparatach ultradŦwiňkowych pracujŃcych w trybie 

odbiciowym. Tego typu urzŃdzenia sŃ szeroko stosowane w diagnostyce medycznej z powodu ich 

nieinwazyjnoŜci, nieszkodliwoŜci, uniwersalnoŜci, pracy w czasie rzeczywistym i relatywnie niskich 

koszt·w. Istotna redukcja aberracji (rozmycie, pogorszenie rozdzielczoŜci, kontrastu i stosunku 

sygnağ-szum, znieksztağcenia geometryczne) w tak rozpowszechnionej technice obrazowania 

z pewnoŜciŃ przeğoŨy siň na og·lny wzrost jakoŜci proces·w diagnostycznych. Ponadto, efektywna 

korekcja aberracji ma potencjağ usprawniĺ dziağanie innych metod poprawy jakoŜci obraz·w takich jak 

ta opisana w (Camacho, Parrilla, & Fritsch, Phase coherence imaging, 2009) oraz (Camacho & 

Fritsch, Phase coherence imaging of grained materials, 2011), dziağajŃca w oparciu o koherencjň 

rekonstruowanych danych. Po drugie, prňdkoŜĺ dŦwiňku odzwierciedla mechaniczne wğasnoŜci 

tkanek. W zwiŃzku z tym, zrekonstruowane mapy prňdkoŜci dŦwiňku mogŃ dostarczyĺ dodatkowych 

informacji diagnostycznych, jakoŜciowo podobnych do danych uzyskiwanych w elastografii ï 

technice obrazowania sztywnoŜci tkanki. NaleŨy jednak jeszcze raz podkreŜliĺ, Ũe jednŃ z gğ·wnych 

zalet obrazowania ultradŦwiňkowego jest praca w czasie rzeczywistym, a zatem uŨytecznoŜĺ 

ww. usprawnieŒ jest uzaleŨniona od tego, czy nie ograniczŃ one w istotnym stopniu tej wğasnoŜci. 

ZğoŨonoŜĺ obliczeniowa metody rekonstrukcji pola prňdkoŜci dŦwiňku jest wiňc kluczowa z punktu 

widzenia jej wdroŨenia. 

Na dzieŒ dzisiejszy brak jest zadowalajŃcego rozwiŃzania kwestii dokğadnej i jednoczeŜnie efektywnej 

obliczeniowo rekonstrukcji rozkğadu prňdkoŜci dŦwiňku. Najnowsza metoda obrazowania prňdkoŜci ï 

CUTE-SD, zapewnia wprawdzie wysokŃ jakoŜĺ obrazowania prňdkoŜci, problemem jest jednak jej 

duŨa zğoŨonoŜĺ obliczeniowa, kt·ra praktycznie uniemoŨliwia pracň w czasie rzeczywistym. WiňkszŃ 

efektywnoŜciŃ obliczeniowŃ charakteryzuje siň metoda CUTE-FD, kt·ra jednak generuje wyniki 

o znacznie niŨszej jakoŜci. 
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2 Teoria  

2.1 Wprowadzenie  

'čÏ×ÉÃÁ ÕÌÔÒÁÄľ×ÉöËÏ×Á 

W niniejszej pracy rozwaŨany bňdzie przypadek wieloelementowej gğowicy ultradŦwiňkowej o szyku 

liniowym. W tego typu gğowicy elementy aktywne ï przetworniki ultradŦwiňkowe sŃ uğoŨone 

w szeregu wzdğuŨ linii prostej tak, jak zostağo schematycznie ukazane na Rysunek 1.  

 

Rysunek 1  Schemat rozmieszczenia przetwornik·w ultradŦwiňkowych w gğowicy liniowej 

Jako wzorzec gğowicy ultradŦwiňkowej w symulacjach numerycznych zastosowano gğowicň L14-5/38. 

Jest to liniowa gğowica 128-elementowa o czňstotliwoŜci Ŝrodkowej 7.2 MHz i szerokoŜci pasma na 

poziomie -6 dB r·wnej minimum 70%. SzerokoŜĺ przetwornik·w jest r·wna 0.2798 mm podczas gdy 

odstňpy pomiňdzy sŃsiednimi przetwornikami (tzw. kerf) wynosi 0.025 mm. Suma tych dw·ch 

wielkoŜci daje okres szyku (tzw. pitch) r·wny 0.3048 mm. Cağkowita dğugoŜĺ szyku liniowego jest 

zatem r·wna ok. 39 mm. Drugi z wymiar·w aktywnej powierzchni przetwornik·w ï tzw. elewacja, 

jest r·wny 4 mm.  

5ËčÁÄ ×ÓÐĕčÒÚöÄÎÙÃÈ 

W niniejszej pracy posğugiwaĺ siň bňdziemy kartezjaŒskim ukğadem wsp·ğrzňdnych zwiŃzanym 

z liniowŃ gğowicŃ ultradŦwiňkowŃ (Rysunek 2a). PoczŃtek ukğadu wsp·ğrzňdnych zlokalizowany 

bňdzie na Ŝrodku roboczej powierzchni gğowicy. OŜ OZ bňdzie skierowana prostopadle do roboczej 

powierzchni gğowicy, podczas gdy oŜ OX zorientowana bňdzie r·wnolegle do liniowego szyku 

przetwornik·w. Osie OX oraz OZ wyznaczaĺ bňdŃ pğaszczyznň obrazowania XOZ. 

gğowica ultradŦwiňkowa 

przetworniki ultradŦwiňkowe 
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Rysunek 2  Orientacja osi ukğadu wsp·ğrzňdnych wzglňdem liniowej gğowicy ultradŦwiňkowej 

Ostatnia z osi ï OY, zorientowana prostopadle do pğaszczyzny obrazowania, reprezentuje kierunek, 

kt·ry w ramach zastosowanego uproszczenia zostanie pominiňty. W dalszych rozwaŨaniach, opr·cz 

wsp·ğrzňdnych (z,x), uŨywaĺ bňdziemy r·wnieŨ kŃta odchylenia wiŃzki ultradŦwiňkowej, kt·ry 

oznaczmy jako ɗ. KŃt ten zawarty jest pomiňdzy kierunkiem wiŃzki ultradŦwiňkowej a osiŃ OZ, przy 

czym dodatnie wartoŜci ɗ odpowiadajŃ wychyleniu wiŃzki ku dodatnim wartoŜciom wsp·ğrzňdnej x 

(Rysunek 2b). 

Wsp·ğrzňdne (z,x) majŃ charakter ciŃgğy i wyraŨone sŃ w milimetrach. Dla potrzeb przetwarzania 

numerycznego naleŨy jeszcze zdefiniowaĺ odpowiednie dla niego wsp·ğrzňdne (zi,xi) zwiŃzane 

z wňzğami siatki, na kt·rej pr·bkowany jest sygnağ (Rysunek 2c). Wsp·ğrzňdne te wyraŨone sŃ 

numerem piksela wzdğuŨ osi OZi oraz OXi liczŃc od lewego g·rnego naroŨnika obszaru obrazowania. 

Rodzaje ogniskowania 

W liniowych gğowicach ultradŦwiňkowych wystňpujŃ dwa typy ogniskowania zilustrowane na 

Rysunek 3. 

 

Rysunek 3  Ilustracja moŨliwoŜci ksztağtowania wiŃzki ultradŦwiňkowej w gğowicy liniowej: a) sterowanie wiŃzkŃ 
w pğaszczyŦnie XZ, b) stağe ogniskowanie w pğaszczyŦnie YZ 

a) b) 

z 

y 

x 

pğaszczyzna obrazowania 

z 

x 

ɗ 

zi 

xi 

wňzğy siatki 

(piksele) 

a) b) c) 
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Pierwszym z nich jest stağe ogniskowanie w pğaszczyŦnie YZ, zrealizowane za pomocŃ soczewki 

akustycznej. Ogniskowanie to wynika z faktu, Ũe opisywana gğowica jest przeznaczona do 

obrazowania 2D, a zatem powinna emitowaĺ i odbieraĺ sygnağy ultradŦwiňkowe do/z pğaszczyzny 

obrazowania, tj. pğaszczyzny XZ. Charakterystyka kierunkowa gğowicy poza tŃ pğaszczyznŃ powinna 

byĺ moŨliwie bliska zeru. ZbliŨony stan jest uzyskiwany wğaŜnie poprzez zastosowanie opisanego 

ogniskowania, co zostağo zobrazowane na Rysunek 3a. 

Drugim rodzajem ogniskowania w tego typu gğowicy jest ogniskowanie elektroniczne. Polega ono na 

pobudzaniu poszczeg·lnych element·w gğowicy z zastosowaniem szeregu op·ŦnieŒ czasowych. 

Technika ta umoŨliwia zar·wno manipulowanie wartoŜciŃ ogniskowej, jak r·wnieŨ odchylanie wiŃzki 

w pğaszczyŦnie obrazowania, co schematycznie zostağo przedstawione na Rysunek 3b. 

2.2 Odbiciowe m etody obrazowania  ÕÌÔÒÁÄľ×ÉöËÏ×ÅÇÏ 

Prezentacja skan·w ultradŦwiňkowych w skali szaroŜci, jakŃ znamy z gabinet·w USG, nosi nazwň 

trybu B-mode (ang. Brightness Mode). PodkreŜlmy, Ũe termin ten odnosi siň jedynie do trybu 

prezentacji zrekonstruowanych ech ultradŦwiňkowych, a nie do samego sposobu ich uzyskania 

i rekonstrukcji. Technik nadawczo-odbiorczych, oraz zwiŃzanych z nimi algorytm·w rekonstrukcji, 

jest co najmniej kilka.  

Metoda rekonstrukcji linia po linii 

Najbardziej rozpowszechniona obecnie metoda obrazowania ultradŦwiňkowego polega na skanowaniu 

obrazowanego obszaru linia po linii ï LBL (ang. Line-by-Line). W tej technice na jeden cykl 

nadawczo-odbiorczy przypada rekonstrukcja pojedynczej linii obrazowej. Rekonstrukcja cağego 

obrazu wymaga wykonania sekwencji rekonstrukcji kolejnych linii obrazowych. W formowaniu 

wiŃzki nadawczej uczestniczy pewna grupa element·w gğowicy ustawiona centralnie wzglňdem linii 

obrazowej rekonstruowanej w danym cyklu. Emitowana wiŃzka jest ogniskowana na zadanej 

gğňbokoŜci poprzez odpowiedni dob·r op·ŦnieŒ sygnağ·w sterujŃcych poszczeg·lnymi elementami 

gğowicy. Echa wstecznie rozproszone w nadŦwiňkowionym obszarze sŃ rejestrowane przez elementy 

gğowicy. Nastňpnie wykonywana jest rekonstrukcja obrazu z wykorzystaniem algorytmu DAS 

(ang. Delay and Sum). Polega ona na tzw. dynamicznym ogniskowaniu, tj. obliczaniu amplitudy 

sygnağu w kaŨdym pikselu linii  obrazowej poprzez sumowanie sygnağ·w zarejestrowanych przez 

elementy gğowicy z uwzglňdnieniem odpowiednich dla danego piksela op·ŦnieŒ. Te z kolei obliczane 

sŃ jako czas potrzebny na propagacjň impulsu ultradŦwiňkowego z gğowicy, wzdğuŨ linii obrazowej, 

do rozpatrywanego piksela i z powrotem najkr·tszŃ drogŃ do rozpatrywanego elementu odbiorczego 

gğowicy. 

Metoda LBL jest prosta obliczeniowo ï na pojedynczy cykl nadawczo-odbiorczy rekonstruowana jest 

pojedyncza linia obrazowa. NiewŃtpliwie sğabym punktem metody LBL jest wzglňdnie dğugi czas 

potrzebny na rekonstrukcjň cağego obrazu, proporcjonalny do liczby linii obrazu. Przekğada siň to na 

ograniczenie maksymalnej czňstotliwoŜci odŜwieŨania obrazu, co w niekt·rych zastosowaniach jest 

istotnŃ niedogodnoŜciŃ (obrazowanie serca, Color Doppler, etc.). KolejnŃ wadŃ metody LBL jest 

pogarszanie siň jakoŜci obrazowania wraz z odlegğoŜciŃ od ogniska wiŃzki nadawczej. W okolicach 

ogniska wiŃzka ultradŦwiňkowa jest najwňŨsza a zaburzenie osiŃga najwyŨsze amplitudy. W rezultacie 

na tej wğaŜnie gğňbokoŜci osiŃgane sŃ najlepsze parametry obrazowania: rozdzielczoŜĺ poprzeczna, 

kontrast oraz stosunek sygnağ-szum ï tzw. SNR (ang. Signal-to-Noise Ratio). Niestety, wraz 

z oddalaniem siň od ogniska ww. parametry ulegajŃ wyraŦnemu pogorszeniu. PewnŃ metodŃ na 

obejŜcie tego problemu jest stosowanie kilku ognisk nadawczych na r·Ũnych gğňbokoŜciach. WiŃŨe siň 
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to jednak z koniecznoŜciŃ zwielokrotnienia liczby cykli nadawczo-odbiorczych przypadajŃcych na 

pojedynczy obraz, a zatem r·wnieŨ z dalszym znaczŃcym ograniczeniem czňstotliwoŜci odŜwieŨania 

obrazu. 

Metody syntetycznej apertury 

AlternatywŃ dla techniki LBL sŃ metody syntetycznej apertury. SpoŜr·d szerokiego wachlarza tych 

metod dwie zasğugujŃ na szczeg·lnŃ uwagň w kontekŜcie obrazowania ultradŦwiňkowego. PierwszŃ 

z nich jest tzw. metoda STA (ang. Synthetic Transmit Aperture) opisana m.in. w (Jensen, Nikolov, 

Gammelmark, & Pedersen, 2006). DrugŃ jest wielokŃtowe obrazowanie falŃ pğaskŃ ï tzw. CPWI 

(ang. Compounded Plane Wave Imaging), przedstawione m.in. w (Montaldo, Tanter, Bercoff, Benech, 

& Fink, 2009). CechŃ wsp·lnŃ tych metod jest emisja szerokich, niezogniskowanych wiŃzek 

ultradŦwiňkowych kt·re jednorazowo obejmujŃ znacznŃ czňŜĺ obrazowanego obszaru. W akwizycji 

powracajŃcych ech uczestniczŃ wszystkie elementy gğowicy. Inaczej niŨ w metodzie LBL, 

zarejestrowane sygnağy sŃ ogniskowane dynamicznie nie wzdğuŨ pojedynczej linii obrazowej,  

 

Rysunek 4  Schemat skanowania w metodach: a) LBL, b) STA oraz c) CPWI 

 

Rysunek 5  Ilustracja prostoliniowych dr·g propagacji fali ultradŦwiňkowej do/od wybranego piksela w obrazowaniu 

metodami: a) LBL, b) STA oraz c) CPWI. Drogi nadajnik-piksel oznaczono kolorem czerwonym, a piksel-odbiornik ï 
zielonym 

a) b) c) 

a) b) c) 
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lecz w kaŨdym punkcie obrazu objňtym wiŃzkŃ nadawczŃ. Obrazy zrekonstruowane dla pojedynczych 

emisji ï tzw. LRI (ang. Low Resolution Image) sŃ jednak sğabej jakoŜci ze wzglňdu na brak 

ogniskowania po stronie nadawczej. Dopiero zğoŨenie pewnej liczby LRI uzyskanych w sekwencji 

skanujŃcej pozwala uzyskaĺ obraz o wysokiej rozdzielczoŜci, tzw. HRI (ang. High Resolution Image). 

Dzieje siň tak dlatego, Ũe sumowanie LRI uzyskanych dla r·Ũnych orientacji wiŃzki ultradŦwiňkowej 

jest r·wnowaŨne z ogniskowaniem dynamicznym po stronie nadawczej. 

R·Ũnice pomiňdzy wspomnianymi metodami STA i CPWI polegajŃ na ksztağcie emitowanych wiŃzek 

oraz na sposobie skanowania obrazowanego obszaru. W metodzie STA impuls ultradŦwiňkowy jest 

emitowany przez pojedynczy element gğowicy. WiŃzka ultradŦwiňkowa jest rozbieŨna, pobudzenie 

rozchodzi siň radialnie a czoğo fali ma ksztağt kolisty (rozpatrujŃc pğaszczyznň obrazowania). 

Skanowanie polega na nadawaniu kolejnymi elementami gğowicy w kaŨdym kolejnym cyklu 

nadawczo-odbiorczym. PewnŃ modyfikacjŃ metody STA, majŃcŃ na celu zwiňkszenie amplitudy 

sygnağu, jest metoda MSTA (ang. Multi-element STA). W tym przypadku w nadawaniu uczestniczy 

pewna grupa element·w gğowicy, kt·ra emituje wiŃzkň w zamierzeniu jak najbardziej przypominajŃcŃ 

tň z metody jednoelementowej. W tym celu stosuje siň rozogniskowanie wiŃzki nadawczej poprzez 

uŨycie odpowiednich op·ŦnieŒ linii sterujŃcych poszczeg·lnymi elementami grupy nadawczej. 

W metodzie CPWI w nadawaniu uczestniczŃ wszystkie elementy gğowicy. Op·Ŧnienia sygnağ·w 

sterujŃcych elementami gğowicy sŃ dobierane tak, aby czoğo generowanej fali byğo pğaskie i odchylone 

pod zadanym kŃtem. Skanowanie polega na powtarzaniu cykli nadawczo-odbiorczych dla pewnego 

zestawu kŃt·w odchylania wiŃzki nadawczej. 

Z uwagi na fakt rekonstrukcji cağego obrazu w kaŨdym cyklu nadawczo-odbiorczym, techniki STA 

oraz CPWI wymagajŃ znacznie wiňkszych mocy obliczeniowych niŨ obrazowanie LBL. Z tego 

powodu jeszcze do niedawna nie byğo moŨliwoŜci ich implementacji w systemach czasu 

rzeczywistego. KolejnŃ wadŃ ww. metod obrazowania jest mniejszy SNR niŨ w obszarze ogniska dla 

obrazowania LBL. Problem ten jest szczeg·lnie dokuczliwy w przypadku techniki STA, gdzie mamy 

do czynienia z mağŃ energiŃ poczŃtkowŃ pobudzenia, co wynika z emisji pojedynczym elementem 

gğowicy. Ponadto, nastňpuje przyspieszony spadek gňstoŜci energii pobudzenia wraz z jego drogŃ 

propagacji, co jest zwiŃzane z rozbieŨnoŜciŃ emitowanej wiŃzki. Problem niskiej energii poczŃtkowej 

pobudzenia jest czňŜciowo rozwiŃzany poprzez zwiňkszenie apertury nadawczej z jednego elementu 

gğowicy do pewnej ich grupy w technice MSTA. To jednak nie rozwiŃzuje zupeğnie zagadnienia 

niskiego SNR w tej grupie metod. Problem ten wystňpuje r·wnieŨ w technice CPWI, chociaŨ 

w znacznie mniejszym nasileniu, co jest zwiŃzane z emisjŃ wszystkimi elementami gğowicy oraz 

brakiem rozbieŨnoŜci wiŃzki w pğaszczyŦnie obrazowania.  

Wymienione wady metod STA i CPWI w pewnych zastosowaniach okazujŃ siň akceptowalne podczas 

gdy ich inne cechy otwierajŃ drogň do nowej jakoŜci obrazowania ultradŦwiňkowego. NiewŃtpliwŃ 

zaletŃ metod STA i CPWI jest wysoka rozdzielczoŜĺ w cağym zakresie gğňbokoŜci obrazowania. 

WğaŜciwoŜĺ ta jest skutkiem dynamicznego ogniskowania zar·wno w nadawaniu jak i w odbiorze. Dla 

por·wnania, w metodzie LBL w nadawaniu mamy do czynienia ze statycznym ogniskiem fizycznym, 

poza kt·rym rozdzielczoŜĺ obrazowania wyraŦnie spada. Jednak najistotniejszŃ przewagŃ ww. technik 

nad obrazowaniem LBL jest wysoka czňstotliwoŜĺ generowania obraz·w. W przypadku klasycznego 

obrazowania w trybie B-mode daje to moŨliwoŜĺ dokğadniejszej obserwacji szybko poruszajŃcych siň 

struktur takich jak np. pğatki zastawek serca. OtwierajŃ siň takŨe nowe moŨliwoŜci w obrazowaniu 

dopplerowskim w trybie Color, gdzie dziňki wysokiej czňstotliwoŜci akwizycji danych dostňpne sŃ 

dğuŨsze sygnağy, co pozwala na efektywniejszŃ estymacjň czňstotliwoŜci dopplerowskiej (Bercoff, i 

inni, 2011). Prawdziwa rewolucja nastŃpiğa w elastografii ï obrazowaniu twardoŜci tkanki. Technika 

ta do niedawna wiŃzağa siň z koniecznoŜciŃ cyklicznego uciskania badanej tkanki gğowicŃ 
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ultradŦwiňkowŃ a twardoŜĺ tkanki byğa okreŜlana metodŃ korelacyjnŃ na podstawie lokalnych 

przemieszczeŒ obrazowanych struktur tkankowych. Obecnie rozpowszechnia siň nowa metoda 

estymacji twardoŜci, tzw. SSI (ang. Supersonic Shear Imaging) opisana w (Bercoff, Tanter, & Fink, 

2004). Polega ona na wygenerowaniu w tkance fali Ŝcinania poprzez tzw. push ultradŦwiňkowy, oraz 

obserwacji propagacji tej fali za pomocŃ techniki CPWI. 

Metody estymacji lokalnej prňdkoŜci dŦwiňku w tkankach miňkkich opisane w (Jaeger, Held, Preisser, 

Peeters, Grunig, & Frenz, 2014) oraz w (Jaeger & Frenz, 2015) r·wnieŨ dziağajŃ w oparciu o schemat 

CPWI. NaleŨy przy tym uŜciŜliĺ, Ũe teoretycznie moŨliwe byğoby opracowanie adekwatnej metody 

dziağajŃcej dla obrazowania LBL z tzw. compoundingiem tzn. generowaniem zestawu obraz·w dla 

r·Ũnych kŃt·w odchylania wiŃzki. W takim przypadku jednak powolnoŜĺ tej procedury mogğaby 

prowadziĺ do bğňd·w wynikajŃcych z przemieszczania gğowicy w trakcie wzglňdnie dğugich czas·w 

akwizycji kolejnych obraz·w. Z kolei zastosowanie metody STA wydaje siň nieoptymalne z powodu 

SNR niŨszego niŨ w przypadku techniki CPWI. Z ww. przyczyn w niniejszej pracy, podobnie jak 

w publikacjach (Jaeger, Held, Preisser, Peeters, Grunig, & Frenz, 2014) oraz (Jaeger & Frenz, 2015), 

do potrzeb akwizycji danych zastosowano metodň CPWI. 

2.3 2ÅËÏÎÓÔÒÕËÃÊÁ ÏÂÒÁÚĕ× ÕÌÔÒÁÄľ×ÉöËÏ×ÙÃÈ × ÍÅÔÏÄÚÉÅ CPWI 

RozwaŨania na temat obrazowania prňdkoŜci na podstawie zrekonstruowanych obraz·w LRI 

wymagajŃ zrozumienia algorytmu rekonstrukcji DAS. Polega on na sumowaniu zarejestrowanych 

sygnağ·w po uprzednim skorygowaniu op·ŦnieŒ wynikajŃcych z przebytych dr·g.  

 

Rysunek 6  Ilustracja drogi propagacji pobudzenia ultradŦwiňkowego w metodzie CPWI przy emisji fali pğaskiej pod 
wybranym kŃtem ɗ i odbiorze wybranym elementem eRX 

Przeanalizujmy obrazowanie metodŃ CPWI za pomocŃ gğowicy liniowej, M-elementowej, w kt·rej 

przetworniki sŃ opisane wsp·ğrzňdnymi (zRX=0, xRX(m)), gdzie m=1..M oznacza numer przetwornika 

gğowicy. Niech sekwencja CPWI skğada siň z N emisji pod kŃtami ɗn, gdzie n=1..N oznacza numer 

emisji. Zdefiniujmy xTX jako wsp·ğrzňdnŃ x pierwszego aktywnego w nadawaniu elementu gğowicy: 

P(z,x) 

rRX rTX 

rTX0 

ɗ 

eRX 
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Estymata op·Ŧnienia t pomiňdzy poczŃtkiem n-tej emisji fali pğaskiej a akwizycjŃ przez m-ty 

przetwornik echa rozproszonego w punkcie P(z,x) bňdzie r·wna: 
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(2) 

gdzie rTX0 jest drogŃ, kt·rŃ fragment czoğa fali pğaskiej majŃcy dotrzeĺ do punktu P przemierza 

wirtualnie. Wyrazy rTX i rRX oznaczajŃ z kolei fizyczne drogi: nadawczŃ (nadajnik ï punkt P) oraz 

odbiorczŃ (punkt P ï odbiornik). Op·Ŧnienia t obliczane sŃ przy zağoŨeniu stağej prňdkoŜci propagacji 

fali r·wnej c0. Wyznaczone wartoŜci op·ŦnieŒ t sŃ kompensowane w procesie rekonstrukcji obraz·w 

LRI opisanym r·wnaniem: 
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gdzie LRIn oznacza wynik rekonstrukcji dla n-tej emisji. RFm,n (ang. Radio Frequency) jest z kolei 

sygnağem ech wysokiej czňstotliwoŜci zarejestrowanym przez m-ty przetwornik przy n-tej emisji. 

Wyraz ύ  odpowiada za apodyzacjň w odbiorze ï jest on wagŃ przypisanŃ sygnağowi odebranemu 

przez m-ty przetwornik przy rekonstrukcji sygnağu w punkcie o wsp·ğrzňdnych (z,x). Op·Ŧnienia t sŃ 

kompensowane poprzez wyb·r odpowiadajŃcych im pr·bek odebranego sygnağu RF. Do obliczenia 

indeksu s odpowiedniej pr·bki sygnağu RF, opr·cz op·Ŧnienia t potrzebne sŃ jeszcze czňstotliwoŜĺ 

pr·bkowania fS oraz op·Ŧnienie akwizycji t0, czyli czas mierzony od poczŃtku emisji do akwizycji 

pierwszej pr·bki sygnağu RF. W najprostszym przypadku s jest zaokrŃglane do najbliŨszej wartoŜci 

naturalnej. MoŨna r·wnieŨ interpolowaĺ sygnağ RF w celu uzyskania pr·bki bardziej odpowiadajŃcej 

rzeczywistej wartoŜci s. 

Tak obliczone obrazy LRI sŃ danymi wejŜciowymi dla algorytmu rekonstrukcji rozkğadu prňdkoŜci. 

Warto jednak uzupeğniĺ powyŨsze informacje o to, jak otrzymuje siň obraz HRI w metodach 

syntetycznej apertury. Podobnie jak w przypadku obliczania LRI, odbywa siň to na drodze sumy 

waŨonej: 
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(4) 

gdzie ύ  jest wagŃ danego piksela przy sumowaniu obraz·w LRIn uzyskanych dla poszczeg·lnych 

kŃt·w ɗn. W przypadku metody CPWI, w najprostszym podejŜciu ύ  bňdzie r·wne 1, gdy piksel 

znajduje siň w obszarze objňtym falŃ pğaskŃ, oraz 0 w wypadku przeciwnym. 
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Aby otrzymaĺ finalne obrazy, kt·re znamy z ekran·w ultrasonograf·w, naleŨy jeszcze wykonaĺ 

przetwarzanie koŒcowe. Skğada siň na nie detekcja obwiedni sygnağ·w zawartych w HRI, filtracja 

przestrzenna obwiedni oraz jej kompresja. Tak uzyskane obrazy sŃ wyŜwietlane w skali szaroŜci 

w trybie B-mode. 

2.4 3ÙÇÎÁč ×ÅÊĢÃÉÏ×Ù ÄÌÁ ÍÅÔÏÄ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÁ ÐÒöÄËÏĢÃÉ 

Wykorzystane w tej pracy podejŜcie do obrazowania prňdkoŜci zostağo zaczerpniňte z (Jaeger, Held, 

Preisser, Peeters, Grunig, & Frenz, 2014), i polega na òspojrzeniuò na badany obszar tkanki z dw·ch 

r·Ũnych kierunk·w. Sygnağ uŨyteczny stanowi r·Ũnica faz pomiňdzy dwoma zespolonymi obrazami 

LRI uzyskanymi metodŃ CPWI dla r·Ũnych kŃt·w emisji ɗ. Niech od tego miejsca LRI oznacza 

sygnağ analityczny uzyskany np. na drodze transformacji Hilberta rzeczywistego LRI.  

Zespolone obrazy LRIn oraz LRIn+1 uzyskane przy emisjach pod kolejnymi kŃtami ɗn oraz ɗn+1 

nieznacznie siň r·ŨniŃ zar·wno pod wzglňdem amplitudy jak i fazy. O ile r·Ũnice amplitudowe majŃ 

w przypadku rekonstrukcji prňdkoŜci znaczenie drugoplanowe, to lokalne r·Ũnice fazowe sŃ w duŨej 

mierze skutkiem bğňd·w w przyjňtym w rekonstrukcji jednorodnym rozkğadzie prňdkoŜci c(z,x) = c0. 

Faza sygnağu jest zwiŃzana z jego czasowym (w przypadku RF) bŃdŦ przestrzennym (w przypadku 

LRI) poğoŨeniem. W pewnym uproszczeniu moŨna przyjŃĺ, Ũe jeŜli fazy dw·ch LRI w danym pikselu 

sŃ r·Ũne, to Ŝwiadczy to o niewğaŜciwym skompensowaniu op·ŦnieŒ w algorytmie rekonstrukcji DAS. 

R·Ũnice fazy pomiňdzy poszczeg·lnymi obrazami LRI nie wynikajŃ jednak z bğňd·w kalkulacji 

op·ŦnieŒ na cağej drodze propagacji pobudzenia. PosğuŨmy siň Rysunek 7. Z perspektywy wybranego 

piksela, drogi odbiorcze rRX sŃ identyczne dla wszystkich emisji, a wiňc nie powinny byĺ Ŧr·dğem 

r·Ũnic pomiňdzy poszczeg·lnymi obrazami LRI. ZmieniajŃ siň za to drogi nadawcze rTX0 i rTX, kt·re 

zaleŨŃ od kŃta emisji fali pğaskiej. Wirtualne drogi nadawcze rTX0 sŃ jednak precyzyjnie 

kompensowane w procesie rekonstrukcji. Wynika z tego, Ũe r·Ũnice fazowe pomiňdzy obrazami LRI 

uzyskanymi dla r·Ũnych kŃt·w ɗ sŃ skutkiem bğňd·w w estymacji czasu potrzebnego na propagacjň 

pobudzenia jedynie wzdğuŨ dr·g rTX. W zwiŃzku z tym dalsze rozwaŨania dotyczyĺ bňdŃ op·ŦnieŒ 

wğaŜnie na drogach nadawczych rTX. 

 

Rysunek 7  Ilustracja dr·g nadawczych (kolor czerwony) i odbiorczych (kolor zielony) dla emisji fali pğaskiej pod 
r·Ũnymi kŃtami ɗ. Dla dowolnie wybranego punktu w obrazowanym obszarze drogi odbiorcze sŃ niezaleŨne od kŃta ɗ 

a) b) c) 

ɗ ɗ ɗ = 0Á 
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2.5 /ÐĕľÎÉÅÎÉÁ na drogach nadawczych  dla metody  CPWI 

W ultradŦwiňkowym obrazowaniu metodŃ CPWI w kolejnych etapach sekwencji skanowania 

emitowane sŃ niezogniskowane wiŃzki odchylane w pğaszczyŦnie obrazowania o zmienny kŃt ɗ. Niech 

sekwencja skanowania skğada siň z N emisji, a kŃt nadawczy ɗ dla n-tej emisji, gdzie n = 1...N-1, 

oznaczmy jako ɗn. Analogiczne indeksowanie bňdzie uŨywane r·wnieŨ w stosunku do innych 

parametr·w zwiŃzanych z n-tŃ emisjŃ. Przy zağoŨeniu prostoliniowego rozchodzenia siň fal 

ultradŦwiňkowych, czas propagacji impulsu ultradŦwiňkowego do wybranego punktu P(z,x) 

w obszarze obrazowania po emisji fali pğaskiej pod kŃtem ɗn jest dany wzorem: 

 
( )

( )( ),

,
', '

n

n

r z x

dr
t z x

c z x
=ñ  (5) 

gdzie c oznacza rozkğad prňdkoŜci propagacji dŦwiňku w obrazowanej pğaszczyŦnie. Droga 

cağkowania w r·wnaniu (5) zdefiniowana jest wzdğuŨ promienia (trajektorii) propagacji fali rn 

opisanego nastňpujŃcym wzorem: 

 ( ) ( ) ( ){ }, , , ( ', ') : ' 0, , ' ' tann n nr z x r z x z x z z x x z zq q¹ ¹ Í = - -  (6) 

W r·wnaniu (5) wsp·ğrzňdne (z,x) dotyczŃ dowolnie wybranego punktu P w obszarze obrazowania. 

Wsp·ğrzňdne (zô,xô) sŃ zdefiniowane we wzorze (6) i odpowiadajŃ punktom na drodze cağkowania rn. 

NaleŨy zwr·ciĺ uwagň Ũe droga cağkowania rn jest zdefiniowana dla kaŨdego punktu obrazowania 

o wsp·ğrzňdnych (z,x) i zaleŨy od kŃta sterowania ɗn. Ponadto, poğoŨenie na drodze rn jest 

jednoznacznie opisane za pomocŃ wsp·ğrzňdnej zô (wsp·ğrzňdna xô jest zmiennŃ zaleŨnŃ od zô). 

W dalszych rozwaŨaniach wygodnie bňdzie posğugiwaĺ siň powolnoŜciŃ ů bňdŃcŃ odwrotnoŜciŃ 

prňdkoŜci c: 
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( )
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,
,

z x
c z x

s ¹  (7) 

 

Rysunek 8  Ilustracja dr·g nadawczych dla wybranego punktu P w obszarze obrazowania dla emisji fali pğaskiej pod 

r·Ũnymi kŃtami: a) droga rn dla emisji pod kŃtem ɗn, b) droga rn+1 dla emisji pod kŃtem ɗn+1, oraz c) droga 

pomocnicza (poŜrednia) rn,n+1 dla kŃta ɗn,n+1 danego wzorem (15) 

ɗn 

P(z,x) 

rn 

ɗn+1 

P(z,x) 

rn+1 

ɗn,n+1 

rn,n+1 

P(z,x) 

a) b) c) 
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Zapiszmy powolnoŜĺ ů jako : 

 ( ) ( )0, ,z x z xs s s¹ +D  (8) 

gdzie ů0 jest wartoŜciŃ nominalnŃ powolnoŜci, odpowiadajŃcŃ nominalnej prňdkoŜci c0 przyjňtej dla 

potrzeb rekonstrukcji obraz·w LRI. Z kolei æů(z,x) oznacza odchyğkň powolnoŜci ů od wartoŜci ů0 

w punkcie (z,x). Po uwzglňdnieniu powyŨszego, otrzymamy: 
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(9) 

gdzie Rn jest dğugoŜciŃ drogi rn, i odpowiada wyrazowi rTX w r·wnaniu (2). Wyraz ɇn jest wiňc 

kompensowany w procesie rekonstrukcji obrazu LRIn opisanej r·wnaniem (3). Niekompensowane 

op·Ŧnienie Űn jest jednŃ z przyczyn powstawania bğňd·w w obrazowaniu ultradŦwiňkowym, 

zwiŃzanych z nieznajomoŜciŃ rzeczywistego rozkğadu prňdkoŜci dŦwiňku. JednoczeŜnie jednak 

zmiany rozkğadu Űn przy zmianie kŃta emisji ɗn pozwalajŃ na rekonstrukcjň rozkğadu prňdkoŜci 

dŦwiňku. W zwiŃzku z tym, w dalszych rozwaŨaniach skupimy siň na wyrazie Űn. Dokonajmy 

w r·wnaniu (9) transformacji zmiennych cağkowania dla danego ɗn: 
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=  (10) 

Wtedy wyraz Űn z r·wnania (9) zapiszemy nastňpujŃco: 
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Analogicznie wyznaczamy op·Ŧnienie Űn+1 dla emisji pod kŃtem ɗn+1: 
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Zdefiniujmy æŰn,n+1 jako: 

 
, 1 1n n n nt t t+ +D = - (13) 

Po podstawieniu (11) i (12) do (13) otrzymamy: 
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R·wnanie (14) opisuje model, na kt·rym oparte zostağy metody referencyjne: CUTE-FD oraz CUTE-

SD. Metoda Q-CUTE (ang. Quick CUTE) bňdŃca przedmiotem tej pracy bazuje na modyfikacji 

r·wnania (14). Dla potrzeb dalszej analizy zdefiniujmy nowŃ drogň cağkowania wzdğuŨ odcinka rn,n+1 
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jednakowo odlegğego w kierunku x od odcink·w rn i rn+1. KŃt ɗn,n+1 pomiňdzy odcinkiem rn,n+1 

i normalnŃ do powierzchni gğowicy jest dany wzorem: 
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Ponadto, oznaczmy pochodnŃ czŃstkowŃ funkcji æů wzglňdem zmiennej x jako æůx: 
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WartoŜci funkcji æů na drogach rn i rn+1 przybliŨmy liniowo wartoŜciami æů oraz æůx zdefiniowanymi 

na drodze rn,n+1: 
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Po podstawieniu (17) do (14) i uporzŃdkowaniu, otrzymamy: 
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gdzie: 
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(19) 

DrugŃ z cağek w r·wnaniu (18) rozwiŃŨmy przez czňŜci: 
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(20) 

Pierwszy wyraz po prawej stronie r·wnania (20) jest r·wny zero dla zô w granicach od 0 do z. Dla 

zô = z zeruje siň czğon (zô-z) podczas gdy dla zô = 0 zeruje siň wartoŜĺ cağki poniewaŨ funkcja 

podcağkowa æůx moŨe byĺ niezerowa jedynie dla z > 0. Wynika to z faktu, Ũe dla z Ò 0 mamy do 

czynienia z wirtualnŃ propagacjŃ fali ultradŦwiňkowej w modelowym oŜrodku o powolnoŜci ů = ů0. 

A zatem zar·wno æů, jak i æůx sŃ w tym obszarze r·wne zero. Po uwzglňdnieniu wyŨej wymienionych 

okolicznoŜci otrzymamy: 
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( ) ( ) ( )( ), 1 , 1 , 1 , 1 , 1

0 0

, ' ' '

z z

n n n n n n n n x n nz x a r dz b r dz dzt s s+ + + + +D = D - Dñ ñ ñ  (21) 

PowyŨsze r·wnanie stanowi podstawň, na kt·rej oparta zostağa metoda Q-CUTE bňdŃca przedmiotem 

tej pracy. 

2.6 Zagadnienie odwrotne  

W poprzednim rozdziale opisane zostağo zagadnienie wprost, tj. spos·b wyznaczania op·ŦnieŒ æŰn,n+1 

na podstawie znanego przestrzennego rozkğadu odchyğki powolnoŜci æů dla pary emisji fali pğaskiej 

pod kŃtami ɗn oraz ɗn+1. W praktyce pomiar·w ultradŦwiňkowych nie znamy rozkğadu æů, 

dysponujemy za to sygnağem æŰn,n+1 (spos·b jego pozyskania zostanie opisany w rozdziale 3.1). Na 

jego podstawie moŨemy rozwiŃzaĺ zagadnienie odwrotne, tzn. odtworzyĺ rozkğad æů, kt·ry finalnie 

jest przeliczany na rozkğad prňdkoŜci c wg wynikajŃcego z r·wnaŒ (7) i (8) wzoru: 

 
( )

( )0

1
,

,
c z x

z xs s
¹

+D
 (22) 

Om·wienie sposob·w rozwiŃzywania zagadnienia odwrotnego zacznijmy od metod referencyjnych: 

CUTE-FD oraz CUTE-SD. Metody te zostağy w szczeg·ğach opisane w publikacjach (Jaeger, Held, 

Preisser, Peeters, Grunig, & Frenz, 2014) oraz (Jaeger & Frenz, 2015). W ramach tej pracy 

w rozdziağach 2.6.1 oraz 2.6.2 przybliŨony zostanie jedynie zarys ideowy ww. metod, a szczeg·ğy 

dotyczŃce metodologii przetwarzania sygnağ·w bňdŃ nieco dokğadniej opisane w rozdziağach 3.2.1 

oraz 3.2.2. Jako pierwsza om·wiona zostanie metoda CUTE-SD, poniewaŨ jest ona metodologicznie 

najprostsza. Nastňpnie przedstawiona zostanie metoda CUTE-FD ï ideowo podobna do CUTE-SD, 

z tŃ r·ŨnicŃ, Ũe zagadnienie odwrotne jest w niej rozwiŃzywane w dziedzinie czňstotliwoŜci. Na koŒcu 

opisana zostanie metoda Q-CUTE (ang. Quick CUTE), bňdŃca przedmiotem tej pracy. 

2.6.1 Metoda CUTE-SD 

Zastosowane w metodzie CUTE-SD podejŜcie do zagadnienia odwrotnego polega na wykorzystaniu 

odwr·conego operatora przeksztağcenia wprost w dziedzinie przestrzennej. Opisane r·wnaniem (11) 

zagadnienie wprost dla pojedynczej emisji fali pğaskiej pod kŃtem ɗn moŨna zapisaĺ nastňpujŃco: 

 n nTt s= D (23) 

gdzie macierz przeksztağcenia Tn realizuje operacjň cağkowania wzdğuŨ drogi rn. PoğoŨenie 

niezerowych element·w macierzy Tn odpowiada wiňc lokalizacjom na drodze cağkowania rn, 

a wartoŜci tych element·w reprezentujŃ r·Ũniczki dzô / cosɗn. W analogiczny spos·b wyznaczyĺ 

moŨna macierz przeksztağcenia Tn+1 dla emisji pod kŃtem ɗn+1, realizujŃcŃ cağkowanie wzdğuŨ drogi 

rn+1 zawarte w r·wnaniu (12). Zdefiniujmy nastňpnie macierz Tn,n+1 takŃ, Ũe: 

 , 1 1n n n nT T T+ += -  (24) 

Wtedy, opierajŃc siň na r·wnaniu (13), zagadnienie wprost dla pary emisji fali pğaskiej pod kŃtami ɗn 

oraz ɗn+1 moŨna zapisaĺ nastňpujŃco: 
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 , 1 , 1n n n nTt s+ +D = D (25) 

PowyŨszy zapis odpowiada r·wnaniu (14). Zagadnienie odwrotne, czyli obliczenie odchyğek 

powolnoŜci æůn,n+1 na podstawie znanych op·ŦnieŒ czasowych æŰn,n+1, sprowadza siň do r·wnania: 

 1

, 1 , 1 , 1n n n n n nTs t-

+ + +D = D  (26) 

DysponujŃc sygnağami æŰn,n+1 dla N-1 par kŃt·w nadawczych, zagadnienie odwrotne moŨna zapisaĺ 

w nastňpujŃcej postaci: 

 1
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Dè ø è ø
é ù é ù
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é ù é ù
é ù é ù

Dê ú ê ú

 (27) 

Rekonstrukcja rozkğadu przestrzennego æů w metodzie CUTE-SD polega wiňc na wyznaczeniu 

macierzy przeksztağcenia T, odwr·ceniu jej i wykonaniu mnoŨenia macierzowego jak w r·wnaniu 

(27). W praktyce rozwiŃzanie powyŨszego zagadnienia odwrotnego okazuje siň Ŧle uwarunkowanym 

problemem, co skutkuje wzmocnieniem zakğ·ceŒ zawartych w sygnale æŰ, i w konsekwencji wysokŃ 

wariancjŃ generowanych map prňdkoŜci. W zwiŃzku z powyŨszym, konieczne jest zastosowanie 

regularyzacji. Szczeg·ğy dotyczŃce techniki regularyzacji zastosowanej w algorytmie CUTE-SD 

zostanŃ przedstawione w rozdziale 2.7.1.  

2.6.2 Metoda CUTE-FD 

Metoda CUTE-FD jest ideowo zbliŨona do CUTE-SD. W jej przypadku r·wnieŨ wyznacza siň 

macierz przeksztağcenia odwrotnego T
-1
, kt·ra nastňpnie jest wykorzystywana do obliczenia 

poszukiwanego rozkğadu æů. W metodzie CUTE-FD odbywa siň to jednak w dziedzinie 

czňstotliwoŜci. Zagadnienie wprost dla pojedynczej emisji pod kŃtem ɗn zapiszemy w tym przypadku 

nastňpujŃco: 

 [] [ ]n nF T Ft s= D  (28) 

gdzie operator F oznacza dwuwymiarowŃ transformacjň Fouriera, a Tn jest macierzŃ przeksztağcenia 

w dziedzinie czňstotliwoŜci. Zgodnie z wyprowadzeniem zamieszczonym w (Jaeger, Held, Preisser, 

Peeters, Grunig, & Frenz, 2014) wartoŜci poszczeg·lnych element·w macierzy Tn sŃ dane wzorem: 
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 (29) 

gdzie zi, ziô, xi oraz xiô sŃ indeksami okreŜlajŃcymi poğoŨenie danego elementu macierzy Tn zgodnie ze 

schematem przedstawionym na Rysunek 9. Z kolei wyrazy Z i X oraz zrng i xrng oznaczajŃ rozmiary 
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obszaru obrazowania wyraŨone odpowiednio w liczbie pikseli oraz w milimetrach. WystňpujŃce 

w r·wnaniu (29) liczby falowe kz, kzô, kx oraz kxô sŃ dane zaleŨnoŜciami: 
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(30) 

podczas gdy wyrazy Ɋ oraz Ɋô oznaczajŃ: 

 ( )

( )

tan

' tan '

x n z

x n z

i k k

i k k

q

q

Y= +

Y = +
 (31) 

Analogicznie wyznaczane sŃ wartoŜci element·w macierzy Tn+1 dla emisji pod kŃtem ɗn+1. Podobnie 

jak to zostağo opisane r·wnaniem (24) dla algorytmu CUTE-SD, r·Ũnicň macierzy Tn oraz Tn+1 

uzyskanych dla kŃt·w emisji ɗn oraz ɗn+1 oznaczmy jako Tn,n+1. Zagadnienie wprost dla pary emisji fali 

pğaskiej pod kŃtami ɗn oraz ɗn+1 moŨna wtedy zapisaĺ nastňpujŃco: 

 [ ], 1 , 1n n n nF T Ft s+ +
è øD = Dê ú

 (32) 

Zapis ten jest r·wnowaŨny r·wnaniu (14) obustronnie poddanemu dwuwymiarowej transformacji 

Fouriera. Zagadnienie odwrotne, czyli obliczenie odchyğek powolnoŜci æůn,n+1 na podstawie znanych 

op·ŦnieŒ czasowych æŰn,n+1, sprowadza siň do r·wnania: 

 1 1

, 1 , 1 , 1n n n n n nF T Fs t- -

+ + +
è øè øD = Dê úê ú

 (33) 

Finalny rozkğad æů m·gğby byĺ obliczony na podobnej zasadzie, co w algorytmie CUTE-SD, przy 

skğadaniu macierzy analogicznie jak w r·wnaniu (27). W pracy (Jaeger, Held, Preisser, Peeters, 

Grunig, & Frenz, 2014) autor proponuje jednak obliczanie æů jako Ŝredniej z æůn,n+1 dla n = 1...N-1: 

 1

, 1

1

1

1

N

n n

nN
s s

-

+

=

D = D
-
ä  (34) 

Aby zrozumieĺ korzyŜci pğynŃce z przetwarzania w dziedzinie czňstotliwoŜci w metodzie CUTE-FD, 

sp·jrzmy na strukturň macierzy Tn,n+1. Ze wzglňdu na wystňpowanie we wzorze (29) wyrazu ŭ(kx-kxô), 

macierze Tn oraz Tn+1, jak r·wnieŨ ich r·Ũnica Tn,n+1, sŃ rzadkie, a ich niezerowe elementy sŃ 

rozmieszczone wg schematu przedstawionego na Rysunek 9. 
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Rysunek 9  Ilustracja poğoŨenia niezerowych element·w macierzy Tn, Tn+1, Tn,n+1 oraz Tn,n+1
-1
 

Macierz Tn,n+1 jest wiňc macierzŃ blokowo-diagonalnŃ, co umoŨliwia zastosowanie pewnych 

usprawnieŒ obliczeniowych. Po pierwsze, odwracanie tego typu macierzy moŨe byĺ przeprowadzone 

oddzielnie dla kaŨdego jej niezerowego sektora, tj. dla kaŨdej pary xi = xiô, co znacznie upraszcza 

proces. Co wiňcej, macierz odwrotna Tn,n+1
-1
 ma taki sam, wysoce uporzŃdkowany rozkğad 

niezerowych element·w co macierz Tn,n+1. RzadkoŜĺ oraz wysoki stopieŒ uporzŃdkowania struktury 

macierzy Tn,n+1
-1
 umoŨliwia efektywne zastosowanie metod macierzy rzadkich w mnoŨeniu macierzy 

w r·wnaniu (33). Z pracy (Jaeger, Held, Preisser, Peeters, Grunig, & Frenz, 2014) wynika ponadto, Ũe 

w odr·Ũnieniu od metody CUTE-SD, macierze Tn,n+1 dla kolejnych par emisji mogŃ byĺ odwracane 

osobno ï wtedy wyniki æů uzyskane dla zestawu par kŃt·w sŃ uŜredniane. Jedynym dodatkowym 

kosztem obliczeniowym w metodzie CUTE-FD jest koniecznoŜĺ dwukrotnego wykonywania 

dwuwymiarowej transformacji Fouriera: prostej ï na danych æŰn,n+1, oraz odwrotnej ï na wynikach 

mnoŨenia macierzy w r·wnaniu (33). Koszt ten jest jednak znikomy w por·wnaniu z zyskiem 

wynikajŃcym z moŨliwoŜci wykorzystania metod macierzy rzadkich, co bňdzie pokazane w rozdziale 

2.8 dotyczŃcym zğoŨonoŜci obliczeniowej poszczeg·lnych metod. 

Znacznie zredukowana zğoŨonoŜĺ obliczeniowa metody CUTE-FD wiŃŨe sie jednak z niemoŨnoŜciŃ 

uwzglňdnienia w dziedzinie czňstotliwoŜci stref martwych, nieobjňtych oddziağywaniem odchylonej 

fali pğaskiej. To z kolei prowadzi do powstania bğňd·w obrazowania prňdkoŜci, co zostağo wykazane 

w (Jaeger & Frenz, 2015). Autorzy tejŨe pracy jako spos·b na ominiňcie wspomnianego problemu 

zaproponowali rozwiŃzanie w dziedzinie przestrzennej ï metodň CUTE-SD przybliŨonŃ w rozdziale 

2.6.1.  

ReasumujŃc, rekonstrukcja rozkğadu przestrzennego æů w metodzie CUTE-FD polega na obliczeniu 

dwuwymiarowej transformaty Fouriera sygnağu æŰn,n+1, wyznaczeniu i odwr·ceniu macierzy 

przeksztağcenia Tn,n+1, wykonaniu mnoŨenia macierzowego wg r·wnania (33) (opcjonalnie ï przy 

wykorzystaniu metod macierzy rzadkich), oraz obliczeniu odwrotnej dwuwymiarowej transformaty 

Fouriera otrzymanych wynik·w. Finalny rozkğad odchyğek powolnoŜci æů jest wyznaczany na drodze 

uŜredniania wynik·w uzyskanych dla poszczeg·lnych par kŃt·w nadawczych. 

Na koŒcu dodajmy, Ũe podobnie jak w przypadku metody CUTE-SD, tak i w metodzie CUTE-FD 

przy odwracaniu macierzy konieczne jest zastosowanie regularyzacji. Szczeg·ğy dotyczŃce techniki 

regularyzacji zastosowanej w algorytmie CUTE-FD zostanŃ przedstawione w rozdziale 2.7.1. 
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2.6.3 Metoda Q-CUTE 

W metodach referencyjnych CUTE-FD oraz CUTE-SD rozwiŃzanie zagadnienia odwrotnego polegağo 

na zastosowaniu odwr·conego operatora przeksztağcenia wprost, wyznaczonego w oparciu o model 

fizyczny opisany r·wnaniem (14). Prezentowana w tej pracy metoda Q-CUTE bazuje na 

przedstawionym w r·wnaniu (21) zmodyfikowanym opisie zagadnienia wprost. Zagadnienie odwrotne 

moŨna oczywiŜcie rozwiŃzaĺ analogicznie jak w przypadku metody CUTE-SD, tzn. wykorzystujŃc 

odwr·conŃ macierz przeksztağcenia wprost. Taka koncepcja wiŃzağaby siň jednak z r·wnie duŨŃ 

zğoŨonoŜciŃ obliczeniowŃ, co w przypadku CUTE-SD. Dziňki ujednoliceniu dr·g cağkowania, 

tj. zastŃpienia dr·g rn oraz rn+1 drogŃ rn,n+1, moŨliwe staje siň rozwiŃzanie zagadnienia odwrotnego 

efektywniejszymi obliczeniowo metodami. Przypomnijmy sobie r·wnanie (21) i przeanalizujmy 

poszczeg·lne jego czňŜci, kt·re dla wygody oznaczmy jako A i B: 

 
( ) ( ) ( )( ), 1 , 1 , 1 , 1 , 1

0 0

, ' ' '

z z

n n n n n n n n x n n

A B

z x a r dz b r dz dzt s s+ + + + +D = D - Dñ ñ ñ  
(35) 

Wyraz A w powyŨszym r·wnaniu jest odwracalnŃ funkcjŃ rozkğadu æů, a zatem odpowiadajŃcy mu 

sygnağ niesie informacje wystarczajŃce do rekonstrukcji tegoŨ rozkğadu. Niestety sygnağ ten jest 

zmieszany z innym, zwiŃzanym z wyrazem B r·wnania (35), co uniemoŨliwia proste obliczenie 

rozkğadu æů. Z kolei wyraz B, w odr·Ũnieniu od A, zaleŨy od æůx, tj. horyzontalnego gradientu 

rozkğadu æů. Wynika z tego, Ũe zwiŃzany z nim sygnağ bňdzie r·wny zero w przypadku rozkğad·w æů 

niezaleŨnych od wsp·ğrzňdnej x, tzn. rozkğad·w æů przestrzennie jednorodnych lub o horyzontalnie 

zorientowanej strukturze warstwowej. Z sygnağu zwiŃzanego z wyrazem B moŨna potencjalnie 

odtworzyĺ ksztağt horyzontalnych profili rozkğadu æů poprzez wyznaczenie rozkğadu æůx oraz jego 

cağkowanie wzglňdem zmiennej x. Profile te byğyby jednak wyznaczone z dokğadnoŜciŃ do stağej 

cağkowania, a zatem uzyskane w ten spos·b przybliŨenie rozkğadu æů obarczone by byğo bğňdem 

zaleŨnym od gğňbokoŜci z. Poza tym wyznaczenie rozkğadu æůx nie jest trywialne ze wzglňdu na 

obecnoŜĺ w r·wnaniu (35) wyrazu A. 

Aby lepiej zrozumieĺ naturň sygnağ·w zwiŃzanych z wyrazami A i B r·wnania (35) posğuŨmy siň 

przykğadowym rozkğadem prňdkoŜci c, przedstawionym na Rysunek 10a. W proponowanym 

rozkğadzie prňdkoŜci wyr·Ũniĺ moŨna nastňpujŃce obszary: 

¶ tğo o prňdkoŜci cb = 1550 m/s, 

¶ wtrŃcenie warstwowe o prňdkoŜci cl = 1560 m/s i gruboŜci dl = 10 mm, 

¶ wtrŃcenie okrŃgğe o prňdkoŜci cc = 1555 m/s i Ŝrednicy ūc = 10 mm. 

Taki rozkğad ma w duŨym uproszczeniu symulowaĺ typowe warunki ultradŦwiňkowego obrazowania 

tkanek miňkkich, a w szczeg·lnoŜci:  

¶ r·Ũnice pomiňdzy ŜredniŃ prňdkoŜciŃ w badanym obszarze a wartoŜciŃ nominalnŃ c0 

(zazwyczaj r·wnŃ c0 = 1540 m/s), 

¶ obecnoŜĺ warstwy aberrujŃcej w bliskim sŃsiedztwie gğowicy ultradŦwiňkowej  

(sk·ra, podsk·rna tkanka tğuszczowa), 

¶ obecnoŜĺ lokalnych niejednorodnoŜci rozkğadu prňdkoŜci. 
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Rysunek 10  a) wybrany rozkğad prňdkoŜci c , oraz b) wynikajŃcy z niego rozkğad odchyğki powolnoŜci æů 

Dla wartoŜci prňdkoŜci nominalnej c0 = 1540 m/s, rozkğadowi prňdkoŜci c odpowiada obliczony 

wg r·wnaŒ (7) i (8) rozkğad odchyğki powolnoŜci æů przedstawiony na Rysunek 10b. Przeanalizujmy 

wynikajŃce z niego wartoŜci wyraz·w A i B r·wnania (35) przedstawione na Rysunek 11 dla kilku 

wybranych kŃt·w ɗn,n+1. 

ObecnoŜĺ operatora cağkowania w wyrazach A i B skutkuje akumulacyjnym charakterem 

odpowiadajŃcych im sygnağ·w. Ponadto, w przypadku wyrazu B sygnağ zainicjowany lokalnŃ 

niezerowŃ wartoŜciŃ æůx na krawňdzi wtrŃcenia okrŃgğego narasta dalej z gğňbokoŜciŃ. Dzieje siň tak 

mimo tego, Ũe poniŨej wtrŃcenia Ŧr·dğo sygnağu ï æůx jest r·wne zero. Powodem takiego zachowania 

jest wystňpujŃcŃ w wyrazie B cağka podw·jna. 

Kolejne spostrzeŨenie dotyczy relacji amplitud sygnağ·w A i B. Mimo wzglňdnie sğabego Ŧr·dğa 

sygnağu B, ma on wyraŦnie wiňkszŃ amplitudň niŨ sygnağ A. Przypomnijmy, Ũe na wartoŜĺ wyrazu A 

w r·wnaniu (35) wpğyw majŃ wszystkie odchyğki prňdkoŜci od wartoŜci c0, podczas gdy na wartoŜĺ 

wyrazu B wpğywajŃ jedynie krawňdzie wtrŃcenia okrŃgğego, poza kt·rymi wartoŜĺ horyzontalnego 

gradientu odchyğek powolnoŜci æůx jest r·wna zero. W zaproponowanym rozkğadzie prňdkoŜci 

wtrŃceniu okrŃgğemu przypisano niewielkŃ kontrastowoŜĺ ï jedynie 5 m/s r·Ũnicy wzglňdem 

otaczajŃcego go tğa. Jest to wiňc niewiele w por·wnaniu z bğňdem prňdkoŜci dla tğa i wtrŃcenia 

warstwowego, zawierajŃcym sie w przedziale æc = 10-20 m/s. Mimo tego, to sygnağ zwiŃzany 

z wyrazem B w r·wnaniu (35) jest amplitudowo przewaŨajŃcym komponentem sygnağu æŰn,n+1. 

Ostatnia, z punktu widzenia rozwiŃzania zagadnienia odwrotnego ï najwaŨniejsza uwaga dotyczy 

wpğywu kŃta ɗn,n+1 na sygnağy A i B. Nie chodzi tu bynajmniej o samo pochylenie rozkğad·w 

przestrzennych poszczeg·lnych sygnağ·w, lecz o zmiany ich amplitud. W przypadku sygnağu A 

amplituda jest tym wiňksza, im bardziej kŃt ɗn,n+1 jest odlegğy od zera. Ponadto, znak sygnağu A jest 

zwiŃzany ze znakiem kŃta ɗn,n+1. Z kolei w przypadku sygnağu B wpğyw kŃta ɗn,n+1 na amplitudň nie 

jest tak wyraŦny. Co wiňcej, znak kŃta ɗn,n+1 pozostaje bez wpğywu na znak sygnağu B. Przyczyn 

takiego zachowania sygnağ·w A i B naleŨy upatrywaĺ we wsp·ğczynnikach an,n+1 i bn,n+1, kt·rych 

wartoŜci zaleŨŃ od kŃta ɗn,n+1, co zostağo przedstawione na Rysunek 12a. 

  

a) b) 
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ɗ A B A + B æŰ [ns] 

ɗn = -22.5Á 

ɗn+1 = -17.5Á 

ɗn,n+1 å -20Á 

   

 

ɗn = -12.5Á 

ɗn+1 = -7.5Á 

ɗn,n+1 å -10Á 

   

ɗn = -2.5Á 

ɗn+1 = 2.5Á 

ɗn,n+1 = 0Á 

   

ɗn = 7.5Á 
ɗn+1 = 12.5Á 

ɗn,n+1 å 10Á 

   

ɗn = 17.5Á 
ɗn+1 = 22.5Á 

ɗn,n+1 å 20Á 

   
Rysunek 11  Zestawienie sygnağ·w odpowiadajŃcych wyrazom A i B r·wnania (35) uzyskanych dla wybranych 
wartoŜci kat·w ɗn,n+1 i rozkğadu prňdkoŜci jak na Rysunek 10a 
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Rysunek 12  Wpğyw kŃta ɗn,n+1 na: a) wartoŜci parametr·w an,n+1 i bn,n+1, oraz b) wartoŜĺ bezwzglňdnŃ ilorazu 

bn,n+1 / an,n+1. R·Ũnica rzeczywistych kŃt·w emisji ɗn i ɗn+1 ma istotny wpğyw na skalň amplitud parametr·w an,n+1 
i bn,n+1 ï w przedstawionym przypadku ɗn+1 - ɗn = 5Á. Iloraz bn,n+1 / an,n+1 jest niezaleŨny od r·Ũnicy ɗn+1 - ɗn 

Wykorzystajmy zgromadzone informacje do rozwiŃzania zagadnienia odwrotnego, tj. znalezienia 

rozkğadu æů speğniajŃcego r·wnanie (35). Poczynione spostrzeŨenia sugerujŃ, Ũe w pewnych 

warunkach sygnağ A jest znacznie mniejszy od sygnağu B. Wynika to po czňŜci z podw·jnego 

cağkowania w wyrazie B, jak r·wnieŨ z relacji bn,n+1 do an,n+1 dla kŃt·w ɗn,n+1 bliskich zeru (Rysunek 

12b). OczywiŜcie, aby powyŨsze byğo prawdŃ, musi istnieĺ Ŧr·dğo sygnağu B ï niezerowy rozkğad æůx, 

najlepiej o amplitudzie nieustňpujŃcej znaczŃco Ŧr·dğu sygnağu A ï rozkğadowi æů. Zağ·Ũmy wiňc, Ũe 

warunek ten jest speğniony, jak r·wnieŨ, Ũe kŃty ɗn,n+1 sŃ wystarczajŃco bliskie zeru, aby prawdŃ byğo, 

Ũe: bn,n+1 >> an,n+1. W konsekwencji mamy: B >> A, a wiňc usprawiedliwione staje siň tymczasowe 

pominiňcie wyrazu A w r·wnaniu (35). Wtedy z kolei moŨliwe staje siň obliczenie rozkğadu æůx, 

a nastňpnie rozkğadu æů z dokğadnoŜciŃ do stağej cağkowania, kt·re to czynnoŜci okreŜlane bňdŃ jako 

pierwszy etap metody Q-CUTE. W etapie drugim obliczana bňdzie brakujŃca stağa cağkowania. W tym 

celu posğuŨymy siň r·wnaniem (35) w jego niezmienionej formie, podstawiajŃc do niego obliczone 

uprzednio rozkğady æůx oraz æů. ZnajŃc zatem koncepcjň rozwiŃzania zagadnienia odwrotnego 

w metodzie Q-CUTE, przejdŦmy do jej szczeg·ğ·w. 

Etap 1 

W etapie pierwszym pomijamy wyraz A w r·wnaniu (35), w wyniku czego otrzymujemy: 

 
( ) ( )( ), 1 , 1 , 1

0

, ' '

z

n n n n x n nz x b r dz dzt s+ + +D º- Dñ ñ  (36) 

KorzystajŃc z wğasnoŜci pochodnej cağki oznaczonej wzglňdem g·rnej granicy cağkowania, 

wyprowadŦmy z r·wnania (36) wz·r na przybliŨenie æůx dla danego kŃta ɗn,n+1. Szczeg·ğy 

wyprowadzenia zostağy przedstawione w zağŃczniku 7.1. W rezultacie otrzymamy: 
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 (37) 

Przy sekwencji obrazowania skğadajŃcej siň z N emisji pod kŃtami ɗn (n = 1...N), dysponujemy 

zestawem N-1 niezaleŨnych zestaw·w danych wejŜciowych æŰn,n+1 dla kŃt·w poŜrednich ɗn,n+1 

(n = 1...N-1). W konsekwencji mamy r·wnieŨ N-1 rozkğad·w æůx opisanych r·wnaniem (37). Rozkğad 

Ŝredni obliczamy wg wzoru: 

a) b) 
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gdzie w
I
n,n+1 oraz mn,n+1 oznaczajŃ odpowiednio wsp·ğczynnik wagowy oraz maskň dla kŃta ɗn,n+1. 

Indeks g·rny w oznaczeniu w
I
n,n+1 odnosi siň do pierwszego etapu przetwarzania metodŃ Q-CUTE. 

Wprowadzenie wsp·ğczynnika wagowego w
I
n,n+1 ma na celu ograniczenie wpğywu bğňd·w 

przybliŨenia w r·wnaniu (36) na rozkğad ɝ„. Z zağoŨenia wsp·ğczynnik wagowy w
I
n,n+1 powinien 

wiňc przyjmowaĺ mniejsze wartoŜci dla kŃt·w ɗn,n+1 odleglejszych od zera, czyli tam, gdzie bğŃd 

przybliŨenia jest potencjalnie wiňkszy. Z kolei celem zastosowania maski mn,n+1 jest unikniňcie bğňd·w 

zwiŃzanych ze strefami martwymi w obrazowaniu metodŃ CPWI. Maska mn,n+1 przyjmuje wartoŜĺ 1 

dla obszar·w objňtych falŃ pğaskŃ zar·wno przy nadaniu pod kŃtem ɗn jak i ɗn+1. Pozostağym obszarom 

przyporzŃdkowana jest wartoŜĺ 0.  

RozwiŃzujŃc r·wnanie (16) wzglňdem æů otrzymamy: 

 
( ) ( ) ()

'

, , '' ''

x

xz x z x dx C z

s

s s
-¤

D

D = D +ñ  
(39) 

Wyraz æůô jest przybliŨeniem poszukiwanego rozkğadu æů po r·Ũniczkowaniu i nastňpnie cağkowaniu 

w kierunku x. Do wyznaczenia rozkğadu æů brakuje zatem znajomoŜci stağej cağkowania C. W tym 

miejscu koŒczy siň pierwszy etap przetwarzania w metodzie Q-CUTE. 

Etap 2 

W drugim etapie przetwarzania metodŃ Q-CUTE wyznaczona zostanie brakujŃca stağa cağkowania C 

z r·wnania (39). Podstawmy æů z r·wnania (39) oraz ɝ„ z r·wnania (38) do wzoru (35), tym razem 

nie stosujŃc Ũadnych uproszczeŒ. 
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W powyŨszym r·wnaniu Cn,n+1 oznacza stağŃ cağkowania estymowanŃ dla kŃta ɗn,n+1. W oparciu 

o wğasnoŜci pochodnej cağki oznaczonej wzglňdem g·rnej granicy cağkowania, po uporzŃdkowaniu 

czğon·w otrzymamy: 

 
( ) ( ) ( ) ( ), 1

, 1 , 1 , 1 , 1

', 1 , 1 0

1
, ' , '

'

z

n n

n n n n n n x n n

z zn n n n

bd
C z x r z x r dz

a dz a
t s s+

+ + + +

=+ +

è ø
= D -D + Dé ù

ê ú
ñ  (41) 

Na tym etapie szacowana wartoŜĺ stağej cağkowania zaleŨy zar·wno od kŃta ɗn,n+1, jak r·wnieŨ od 

wsp·ğrzňdnych z oraz x. Przebieg C(z) obliczamy jako ŜredniŃ z Cn,n+1 wzglňdem kŃt·w ɗn,n+1 oraz 

wsp·ğrzňdnych x. Odbywa siň to wg wzoru: 
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gdzie w
II

n,n+1 oznacza wsp·ğczynnik wagowy dla kŃta ɗn,n+1 w drugim etapie przetwarzania metodŃ  

Q-CUTE. Zmienna u jest z kolei wagŃ przypisanŃ poszczeg·lnym wsp·ğrzňdnym w obszarze 

obrazowania. Ponadto, podobnie jak w r·wnaniu (38), w powyŨszym wzorze wystňpuje maska mn,n+1 

pozwalajŃca uwzglňdniĺ strefy martwe w obrazowaniu metodŃ CPWI. 

Wprowadzenie wsp·ğczynnika wagowego w
II

n,n+1 wynika z niejednakowej jakoŜci Cn,n+1 dla 

poszczeg·lnych kŃt·w ɗn,n+1. Dla kŃt·w ɗn,n+1 bliskich zeru wartoŜci an,n+1 r·wnieŨ sŃ bliskie zeru, co 

Ŝwiadczy o tym, Ũe wpğyw wyrazu A w r·wnaniu (35) na dane æŰn,n+1 jest w takich warunkach 

znikomy. PatrzŃc z perspektywy r·wnania (41) przekğada siň to na niskŃ wartoŜĺ stosunku sygnağu 

uŨytecznego do szumu w danych æŰn,n+1. Wsp·ğczynnik wagowy w
II

n,n+1 w r·wnaniu (42) powinien 

zatem przyjmowaĺ mniejsze wartoŜci dla ɗn,n+1 bliŨszych zeru. 

Celem zastosowania we wzorze (42) wsp·ğczynnika wagowego u jest z kolei uwzglňdnienie zmiennej 

wiarygodnoŜci oszacowanych wczeŜniej rozkğad·w ɝ„  oraz æůó w zaleŨnoŜci od poğoŨenia 

w obrazowanym obszarze. Dla zobrazowania zagadnienia posğuŨmy siň Rysunek 13, kt·ry ilustruje 

nakğadanie siň masek mn,n+1, co w danym poğoŨeniu (z,x) przekğada siň na liczbň danych uŜrednianych 

wg r·wnania (38). Dla region·w poğoŨonych w okolicy osi pionowej obszaru obrazowania (x = 0), 

przy obliczaniu ɝ„ wg wzoru (38) wykorzystana jest moŨliwie najwiňksza liczba par emisji na danej 

gğňbokoŜci z. PodŃŨajŃc w kierunku bocznych krawňdzi obszaru obrazowania liczba wykorzystanych 

par emisji spada. Skutkuje to nieco niŨszŃ jakoŜciŃ oszacowania rozkğad·w ɝ„ oraz æůó, a co za tym 

idzie, wiňkszymi bğňdami w estymacji Cn,n+1(z,x) w bocznych strefach obszaru obrazowania. 

W zwiŃzku z tym, strefom tym powinna byĺ przypisana niŨsza wartoŜĺ u niŨ obszarom poğoŨonym 

bardziej przyosiowo. 

Po obliczeniu uŜrednionej wartoŜci stağej cağkowania ὅӶ wg wzoru (42) naleŨy uzyskany wynik 

podstawiĺ do r·wnania (39). Korekcja rozkğadu æůô o stağŃ cağkowania ὅӶ koŒczy drugi ï ostatni etap 

przetwarzania sygnağu w metodzie Q-CUTE. 

 

Rysunek 13  Ilustracja nakğadania siň masek mn,n+1 

obszar obrazowania 

mn,n+1 
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.ÉÅÓÐÅčÎÉÅÎÉÅ ÚÁčÏŀÅÎÉÁȡ " >> A 

Przedstawiona metoda rozwiŃzania zagadnienia odwrotnego zostağa zaprojektowana przy 

wykorzystaniu zağoŨenia, Ũe B >> A. JeŜli zağoŨenie to jest speğnione, moŨna oczekiwaĺ dobrych 

wynik·w przetwarzania tŃ metodŃ. Co siň jednak stanie, jeŜli powyŨszy warunek nie bňdzie 

speğniony? Aby odpowiedzieĺ na to pytanie, wyobraŦmy sobie, Ũe mamy do czynienia z horyzontalnie 

zorientowanym, warstwowym rozkğadem prňdkoŜci. Niech poza wspomnianymi warstwami nie 

wystňpujŃ w nim Ũadne inne niejednorodnoŜci. W takim przypadku sygnağ æůx w kaŨdym punkcie 

obrazowanego obszaru bňdzie r·wny zero. W konsekwencji tego, wyraz B r·wnania (35) r·wnieŨ 

bňdzie r·wny zero. To z kolei oznacza, Ũe warunek B >> A nie zostağ speğniony. 

Zastan·wmy siň, jakim rezultatem w tej sytuacji zakoŒczy siň pierwszy etap metody Q-CUTE, 

w kt·rym zağoŨenie: B >> A byğo kluczowe. Sygnağ wejŜciowy æŰn,n+1 bňdzie wyraŨony jedynie 

poprzez wyraz A w r·wnaniu (35). Obliczony wg r·wnania (37) rozkğad æůx dla kŃta ɗn,n+1 bňdzie wiňc 

r·wny: 
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(43) 

Wynik ten jest oczywiŜcie bğňdny, poniewaŨ oczekujemy, Ũe æůx bňdzie r·wne zero. Przyjrzyjmy siň 

jednak dalszej propagacji tego bğňdu. Dla rozpatrywanego przypadku horyzontalnie zorientowanego 

rozkğadu warstwowego æů, wartoŜĺ pochodnej na danej gğňbokoŜci z nie zaleŨy od wsp·ğrzňdnej x. 

Ponadto naleŨy przypomnieĺ, Ũe an,n+1(ɗn,n+1) jest funkcjŃ nieparzystŃ, podczas gdy bn,n+1(ɗn,n+1) ï

parzystŃ, a zatem ich iloraz jest funkcjŃ nieparzystŃ. Z powyŨszych spostrzeŨeŒ wynika, Ũe 

w rozpatrywanym przypadku warstwowego rozkğadu æů, rozkğady æůx obliczone dla kŃt·w wzajemnie 

przeciwnych sŃ zwiŃzane zaleŨnoŜciŃ: 

 ( ) ( ), 1 , 1, , , ,x n n x n nz x z xs q s q+ +D =-D -  (44) 

W konsekwencji powyŨszego, sygnağy te zniosŃ siň w procesie uŜredniania wartoŜci æůx wg r·wnania 

(38). Aby tak siň stağo, muszŃ byĺ jeszcze speğnione dwa warunki. Po pierwsze, zestaw kŃt·w 

nadawczych ɗ musi byĺ symetryczny wzglňdem 0Á. Po drugie, zaleŨnoŜĺ w
I
n,n+1(ɗn,n+1) musi byĺ 

funkcjŃ parzystŃ. W rezultacie otrzymamy æůx = 0, a wiňc propagacja bğňdu bňdzie w tym miejscu 

przerwana. 

Opisany przypadek horyzontalnego rozkğadu warstwowego jest oczywiŜcie sytuacjŃ skrajnŃ. 

Spotykane w rzeczywistoŜci rozkğady prňdkoŜci bňdŃ skutkowağy lepszym lub gorszym speğnieniem 

zağoŨenia: B >> A. Przedstawione rozumowanie pozwala jednak sŃdziĺ, Ũe istotna czňŜĺ bğňd·w 

zwiŃzanych z niedostatecznym speğnieniem powyŨszego warunku znosi siň w procesie uŜredniania. 

Podsumowanie 

ReasumujŃc, rekonstrukcja rozkğadu æů w metodzie Q-CUTE skğada siň z nastňpujŃcych krok·w: 

¶ Etap 1: 

o obliczenie rozkğadu æůx dla kaŨdego kŃta ɗn,n+1 wg r·wnania (37), 

o uŜrednienie rozkğadu æůx wzglňdem kŃt·w ɗn,n+1 wg r·wnania (38), 
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o obliczenie rozkğadu æůô wg r·wnania (39), 

¶ Etap 2: 

o obliczenie Cn,n+1 dla kaŨdego kŃta ɗn,n+1 wg r·wnania (41), 

o uŜrednienie Cn,n+1 wzglňdem kŃt·w ɗn,n+1 oraz wsp·ğrzňdnych x wg r·wnania (42), 

o obliczenie rozkğadu æů wg r·wnania (39). 

Na koŒcu naleŨy dodaĺ, Ũe ze wzglňdu na obecnoŜĺ operator·w pochodnej w r·wnaniach (37) oraz 

(41), zastosowanie metody Q-CUTE w przedstawionym ksztağcie skutkowağoby wzmocnieniem 

zakğ·ceŒ i nieczytelnoŜciŃ wynik·w. Wobec tego, podobnie jak w metodach CUTE-FD oraz CUTE-

SD, tak r·wnieŨ dla metody Q-CUTE powinna zostaĺ zaproponowana pewna forma regularyzacji.  

Ta zostağa przedstawiona w rozdziale 2.7.2. 

2.7 Regularyzacja  

2.7.1 Regularyzacj a dla metod  CUTE-FD i CUTE-SD 

W pracach (Jaeger, Held, Preisser, Peeters, Grunig, & Frenz, 2014) oraz (Jaeger & Frenz, 2015) autor 

wskazuje na zğe uwarunkowanie zagadnienia odwrotnego, co przy pr·bie dokğadnego rozwiŃzania 

skutkowağoby m.in. wzmocnieniem szum·w i powstaniem bğňd·w uniemoŨliwiajŃcych poprawnŃ 

interpretacjň obraz·w prňdkoŜci. Jako rozwiŃzanie tego zagadnienia zaproponowana zostağa 

regularyzacja metodŃ Tichonowa. W pracy (Jaeger & Frenz, 2015) macierz przeksztağcenia 

odwrotnego Ʉinv jest obliczana wedğug nastňpujŃcego r·wnania: 

 ( )
1

1 2 3

T T T T

inv z z x xI D D D Dl l l
-

P = P P+ + + P (45) 

gdzie Ʉ oznacza przeksztağcenie wprost, I, Dz, oraz Dx sŃ czğonami regularyzujŃcymi, a ɚ1, ɚ2 i ɚ3 ich 

odpowiednimi wagami ï wsp·ğczynnikami regularyzacji. I jest macierzŃ jednostkowŃ i odpowiada za 

regularyzacjň rekonstruowanych Ŝrednio-kwadratowych odchyğek powolnoŜci. Z kolei Dz i Dx sŃ 

operatorami pochodnej pierwszego rzňdu w kierunkach z oraz x. Ich uwzglňdnienie skutkuje 

regularyzacjŃ Ŝrednio-kwadratowego moduğu gradientu. Strukturň macierzy I, Dz, oraz Dx dla danych 

w przykğadowej rozdzielczoŜci 4Ĭ4 przedstawia Rysunek 14. 

W pracy (Jaeger & Frenz, 2015) dotyczŃcej algorytmu CUTE dziağajŃcego w dziedzinie przestrzennej 

te dwa typy regularyzacji sŃ stosowane rozdzielnie, tzn. jeŜli ɚ1 Í 0, to ɚ2 = ɚ3 = 0, oraz jeŜli ɚ2 Í 0 lub 

ɚ3 Í 0, to ɚ1 = 0. Autorzy w ww. publikacji wykazujŃ, Ũe regularyzacja z wykorzystaniem macierzy Dz 

oraz Dx (ɚ2 Í 0 i/lub ɚ3 Í 0) daje wyraŦnie lepsze wyniki, niŨ regularyzacja przy pomocy macierzy I  

(ɚ1 Í 0). W zwiŃzku z tym algorytm CUTE-SD zaimplementowany dla potrzeb tej pracy 

wykorzystywağ w regularyzacji macierze Dz oraz Dx (ɚ2 Í 0 i/lub ɚ3 Í 0). 

W przypadku algorytmu przedstawionego w (Jaeger, Held, Preisser, Peeters, Grunig, & Frenz, 2014), 

dziağajŃcego w dziedzinie czňstotliwoŜci przestrzennych, ww. typom regularyzacji odpowiadajŃ 

regularyzacja Ŝrednio-kwadratowego widma czňstotliwoŜci przestrzennych odchyğek powolnoŜci  

(ɚ1 Í 0) oraz regularyzacja gğadkoŜci przestrzennej (ɚ2 Í 0 i/lub ɚ3 Í 0). Zgodnie z (Jaeger & Frenz, 

2015) drugi z wymienionych typ·w regularyzacji nie poprawia jakoŜci obrazowania w stosunku do 

wynik·w uzyskanych przy zastosowaniu pierwszego z nich. Wobec tego algorytm CUTE-FD 

zaimplementowany dla potrzeb tej pracy wykorzystywağ w regularyzacji macierz I (ɚ1 Í 0). 
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Rysunek 14  Przykğady zawartoŜci macierzy wystňpujŃcych w r·wnaniu (45) dla danych w rozdzielczoŜci 4Ĭ4:  

a) macierz jednostkowa I , b) macierz operatora pochodnej w kierunku z ï Dz, oraz c) macierz operatora pochodnej 

w kierunku x ï Dx 

 
Rysunek 15  Przykğady zawartoŜci macierzy wystňpujŃcych w r·wnaniu (46) dla wektora danych o dğugoŜci  

16 pr·bek: a) macierz operatora cağkowania J, b) macierz jednostkowa I , c) macierz operatora pochodnej D, oraz 

macierze zregularyzowanych operator·w pochodnej d) DregI, i e) DregD. Na rysunkach d) oraz e) liniŃ przerywanŃ 
oznaczono wzorcowe kolumny dla opracowania przybliŨenia zregularyzowanego operatora pochodnej 

2.7.2 Regularyzacja dla metod y Q-CUTE 

Przedstawiony w tej pracy algorytm Q-CUTE w ksztağcie opisanym w rozdziale 2.6.3 r·wnieŨ 

generuje zaszumione i nieczytelne obrazy prňdkoŜci. W tym wypadku jednak niemoŨliwe jest 

przeprowadzenie regularyzacji w spos·b opisany w rozdziale 2.7.1, poniewaŨ w metodzie Q-CUTE 

nie wystňpuje operacja odwracania macierzy przeksztağcenia wprost. Zagadnienie regularyzacji 

musiağo byĺ zatem zrealizowane inaczej.  

Zakğ·cenia w generowanych mapach æů wynikağy z wraŨliwoŜci algorytmu Q-CUTE na szumy 

w sygnale wejŜciowym æŰ. Problem wraŨliwoŜci byğ z kolei zwiŃzany z wystňpowaniem operatora 

r·Ũniczkowania w r·wnaniach (37) oraz (41). W zwiŃzku z tym w algorytmie Q-CUTE zagadnienie 

regularyzacji dotyczyğo jedynie operatora r·Ũniczkowania. Zastosowanie wyraŨonego macierzowo 

zregularyzowanego operatora pochodnej zwielokrotniağoby jednak zğoŨonoŜĺ obliczeniowŃ algorytmu 

Q-CUTE. Aby tego uniknŃĺ, ostatecznie wykorzystane bňdzie efektywne obliczeniowo przybliŨenie 

zregularyzowanego operatora pochodnej. 

a) b) c) 

d) e) 

a) b) c) 
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Regularyzacja macierzy operatora pochodnej 

Zgodnie z podstawowym twierdzeniem rachunku cağkowego, operator r·Ũniczkowania jest 

odwrotnoŜciŃ operatora cağkowania. Macierz operatora pochodnej D moŨe byĺ zatem wyznaczona 

jako odwrotnoŜĺ macierzy przeksztağcenia cağkowego J. Zregularyzowana macierz operatora 

pochodnej Dreg obliczana wiňc byğa jako zregularyzowana metodŃ Tichonowa odwrotnoŜĺ macierzy J, 

co przedstawia r·wnanie: 

 ( )
1

1 2

T T T

regD J J I D D Jl l
-

= + +  (46) 

Regularyzacja w tym przypadku polegağa na tym samym, co we wzorze (45) z tŃ r·ŨnicŃ, Ũe 

rozwaŨane zagadnienie byğo jednowymiarowe, a zatem nie istniağo rozr·Ũnienie operator·w D 

w zaleŨnoŜci od kierunku ï macierz D byğa podobna do macierzy Dz (Rysunek 14). Oznaczmy macierz 

Dreg jako DregI w przypadku regularyzacji z wykorzystaniem macierzy I (ɚ1 Í 0, ɚ2 = 0), oraz DregD dla 

regularyzacji z wykorzystaniem macierzy D (ɚ1 = 0, ɚ2 Í 0). Przykğadowa struktura macierzy 

wystňpujŃcych w r·wnaniu (46) dla wektora danych o dğugoŜci 16 pr·bek zostağa przedstawiona na 

Rysunek 15.  

Wzorce odpowiedzi impulsowej zregularyzowanego operatora pochodnej 

Kolejne kolumny macierzy DregI oraz DregD (Rysunek 15d,e) stanowiğy odpowiedzi impulsowe 

zregularyzowanego operatora pochodnej dla impuls·w jednostkowych wystňpujŃcych w kolejnych 

pr·bkach sygnağu wejŜciowego. Oznaczone na Rysunek 15d,e Ŝrodkowe kolumny macierzy DregI 

i DregD zawierağy centralnie poğoŨone odpowiedzi impulsowe, kt·re zostağy wybrane jako wzorce dla 

opracowania przybliŨeŒ zregularyzowanego operatora r·Ũniczkowania. Oznaczmy zawartoŜĺ 

wspomnianych wzorcowych kolumn macierzy DregI oraz DregD odpowiednio jako dregI oraz dregD. 

Rysunek 16 przedstawia wykresy dregI oraz dregD dla kilku wybranych wartoŜci ɚ1 i ɚ2. 

0ÒÚÙÂÌÉŀÅÎÉÅ zregularyzowanego operatora pochodnej 

Przebiegi dregI oraz dregD sŃ nieparzyste. PrzybliŨenie zregularyzowanego operatora r·Ũniczkowania 

mogğo byĺ wiňc zrealizowane za pomocŃ filtru, kt·rego odpowiedŦ impulsowa pokrywa siň z poğowŃ 

przebiegu wzorcowego. Zamodelowanie cağoŜci wzorcowej odpowiedzi impulsowej polegağo na 

przeprowadzeniu filtracji r·wnolegle w przeciwnych kierunkach i kombinacji wynik·w wg wzoru: 

 () ()( ) ( )( )B Ffilt filt 1out in iny s y s y s= - - (47) 

gdzie yin i yout oznaczajŃ sygnağ wejŜciowy i wyjŜciowy a s jest numerem rozpatrywanej pr·bki. 

Z kolei filtF oraz filtB sŃ operatorami filtracji dziağajŃcymi odpowiednio w prz·d (ang. Forward) oraz 

wstecz (ang. Backward).  

Wyb·r rodzaju filtracji  byğ podyktowany dŃŨeniem do moŨliwie najprostszych obliczeniowo 

rozwiŃzaŒ przy jednoczesnym zachowaniu wysokiej jakoŜci odwzorowania przebieg·w dregI oraz dregD. 

Zastosowanie filtr·w o skoŒczonej odpowiedzi impulsowej, tzw. filtr·w FIR (ang. Finite Impulse 

Response) byğoby proste w realizacji ï wektory wsp·ğczynnik·w filtru byğyby kopiŃ wartoŜci dregI 

oraz dregD. Takie rozwiŃzanie jest jednak znacznie bardziej wymagajŃce obliczeniowo niŨ 

wykorzystanie filtr·w o nieskoŒczonej odpowiedzi impulsowej, tzw. filtr·w IIR (ang. Infinite Impulse 

Response). W zwiŃzku z tym w dalszych pracach stosowano filtry IIR. 
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Rysunek 16  Wzorcowe odpowiedzi impulsowe zregularyzowanego operatora pochodnej: a) dregI, oraz b) dregD dla 
wybranych wartoŜci parametr·w ɚ1 oraz ɚ2 

Dob·r rodzaju transmitancji filtru IIR byğ podyktowany typem odpowiedzi impulsowych zawartych 

w dregI oraz dregD. ObserwujŃc ksztağt wzorca odpowiedzi impulsowej dregI (Rysunek 16a) dostrzec 

moŨna jego wykğadniczy charakter. W zwiŃzku z tym, naturalnym rozwiŃzaniem wydaje siň 

przybliŨenie operatora r·Ũniczkowania za pomocŃ czğonu inercyjnego pierwszego rzňdu 

o transmitancji HI: 

 
() 11

I

b
H z

az-
=
-

 (48) 

W powyŨszym r·wnaniu, jak i w cağym rozdziale 2.7.2, z nie jest wsp·ğrzňdnŃ w przyjňtym ukğadzie 

kartezjaŒskim, lecz argumentem zespolonym. Pozostağe wsp·ğczynniki: b i a oznaczajŃ odpowiednio 

wzmocnienie oraz stağŃ czasowŃ odpowiedzi impulsowej. Zamodelowanie wzorca odpowiedzi 

impulsowej dregD wymagağo nieco bardziej zğoŨonego rozwiŃzania ïposğuŨono siň filtrem 2-go rzňdu 

o transmitancji HD: 

 
()

1 2

1 2 3

1 2

2 31
D

b b z b z
H z

a z a z

- -

- -

+ +
=
+ +

 (49) 

WartoŜci wsp·ğczynnik·w ww. filtr·w w funkcji parametr·w ɚ1 i ɚ2 zmieniajŃcych siň w zakresie od 

1e-6 do 1e6, zostağy przedstawione na Rysunek 17. Wsp·ğczynniki filtr·w wyznaczane byğy na 

podstawie przebieg·w wzorcowych dregI oraz dregD. Te z kolei wraz ze wzrostem wartoŜci parametr·w 

ɚ1 i ɚ2 byğy coraz bardziej rozmyte i w efekcie wolniej zbiegağy do zera (Rysunek 16). Aby poprawnie 

wyznaczyĺ wartoŜci wsp·ğczynnik·w filtr·w dla duŨych wartoŜci ɚ1 i ɚ2 konieczne byğo 

uwzglňdnienie moŨliwie peğnej odpowiedzi impulsowej zregularyzowanego operatora pochodnej. 

W zwiŃzku z tym, przy wyznaczaniu wsp·ğczynnik·w filtr·w IIR posğuŨono siň przebiegami dregI oraz 

dregD o dğugoŜci zwiňkszonej do 512 pr·bek ï wszystkie macierze w r·wnaniu (46) miağy rozmiar 

512Ĭ512.  

7ÅÒÙÆÉËÁÃÊÁ ÐÒÚÙÂÌÉŀÅÎÉÁ ÚÒÅÇÕÌÁÒÙÚÏ×ÁÎÅÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÐÏÃÈÏÄÎÅÊ 

Filtry IIR sŃ ukğadami zawierajŃcymi sprzňŨenie zwrotne. Istnieje zatem ryzyko ich niestabilnoŜci, co 

powinno zostaĺ zbadane. StabilnoŜĺ filtr·w IIR zostağa zweryfikowana na podstawie poğoŨenia 

biegun·w ich transmitancji na pğaszczyŦnie z. PoğoŨenie biegun·w transmitancji wewnŃtrz okrňgu 

jednostkowego gwarantuje stabilnoŜĺ filtr·w. Warunek ten jest speğniony, co przedstawia Rysunek 

18a. 

a) b) 
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Rysunek 17  ZaleŨnoŜĺ wartoŜci wsp·ğczynnik·w filtr·w IIR opisanych transmitancjŃ: a) H I, oraz b) HD od wartoŜci 
parametr·w odpowiednio: ɚ1 oraz ɚ2 

 

Rysunek 18  a) poğoŨenie biegun·w transmitancji H I i HD na pğaszczyŦnie z dla szeregu r·Ũnych wartoŜci parametr·w 

ɚ1 i ɚ2 w zakresie od 1e-6 do 1e6, oraz b) zaleŨnoŜĺ bğňd·w przybliŨenia operatora r·Ũniczkowania od wartoŜci 
parametr·w ɚ1 lub ɚ2 

Kolejnym zagadnieniem wymagajŃcym weryfikacji jest precyzja przybliŨenia zregularyzowanego 

operatora pochodnej za pomocŃ zaproponowanych filtr·w IIR. Oznaczmy przybliŨenia wzorc·w 

odpowiedzi impulsowych dregI oraz dregD odpowiednio jako dapproxI oraz dapproxD (uog·lniajŃc, niech 

dapprox bňdzie przybliŨeniem wzorca dreg). BğŃd przybliŨenia zdefiniujmy wzorem: 

 
100%

reg approx

reg

d d
err

d

-
= Ö
ä
ä

 (50) 

Tak zdefiniowany bğŃd jest wiňc procentowo wyraŨonym ilorazem pola powierzchni pomiňdzy 

przebiegami wzorcowym dreg i przybliŨonym dapprox do pola powierzchni pod moduğem przebiegu 

wzorcowego dreg. 

Przedstawione na Rysunek 18b krzywe ukazujŃ wzglňdnie stabilny i zaniedbywalnie niski poziom 

bğňd·w przybliŨenia dla ɚ1 < 1e2 oraz ɚ2 < 1e3. WysokŃ precyzjň przybliŨenia obrazujŃ pokrywajŃce 

siň przebiegi wzorcowe dreg oraz przybliŨone dapprox przedstawione na Rysunek 19a,b. Dla wyŨszych 

wartoŜci wsp·ğczynnik·w regularyzacji ɚ obserwowany jest jednak gwağtowny wzrost poziom·w 

bğňd·w. Dla przybliŨenia dapproxD w skrajnym przypadku (ɚ2 = 1e6) bğŃd osiŃga wartoŜĺ ok. 13 %. 

BiorŃc pod uwagň, Ũe ma to miejsce na skraju zakresu pomiarowego, gdzie nie spodziewano siň juŨ 

wystŃpienia istotnych zmian w jakoŜci obrazowania prňdkoŜci, taka wartoŜĺ bğňdu jest akceptowalna.  

a) b) 

a) b) 
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Rysunek 19  Wzorcowe (dreg) oraz przybliŨone (dapprox) odpowiedzi impulsowe zregularyzowanego operatora 
pochodnej dla: a) ɚ1 = 1 i ɚ2 = 0, b) ɚ1 = 0 i ɚ2 = 1, c) ɚ1 = 1e6 i ɚ2 = 0, d) ɚ1 = 0 i ɚ2 = 1e6 

W przypadku przybliŨenia dapproxI na skraju zakresu pomiarowego bğŃd wynosi ok. 94 %, co wydaje siň 

byĺ wartoŜciŃ dyskwalifikujŃcŃ. Przeanalizujmy jednak przedstawione na Rysunek 19c przebiegi 

wzorca dregI oraz jego przybliŨenia dapproxI dla ɚ1 = 1e6. Okazuje siň, Ũe bğŃd przybliŨenia wynika 

gğ·wnie ze skğadowej stağej przebiegu wzorca dregI, kt·ra nie wystňpuje w przybliŨeniu dapproxI. 

Amplituda tej skğadowej staje siň znaczŃca w przypadku zbyt duŨych wartoŜci ɚ1 w stosunku do 

rozmiar·w macierzy DregI. Ze wstňpnych obliczeŒ wynika, Ũe zwiňkszenie rozmiar·w macierzy DregI 

prowadzi do zmniejszenia wartoŜci skğadowej stağej przebiegu dregI. MoŨna wiňc wnioskowaĺ, Ũe 

skğadowŃ stağŃ wzorca dregI naleŨy rozpatrywaĺ jako jego bğŃd, a pozbawiony skğadowej stağej przebieg 

przybliŨenia dapproxI jest bliŨszy oczekiwanemu. W tej sytuacji moŨna zignorowaĺ znaczne wartoŜci 

bğňdu przybliŨenia dregI. Ponadto, wyniki przedstawione w dalszej czňŜci pracy bňdŃ Ŝwiadczyĺ o tym, 

Ũe istotny w rozpatrywanym zagadnieniu regularyzacji w metodzie Q-CUTE jest zakres wartoŜci 

ɚ < 1e3. W zakresie tym bğňdy (nawet przy zignorowaniu faktu istnienia bğňdu wzorca dregI 

zwiŃzanego ze skğadowŃ stağŃ) nie przekraczajŃ wartoŜci 0,03 % ï sŃ wiňc zaniedbywalne. 

+ÏÎÉÅÃÚÎÏĢç ÉÎÄÙ×ÉÄÕÁÌÎÅÊ ÏÐÔÙÍÁÌÉÚÁÃÊÉ ×ÁÒÔÏĢÃÉ ɚ 

Na koŒcu rozwaŨaŒ dotyczŃcych regularyzacji w poszczeg·lnych metodach obrazowania prňdkoŜci, 

naleŨy podkreŜliĺ, Ũe stopieŒ regularyzacji wyraŨony wartoŜciŃ parametr·w ɚ ma kluczowe znaczenie 

dla jakoŜci rekonstruowanych map prňdkoŜci. W celu przeprowadzenia moŨliwie obiektywnego 

por·wnania jakoŜci obrazowania prňdkoŜci poszczeg·lnymi metodami, niezbňdne jest wskazanie 

wartoŜci parametr·w ɚ optymalnych dla kaŨdej z metod. Problemowi temu poŜwiňcone zostağy 

rozdziağy 3.4 oraz 4.1.  

a) b) 

c) d) 
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2.8 /ÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÒöÄËÏĢÃÉ × ÃÚÁÓÉÅ Òzeczywistym  

W rozdziale 1.4, dotyczŃcym motywacji tej pracy, poruszony zostağ problem niskiej efektywnoŜci 

obliczeniowej algorytmu CUTE-SD, konsekwencjŃ kt·rej jest wzglňdnie dğugi czas rekonstrukcji 

pojedynczych obraz·w prňdkoŜci. To z kolei przekğada siň na niskŃ czňstotliwoŜĺ generowania 

kolejnych ramek obrazu prňdkoŜci. MoŨliwoŜci implementacji algorytmu CUTE-SD 

w ultradŦwiňkowych systemach czasu rzeczywistego sŃ zatem ograniczone. RozwiŃzaniem tego 

problemu jest przedstawiony w tej pracy algorytm Q-CUTE, kt·ry cechuje siň wysokŃ efektywnoŜciŃ 

obliczeniowŃ. W celu sformuğowania precyzyjniejszej oceny moŨliwoŜci implementacji 

poszczeg·lnych algorytm·w do pracy w czasie rzeczywistym, przeanalizujmy zğoŨonoŜci 

obliczeniowe kaŨdego z nich. 

2.8.1 ZčÏŀÏÎÏĢç obliczeniow a 

ZğoŨonoŜĺ obliczeniowa ɋ poszczeg·lnych algorytm·w CUTE byğa wyraŨona liczbŃ 

zmiennoprzecinkowych operacji typu pomn·Ũ-i-dodaj, tzw. MAD (ang. Multiply-Add), koniecznych 

dla wykonania pojedynczej rekonstrukcji obrazu prňdkoŜci. Byğa ona funkcjŃ rozdzielczoŜci 

pikselowej ZĬX danych, na kt·rych operowağ dany algorytm. Liczba N-1 par obraz·w LRI 

wykorzystanych w procesie rekonstrukcji prňdkoŜci w oczywisty spos·b r·wnieŨ wpğywa na 

zğoŨonoŜĺ obliczeniowŃ algorytm·w, jednak dla kaŨdego z nich jest to zaleŨnoŜĺ liniowa. Dla 

uproszczenia przyjmijmy wiňc, Ũe zğoŨonoŜĺ ɋ dotyczy rekonstrukcji obrazu prňdkoŜci na podstawie 

pojedynczej pary obraz·w LRI. 

Preprocessing 

Ocenň zğoŨonoŜci obliczeniowej zacznijmy od wsp·lnego dla wszystkich algorytm·w CUTE 

preprocessingu polegajŃcego na konwersji pary obraz·w LRI do postaci obrazu æŰ. Jego zğoŨonoŜĺ 

obliczeniowa ɋPRE byğa opisana nastňpujŃcŃ zaleŨnoŜciŃ: 

 

( ) ( )
arctan

PRE

detekcja konwersjafiltracja

, 4 3 5 2 4 5 1 31Z X ZX ZX
jD

å õ
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ç ÷

 (51) 

W powyŨszym wzorze wydzielone sŃ trzy czğony opisujŃce zğoŨonoŜĺ obliczeniowŃ: detekcji r·Ũnicy 

faz æű, jej filtracji oraz konwersji do postaci æŰ. Detekcja æű wiŃzağa siň z obliczeniem argumentu 

wyniku mnoŨenia zespolonego. Iloczyn zespolony w praktyce oznacza cztery operacje mnoŨenia. 

Z kolei argument liczby zespolonej jest obliczany za pomocŃ dwu-poğ·wkowej funkcji arctan, kt·ra 

zgodnie z (Lyons, 2004) moŨe byĺ zrealizowana kosztem trzech mnoŨeŒ oraz jednego dzielenia. 

W zaleŨnoŜci od implementacji, operacja dzielenia moŨe byĺ wykonywana z r·ŨnŃ efektywnoŜciŃ. 

OpierajŃc siň na (NVIDIA, 2009) przyjmijmy, Ũe pod wzglňdem zğoŨonoŜci obliczeniowej, dzielenie 

odpowiada piňciu operacjom MAD. 

Przy szacowaniu zğoŨonoŜci obliczeniowej kolejnego czğonu, tj. dwuwymiarowej filtracji 

wygğadzajŃcej, przyjňto, Ũe filtracja dwuwymiarowa zostağa zrealizowana za pomocŃ dw·ch filtr·w 

jednowymiarowych operujŃcych we wzajemnie prostopadğych kierunkach ï wertykalnym 

i horyzontalnym. W zağoŨeniu zastosowano efektywne obliczeniowo filtry IIR 2-go rzňdu. Na kaŨdŃ 

pr·bkň sygnağu wyjŜciowego wykonujŃ one cztery mnoŨenia oraz jedno dzielenie odpowiadajŃce 

kolejnym piňciu mnoŨeniom. NaleŨy zaznaczyĺ, Ũe w obliczeniach przeprowadzonych w ramach tej 

pracy stosowano filtry o skoŒczonej odpowiedzi impulsowej, tzw. filtry FIR (ang. Finite Impulse 

Response). Dla uzyskania charakterystyki amplitudowej por·wnywalnej z prostym filtrem IIR 
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wymagajŃ one znacznie wyŨszych rzňd·w, co przekğada siň na wiňkszŃ zğoŨonoŜĺ obliczeniowŃ. Filtry 

FIR sŃ jednak prostsze w projektowaniu, co byğo powodem ich zastosowania w pracach badawczych. 

W realiach aplikacyjnych waŨniejsza bňdzie jednak efektywnoŜĺ obliczeniowa ï stŃd decyzja 

o uwzglňdnieniu filtr·w IIR w rozwaŨaniach dotyczŃcych zğoŨonoŜci obliczeniowej. 

Ostatni etap preprocessingu ï konwersja przesuniňcia fazy æű na przesuniňcia czasowe æŰ ï 

charakteryzuje siň znikomŃ zğoŨonoŜciŃ obliczeniowŃ zwiŃzanŃ z mnoŨeniem przez stağŃ 1/2f́. NaleŨy 

jednak pamiňtaĺ, Ũe na tym etapie prac konwersja zakğada stağŃ wartoŜĺ czňstotliwoŜci f. 

W rzeczywistoŜci czňstotliwoŜĺ Ŝrednia sygnağu zmienia siň m.in. na skutek tğumienia. W przyszğych 

pracach z duŨym prawdopodobieŒstwem etap konwersji zostanie rozbudowany, co przeğoŨy siň na 

wzrost zwiŃzanej z nim zğoŨonoŜci obliczeniowej. 

Algorytmy CUTE 

Chronologicznie pierwszy z rozwaŨanych algorytm·w rekonstrukcji prňdkoŜci ï CUTE-FD ï polegağ 

na rozwiŃzaniu zagadnienia odwrotnego w dziedzinie czňstotliwoŜci przestrzennych. Dane wejŜciowe 

æŰ byğy wiňc wstňpnie poddane dwuwymiarowej szybkiej transformacie Fouriera ï FFT (ang. Fast 

Fourier Transform). Nastňpnie wykonywane byğo mnoŨenie przez macierz przeksztağcenia 

odwrotnego Tinv, kt·ra byğa rzadka i wysoce uporzŃdkowana, co ukazuje Rysunek 9. Na koŒcu wynik 

mnoŨenia byğ transformowany z powrotem do dziedziny przestrzennej. Na sumň operacji 

wykonywanych w ramach algorytmu CUTE-FD skğadağy siň wiňc dwie dwuwymiarowe FFT oraz 

mnoŨenie przez macierz rzadkŃ, co w efekcie daje nastňpujŃcŃ zğoŨonoŜĺ obliczeniowŃ ɋCUTE-FD: 

 ( ) 2

CUTE-FD 2

2

, 2 2 log

D FFT

Z X ZX ZX Z XW = Ö Ö + 
(52) 

RozwiŃzanie w dziedzinie przestrzennej zastosowane w algorytmie CUTE-SD nie wymagağo 

stosowania FFT, jednak macierz przeksztağcenia odwrotnego Tinv nie mogğa byĺ uznana za rzadkŃ. 

W zwiŃzku z tym zğoŨonoŜĺ obliczeniowa ɋCUTE-SD jest opisana nastňpujŃcŃ zaleŨnoŜciŃ: 

 ( ) 2 2

CUTE-SD ,Z X Z XW =  (53) 

Zaproponowana w niniejszej pracy metoda Q-CUTE nie wymaga mnoŨenia przez znacznych 

rozmiar·w macierz przeksztağcenia odwrotnego. Jej zğoŨonoŜĺ obliczeniowa ɋQ-CUTE jest dana 

wzorem: 

 
( ) 1 2

Q-CUTE

1 2

54 0, 0
,

72 0, 0

ZX dla
Z X

ZX dla

l l

l l

Ö ¸ =ë
W =ì

Ö = ¸í

 (54) 

Typ zastosowanej regularyzacji tj. wykorzystanie macierzy I (ɚ1 Í 0, ɚ2 = 0) lub D (ɚ1 = 0, ɚ2 Í 0), 

implikuje spos·b implementacji przybliŨenia zregularyzowanego operatora pochodnej. To z kolei 

przekğada siň na nieco r·Ũne zğoŨonoŜci obliczeniowe. Wsp·ğczynniki liczbowe w powyŨszym 

r·wnaniu odpowiadajŃ liczbom operacji MAD w przeliczeniu na pojedynczy piksel danych 

wyjŜciowych. Spos·b obliczenia tych wartoŜci ilustruje Tabela 2. 

Najwiňkszy udziağ w zğoŨonoŜci obliczeniowej algorytmu Q-CUTE ma operacja przybliŨonej 

zregularyzowanej pochodnej. Dla filtru o transmitancji HI opisanej r·wnaniem (48), na jednŃ pr·bkň 

sygnağu przypada jedno mnoŨenie oraz jedno dzielenie odpowiadajŃce kolejnym piňciu mnoŨeniom. 
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Zgodnie z r·wnaniem (47) filtracja jest wykonywana dwukrotnie, a wiňc w efekcie otrzymujemy  

nie 6, lecz 12 operacji MAD w przeliczeniu na pr·bkň sygnağu. Zastosowanie filtru o transmitancji HD 

opisanej r·wnaniem (49), wiŃŨe siň z czterema mnoŨeniami oraz dzieleniem na kaŨdŃ pr·bkň sygnağu. 

W efekcie przybliŨenie operatora zregularyzowanej pochodnej pod wzglňdem obliczeniowym 

odpowiada 18 operacjom MAD. Pozostağe operacje wchodzŃce w skğad algorytmu Q-CUTE majŃ 

znacznie mniejszŃ zğoŨonoŜĺ obliczeniowŃ. Koszt jednowymiarowej interpolacji liniowej jest r·wny 

dw·m operacjom MAD w przeliczeniu na pr·bkň sygnağu. Z kolei cağkowanie oraz sumowanie 

waŨone wymagajŃ jednej operacji MAD na pr·bkň. 

Liczba wywoğaŒ funkcji realizujŃcych poszczeg·lne operacje w ramach algorytmu Q-CUTE jest 

oparta o schemat implementacyjny przedstawiony na Rysunek 27 w rozdziale 3.2.3. Blok 

odpowiedzialny za reorganizacjň danych wystňpuje tam piňciokrotnie. Operacja pochodnej jest 

wykonywana w dw·ch blokach, przy czym jeden z nich realizuje pochodnŃ drugiego rzňdu, co razem 

daje trzy operacje pochodnej rzňdu pierwszego. Blok cağkowania wystňpuje w schemacie dwukrotnie. 

Ostatnia kategoria ujňta w Tabela 2, tj. sumowanie waŨone, wystňpuje w schemacie 

implementacyjnym szeŜciokrotnie: dwukrotnie w postaci blok·w uŜredniania, oraz cztery razy jako 

bloki skalowania w poğŃczeniu z sumatorami.  

Tabela 2  Koszt obliczeniowy poszczeg·lnych funkcji skğadajŃcych siň na algorytm Q-CUTE, wyraŨony w liczbie 

operacji MAD w przeliczeniu na pojedynczy piksel danych wyjŜciowych 

Opis funkcji  

Koszt 

wykonania 

funkcji  

Liczba 

wywoğaŒ 

ĞŃczny koszt 

obliczeniowy 

Interpolacja (Reorganizacja
**

) 2 5 10 

Pochodna (H I / HD)
*
 12 / 18 3 36 / 54 

Cağka 1 2 2 

Sumowanie waŨone (UŜrednianie
**

) 1 6 6 

SUMA ï ï 54 / 72 
*  przybliŨenie zregularyzowanej pochodnej z wykorzystaniem filtr·w IIR o transmitancjach HI lub HD 
**  Nazwa bloku w schemacie na Rysunek 27 

 

Rysunek 20  ZğoŨonoŜĺ obliczeniowa ɋ poszczeg·lnych algorytm·w CUTE z wydzielonym preprocessingiem (PRE). 
Wykres dla algorytmu Q-CUTE dotyczy jego bardziej zğoŨonej obliczeniowo wersji, tj. tej o zğoŨonoŜci 72ZX 
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Podsumowanie 

ZğoŨonoŜĺ obliczeniowa ɋQ-CUTE naleŨy do klasy O(ZX), zaleŨy wiňc liniowo od liczby pikseli 

rekonstruowanych obraz·w prňdkoŜci. Stanowi to istotnŃ przewagň w wydajnoŜci obliczeniowej nad 

algorytmami CUTE-FD oraz CUTE-SD, kt·rych zğoŨonoŜci obliczeniowe ɋCUTE-FD oraz ɋCUTE-SD 

naleŨŃ do wyŨszych klas, odpowiednio: O(Z
2
X) oraz O(Z

2
X

2
). ZğoŨonoŜci obliczeniowe ɋ 

poszczeg·lnych algorytm·w CUTE z wydzielonym preprocessingiem (PRE) zobrazowane zostağy na 

Rysunek 20. 

2.8.2 #ÚöÓÔÏÔÌÉ×ÏĢç ÏÄĢ×ÉÅŀÁÎÉÁ 

Bez nadania kontekstu, same wartoŜci zğoŨonoŜci obliczeniowej ɋ sŃ trudne do interpretacji. 

W przypadku algorytm·w CUTE, kontekstem tym jest ich implementacja w ultradŦwiňkowych 

systemach obrazujŃcych, pracujŃcych z rygorem czasu rzeczywistego. Aby okreŜliĺ, czy dany 

algorytm nadaje siň do wykorzystania w systemie czasu rzeczywistego, naleŨy odnieŜĺ jego zğoŨonoŜĺ 

obliczeniowŃ ɋ do mocy obliczeniowych wsp·ğczesnych ukğad·w elektronicznych. 

7ÙÄÁÊÎÏĢç ÕËčÁÄĕ× ÏÂÌÉÃÚÅÎÉÏ×ÙÃÈ 

Kwestia dziağania danego algorytmu w czasie rzeczywistym powinna byĺ rozpatrywana w co najmniej 

dw·ch wariantach: dla system·w stacjonarnych oraz urzŃdzeŒ mobilnych. W pierwszym przypadku 

najistotniejsza jest wydajnoŜĺ obliczeniowa. Pob·r mocy jest zagadnieniem drugoplanowym poniewaŨ 

zasilanie oraz odprowadzanie ciepğa w zastosowaniach stacjonarnych nie stanowiŃ wiňkszego 

problemu. Sytuacja jest zgoğa odmienna w przypadku urzŃdzeŒ przenoŜnych, kt·re z reguğy sŃ 

przeznaczone do pracy na zasilaniu bateryjnym. Ponadto, zwykle charakteryzujŃ siň one zwartŃ 

budowŃ, co ogranicza moŨliwoŜci odprowadzania nadmiaru ciepğa. Z tych powod·w 

w zastosowaniach mobilnych wykorzystuje siň rozwiŃzania bňdŃce kompromisem pomiňdzy 

wydajnoŜciŃ obliczeniowŃ a poborem mocy. Mimo znacznie sğabszych moŨliwoŜci obliczeniowych, 

urzŃdzenia mobilne majŃ jednak istotny udziağ w rynku medycznych system·w ultradŦwiňkowych. 

Dla potrzeb weryfikacji moŨliwoŜci pracy poszczeg·lnych algorytm·w rekonstrukcji prňdkoŜci 

w czasie rzeczywistym, wybrane zostağy dwa wysoko-wydajne ukğady obliczeniowe ï po jednym dla 

zastosowaŒ stacjonarnych i mobilnych. Grupň urzŃdzeŒ stacjonarnych reprezentowağ ukğad GPU 

(ang. Graphics Processing Unit) NVIDIA TITAN X PASCAL bňdŃcy w chwili obecnej wiodŃcym 

rozwiŃzaniem pod wzglňdem wydajnoŜci obliczeniowej. Z kolei dla grupy urzŃdzeŒ przenoŜnych 

wybrany zostağ zaawansowany procesor mobilny NVIDIA TEGRA X1 zawierajŃcy kompletny system 

elektroniczny, tzw. SoC (ang. System on Chip). 

Ocena moŨliwoŜci pracy poszczeg·lnych algorytm·w w czasie rzeczywistym zostağa przeprowadzona 

przy zağoŨeniu, Ũe algorytmy te operowaĺ bňdŃ na danych w pojedynczej precyzji, tzn. w formacie  

32-bitowym. Wtedy teoretyczna moc obliczeniowa CP (ang. Computing Power) wybranych ukğad·w 

przedstawia siň nastňpujŃco: 

¶ NVIDIA TITAN X PASCAL: CP = 11 TFLOPS, 

¶ NVIDIA TEGRA X1:  CP = 512 GFLOPS (wydajnoŜĺ zintegrowanego GPU), 

gdzie TFLOPS i GFLOPS (ang. Tera/Giga Floating Point Operations Per Second) oznaczajŃ 

odpowiednio 10
12

 i 10
9
 operacji zmiennoprzecinkowych na sekundň. NaleŨy w tym miejscu 

zaznaczyĺ, Ũe powyŨsze wartoŜci CP wynikajŃ z mnoŨenia liczby rdzeni obliczeniowych przez 

czňstotliwoŜĺ zegara. Wynik dodatkowo mnoŨony jest przez 2, co wynika z indywidualnego 

potraktowania operacji mnoŨenia i dodawania ujňtych w funkcji MAD. W praktycznych 
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zastosowaniach moc obliczeniowa procesor·w nie osiŃga wartoŜci CP ze wzglňdu na dodatkowe 

uwarunkowania takie jak spos·b wykorzystania dostňpnych zasob·w pamiňci, przepustowoŜĺ 

pamiňci, etc. 

Szacowane ×ÁÒÔÏĢÃÉ frame rate 

ZnajŃc zğoŨonoŜĺ obliczeniowŃ ɋ poszczeg·lnych algorytm·w CUTE oraz teoretycznŃ moc 

obliczeniowŃ CP wybranych procesor·w, moŨna szacowaĺ czňstotliwoŜĺ FR (ang. Frame Rate), z jakŃ 

generowane bňdŃ kolejne obrazy prňdkoŜci. CzňstotliwoŜĺ ta wyraŨana jest w klatkach na sekundň, 

tzw. fps (ang. Frames Per Second), i szacowana jest wg wzoru: 

 

( )2 1

CP
FR

N
=
W -

 (55) 

Wsp·ğczynnik 2 w mianowniku powyŨszego r·wnania ma na celu zredukowanie wartoŜci teoretycznej 

mocy obliczeniowej CP do postaci, w kt·rej wyraŨaĺ bňdzie ona liczbň operacji MAD na sekundň. 

Z kolei wyraz (N-1) oznaczajŃcy liczbň par obraz·w LRI, zwiŃzany jest ze zwielokrotnianiem danych 

wejŜciowych algorytmu CUTE przypadajŃcych na pojedynczy wyjŜciowy obraz prňdkoŜci. 

Przyjmijmy, Ũe w celu uzyskania wysokiej jakoŜci obrazowania, rekonstrukcja pojedynczego obrazu 

prňdkoŜci bňdzie wymagağa N = 21 obraz·w LRI. Uzyskane w rezultacie wartoŜci FR zostağy 

przedstawione w formie wykresu na Rysunek 21. Na wykresie tym liniami przerywanymi oznaczono 

czňstotliwoŜĺ FR = 25 fps. Przyjmijmy Ũe wartoŜĺ ta w przybliŨeniu odpowiada progowi obrazowania 

w czasie rzeczywistym ï wyŜwietlanie obrazu z FR istotnie poniŨej 25 fps moŨe byĺ niekomfortowe 

dla obserwatora. W zaleŨnoŜci od zastosowania, pr·g czasu rzeczywistego moŨe oczywiŜcie ulegaĺ 

zmianom, tak jak np. w obrazowaniu szybko poruszajŃcych siň struktur serca. 

 

Rysunek 21  CzňstotliwoŜĺ rekonstrukcji FR na wybranych ukğadach obliczeniowych, dla danych wejŜciowych 

w postaci N = 21 obraz·w LRI. Wykres dla algorytmu Q-CUTE dotyczy jego bardziej zğoŨonej obliczeniowo wersji, 

tj.  tej o zğoŨonoŜci 72ZX 

Przy zachowaniu rygoru czasu rzeczywistego zdefiniowanego warunkiem: FR Ó 25 fps, maksymalna 

rozdzielczoŜĺ obraz·w prňdkoŜci rekonstruowanych za pomocŃ algorytmu CUTE-SD 

zaimplementowanego na ukğadzie NVIDIA TITAN X PASCAL jest r·wna 324 Ĭ 324. Z kolei 

TEGRA X1: 

25 fps 

TITAN X PASCAL: 

25 fps 
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implementacja tego algorytmu na dedykowanym do zastosowaŒ mobilnych ukğadzie NVIDIA TEGRA 

X1 pozwala uzyskaĺ w czasie rzeczywistym obrazy w rozdzielczoŜci 150 Ĭ 150. WartoŜci te wydajŃ 

siň zadowalajŃce, jednak naleŨy pamiňtaĺ, Ũe zostağy one oszacowane z wykorzystaniem teoretycznej 

mocy obliczeniowej CP, kt·ra w praktyce jest nieosiŃgalna. Rzeczywiste wartoŜci FR bňdŃ wiňc 

niŨsze niŨ to zostağo przedstawione na Rysunek 21. Ponadto, naleŨy mieĺ na uwadze to, Ũe opr·cz 

rozwaŨanych algorytm·w CUTE, ukğad obliczeniowy realizuje jednoczeŜnie szereg innych funkcji, 

takich jak chociaŨby rekonstrukcja obraz·w LRI. Moc obliczeniowa jest wiňc dzielona pomiňdzy 

poszczeg·lne procesy. W tej sytuacji duŨa zğoŨonoŜĺ obliczeniowa algorytmu CUTE-SD moŨe 

wymusiĺ znaczŃce ograniczenie rozdzielczoŜci obrazowania prňdkoŜci. 

W przypadku algorytm·w CUTE-FD oraz Q-CUTE, nawet przy wykorzystaniu ukğadu NVIDIA 

TEGRA X1 moŨliwe staje siň obrazowanie prňdkoŜci w czasie rzeczywistym w rozdzielczoŜciach 

wyŨszych niŨ 512 Ĭ 512. Szacowane wartoŜci FR sŃ wtedy r·wne: 79 fps dla CUTE-FD oraz 470 fps 

dla Q-CUTE. NadwyŨka czňstotliwoŜci odŜwieŨania obrazu jest wiňc znaczŃca i pozwala 

przypuszczaĺ, Ũe oba algorytmy bňdŃ w stanie pracowaĺ na ukğadzie NVIDIA TEGRA X1 w czasie 

rzeczywistym przy rozdzielczoŜci 512 Ĭ 512.  

W przypadku algorytmu Q-CUTE nadwyŨka FD jest na tyle duŨa, Ũe moŨna rozwaŨaĺ pewne jego 

modyfikacje, majŃce na celu zwiňkszenie jakoŜci obrazowania prňdkoŜci kosztem zwiňkszenia 

zğoŨonoŜci obliczeniowej. JednŃ z nich moŨe byĺ zastosowanie algorytmu w formie iteracyjnej, 

z kaŨdym krokiem generujŃcej rozkğady prňdkoŜci coraz bliŨsze rzeczywistemu. Wysoka wydajnoŜĺ 

obliczeniowa algorytmu Q-CUTE umoŨliwia r·wnieŨ jego implementacjň w obrazowaniu 

tr·jwymiarowym z zachowaniem rygoru czasu rzeczywistego. Poza dodaniem trzeciego wymiaru, 

taka implementacja wiŃzağaby siň z zastosowaniem nie jedno- lecz dwuwymiarowej interpolacji, co 

zwiňkszyğoby koszt obliczeniowy algorytmu o 10 operacji MAD na piksel. UwzglňdniajŃc powyŨsze, 

na drodze skalowania moŨna szacowaĺ, Ũe dla ukğadu NVIDIA TEGRA X1 i rozdzielczoŜci 

256 Ĭ 256 Ĭ 32 maksymalna teoretyczna wartoŜĺ FR wynosiĺ bňdzie 52 fps, co wciŃŨ daje znaczny 

zapas z punktu widzenia obrazowania w czasie rzeczywistym. Z kolei przy wykorzystaniu ukğadu 

NVIDIA TITAN X PASCAL moŨliwe staje siň obrazowanie prňdkoŜci z rozdzielczoŜciŃ 

512 Ĭ 512 Ĭ 128 i maksymalnŃ teoretycznŃ wartoŜciŃ FR bliskŃ 70 fps. 
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3 Metodologia  

Wykonane prace miağy charakter symulacyjny i byğy w cağoŜci przeprowadzone w Ŝrodowisku 

MATLAB
É
. Opisany w tej pracy algorytm Q-CUTE byğ por·wnywany pod wzglňdem generowanych 

wynik·w z algorytmami referencyjnymi CUTE-FD oraz CUTE-SD. WczeŜniej jednak, aby umoŨliwiĺ 

moŨliwie obiektywnŃ ocenň por·wnawczŃ, dla kaŨdego z wymienionych algorytm·w przeprowadzono 

optymalizacjň wsp·ğczynnik·w regularyzacji ɚ. 

3.1 4ÏÒ ÐÒÚÅÔ×ÁÒÚÁÎÉÁ ÓÙÇÎÁčĕ× 

Zar·wno w procesie optymalizacji wartoŜci ɚ, jak r·wnieŨ w finalnej ocenie jakoŜci obrazowania 

prňdkoŜci poszczeg·lnymi metodami, posğugiwano siň ujednoliconym torem przetwarzania sygnağ·w, 

przedstawionym na Rysunek 22. 

 

Rysunek 22  Schemat, wg kt·rego otrzymywane byğy wyniki rekonstrukcji pola prňdkoŜci na podstawie jej arbitralnie 
zadanego rozkğadu 

CUTE ï rekonstrukcja 

CUTE 

ï preprocessing 

Generator  

sygnağu LRI 

creal [ZĬX] 

CUTE-SD 

Q-CUTEI 

Q-CUTED 

Detekcja æű 

Konwersja æű 

Decymacja 

LRIn [ZĬX] Ĭ N 

æűn,n+1  [ZĬX] Ĭ (N-1) 

æŰn,n+1  [ZĬX] Ĭ (N-1) 

æŰn,n+1 [ZdĬXd] Ĭ (N-1) 

crec [ZdĬXd] 

CUTE-FD 
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Na wejŜcie toru przetwarzania sygnağu podawana jest zadana mapa prňdkoŜci creal. Na jej podstawie 

generowany jest zestaw N zespolonych sygnağ·w LRIn dla obrazowania metodŃ CPWI pod kŃtami ɗn, 

gdzie n = 1...N. Dane LRIn sŃ nastňpnie poddawane preprocessingowi charakterystycznemu dla metod 

CUTE. Na wstňpie estymowane sŃ lokalne r·Ũnice faz æűn,n+1 obraz·w LRIn oraz LRIn+1 uzyskanych 

dla kŃt·w ɗn i ɗn+1, gdzie n = 1...N-1. Nastňpnie sŃ one przeliczane na przesuniňcia czasowe æŰn,n+1. 

Preprocessing metod CUTE koŒczy siň decymacjŃ danych æŰn,n+1. Te w kolejnym kroku sŃ 

przetwarzane za pomocŃ algorytmu Q-CUTE oraz algorytm·w referencyjnych: CUTE-FD oraz 

CUTE-SD, czego wynikiem sŃ zrekonstruowane mapy prňdkoŜci crec. 

NaleŨy w tym miejscu powt·rnie zaznaczyĺ, Ũe w przypadku algorytm·w referencyjnych optymalne 

typy regularyzacji zostağy wybrane na podstawie publikacji (Jaeger & Frenz, 2015): dla CUTE-FD 

byğa to regularyzacja z wykorzystaniem macierzy I, podczas gdy dla CUTE-SD ï z wykorzystaniem 

macierzy Dz oraz Dx. W przypadku algorytmu Q-CUTE nie dysponowano Ũadnymi przesğankami na 

temat tego, kt·ry rodzaj regularyzacji jest korzystniejszy. W zwiŃzku z tym wziňte pod uwagň byğy 

oba podejŜcia do kwestii regularyzacji opisane w rozdziale 2.7.2. Algorytmy Q-CUTE wykorzystujŃce 

przybliŨenia operatora r·Ũniczkowania opisane transmitancjami HI oraz HD oznaczmy odpowiednio 

jako Q-CUTEI oraz Q-CUTED. 

Obszar obrazowania 

Obszar, dla kt·rego wykonywane byğy symulacje, byğ prostokŃtny, o szerokoŜci xrng = 40 mm  

(od -20 mm do +20 mm) i gğňbokoŜci zrng = 50 mm (od 0 mm do +50 mm). Zadane rozkğady prňdkoŜci 

creal, dane wejŜciowe LRIn oraz dane w obrňbie preprocessingu: æŰn,n+1 oraz æůn,n+1, byğy okreŜlone na 

siatce prostokŃtnej, w kt·rej odstňpy pomiňdzy sŃsiednimi pikselami wynosiğy: w pionie ŭz = 0.1 mm 

oraz w poziomie ŭx = 0.1 mm. RozdzielczoŜĺ pikselowa siatki obrazu byğa r·wna ZĬX = 501Ĭ401. 

W wyniku koŒczŃcej preprocessing decymacji, algorytmy CUTE pracowağy na danych 

zredukowanych do rozdzielczoŜci pikselowej ZdĬXd = 51Ĭ41, co zostanie uzasadnione w opisie bloku 

decymacji. 

:ÁÄÁÎÅ ÒÏÚËčÁÄÙ ÐÒöÄËÏĢÃÉ Ãreal 

Przestrzenne rozkğady prňdkoŜci creal wykorzystywane w tej pracy ograniczağy siň do trzech 

podstawowych rodzaj·w: 

¶ rozkğady jednorodne, o wartoŜci prňdkoŜci cb (ang. Background), 

¶ rozkğady o jednorodnym tle o wartoŜci cb, zawierajŃce horyzontalnie zorientowane wtrŃcenie 

warstwowe poğoŨone na gğňbokoŜci zl = 20 mm, o gruboŜci dl oraz prňdkoŜci cl (ang. Layer), 

¶ rozkğady o jednorodnym tle o wartoŜci cb, zawierajŃce wtrŃcenie okrŃgğe poğoŨone w osi 

obrazu (xl = 0 mm) na gğňbokoŜci zl = 20 mm, o Ŝrednicy ūc oraz prňdkoŜci cc (ang. Circle). 

Generowanie danych LRI 

Danymi wejŜciowymi dla algorytm·w CUTE byğy zestawy zespolonych obraz·w LRIn odpowiadajŃce 

schematowi CPWI dla kŃt·w emisji ɗn rosnŃcych w zakresie od -20Á do +20Á z krokiem r·wnym 5Á, 

co dawağo w sumie N = 9 obraz·w. Dane te byğy uzyskiwane metodŃ symulacyjnŃ, co umoŨliwiağo 

zadanie dowolnego, wybranego arbitralnie rozkğadu prňdkoŜci creal. UŨyteczny sygnağ fazy űn dla kŃta 

ɗn byğ dany zaleŨnoŜciŃ: 

 ( )

( ) ( ) ( )

1

1 , 1

, 0

, , 2 , 1 1

i i

n i i n i i n n i i

z x

z x z x f z x n N
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j j p t+ +

=

= + D = -
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Rysunek 23  a) przykğadowy rozkğad zadanej prňdkoŜci dŦwiňku creal, oraz odpowiadajŃce mu rozkğady: b) op·ŦnieŒ 

Űn dla kŃta ɗn = 15Á, c) op·ŦnieŒ Űn+1 dla kŃta ɗn+1 = 20Á, oraz r·Ũnic op·ŦnieŒ æŰn,n+1: d) w formie niezakğ·conej,  

e) w formie zakğ·conej, wynikajŃcej z dodania do obrazu LRI szumu o amplitudzie ɝ = 0.4, f) w formie uzyskanej na 

drodze detekcji i konwersji sygnağu æű 

gdzie f oznacza czňstotliwoŜĺ fali ultradŦwiňkowej, kt·ra w opisanych symulacjach byğa r·wna 

f = 7 MHz. Z kolei æŰn,n+1 jest przesuniňciem czasowym obliczonym wg r·wnania (14) przy 

podstawieniu odchyğek powolnoŜci æů odpowiadajŃcych zestawieniu zadanego rozkğadu prňdkoŜci 

creal i nominalnej wartoŜci prňdkoŜci r·wnej c0 = 1540 m/s. Przykğadowy rozkğad prňdkoŜci creal oraz 

odpowiadajŃcy mu rozkğad æŰn,n+1 dla wybranego kŃta ɗn,n+1 zostağy przedstawione na Rysunek 23a,d. 

Ostatecznie, sygnağ LRIn byğ obliczany wg wzoru: 

 ( ) ( )( ) ( )LRI , exp , rand , 1n i i n i i i iz x i z x z x n Nj x= + =  (57) 

gdzie funkcja rand generuje losowe liczby zespolone o skğadowych rzeczywistej i urojonej 

okreŜlonych rozkğadem normalnym o odchyleniu standardowym r·wnym 1. Parametr ɝ odpowiada za 

regulowanie poziomu szumu w sygnale wejŜciowym. JeŜli poziom ten bňdzie r·wny ɝ = 0, to 

otrzymany sygnağ LRI bňdzie miağ stağŃ amplitudň, a jego faza bňdzie idealnie zgodna z zağoŨonym 

modelem teoretycznym. Dodawanie zespolonego szumu o arbitralnej amplitudzie ɝ zakğ·ca zar·wno 

amplitudň jak i fazň sygnağu LRI. Ten spos·b symulacji nie uwzglňdnia interferencyjnego charakteru 

rzeczywistych sygnağ·w LRI i wynikajŃcych z niego trudnoŜci dla estymacji prňdkoŜci dŦwiňku. 

Parametr ɝ umoŨliwia jednak regulacjň warunk·w pracy algorytm·w CUTE od idealnych do 

zbliŨonych do rzeczywistych. 

Detekcja Вű 

Podobnie jak w (Jaeger & Frenz, 2015), przesuniňcia fazowe æűn,n+1 pomiňdzy odpowiadajŃcymi sobie 

pikselami obraz·w LRIn i LRIn+1 otrzymanych dla kŃt·w ɗn i ɗn+1 byğy obliczane wg wzoru: 

 ( ) ( ) ( )( )*

, 1 LP 1, arg filt LRI , LRI ,n n i i n i i n i iz x z x z xj + +
è øD = ¶
ê ú

 (58) 

a) b) c) 

d) e) f) 
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gdzie symbole Å i 
*
 oznaczajŃ odpowiednio mnoŨenie po wsp·ğrzňdnych (iloczyn Hadamarda) oraz 

sprzňŨenie zespolone. Z kolei operator filt LP realizuje dwuwymiarowŃ filtracjň dolnoprzepustowŃ 

(wygğadzajŃcŃ). W niniejszej pracy operator filtLP oznaczağ splot sygnağu z funkcjŃ okna filtru, a zatem 

realizowağ filtracjň o skoŒczonej odpowiedzi impulsowej (FIR). Okno filtru byğo kwadratem o boku 

4 mm i wartoŜciach okreŜlonych rozkğadem normalnym o szerokoŜci 6-iu (Ñ3) odchyleŒ 

standardowych r·wnych ůLP = 0.67 mm. 

Wynikiem iloczynu w r·wnaniu (58) jest funkcja zespolona o fazie r·wnej r·Ũnicy faz obraz·w LRIn 

i LRIn+1 oraz amplitudzie bňdŃcej iloczynem moduğ·w |LRIn| i |LRIn+1|. Z punktu widzenia 

interesujŃcego nas argumentu przefiltrowanego iloczynu kolejnych LRI, wspomniana amplituda peğni 

rolň wagi przy filtracji sygnağu fazy. Tak zrealizowana filtracja pozwala znaczŃco ograniczyĺ wpğyw 

lokalnych skok·w fazy wynikajŃcych z interferencyjnego charakteru sygnağ·w LRI uzyskanych na 

drodze rzeczywistych pomiar·w. 

Konwersja Вű 

W kolejnym bloku preprocessingu metod CUTE wykonywana jest konwersja przesuniňĺ fazowych 

æűn,n+1 do postaci przesuniňĺ czasowych æŰn,n+1. Opisane jest to nastňpujŃcŃ zaleŨnoŜciŃ: 

 
, 1

, 1
2

n n

n n
f

j
t

p

+

+

D
D =  (59) 

gdzie czňstotliwoŜĺ f odebranych ech ultradŦwiňkowych jest stağa i r·wna 7 MHz. W rzeczywistych 

warunkach czňstotliwoŜĺ sygnağu zmienia siň m.in. na skutek tğumienia zaleŨnego od czňstotliwoŜci 

propagujŃcej fali. Niemniej jednak w opisywanych pracach symulacyjnych czynniki mogŃce wpğywaĺ 

na czňstotliwoŜĺ sygnağu odebranego ï charakterystyka czňstotliwoŜciowa gğowicy ultradŦwiňkowej, 

tğumienie badanego oŜrodka, zjawiska nieliniowe, etc. ï zostağy zaniedbane. 

Decymacja 

Na ostatnim etapie preprocessingu dane æŰn,n+1 byğy decymowane. Operacja ta wynikağa 

z wystňpujŃcego w metodzie CUTE-SD odwracania macierzy T o rozmiarach ZXĬZX. Odwr·cenie 

macierzy tych rozmiar·w samo w sobie jest zğoŨone obliczeniowo, a w ramach optymalizacji 

wsp·ğczynnik·w regularyzacji ɚ musiağo by byĺ wykonywane wielokrotnie (indywidualnie dla kaŨdej 

rozpatrywanej wartoŜci ɚ). Decymacja byğa wiňc narzňdziem umoŨliwiajŃcym wykonanie 

ww. optymalizacji dla algorytmu CUTE-SD w akceptowalnym horyzoncie czasowym. W przypadku 

pozostağych algorytm·w (CUTE-FD oraz Q-CUTE) duŨa rozdzielczoŜĺ pikselowa nie byğa takim 

problemem jak w przypadku CUTE-SD. Niemniej jednak, dla zachowania jednakowych warunk·w 

oceny wynik·w poszczeg·lnych algorytm·w, kaŨdy z nich operowağ na zredukowanych danych. 

Po decymacji przez 10 odstňpy pomiňdzy sŃsiednimi pikselami wynosiğy ŭzd = 1 mm oraz ŭxd = 1 mm, 

a rozdzielczoŜĺ pikselowa byğa r·wna ZdĬXd = 51Ĭ41. 

3.2 2ÅËÏÎÓÔÒÕËÃÊÁ ÒÏÚËčÁÄĕ× ÐÒöÄËÏĢÃÉ 

Sygnağem wejŜciowym dla kaŨdego z rozpatrywanych algorytm·w rekonstrukcji prňdkoŜci byğy 

zestawy op·ŦnieŒ czasowych æŰn,n+1. Przetwarzanie tych sygnağ·w w ramach kaŨdego z algorytm·w 

prowadziğo do uzyskania estymat rozkğadu odchyğek powolnoŜci æů. Ostatnim krokiem, kt·ry byğ 

wsp·lny dla wszystkich algorytm·w, byğo przeliczenie wartoŜci æů na prňdkoŜĺ crec wg wzoru (22). 

Na kolejnych stronach pracy om·wione zostanie przetwarzanie sygnağ·w w ramach poszczeg·lnych 

algorytm·w od etapu op·ŦnieŒ czasowych æŰn,n+1 do etapu odchyğek powolnoŜci æů. 
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3.2.1 Algorytm CUTE-SD 

Om·wienie algorytm·w CUTE zacznijmy od CUTE-SD, poniewaŨ jest on metodologicznie 

najprostszy. Zagadnienie odwrotne, czyli obliczenie odchyğek powolnoŜci æů na podstawie znanych 

op·ŦnieŒ czasowych æŰ, zostağo wczeŜniej opisane r·wnaniem (27). W podejŜciu implementacyjnym 

zagadnienie to moŨna podzieliĺ na dwie czňŜci. Pierwsza polega na wyznaczeniu macierzy 

przeksztağcenia odwrotnego T
-1
. Dla ustalonych wartoŜci parametr·w geometrycznych oraz 

wsp·ğczynnik·w regularyzacji, macierz T
-1
 jest niezmienna. Raz obliczona w trybie offline moŨe byĺ 

wiňc przechowywana w pamiňci do dalszego wykorzystania w obliczeniach. Druga czňŜĺ zagadnienia 

odwrotnego, odbywajŃca siň w czasie rzeczywistym (w trybie online), jest zwykğym mnoŨeniem 

macierzy wg wzoru (27). Schemat blokowy implementacji metody CUTE-SD zostağ przedstawiony na 

Rysunek 24. 

 

Rysunek 24  Schemat implementacyjny algorytmu CUTE-SD 

Om·wienie schematu blokowego zacznijmy od czňŜci offline. Macierz przeksztağcenia T jest obliczana 

na podstawie parametr·w geometrycznych takich jak: rozdzielczoŜĺ pikselowa ZĬX, odstňpy miňdzy 

pikselami w pionie ï ŭz, i w poziomie ï ŭx, oraz kŃty emisji fali pğaskiej ɗn. Wyznaczanie macierzy T 

odbywa siň przy zağoŨeniu prostoliniowej propagacji fali w oŜrodku, w kt·rym powolnoŜĺ ů jest 

zdefiniowana na prostokŃtnej siatce o rozdzielczoŜci pikselowej ZĬX, indeksowanej wsp·ğrzňdnymi 

(zi,xi). 

Przy emisji fali pğaskiej pod kŃtem ɗn, op·Ŧnienie Űn po przebyciu przez falň pğaskŃ drogi rn jest cağkŃ 

odchyğek powolnoŜci æů na tej drodze, co zostağo zapisane w r·wnaniu (11). PoniewaŨ posğugujemy 

siň opisem oŜrodka w wňzğach siatki (pikselach), wartoŜĺ cağki moŨe byĺ jedynie przybliŨona jednŃ 

z wielu metod interpolacyjnych. W tej pracy posğuŨono siň interpolacjŃ liniowŃ pomiňdzy 

sŃsiadujŃcymi w poziomie pikselami, tak jak zostağo oznaczone na Rysunek 25. PodejŜciu temu 

odpowiada nastňpujŃcy zapis matematyczny: 
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gdzie nawiasy ổ Ỗ oraz ỗ Ộ oznaczajŃ zaokrŃglenia odpowiednio: w g·rň oraz w d·ğ. Przy rozdzielczoŜci 

pikselowej danych r·wnej ZĬX rozmiary macierzy æů oraz Űn wynoszŃ ZXĬ1, podczas gdy wymiary 

macierzy przeksztağcenia Tn sŃ r·wne ZXĬZX. Dla operacji opisanej r·wnaniem (23) poszczeg·lne 

elementy macierzy Tn bňdŃ dane wzorem: 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )1 , ' ' 1 , , , ', '
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, ' 1

, ' 1

n i i i i n i i n i i i i

n

i i

i i

z
T z Z x z Z x U z x W z x z x

z z Z

x x X

d

q
+ - + - = Ö Ö

=

=

 (61) 

We wzorze tym funkcja Un pozwala uwzglňdniĺ obszar martwy w obrazowaniu falŃ pğaskŃ przy emisji 

pod kŃtem ɗn. Przyjmuje ona wartoŜĺ 0 dla pikseli w polu martwym oraz 1 dla pikseli objňtych 

oddziağywaniem pğaskiej czňŜci czoğa emitowanego impulsu ultradŦwiňkowego. Kolejna funkcja 

we wzorze (61) ï Wn ï odpowiada wagom w procesie horyzontalnej interpolacji liniowej. Dla pikseli 

o wsp·ğrzňdnych (ziô,xiô), bezpoŜrednio sŃsiadujŃcych z drogŃ propagacji impulsu rn, przyjmuje ona 

wartoŜci wprev dla pikseli na lewo od drogi rn, oraz wnext dla pikseli na prawo od drogi rn. Na Rysunek 

25 piksele te zostağy oznaczone kolorami odpowiednio: czerwonym i zielonym. Dla pozostağych 

pikseli (na Rysunek 25 oznaczonych kolorem czarnym) Wn przyjmuje wartoŜĺ 0.  

Analogicznie wyznaczana jest macierz Tn+1 dla kŃta nadawczego ɗn+1. Zgodnie z r·wnaniem (24), 

r·Ũnicň macierzy Tn oraz Tn+1 uzyskanych dla kŃt·w emisji ɗn oraz ɗn+1 oznaczmy jako Tn,n+1. Zgodnie 

z (Jaeger & Frenz, 2015), w przypadku rekonstrukcji w dziedzinie przestrzennej, tj. w algorytmie 

CUTE-SD, odwracanie wszystkich macierzy przeksztağceŒ: T1,2, T2,3, ..., TN-1,N, powinno odbywaĺ siň 

jednoczeŜnie. W tym celu tworzona jest zğoŨona macierz przeksztağcenia T o rozmiarach ZX(N-1)ĬZX: 
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(62) 

 

Rysunek 25  Ilustracja metody interpolacji wykorzystanej w obliczaniu cağki wzdğuŨ promienia rn 
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Wyznaczenie macierzy T koŒczy przetwarzanie w pierwszym bloku czňŜci offline schematu z Rysunek 

24. Ujňte w kolejnym bloku schematu odwracanie macierzy T odbywa siň wg procedury opisanej 

w rozdziale 2.7.1, zgodnie ze wzorem (45). PowoğujŃc siň na pracň (Jaeger, Held, Preisser, Peeters, 

Grunig, & Frenz, 2014), ustalono, Ũe ɚ1 = 0. Z kolei wartoŜci wsp·ğczynnik·w ɚ2 oraz ɚ3 byğy 

przedmiotem optymalizacji opisanej w rozdziağach 3.4 oraz 4.1. Obliczona macierz odwrotna T
-1
 jest 

nastňpnie zapisywana w pamiňci do dalszego wykorzystania w czňŜci online schematu przetwarzania. 

CzňŜĺ online algorytmu CUTE-SD polega jedynie na mnoŨeniu macierzy wg r·wnania (27). 

Obliczony w ten spos·b rozkğad æů jest przeliczany na rozkğad prňdkoŜci crec wg wzoru (22). 

3.2.2 Algorytm CUTE-FD 

W algorytmie CUTE-FD zagadnienie odwrotne jest opisane r·wnaniem (33). Ponownie, podobnie jak 

w algorytmie CUTE-SD, zagadnienie to jest podzielone na dwie czňŜci: offline ï polegajŃcŃ na 

wyznaczeniu macierzy przeksztağcenia odwrotnego T
-1
, oraz dziağajŃcŃ w czasie rzeczywistym czňŜĺ 

online. Schemat blokowy implementacji metody CUTE-FD zostağ przedstawiony na Rysunek 26. 

Wyznaczanie macierzy przeksztağcenia Tn,n+1 w czňŜci offline odbywa siň wg r·wnaŒ (29) oraz (24). 

OdnoŜnie kolejnego bloku w czňŜci offline, zgodnie z (Jaeger, Held, Preisser, Peeters, Grunig, & 

Frenz, 2014), odwracanie macierzy przeksztağceŒ Tn,n-1 dla poszczeg·lnych par kŃt·w ɗn, ɗn+1 jest 

w metodzie CUTE-FD wykonywane oddzielnie. Zamiast scalonych sygnağ·w jak w przypadku 

CUTE-SD, w schemacie na Rysunek 26 wystňpujŃ wiňc dane oznaczone indeksem n,n+1, oznaczajŃce  

N-1 r·wnolegle przetwarzanych sygnağ·w dla n = 1...N-1. Ponadto odwracanie macierzy o strukturze 

jak na Rysunek 9 moŨe byĺ przeprowadzone oddzielnie dla kaŨdego jej niezerowego sektora, tj. dla 

 

Rysunek 26  Schemat implementacyjny algorytmu CUTE-FD 
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kaŨdej pary xi = xiô (kx = kxô), co znaczŃco upraszcza proces od strony obliczeniowej. Odwracanie 

poszczeg·lnych sektor·w macierzy Tn,n+1 odbywa siň wg procedury opisanej w rozdziale 2.7.1, 

zgodnie ze wzorem (45). PowoğujŃc siň ponownie na pracň (Jaeger, Held, Preisser, Peeters, Grunig, & 

Frenz, 2014), ustalono, Ũe ɚ2 = 0 oraz ɚ3 = 0. Z kolei wartoŜĺ wsp·ğczynnika ɚ1 byğa przedmiotem 

optymalizacji opisanej w rozdziağach 3.4 oraz 4.1. CzňŜĺ offline schematu przetwarzania koŒczy siň 

zapisem macierzy Tn,n+1
-1
 do pamiňci w celu dalszego wykorzystania w czňŜci online. 

Podobnie jak w czňŜci offline, przetwarzanie online algorytmu CUTE-FD odbywa siň r·wnolegle dla 

sygnağ·w uzyskanych dla poszczeg·lnych par kŃt·w (ɗn, ɗn+1), n = 1...N-1. Pierwszym blokiem toru 

online jest dwuwymiarowa transformacja Fouriera sygnağ·w æŰn,n+1. Nastňpnie wykonywane jest 

mnoŨenie lewostronne przez macierze przeksztağcenia odwrotnego Tn,n+1
-1
, zgodnie ze wzorem (33). 

PoniewaŨ macierze Tn,n+1
-1
 w r·wnaniu (33) sŃ rzadkie i majŃ uporzŃdkowanŃ strukturň (Rysunek 9), 

mnoŨenie macierzy moŨna wykonaĺ efektywniej poprzez zastosowanie metod macierzy rzadkich. 

W kolejnym bloku realizowana jest odwrotna dwuwymiarowa transformacja Fouriera. Na jego 

wyjŜciu uzyskuje siň zestaw sygnağ·w æůn,n+1 dla n = 1...N-1. W ostatnim bloku czňŜci online zestaw 

ten jest uŜredniany wzglňdem n wg r·wnania (34), w wyniku czego otrzymuje siň estymatň rozkğadu 

æů. Ta w ostatnim kroku jest przeliczana na rozkğad prňdkoŜci crec wg wzoru (22). 

3.2.3 Algorytm Q-CUTE 

Przetwarzanie sygnağu w ramach algorytmu Q-CUTE zostağo przedstawione za pomocŃ schematu 

blokowego na Rysunek 27. Algorytm moŨna podzieliĺ na dwa etapy wyszczeg·lnione juŨ wczeŜniej 

w rozdziale 2.6.3. Na wejŜcie pierwszego etapu algorytmu (oznaczonego kolorem niebieskim) 

podawany jest sygnağ w postaci zestawu N-1 obraz·w æŰn,n+1 o rozmiarach ZĬX pikseli. Na wyjŜciu 

tego etapu zwracany jest rozkğad æůô z r·wnania (39). Aby wyznaczyĺ szukany rozkğad æů, naleŨy 

dodaĺ do æůô przebieg stağej cağkowania C(z). Przebieg ten jest estymowany w ramach drugiego etapu 

przetwarzania, oznaczonego na Rysunek 27 kolorem zielonym. 

Na poczŃtku naleŨy zaznaczyĺ, Ũe zawarte w rozdziale 2.6.3 rozwaŨania dotyczŃce metody Q-CUTE 

miağy charakter og·lny i dotyczyğy przestrzeni opisanej ciŃgğymi wsp·ğrzňdnymi (z,x). Przedstawione 

w tym rozdziale podejŜcie implementacyjne opiera siň na wsp·ğrzňdnych (zi,xi) stanowiŃcych indeksy 

poszczeg·lnych pikseli w obszarze obrazowania (Rysunek 2c). Fakt ten wymusza na nas 

dostosowanie operator·w cağki i pochodnej. PrzejdŦmy jednak do om·wienia schematu z Rysunek 27. 

Pierwszy etap metody Q-CUTE wymaga wykonania operacji drugiej pochodnej wystňpujŃcej 

w r·wnaniu (37). PoniewaŨ operacja ta ma siň odbywaĺ wzdğuŨ kierunk·w odpowiadajŃcych kŃtom 

ɗn,n+1, kaŨdy z N-1 obraz·w æŰn,n+1 jest najpierw poddany reorganizacji w celu kompensacji kŃt·w 

ɗn,n+1. Przeksztağcenie to realizowane jest w pierwszym bloku schematu na Rysunek 27 i polega na 

przesuwaniu zawartoŜci wierszy obraz·w æŰn,n+1 o æxi pikseli: 

 
( ) ( ), 1 , 1, 1 tani i n n i n n

z
x z z

x

d
q q

d
+ +D = -  (63) 

gdzie zi oznacza numer wiersza obrazu, przy czym pierwszy wiersz odpowiada gğňbokoŜci 0 mm, na 

kt·rej znajduje siň powierzchnia liniowej gğowicy ultradŦwiňkowej. Parametry ŭz oraz ŭx oznaczajŃ 

odpowiednio odlegğoŜci pomiňdzy sŃsiednimi pikselami w kierunkach z (pionie) oraz x (poziomie).  



49 

 

 

Rysunek 27  Schemat implementacyjny algorytmu Q-CUTE 
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Przesuniňcie æxi jest zwykle liczbŃ niecağkowitŃ, a zatem przy obliczaniu przechylonego obrazu 

æŰn,n+1
#
 wykonywana jest interpolacja liniowa: 

 ( ) ( ) ( )#

, 1 , 1 , 1, , ,n n i i n n i i i prev n n i i i next

prev i i

next i i

z x z x x w z x x w

w x x

w x x

t t t+ + +D =D + D +D + Dé ù è øê ú é ù

= D -Dè øé ù

=D - Dé ùê ú

 (64) 

gdzie wprev oraz wnext peğniŃ rolň wag w procesie interpolacji. Po wykonaniu opisanego przeksztağcenia 

proste odchylone w obrazach æŰn,n+1 o kŃt ɗn,n+1, wzdğuŨ kt·rych naleŨy wykonaĺ operacjň drugiej 

pochodnej, sŃ w obrazach æŰn,n+1
#
 zorientowane r·wnolegle do osi z (pionowo). W takim ukğadzie 

moŨliwe jest zastosowanie prostego obliczeniowo, zregularyzowanego operatora pochodnej opisanego 

w rozdziale 2.7.2. Drugi blok schematu z Rysunek 27 obejmuje dwukrotne zastosowanie 

ww. operatora. Po obliczeniu drugiej pochodnej nastňpuje przywr·cenie pierwotnej organizacji 

danych na drodze ponownej interpolacji z wykorzystaniem przeciwnych wartoŜci przesuniňĺ -æxi, co 

realizowane jest w trzecim bloku schematu. W kolejnym bloku wykonywane jest skalowanie ï 

dzielenie danych przez -bn,n+1, co skutkuje wyznaczeniem æůx i tym samym finalizuje ciŃg operacji 

opisanych w r·wnaniu (37). Dalsze przetwarzanie polega na uŜrednianiu danych æůx wzglňdem kŃt·w 

ɗn,n+1, z wykorzystaniem wsp·ğczynnik·w wagowych w
I
n,n+1. Operacja ta, zawarta w piŃtym bloku 

niebieskiej czňŜci schematu, odpowiada r·wnaniu (38). Dziňki zastosowaniu maski mn,n+1 uwzglňdnia 

ona fakt wystňpowania w danych obszar·w Ămartwychò, tj. nienadŦwiňkowionych w procesie 

obrazowania metodŃ CPWI dla emisji pod kŃtem ɗn lub ɗn+1. Na wyjŜciu bloku uŜredniania mamy 

dane ɝ„, kt·re w kolejnym bloku sŃ cağkowane wzdğuŨ kierunku x (poziomo), co zgodnie 

z r·wnaniem (39) skutkuje obliczeniem æůô. Operacja ta koŒczy pierwszŃ czňŜĺ algorytmu Q-CUTE. 

W czňŜci drugiej, oznaczonej na schemacie kolorem zielonym, wszystkie bloki aŨ do pierwszego 

sumatora wğŃcznie realizujŃ operacjň opisanŃ r·wnaniem (41). ObecnoŜĺ blok·w powielajŃcych 

wynika z koniecznoŜci dopasowania rozmiar·w danych ï po uŜrednianiu w piŃtym bloku pierwszego 

etapu przetwarzania, trzeci wymiar danych zostağ utracony. W gağňzi zasilanej sygnağem ɝ„ kaŨda 

kolejna kopia powielonego sygnağu jest przetwarzana nieco inaczej ï efektywnie cağkowanie odbywa 

siň na drogach odchylonych pod r·Ũnymi kŃtami ɗn,n+1, a wsp·ğczynniki skalujŃce przyjmujŃ r·Ũne 

wartoŜci. Dla gağňzi zasilanej sygnağem æůô obecnoŜĺ bloku powielajŃcego wynika jedynie z koncepcji 

schematu blokowego, w kt·rej do sumatora docierajŃ dane o jednakowych wymiarach. 

PewnŃ wŃtpliwoŜĺ w tej czňŜci algorytmu moŨe budziĺ obecnoŜĺ bloku pochodnej w gağňzi zasilanej 

sygnağem æŰn,n+1
#
. MoŨliwe jest przecieŨ wykorzystanie sygnağu z bloku drugiej pochodnej z pierwszej 

czňŜci schematu algorytmu Q-CUTE. W bloku tym druga pochodna jest obliczana na drodze 

dwukrotnego zastosowania zregularyzowanego operatora pierwszej pochodnej, a wiňc moŨliwe 

byğoby wykorzystanie sygnağu poŜredniego, po pojedynczym zastosowaniu operatora pochodnej. 

Okazuje siň jednak, Ũe optymalne wartoŜci wsp·ğczynnik·w regularyzacji dla pierwszej i drugiej 

czňŜci algorytmu istotnie siň r·ŨniŃ. W zwiŃzku z tym pochodna w drugiej czňŜci algorytmu Q-CUTE 

jest obliczana niezaleŨnie. 

WracajŃc do meritum, zgodnie z r·wnaniem (41), na wyjŜciu sumatora wystňpuje sygnağ Cn,n+1. 

W kolejnym bloku nastňpuje jego uŜrednianie po poszczeg·lnych kŃtach ɗn,n+1 oraz po wsp·ğrzňdnych 

xi. Tutaj r·wnieŨ stosowane sŃ maski obszar·w Ămartwychò mn,n+1, jak r·wnieŨ dodatkowe, arbitralne 

wsp·ğczynniki wagowe w
II

n,n+1 oraz u. Operacja ta odpowiada r·wnaniu (42) i koŒczy siň obliczeniem 

sygnağu ὅӶ. Ten po formalnym X-krotnym powieleniu kolumn dodawany jest do obliczonego 
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w pierwszej czňŜci algorytmu sygnağu æůô, co finalnie skutkuje oszacowaniem rozkğadu æů. Ostatnim 

krokiem, nieujňtym juŨ na schemacie blokowym, jest wyznaczenie estymaty rozkğadu prňdkoŜci crec 

wedğug r·wnania (22). 

Na koniec naleŨy uŜciŜliĺ, jakie wartoŜci przypisane zostağy wsp·ğczynnikom wagowym na potrzeby 

opisywanych symulacji. Dla bloku uŜredniania w pierwszym etapie algorytmu Q-CUTE przyjňto, Ũe 

dla kaŨdego kŃta ɗn,n+1 wartoŜci w
I
n,n+1 bňdŃ jednakowe, co w praktyce oznacza rezygnacjň z waŨenia 

w procesie uŜredniania. TakŃ decyzjň podjňto na podstawie szeregu pr·b, z kt·rych nie wynikağa 

istotna poprawa jakoŜci wynik·w ɝ„ towarzyszŃca stosowaniu wsp·ğczynnik·w wagowych w
I
n,n+1. 

W bloku uŜredniania w drugim etapie algorytmu Q-CUTE zastosowano natomiast wsp·ğczynniki 

wagowe w
II

n,n+1 oraz u dane nastňpujŃcymi wzorami: 

 2

, 1

, 1 2
1 exp

2

n nII

n n

w

w
q

s

+

+

å õ
= - -æ öæ ö

ç ÷

 (65) 
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å õ
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gdzie odchylenia standardowe byğy r·wne odpowiednio: ůw = 4Á, oraz ůu = 8 mm. NaleŨy w tym 

miejscu zaznaczyĺ, Ũe dob·r wsp·ğczynnik·w wagowych zostağ wykonany na podstawie szeregu pr·b, 

w oparciu o arbitralnŃ ocenň ich wpğywu na jakoŜĺ obrazowania prňdkoŜci. Ten aspekt algorytmu  

Q-CUTE nie zostağ zatem jeszcze w peğni zoptymalizowany. 

3.3 Ocena ÊÁËÏĢÃÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÁ 

Rekonstruowane obrazy rozkğadu prňdkoŜci byğy oceniane wizualnie oraz z wykorzystaniem szeregu 

parametr·w o charakterze iloŜciowym: bğňdu Ŝredniego ï ME (ang. Mean Error), pierwiastka bğňdu 

Ŝredniokwadratowego ï RMSE (ang. Root Mean Squared Error), odchylenia standardowego ï STD 

(ang. Standard Deviation), oraz stosunku kontrast-szum ï CNR (ang. Contrast-to-Noise Ratio). 

WartoŜci ME, RMSE, STD oraz CNR obliczane byğy w kwadratowym ROI o boku dğugoŜci 24 mm, 

kt·rego Ŝrodek znajdowağ siň na osi obszaru obrazowania (x = 0 mm), na gğňbokoŜci z = 20 mm. 

Ocena wizualna 

Etap wizualnej oceny jakoŜciowej jest niezbňdny w celu wykrycia istotnych cech systemu 

obrazowania, kt·re mogŃ okazaĺ siň trudne do wychwycenia przy wykorzystaniu ograniczonego 

zestawu parametr·w iloŜciowych. Ocenie wizualnej podlegağ szereg wğasnoŜci obraz·w wyjŜciowych:  

¶ obecnoŜĺ artefakt·w niezwiŃzanych z zadanym rozkğadem prňdkoŜci, 

¶ obecnoŜĺ artefakt·w zwiŃzanych z niejednorodnoŜciami (np. wtrŃceniami) w zadanym 

rozkğadzie prňdkoŜci, 

¶ skala zakğ·ceŒ o charakterze losowym (wariancja, skala ziarnistoŜci, uporzŃdkowanie), 

¶ kontrastowoŜĺ obrazowania wtrŃceŒ, nachylenie zbocza na granicy wtrŃcenia, 

Wizualna ocena wynik·w rekonstrukcji ma jednak pewne ograniczenia  trudno jest przeprowadziĺ 

ocenň obraz·w prňdkoŜci uzyskanych dla odpowiednio szerokiego zakresu zadanych rozkğad·w 

prňdkoŜci. W takiej sytuacji praktyczniejszym rozwiŃzaniem jest analiza parametr·w iloŜciowych. 
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ME 

średni bğŃd estymacji ME stanowiğ miarň systematycznego niedoszacowania bŃdŦ przeszacowania 

wartoŜci prňdkoŜci i byğ obliczany wg wzoru: 

 ( ) ( )( )
( ), ROI

ROI ROI

, ,
i i

rec i i real i i

z x

c z x c z x

ME
Z X

Í

-

=

ä
 (67) 

gdzie crec oraz creal oznaczajŃ odpowiednio rozkğady prňdkoŜci zrekonstruowany oraz rzeczywisty. 

Z kolei ZROI i XROI sŃ wyraŨonymi liczbŃ pikseli rozmiarami obszaru ROI wzdğuŨ osi OZ oraz OX. 

Na potrzeby obliczania ME oraz innych parametr·w iloŜciowej oceny wynik·w, przed wydzieleniem 

obszaru ROI zadany rozkğad prňdkoŜci creal byğ decymowany do rozdzielczoŜci wynik·w crec, 

tj. ZdĬXd. 

RMSE 

Pierwiastek bğňdu Ŝredniokwadratowego RMSE stanowiğ podstawowŃ miarň uog·lnionego bğňdu 

estymacji prňdkoŜci i byğ obliczany wg wzoru: 
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STD 

Kolejnym parametrem wykorzystanym w ocenie iloŜciowej byğo odchylenie standardowe STD 

(oznaczone w ten spos·b dla odr·Ũnienia od powolnoŜci ů), obliczane wg wzoru: 
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gdzie ὧ 2/) jest ŜredniŃ wartoŜciŃ zrekonstruowanej prňdkoŜci crec w obszarze ROI. Odchylenie 

standardowe STD byğo obliczane jedynie dla wynik·w crec uzyskanych w przypadku jednorodnych 

rozkğad·w prňdkoŜci creal.  

CNR 

Stosunek kontrast-szum, tj. CNR, byğ miarŃ czytelnoŜci obrazu crec, wielkoŜciŃ opisujŃcŃ relacjň 

pomiňdzy dynamikŃ odwzorowania ukğadu tğo-wtrŃcenie a dynamikŃ niepoŨŃdanych fluktuacji 

i zakğ·ceŒ w zrekonstruowanym obrazie crec. Parametr ten byğ obliczany wg wzoru: 

 ( ) ( )

( )( ) ( )( )

INC ROI BCG ROI

var INC ROI var BCG ROI

rec rec

rec rec

c c
CNR

c c

Æ - Æ
=

Æ + Æ
 (70) 
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gdzie var oznacza wariancjň, a INC oraz BCG sŃ obszarami wtrŃcenia (ang. Inclusion) oraz tğa 

(ang. Background). Parametr CNR m·gğ byĺ obliczony jedynie w przypadku niejednorodnych 

(tj. zawierajŃcych wtrŃcenie) rozkğad·w creal. 

3.4 Optymalizacj a ×ÓÐĕčÃÚÙÎÎÉËĕ× ÒÅÇÕÌÁÒÙÚÁÃÊÉ 

Cel optymalizacji 

Wyb·r wartoŜci wsp·ğczynnika regularyzacji ɚ ma kluczowy wpğyw na czytelnoŜĺ wynikowych 

obraz·w prňdkoŜci. Zostağo to przedstawione na Rysunek 29 za pomocŃ rozkğad·w prňdkoŜci 

zrekonstruowanych z wykorzystaniem poszczeg·lnych algorytm·w przy r·Ũnych wartoŜciach 

wsp·ğczynnik·w regularyzacji ɚ. Zadany rozkğad prňdkoŜci byğ identyczny z przedstawionym na 

Rysunek 28. Dla zbyt niskich wartoŜci ɚ wynik przetwarzania jest obarczony duŨŃ wariancjŃ. Z kolei 

w przypadku zbyt wysokiej wartoŜci ɚ, wynikowe obrazy sŃ mocno wygğadzone i w efekcie 

pozbawione szczeg·ğ·w. Dla poszczeg·lnych algorytm·w wartoŜĺ optymalna wsp·ğczynnik·w 

regularyzacji ɚ moŨe siň istotnie r·Ũniĺ. Aby moŨliwe byğo rzetelne por·wnanie wynik·w 

przetwarzania, konieczna jest optymalizacja stopnia regularyzacji indywidualnie dla kaŨdego 

z algorytm·w. 

Warunki optymalizacji 

Optymalizacja stopnia regularyzacji ɚ w badanych algorytmach polegağa na znalezieniu ekstremum 

funkcji celu oraz odpowiadajŃcej mu wartoŜci ɚ. Wymagağo to rekonstrukcji rozkğadu prňdkoŜci 

dŦwiňku dla szeregu r·Ũnych wartoŜci ɚ. Te byğy zmieniane w zakresie od 1e-6 do 1e6 z postňpem 

geometrycznym. Zadany rozkğad prňdkoŜci zawierağ okrŃgğe wtrŃcenie o Ŝrednicy ūc = 10 mm 

i Ŝrodku poğoŨonym w osi gğowicy (x = 0 mm) na gğňbokoŜci z = 20 mm (Rysunek 28). WartoŜci 

prňdkoŜci dŦwiňku dla tğa i wtrŃcenia byğy r·wne odpowiednio cb = 1550 m/s oraz cc = 1560 m/s. Taki 

rozkğad prňdkoŜci zapewniağ wystňpowanie obu skğadowych sygnağu æŰ odpowiadajŃcych wyrazom  

A i B w r·wnaniu (35). 

Dane wejŜciowe LRI byğy generowane zgodnie z procedurŃ opisanŃ w rozdziale 3.1. Poziom zakğ·ceŒ 

o charakterze szumowym byğ r·wny ɝ = 0,4 a sekwencja nadawcza obejmowağa emisje pod kŃtami 

ɗ {ɴ -20Á, -15Á, -10Á, -5Á, 0Á, 5Á, 10Á, 15Á, 20Á}. WartoŜci parametr·w, kt·re zostağy uŨyte do 

iloŜciowej oceny jakoŜci obrazowania jako funkcje celu w procesie optymalizacji, byğy obliczane na 

podstawie wynik·w obrazowania prňdkoŜci w obszarze ROI w ksztağcie kwadratu o boku dğugoŜci 

24 mm. środek ROI pokrywağ siň ze Ŝrodkiem wtrŃcenia w zadanym rozkğadzie prňdkoŜci.  

 

Rysunek 28  Rozkğad prňdkoŜci creal oraz obszar ROI wykorzystany w procesie optymalizacji wsp·ğczynnik·w 
regularyzacji ɚ 

ROI 
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Rysunek 29  Zestawienie rozkğad·w prňdkoŜci zrekonstruowanych poszczeg·lnymi algorytmami, dla szeregu r·Ũnych 

wartoŜci wsp·ğczynnik·w regularyzacji ɚ. Zadany rozkğad prňdkoŜci byğ identyczny z przedstawionym na Rysunek 

28. Dla algorytm·w wykorzystujŃcych dwa wsp·ğczynniki regularyzacji (CUTE-SD korzysta z ɚ2 i ɚ3, Q-CUTEI oraz  

Q-CUTED wykorzystujŃ odpowiedni wsp·ğczynnik regularyzacji w dw·ch etapach), dla uproszczenia wsp·ğczynniki 
te przyjmujŃ jednakowe wartoŜci. 

Zastosowanie ROI niepokrywajŃcego cağego obszaru obrazowania wynika z faktu, Ũe zachowanie 

poszczeg·lnych algorytm·w na krawňdziach obraz·w moŨe siň istotnie r·Ũniĺ, co widaĺ na 

przykğadach z Rysunek 29. W rozdziale 4.2, dotyczŃcym por·wnania wynik·w poszczeg·lnych metod 

rekonstrukcji prňdkoŜci, bğňdy w okolicach krawňdzi obraz·w bňdŃ poddane oddzielnej ocenie 

jakoŜciowej. Gğ·wnym zadaniem bňdzie jednak por·wnanie jakoŜci rekonstrukcji w centralnej czňŜci 

obszaru obrazowania. W zwiŃzku z tym, na etapie optymalizacji uwaga r·wnieŨ bňdzie skupiona na 

jakoŜci obrazowania w ROI obejmujŃcym centralnŃ czňŜĺ obrazowanego obszaru.  
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Opisane wyŨej warunki optymalizacji uznajmy za nominalne. Wyznaczone w tych warunkach 

optymalne wartoŜci ɚ zostanŃ wykorzystane jako wsp·ğczynniki regularyzacji poszczeg·lnych 

algorytm·w na etapie ich por·wnania. NaleŨy jednak podkreŜliĺ, Ũe warunki nominalne zostağy 

dobrane arbitralnie, a jakakolwiek ich zmiana mogğaby skutkowaĺ innymi wynikami optymalizacji. 

Aby oceniĺ wraŨliwoŜĺ wynik·w optymalizacji na zmiany ww. warunk·w, optymalizacjň 

przeprowadzono r·wnieŨ dla szeregu ich modyfikacji, kt·re obejmowağy: 

¶ zmiany wielkoŜci ROI: 

o ROI = 36 mm Ĭ 36 mm, 

o ROI = 24 mm Ĭ 24 mm, 

o ROI = 16 mm Ĭ 16 mm, 
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¶ zmiany Ŝrednicy wtrŃcenia ūc: 

o ūc = 7 mm, 

o ūc = 10 mm, 

o ūc = 14 mm, 

¶ zmiany prňdkoŜci dŦwiňku jednoczeŜnie w tle oraz we wtrŃceniu: 

o cb = 1540 m/s, cc = 1550 m/s, 

o cb = 1550 m/s, cc = 1560 m/s, 

o cb = 1560 m/s, cc = 1570 m/s, 

¶ zmiany prňdkoŜci dŦwiňku jedynie we wtrŃceniu: 

o cb = 1550 m/s, cc = 1555 m/s, 

o cb = 1550 m/s, cc = 1560 m/s, 

o cb = 1550 m/s, cc = 1565 m/s, 

¶ zmiany amplitudy zakğ·ceŒ ɝ: 

o ɝ = 0.2, 

o ɝ = 0.4, 

o ɝ = 0.8, 

gdzie podkreŜlenie oznacza konfiguracjň nominalnŃ. MoŨliwych rodzaj·w modyfikacji jest oczywiŜcie 

znacznie wiňcej, jednak powyŨszy zestaw ma jedynie umoŨliwiĺ oszacowanie wpğywu warunk·w 

optymalizacji na jej wyniki.  

Funkcje celu 

Optymalna wartoŜĺ wsp·ğczynnika regularyzacji ɚopt byğa identyfikowana jako ɚ, dla kt·rej funkcja 

celu ɢ(ɚ) osiŃgağa ekstremum. WartoŜĺ ɚopt reprezentuje pewien stan kompromisu pomiňdzy 

ograniczeniem wariancji a zachowaniem kontrastowego odwzorowania szczeg·ğ·w w obrazach 

prňdkoŜci. Funkcje celu o niejednakowej definicji bňdŃ z r·ŨnŃ czuğoŜciŃ reagowağy na zmiany 

w ww. cechach obraz·w. MoŨe to skutkowaĺ doŜĺ istotnymi r·Ũnicami w wyjŜciowych wartoŜciach 

ɚopt w zaleŨnoŜci od uŨytej funkcji celu. W zwiŃzku z tym w optymalizacji wsp·ğczynnika 

regularyzacji ɚ posğugiwano siň dwoma odmiennie zdefiniowanymi funkcjami celu. 

Jako pierwszŃ z nich zastosowano parametr RMSE opisany r·wnaniem (68). BňdŃc miarŃ bğňd·w 

obrazowania, jest on zastosowany w charakterze funkcji kosztu. Optymalna wartoŜĺ ɚ odpowiada 

w takim wypadku poğoŨeniu minimum funkcji kosztu. Parametr RMSE dla mağych ɚ osiŃga wysokie 

wartoŜci ï duŨe bğňdy w tym przypadku wynikajŃ ze znacznej wariancji obraz·w. Zwiňkszanie ɚ 

redukuje bğňdy zwiŃzane z wariancjŃ, co prowadzi do spadku RMSE. Towarzyszy temu jednak 

postňpujŃce rozmycie obrazu wtrŃcenia i wzrost bğňd·w z tego wynikajŃcych. W pewnym momencie 

bğňdy zwiŃzane z rozmyciem rosnŃ szybciej niŨ malejŃ te wynikajŃce z wariancji obrazu ï w efekcie 

RMSE zaczyna rosnŃĺ. 

Innym narzucajŃcym siň rozwiŃzaniem jest zastosowanie parametru CNR, kt·ry wiŃŨe kontrastowoŜĺ 

i odchylenie standardowe w formie ilorazu, co ukazuje r·wnanie (70). Parametr CNR jest zastosowany 

w charakterze funkcji uŨytecznoŜci, a zatem optymalna wartoŜĺ ɚ odpowiada poğoŨeniu maksimum tej 

funkcji. Dla mağych wartoŜci ɚ, CNR jest niski ze wzglňdu na duŨy mianownik ï pierwiastek wariancji 

obraz·w. PoczŃtkowo zwiňkszanie ɚ w wiňkszym stopniu ogranicza wariancjň obrazu niŨ jego 

kontrastowoŜĺ, w wyniku czego CNR roŜnie. W pewnym momencie jednak relacja ta ulega 

odwr·ceniu i CNR zaczyna spadaĺ ciŃgniňty w d·ğ przez szybko malejŃcŃ kontrastowoŜĺ. 
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Procedura optymalizacji dla metody CUTE-FD 

W kaŨdym z algorytm·w regularyzacja byğa realizowana w odmienny spos·b (rozdziağ 2.7), 

i w zwiŃzku z tym optymalizacja wartoŜci ɚ dla kaŨdego z nich odbywağa siň wedğug r·Ũnych 

procedur. Zgodnie z powoğujŃcŃ siň na publikacjň (Jaeger & Frenz, 2015) argumentacjŃ przedstawionŃ 

w rozdziale 2.7.1, metoda CUTE-FD wykorzystywağa regularyzacjň Ŝrednio-kwadratowego widma 

czňstotliwoŜci przestrzennych odchyğek powolnoŜci ï w r·wnaniu (45) wsp·ğczynniki regularyzacji 

byğy r·wne: ɚ1 Í 0, ɚ2 = ɚ3 = 0. Optymalizacja wsp·ğczynnika regularyzacji byğa wiňc zagadnieniem 

jednowymiarowym z optymalizowanym parametrem ɚ1. Procedura optymalizacji polegağa zatem na 

rekonstrukcji zadanego rozkğadu prňdkoŜci dla szeregu wartoŜci ɚ1 i wybraniu takiej wartoŜci ɚ1, dla 

kt·rej funkcja celu osiŃgnie wartoŜĺ optymalnŃ ï ekstremum typu zaleŨnego od rodzaju wybranej 

funkcji celu.  

Procedura optymalizacji dla metody CUTE-SD 

Ponownie opierajŃc siň na argumentacji zawartej w rozdziale 2.7.1, zdecydowano, Ũe metoda  

CUTE-SD wykorzystywaĺ bňdzie regularyzacjň Ŝrednio-kwadratowego moduğu gradientu ï 

wsp·ğczynniki regularyzacji w r·wnaniu (45) byğy r·wne: ɚ1 = 0, ɚ2 Í 0, ɚ3 Í 0. Zagadnienie 

optymalizacji wsp·ğczynnika regularyzacji byğo wiňc dwuwymiarowe ï optymalizacji podlegağa para 

parametr·w (ɚ2, ɚ3). Peğna optymalizacja wymagağaby przeprowadzenia rekonstrukcji prňdkoŜci dla 

wszystkich kombinacji rozpatrywanych wartoŜci ɚ2 i ɚ3. Na tej podstawie moŨliwe byğoby stworzenie 

dwuwymiarowej funkcji celu i znalezienie optymalnej kombinacji ɚ2 i ɚ3 jako argumentu 

odpowiadajŃcemu ekstremum funkcji celu. W przypadku zğoŨonej obliczeniowo metody CUTE-SD 

takie rozwiŃzanie jest jednak bardzo czasochğonne. W celu przyspieszenia procesu optymalizacji 

zastosowano metodň iteracyjnŃ. W pierwszej iteracji wykonywana jest jednowymiarowa 

optymalizacja wsp·ğczynnika ɚ2 przy zağoŨeniu, Ũe ɚ3 = 0. W kolejnych iteracjach naprzemiennie 

realizowane sŃ jednowymiarowe optymalizacje wsp·ğczynnik·w ɚ2 i ɚ3 przy zağoŨeniu, Ũe wartoŜĺ 

wsp·ğczynnika, kt·ry nie podlega optymalizacji w danej iteracji, jest r·wna wartoŜci uznanej za 

optymalnŃ na podstawie iteracji poprzedniej. Proces naprzemiennej optymalizacji ɚ2 i ɚ3 moŨe siň 

powtarzaĺ do momentu, aŨ uznane za optymalne wartoŜci ɚ2 i ɚ3 przestanŃ siň istotnie zmieniaĺ 

w kolejnych iteracjach, lub gdy liczba iteracji osiŃgnie pewnŃ odg·rnie narzuconŃ wartoŜĺ 

maksymalnŃ. W ramach tej pracy przyjňto, Ũe dla uzyskania zadowalajŃcej precyzji optymalizacji 

wsp·ğczynnik·w regularyzacji dla algorytmu CUTE-SD wystarczŃ 4 iteracje ï po dwie dla 

wsp·ğczynnik·w ɚ2 i ɚ3. Na poparcie tej tezy w zağŃczniku 7.2 przedstawione zostağy przebiegi funkcji 

RMSE oraz CNR w kolejnych iteracjach.  

Procedura optymalizacji dla metody Q-CUTE 

W przypadku metody Q-CUTE regularyzacja sprowadzağa siň do modyfikacji operatora 

r·Ũniczkowania opisanej w rozdziale 2.7.2. Operator r·Ũniczkowania wystňpuje w algorytmie  

Q-CUTE dwukrotnie ï w etapie pierwszym w r·wnaniu (37), oraz w etapie drugim w r·wnaniu (41). 

W zwiŃzku z tym optymalizacja wartoŜci ɚ przeprowadzona byğa dwuetapowo. Schemat procedury 

optymalizacji przedstawiono na Rysunek 30. 
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Rysunek 30  Schemat procedury optymalizacji wsp·ğczynnik·w regularyzacji ɚ dla metody Q-CUTE 

W pierwszej kolejnoŜci optymalizowana byğa wartoŜĺ ɚ dla operatora r·Ũniczkowania wystňpujŃcego 

w etapie pierwszym algorytmu Q-CUTE. Etap drugi algorytmu, w kt·rym wyznaczana jest stağa 

cağkowania C(z), w tym momencie byğ jeszcze niezoptymalizowany. Fakt ten m·gğby negatywnie 

wpğynŃĺ na wyniki optymalizacji etapu pierwszego. W zwiŃzku z tym operacje przypisane etapowi 

drugiemu zastŃpiono kompensacjŃ Ŝrednich odchyğek wartoŜci æůô wzglňdem poŜrednio zadanego 

(wynikajŃcego z creal) rozkğadu æůreal: 
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(71) 

Z punktu widzenia minimalizacji Ŝredniego bğňdu estymacji, taki spos·b obliczenia stağej cağkowania 

C zapewnia optymalnŃ realizacjň drugiego etapu algorytmu Q-CUTE. W warunkach rzeczywistych 

powyŨsze rozwiŃzanie jest oczywiŜcie niedostňpne z powodu nieznajomoŜci rozkğadu æůreal. W naszej 

sytuacji pozwalağo ono jednak zaniedbaĺ wpğyw niezoptymalizowanego drugiego etapu algorytmu  

Q-CUTE na wynik optymalizacji etapu pierwszego. 

Opisany powyŨej zmodyfikowany algorytm rekonstrukcji prňdkoŜci byğ wykonywany dla szeregu 

r·Ũnych wartoŜci ɚ. Wyniki crec byğy nastňpnie podstawŃ do wyznaczenia wartoŜci funkcji celu ɢ, kt·ra 

tak jak crec, zaleŨağa od ɚ. Na schemacie z Rysunek 30 posğuŨono siň bliŨej nieokreŜlonŃ funkcjŃ celu ɢ 

z zağoŨeniem, Ũe jest ona miarŃ poziomu bğňdu rekonstrukcji pola prňdkoŜci ï jest to wiňc tzw. funkcja 

kosztu a optymalizacja polega na znalezieniu jej minimum. Funkcja celu moŨe byĺ r·wnieŨ miarŃ 

jakoŜci rekonstrukcji pola prňdkoŜci ï wtedy jest to tzw. funkcja uŨytecznoŜci, a optymalizacja polega 

na znalezieniu jej maksimum. W ostatnim kroku wyznaczana byğa wiňc wartoŜĺ ɚ, dla kt·rej przebieg 

ɢ(ɚ) osiŃgağ ekstremum (w rozpatrywanym przypadku ï minimum). Uzyskana w ten spos·b optymalna 

wartoŜĺ wsp·ğczynnika regularyzacji dla etapu pierwszego oznaczona zostağa jako ɚet1 dla odr·Ũnienia 

od wsp·ğczynnika ɚ1 z r·wnania (46). 

Po zakoŒczeniu optymalizacji dla pierwszego etapu algorytmu Q-CUTE rozpoczynağa siň 

optymalizacja etapu drugiego. Tym razem rekonstrukcja obraz·w crec byğa juŨ w cağoŜci wykonywana 
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zgodnie z metodŃ Q-CUTE. Wsp·ğczynnik regularyzacji w pierwszym etapie algorytmu Q-CUTE byğ 

r·wny wartoŜci ɚet1 uzyskanej w poprzednim kroku optymalizacji. Z kolei drugi etap algorytmu  

Q-CUTE byğ wykonywany dla szeregu r·Ũnych wartoŜci ɚ. NastňpujŃce potem wyznaczenie przebiegu 

funkcji celu ɢ(ɚ) oraz wskazanie optymalnej wartoŜci wsp·ğczynnika regularyzacji ɚet2 odbywağo siň 

analogicznie jak w optymalizacji dla etapu pierwszego. 

W odr·Ũnieniu od metod CUTE-FD oraz CUTE-SD, w przypadku nowo opracowanej metody  

Q-CUTE nie dysponowano Ũadnymi przesğankami odnoŜnie skutecznoŜci poszczeg·lnych rodzaj·w 

regularyzacji. Procedura optymalizacji wsp·ğczynnika regularyzacji byğa wiňc wykonywana dla 

dw·ch wersji algorytmu: Q-CUTEI oraz Q-CUTED wykorzystujŃcych w regularyzacji wsp·ğczynniki 

odpowiednio: ɚ1 i ɚ2 wystňpujŃce w r·wnaniu (46). 
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4 Wyniki  

Prezentacjň wynik·w rozpocznijmy od efekt·w opisanej w rozdziale 3.4 procedury optymalizacji 

wsp·ğczynnik·w regularyzacji ɚ. Nastňpnie przedstawione zostanŃ rezultaty analizy por·wnawczej 

jakoŜci obrazowania prňdkoŜci poszczeg·lnymi metodami. Na koŒcu przeprowadzona zostanie 

dyskusja uzyskanych wynik·w i na ich podstawie, oraz z uwzglňdnieniem przedstawionych 

w rozdziale 2.8 kwestii zğoŨonoŜci obliczeniowej, sformuğowane zostanŃ wnioski odnoŜnie 

uŨytecznoŜci zaprezentowanej w tej pracy metody Q-CUTE. 

4.1 7ÙÎÉËÉ ÏÐÔÙÍÁÌÉÚÁÃÊÉ ×ÓÐĕčÃÚÙÎÎÉËĕ× ÒÅÇÕÌÁÒÙÚÁÃÊÉ 

Wyniki optymalizacji w warunkach nominalnych 

Wyniki optymalizacji przeprowadzonej w opisanych w rozdziale 3.4 warunkach nominalnych sŃ 

przedstawione na Rysunek 31. Szczeg·ğy dotyczŃce poğoŨenia poszczeg·lnych ekstrem·w funkcji celu 

zostağy zestawione w Tabela 3. W pierwszych wierszach zawiera ona wartoŜci wsp·ğczynnika 

regularyzacji ɚ uznane za optymalne na podstawie wybranych funkcji celu: RMSE oraz CNR. 

W niekt·rych przypadkach wartoŜci optymalne z punktu widzenia RMSE i CNR mogŃ siň istotnie 

r·Ũniĺ. Jako rozwiŃzanie kompromisowe zaproponowane zostağy wartoŜci ɚ odpowiadajŃce poğoŨeniu 

minimum ilorazu RMSE / CNR. WartoŜci te bňdŃ wykorzystane w regularyzacji poszczeg·lnych 

algorytm·w rekonstrukcji prňdkoŜci na etapie por·wnania jakoŜci generowanych przez nie wynik·w 

w rozdziale 4.2. W dalszych wierszach Tabela 3 zawiera amplitudy RMSE oraz CNR odpowiadajŃce 

wartoŜciom wsp·ğczynnika ɚ uznanym za optymalne przy wykorzystaniu poszczeg·lnych funkcji celu.  

Tabela 3  Wyniki optyma lizacji w warunkach nominalnych 

parametr 
funkcja 

celu 

CUTE-FD CUTE-SD Q-CUTEI Q-CUTED 

ɚ1 ɚ2 ɚ3 
ɚ1 ɚ2 

etap 1 etap 2 etap 1 etap 2 

ɚ 

RMSE 0.000592 0.0485 0.0973 2.90 14.8 9.25 99.5 

CNR 0.00148 0.0385 0.311 5.14 23.1 25.1 135 

RMSE/CNR 0.000836 0.0471 0.168 3.56 17.7 14.3 111 

RMSE 
[m/s] 

RMSE 3.71 1.64 1.64 1.75 2.08 1.60 1.88 

CNR 3.98 1.66 1.66 1.80 2.17 1.66 1.92 

RMSE/CNR 3.75 1.65 1.64 1.75 2.11 1.61 1.90 

CNR 

RMSE 2.46 3.37 3.39 3.09 2.68 3.11 2.88 

CNR 2.58 3.42 3.42 3.16 2.76 3.17 2.93 

RMSE/CNR 2.54 3.40 3.41 3.13 2.72 3.14 2.90 
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Rysunek 31  Wyniki optymalizacji wsp·ğczynnika regularyzacji dla algorytm·w: a,b) CUTE-FD, c,d) CUTE-SD, e,f) 

Q-CUTEI, oraz g,h) Q-CUTED. Po lewej stronie jako funkcji celu uŨyto parametru RMSE, zaŜ po prawej ï CNR. 
Optymalizacjň przeprowadzono dla zadanego rozkğadu prňdkoŜci jak na Rysunek 28 

 

a) b) 

c) d) 

e) f) 

g) h) 
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Rysunek 32  Zestawienie rozkğad·w prňdkoŜci zrekonstruowanych poszczeg·lnymi algorytmami, dla wsp·ğczynnik·w 

regularyzacji zoptymalizowanych z wykorzystaniem r·Ũnych funkcji celu. Zadany rozkğad prňdkoŜci byğ identyczny 
z przedstawionym na Rysunek 28 

Zawarte w Tabela 3 optymalne wartoŜci ɚ wyğonione na podstawie przebieg·w CNR(ɚ) sŃ miejscami 

nawet 3-krotnie wiňksze, niŨ te wynikajŃce z przebieg·w RMSE(ɚ). SprawdŦmy, jakimi r·Ũnicami 

w obrazowaniu skutkowaĺ bňdŃ tej wielkoŜci rozbieŨnoŜci w wartoŜciach wsp·ğczynnik·w 

regularyzacji. Rysunek 32 przedstawia wyniki rekonstrukcji pola prňdkoŜci poszczeg·lnymi metodami 

dla wsp·ğczynnik·w regularyzacji optymalizowanych z wykorzystaniem r·Ũnych funkcji celu. 

Wykorzystanie parametru RMSE w charakterze funkcji kosztu skutkowağo wzglňdnie niskimi 

wartoŜciami ɚ, przez co obrazy w pierwszej kolumnie Rysunek 32 sŃ najmniej wygğadzone. 

Rezultatem zastosowania parametru CNR jako funkcji uŨytecznoŜci byğy z kolei wyŨsze wartoŜci ɚ, co 
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skutkowağo nieco bardziej wygğadzonymi obrazami prňdkoŜci w trzeciej kolumnie Rysunek 32. W 

kolumnie Ŝrodkowej przedstawione sŃ wyniki rozwiŃzania kompromisowego, tj. wykorzystujŃcego 

w charakterze funkcji kosztu iloraz RMSE/CNR, co skutkuje poŜrednimi wartoŜciami ɚ. Warto w tym 

miejscu zaznaczyĺ, Ũe mimo miejscami istotnych rozbieŨnoŜci pomiňdzy wartoŜciami ɚ optymalnymi 

z punktu widzenia poszczeg·lnych funkcji celu, obserwowane r·Ũnice w wynikowych obrazach 

prňdkoŜci sŃ subtelne. Wyb·r jednej spoŜr·d funkcji celu nie wiŃŨe siň wiňc z diametralnŃ zmianŃ 

jakoŜci obrazowania w odniesieniu do przypadku wykorzystania innej z rozpatrywanych funkcji celu. 

)ÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÊÁ ×ÙÎÉËĕ× ÄÌÁ algorytmu Q-CUTE 

Wyniki dotyczŃce algorytmu Q-CUTE (Rysunek 31e,f,g,h) charakteryzujŃ siň wyraŦnie gorszymi 

wartoŜciami ekstrem·w funkcji celu na drugim etapie przetwarzania. Wynika to oczywiŜcie z faktu, Ũe 

dla oceny pierwszego etapu przetwarzania, etap drugi byğ realizowany na drodze korekcji opisanej 

r·wnaniem (71). Korekcja ta wykorzystuje znajomoŜĺ zadanego rozkğadu prňdkoŜci i daje wyniki 

lepsze, niŨ moŨliwe do uzyskania w standardowym przetwarzaniu w drugim etapie algorytmu  

Q-CUTE. Amplituda ekstremum funkcji celu dla etapu pierwszego ma wiňc znaczenie jedynie przy 

ocenie tego tylko etapu przetwarzania. Dopiero amplituda ekstremum funkcji celu dla etapu drugiego 

pozwala realnie oceniĺ moŨliwŃ do uzyskania jakoŜĺ rekonstrukcji prňdkoŜci metodŃ Q-CUTE.  

7ÓÔöÐÎÁ ÏÃÅÎÁ ÊÁËÏĢÃÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÁ 

Na tym etapie pracy moŨliwa jest juŨ wstňpna ocena jakoŜci obrazowania prňdkoŜci poszczeg·lnymi 

metodami. Zestawione w Tabela 3 wartoŜci ekstrem·w funkcji celu pozwalajŃ uszeregowaĺ algorytmy 

pod wzglňdem wartoŜci parametr·w iloŜciowych (RMSE oraz CNR) generowanych przez nie 

wynik·w. Okazuje siň, Ũe najlepsze rezultaty uzyskaĺ moŨna metodŃ CUTE-SD, zaŜ najgorsze przy 

pomocy metody CUTE-FD. Proponowany w tej pracy algorytm Q-CUTE generuje obrazy prňdkoŜci 

o poŜrednim poziomie jakoŜci, przy czym wyraŦnie lepsze wyniki (mniejszy RMSE oraz wiňkszy 

CNR) generuje wersja Q-CUTED. Parametry RMSE oraz CNR nie oddajŃ jednak wszystkich r·Ũnic 

pomiňdzy wynikami poszczeg·lnych algorytm·w. Ponadto, algorytmy powinny zostaĺ przetestowane 

dla szerokiego zakresu moŨliwych rozkğad·w prňdkoŜci. Na obecnym etapie jest wiňc zbyt wczeŜnie 

na daleko idŃce wnioski dotyczŃce jakoŜci obrazowania prňdkoŜci poszczeg·lnymi metodami. 

 

Rysunek 33  Zestawienie optymalnych wartoŜci ɚ dla wybranych modyfikacji nominalnych warunk·w optymalizacji 

ROI [mm Ĭ mm] 

ū [mm] 

cb (cc) [m/s] 

cc [m/s] 

ɝ 
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:ÁÌÅŀÎÏĢç ×ÙÎÉËĕ× ÏÄ ×ÁÒÕÎËĕ× ÏÐÔÙÍÁÌÉÚÁÃÊÉ 

Warunki nominalne, w kt·rych przeprowadzona zostağa optymalizacja, byğy dobrane arbitralnie. 

NaleŨy mieĺ ŜwiadomoŜĺ, Ũe wyniki optymalizacji mogŃ miejscami istotnie zaleŨeĺ od wspomnianych 

warunk·w, co przedstawia Rysunek 33. Na jego podstawie moŨna wysnuĺ wniosek, Ũe skala 

zaleŨnoŜci wynik·w optymalizacji ɚ od warunk·w optymalizacji jest r·Ũna dla poszczeg·lnych 

algorytm·w. Dla kaŨdego z nich wystňpuje podobna, znaczŃca zaleŨnoŜĺ od poziomu zakğ·ceŒ ɝ, 

jednak w przypadku pozostağych parametr·w widoczne sŃ juŨ pewne rozbieŨnoŜci. Najstabilniejsze 

wyniki optymalizacji ɚ uzyskaĺ moŨna dla algorytmu CUTE-FD. WystňpujŃca tu jednak wyraŦna 

zaleŨnoŜĺ optymalnej wartoŜci ɚ od prňdkoŜci cb i cc (gdzie cc - cb = const.) zwiastuje 

charakterystyczny dla metody  

CUTE-FD problem nieskutecznej korekcji bğňd·w prňdkoŜci Ŝredniej. Zagadnienie to poruszone 

zostağo juŨ w (Jaeger & Frenz, 2015) i znajduje takŨe potwierdzenie w wynikach zaprezentowanych 

w rozdziale 4.2.1 tej pracy. Drugi z algorytm·w referencyjnych, tj. CUTE-SD charakteryzuje siň 

znaczŃcŃ zaleŨnoŜciŃ optymalnych wartoŜci ɚ od warunk·w optymalizacji. Nieco lepiej pod tym 

wzglňdem zachowujŃ siň wyniki optymalizacji ɚ dla algorytmu Q-CUTE. 

4.2 0ÏÒĕ×ÎÁÎÉÅ ÊÁËÏĢÃÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÁ 

Ocenň jakoŜci obrazowania prňdkoŜci zacznijmy od najprostszego przypadku, tj. przestrzennie 

jednorodnego rozkğadu prňdkoŜci. Przypadek ten pozwoli oceniĺ skutecznoŜĺ poszczeg·lnych 

algorytm·w w korekcji wartoŜci prňdkoŜci Ŝredniej, kt·ra na etapie rekonstrukcji obraz·w LRI byğa 

przyjňta na poziomie c0 = 1540 m/s. W kolejnym kroku rozpatrywane bňdŃ rozkğady prňdkoŜci 

zawierajŃce horyzontalne wtrŃcenie warstwowe. Sygnağ æŰn,n+1 bňdŃcy skutkiem takich wtrŃceŒ jest 

wzglňdnie sğaby, przez co sŃ one trudne do zobrazowania. JednoczeŜnie odwzorowanie tego typu 

obiekt·w jest istotne ze wzglňdu na strukturň obrazowanych tkanek, kt·ra w wielu przypadkach ma 

wğaŜnie charakter warstwowy. Jako ostatnie zostanŃ poddane ocenie wyniki dla rozkğad·w 

zawierajŃcych wtrŃcenie okrŃgğe, bňdŃce prostym modelem zlokalizowanych zmian tkankowych 

takich jak np. guzy nowotworowe. 

Wyniki uzyskane dla kaŨdego typu przestrzennych rozkğad·w prňdkoŜci bňdŃ w pierwszej kolejnoŜci 

przedstawiane w postaci zestawu wybranych map prňdkoŜci: creal ï zadanych, oraz crec ï 

zrekonstruowanych z wykorzystaniem poszczeg·lnych algorytm·w. Mapy te bňdŃ poddane ocenie 

jakoŜciowej pod kŃtem wystňpowania artefakt·w obrazowych oraz okreŜlenia charakterystycznych 

cech obraz·w, wpğywajŃcych na ich subiektywny odbi·r. Ponadto zaprezentowane zostanŃ przekroje 

przez zrekonstruowane mapy prňdkoŜci w celu precyzyjniejszej oceny jakoŜci odwzorowania wtrŃceŒ. 

W dalszej kolejnoŜci przedstawione bňdŃ wyniki analizy iloŜciowej ï wartoŜci parametr·w ME, RMSE 

oraz CNR. Analiza iloŜciowa pozwoli przeŜledziĺ zachowanie poszczeg·lnych algorytm·w dla 

znacznie szerszego zbioru moŨliwych rozkğad·w creal, niŨ byğoby to moŨliwe na drodze indywidualnej 

oceny wynik·w crec uzyskanych dla poszczeg·lnych rozkğad·w creal. W przypadku jednorodnych 

rozkğad·w creal parametry iloŜciowe bňdŃ przedstawiane w funkcji prňdkoŜci w obszarze tğa cb. Dla 

rozkğad·w zawierajŃcych wtrŃcenie uwzglňdniona zostanie r·wnieŨ zaleŨnoŜĺ wartoŜci parametr·w 

iloŜciowych od kontrastu ukğadu tğo-wtrŃcenie, kt·ry zdefiniujmy jako: cl - cb, bŃdŦ cc - cb 

(w zaleŨnoŜci od rodzaju wtrŃcenia). W pewnych sytuacjach zamiast kontrastu istotniejsza moŨe byĺ 

jednak bezwzglňdna wartoŜĺ prňdkoŜci we wtrŃceniu. Na takŃ okolicznoŜĺ warto zapoznaĺ siň 

z poğoŨeniem osi prňdkoŜci wtrŃcenia cl lub cc na pğaszczyŦnie Ătğo-kontrastò, co ilustruje Rysunek 34. 
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Rysunek 34  PoğoŨenie osi prňdkoŜci wtrŃcenia: a) warstwowego cl, oraz b) okrŃgğego cc na pğaszczyŦnie Ătğo-kontrastò 

Brak prostopadğoŜci osi cl do prostych cl = const. oraz osi cc do prostych cc = const. wynika 

z niezachowania proporcji pomiňdzy skalami pionowŃ i poziomŃ. Nachylenie osi cc (Rysunek 34b) 

jest wiňksze niŨ osi cl (Rysunek 34a) poniewaŨ zakresy kontrastu ujňte na osi pionowej w przypadku 

wtrŃceŒ okrŃgğych sŃ znacznie wňŨsze (Ñ 20 m/s) niŨ dla wtrŃceŒ warstwowych (Ñ 60 m/s). 

Ograniczenie zakresu wartoŜci kontrastu dla wtrŃceŒ okrŃgğych wynika z faktu, Ũe wtrŃcenia te, jako 

silne Ŧr·dğo sygnağu æŰn,n+1, przy zbyt duŨej wartoŜci bezwzglňdnej kontrastu |cc - cb| skutkujŃ 

aliasingiem w sygnale æűn,n+1.  

4.2.1 Jednorodny ÒÏÚËčÁÄ ÐÒöÄËÏĢÃÉ 

Wybrane wyniki rekonstrukcji prňdkoŜci zostağy przedstawione na Rysunek 35. Przypadek 

jednorodnego rozkğadu prňdkoŜci o wartoŜci cb = 1540 m/s, tj. identycznej z c0, oznacza, Ũe na etapie 

generowania obraz·w LRI nie wystŃpiğy bğňdy rekonstrukcji zwiŃzane z niewğaŜciwie dobranŃ 

wartoŜciŃ c0. W zwiŃzku z tym czňŜĺ uŨyteczna sygnağu æŰn,n+1 jest r·wna zero. Opisywany przypadek 

pozwala oceniĺ, jak poszczeg·lne algorytmy transferujŃ zakğ·cenia bňdŃce w tej sytuacji jedynym 

sygnağem wejŜciowym. Wyniki przetwarzania metodŃ CUTE-FD charakteryzujŃ siň najwiňkszŃ 

wariancjŃ. Pozostağe metody generujŃ znacznie mniej zakğ·cone obrazy prňdkoŜci. Poza samŃ 

wariancjŃ obraz·w, na ich czytelnoŜĺ negatywnie wpğywa r·wnieŨ wszelkie uporzŃdkowanie 

zakğ·ceŒ. KaŨdy z algorytm·w generuje wolnozmienne fluktuacje w zrekonstruowanym rozkğadzie 

prňdkoŜci, widoczne jako sğabo zarysowane, horyzontalnie uğoŨone warstwy (w wynikach uzyskanych 

metodŃ CUTE-FD sŃ one mniej widoczne ze wzglňdu na wysokŃ wariancjň). W wynikach metody 

CUTE-SD wystňpuje r·wnieŨ delikatnie zarysowane, ukoŜne uporzŃdkowanie zakğ·ceŒ.  

Zmiana zadanej wartoŜci prňdkoŜci (przypadki cb = 1550 m/s oraz cb = 1560 m/s) skutkuje 

powstaniem bğňdu przyjňtej w rekonstrukcji obraz·w LRIn wartoŜci prňdkoŜci c0. To z kolei prowadzi 

do powstania niezerowej uŨytecznej czňŜci sygnağu æŰn,n+1. W opisanej sytuacji jedynie algorytm 

CUTE-SD generuje wyniki pozbawione negatywnych zmian wzglňdem przypadku cb = 1540 m/s. 

Algorytmy CUTE-FD oraz Q-CUTE generujŃ obrazy, w kt·rych okolice g·rnej oraz dolnej krawňdzi 

sŃ obciŃŨone znacznym bğňdem (niedoszacowaniem) prňdkoŜci, co ogranicza pole skutecznego 

obrazowania prňdkoŜci przy wykorzystaniu tych metod. W przypadku algorytm·w Q-CUTE mamy 

jednak do czynienia z dosyĺ dobrze okreŜlonym i wzglňdnie niewielkim obszarem kwalifikujŃcym siň 

do odrzucenia. Z kolei wyniki generowane przez algorytm CUTE-FD zdajŃ siň przedstawiaĺ profil 

prňdkoŜci o amplitudzie malejŃcej systematycznie z gğňbokoŜciŃ w cağym zakresie obrazowania.  

 

cl 

cl = 1570 m/s 

cl = 1560 m/s 

cl = 1550 m/s 

cl = 1540 m/s 

cl = 1530 m/s 

cl = 1520 m/s 

cl = 1510 m/s 

cc 

cc = 1570 m/s 

cc = 1560 m/s 

cc = 1550 m/s 

cc = 1540 m/s 

cc = 1530 m/s 

cc = 1520 m/s 

cc = 1510 m/s 

a) b) 
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Rysunek 35  Zestawienie zadanych jednorodnych rozkğad·w prňdkoŜci oraz ich rekonstrukcji uzyskanych 
poszczeg·lnymi algorytmami 
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Rysunek 36  a) Osiowe przekroje zrekonstruowanych map prňdkoŜci dla zadanego jednorodnego rozkğadu prňdkoŜci 

o wartoŜci cb = 1550 m/s. Pozostağe wykresy przedstawiajŃ zaleŨnoŜci parametr·w: b) STD, c) ME, oraz d) RMSE od 
wartoŜci prňdkoŜci cb dla jednorodnego rozkğadu prňdkoŜci 

Systematyczny wzrost bğňdu oszacowania prňdkoŜci w metodzie CUTE-FD jest lepiej widoczny na 

przekrojach osiowych przez mapy prňdkoŜci dla cb = 1550 m/s, zamieszczonych na Rysunek 36a. Na 

Rysunek 36b-d zostağy z kolei przedstawione wyniki analizy iloŜciowej. Obserwowane przebiegi 

potwierdzajŃ wyniki analizy jakoŜciowej ï zar·wno odchylenie standardowe jak i bğňdy sŃ najwiňksze 

dla metody CUTE-FD. Z kolei najlepsze wyniki osiŃgane sŃ przy wykorzystaniu metody CUTE-SD ï 

odchylenie standardowe oraz bğňdy utrzymujŃ siň na stağym, niskim poziomie w cağym zakresie 

rozpatrywanych prňdkoŜci cb. Zastosowanie algorytm·w Q-CUTE, a w szczeg·lnoŜci Q-CUTED 

pozwala zbliŨyĺ siň do osiŃg·w algorytmu CUTE-SD. 

4.2.2 2ÏÚËčÁÄ ÐÒöÄËÏĢÃÉ ÚÁ×ÉÅÒÁÊäÃÙ ×ÔÒäÃÅÎÉÅ ×ÁÒÓÔ×Ï×Å 

Wybrane wyniki rekonstrukcji dla warstwowych rozkğad·w prňdkoŜci zostağy przedstawione na 

Rysunek 37-Rysunek 38. W kaŨdym z wybranych przypadk·w zadana wartoŜĺ prňdkoŜci w obszarze 

tğa wynosiğa cb = 1550 m/s, a wtrŃcenie warstwowe znajdowağo siň na gğňbokoŜci zl = 20 mm. Na 

Rysunek 37 przedstawiono wyniki rekonstrukcji prňdkoŜci dla wtrŃceŒ warstwowych o stağej gruboŜci 

dl =10 mm i r·Ũnych prňdkoŜciach: cl = 1555, 1560 oraz 1565 m/s. Z kolei Rysunek 38 zawiera wyniki 

dla wtrŃceŒ o stağej prňdkoŜci cl = 1560 m/s i r·Ũnych gruboŜciach: dl = 5, 7 oraz 10 mm. 

Przedstawione na Rysunek 37 wyniki uzyskane dla algorytmu CUTE-FD charakteryzujŃ siň 

najsğabszym odwzorowaniem wtrŃcenia warstwowego. Szczeg·lnie dla wtrŃceŒ o mniejszym 

kontraŜcie, ich widocznoŜĺ jest mocno ograniczona ze wzglňdu na duŨŃ wariancjň obraz·w oraz 

rosnŃcy z gğňbokoŜciŃ bğŃd systematyczny odwzorowania prňdkoŜci. Pozostağe algorytmy generujŃ 

duŨo wyraŦniejsze obrazy wtrŃceŒ warstwowych, przy czym dynamika prňdkoŜci jest najlepiej 

zachowana w przypadku algorytmu Q-CUTED.  

a) b) 

c) d) 
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Rysunek 37  Zestawienie zadanych warstwowych rozkğad·w prňdkoŜci oraz ich rekonstrukcji uzyskanych 

poszczeg·lnymi algorytmami. W kaŨdym z zadanych rozkğad·w prňdkoŜci niezmienne byğy parametry: cb = 1550 m/s 
oraz dl = 10 mm 
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Rysunek 38  Zestawienie zadanych warstwowych rozkğad·w prňdkoŜci oraz ich rekonstrukcji uzyskanych 

poszczeg·lnymi algorytmami. W kaŨdym z zadanych rozkğad·w prňdkoŜci niezmienne byğy parametry: cb = 1550 m/s 

oraz cl = 1560 m/s 
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Rysunek 39  Osiowe przekroje zrekonstruowanych map prňdkoŜci dla zadanego rozkğadu charakteryzujŃcego siň 

prňdkoŜciŃ tğa cb = 1550 m/s oraz wtrŃceniem warstwowym o prňdkoŜci i gruboŜci r·wnych odpowiednio cl = 1560 m/s 
i dl = 10 mm 

Praktycznie identyczne wnioski moŨna sformuğowaĺ na podstawie wynik·w przedstawionych na 

Rysunek 38, dotyczŃcych wtrŃceŒ o r·Ũnych gruboŜciach dl. Obserwacja przedstawionych na Rysunek 

39 przekroj·w osiowych przez wyniki rekonstrukcji prňdkoŜci potwierdza, Ũe najbliŨsza oddania 

peğnej dynamiki wtrŃcenia jest metoda Q-CUTED. Z drugiej strony, w wynikach uzyskanych tŃ 

metodŃ wystŃpiğo lokalne przeszacowanie prňdkoŜci poniŨej wtrŃcenia. Przeszacowanie to moŨna 

dostrzec takŨe w przekroju dla rozkğad·w jednorodnych, przedstawionym na Rysunek 36a, a wiňc nie 

wynika ono z obecnoŜci wtrŃcenia, lecz prawdopodobnie jest zwiŃzane z niestabilnoŜciŃ oszacowania 

prňdkoŜci w okolicach dolnej krawňdzi obrazu crec. 

PrzejdŦmy do przedstawionych na Rysunek 40-Rysunek 42 rezultat·w analizy iloŜciowej. Wyniki 

zamieszczone na Rysunek 40a wskazujŃ na silny wpğyw prňdkoŜci tğa oraz kontrastu ukğadu tğo-

wtrŃcenie na Ŝredni bğŃd estymacji w metodzie CUTE-FD. Warto przy tym zwr·ciĺ uwagň, Ũe 

kierunek gradientu parametru ME mieŜci siň poŜrodku kierunk·w wyznaczonych przez osie cb oraz cl 

(Rysunek 34a), co sugeruje podobny wpğyw prňdkoŜci cb i cl na wartoŜĺ ME. MoŨna powiedzieĺ, Ũe 

ME w przypadku algorytmu CUTE-FD zaleŨy od pewnej Ŝredniej waŨonej prňdkoŜci cb oraz cl, 

a zaleŨnoŜĺ od kontrastu jest kwestiŃ wt·rnŃ. Przyczyn takiego stanu rzeczy naleŨy upatrywaĺ 

w wystňpujŃcym w metodzie CUTE-FD, narastajŃcym z gğňbokoŜciŃ systematycznym bğňdzie 

estymacji wykazanym na Rysunek 36a. BğŃd ten narasta zar·wno w obszarze tğa jak i wtrŃcenia 

warstwowego, co sugeruje przekr·j osiowy na Rysunek 39. Z punktu widzenia parametru ME, 

w sprzyjajŃcych okolicznoŜciach bğňdy te mogŃ siň wiňc w pewnym stopniu znosiĺ, co obserwujemy 

dla Ăzielonychò obszar·w na Rysunek 40a. Ponadto, sŃdzŃc po wykresie ME na Rysunek 36c, bğŃd ten 

narasta tym szybciej, im bardziej zadana wartoŜĺ prňdkoŜci creal r·Ũni siň od wartoŜci c0. Co wiňcej, 

ma on zawsze charakter niedoszacowania r·Ũnicy prňdkoŜci creal - c0, tzn. estymata prňdkoŜci jest 

ĂprzyciŃganaò w kierunku przyjňtej w rekonstrukcji wartoŜci c0. Obie te wğasnoŜci znajdujŃ odbicie 

w wynikach zaprezentowanych na Rysunek 40a. 

Okazuje siň, Ũe pod wzglňdem bğňd·w Ŝrednich, podobnie do algorytmu CUTE-FD zachowuje siň  

Q-CUTEI. Tutaj amplitudy ME sŃ jednak ok. 3-krotnie mniejsze. Ponadto, kierunek gradientu ME 

praktycznie pokrywa siň z osiŃ cl z Rysunek 34a, co sugeruje, Ũe tym razem na wartoŜĺ ME 

bezpoŜredni wpğyw ma jedynie prňdkoŜĺ wtrŃcenia warstwowego cl. ZaleŨnoŜĺ ME od prňdkoŜci cb, 

jak zresztŃ r·wnieŨ od kontrastu cl - cb, ma charakter wt·rny. W tym miejscu naleŨağoby siň powt·rnie 

odnieŜĺ do wynik·w ME dla metody Q-CUTEI, uzyskanych dla rozkğad·w jednorodnych (Rysunek 

36c), gdzie oczywiŜcie nie wystňpuje parametr cl. W tej sytuacji przyjmijmy, Ũe w jednorodnych 

rozkğadach creal wystňpuje wtrŃcenie warstwowe, jednak kontrast ukğadu tğo-wtrŃcenie jest r·wny zero, 

tzn. cl = cb. 
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Rysunek 40  WartoŜci parametru ME na pğaszczyŦnie tğo-kontrast, dla wtrŃcenia warstwowego. Wyniki otrzymane 
dla algorytm·w: a) CUTE-FD (poszerzony zakres wartoŜci ME), b) CUTE-SD, c) Q-CUTEI, oraz d) Q-CUTED 

W przypadku metod CUTE-SD oraz Q-CUTED, wartoŜci ME sŃ znacznie mniejsze niŨ dla 

omawianych wczeŜniej CUTE-FD oraz Q-CUTEI. Warto w tym miejscu zwr·ciĺ uwagň na charakter 

zmian ME. W przypadku metody CUTE-SD na Rysunek 40b obserwujemy pionowy gradient ME, 

mamy zatem do czynienia z zaleŨnoŜciŃ gğ·wnie od kontrastu cl - cb. Z kolei dla metody Q-CUTED 

(Rysunek 40d) gradient ME ma kierunek prostopadğy do osi cl z Rysunek 34, czemu odpowiada 

zaleŨnoŜĺ ME od niewiele m·wiŃcej zmiennej zdefiniowanej jako cl - 2cb. Z szeregu obserwacji 

wynika, Ũe zachowanie parametru ME dla algorytmu Q-CUTED jest zwiŃzane z obecnoŜciŃ 

uwidocznionej m.in. na Rysunek 39 lokalnej oscylacji zwiŃzanej z bliskoŜciŃ dolnej krawňdzi obrazu 

crec. 

Przedstawione na Rysunek 41 wartoŜci RMSE na pğaszczyŦnie tğo-kontrast w przypadku wtrŃcenia 

warstwowego, dla wszystkich algorytm·w poza CUTE-FD zachowujŃ siň podobnie ï wartoŜĺ RMSE 

praktycznie nie zaleŨy (CUTE-SD) lub zaleŨy w niewielkim stopniu (Q-CUTE) od prňdkoŜci 

w obszarze tğa cb. Obserwujemy za to silnie rosnŃce bğňdy dla wzrastajŃcego moduğu kontrastu |cl - cb|. 

ťr·dğa tych bğňd·w naleŨy upatrywaĺ gğ·wnie w niepeğnym odwzorowaniu kontrastu ukğadu tğo-

wtrŃcenie oraz w rozmyciu jego granic w zrekonstruowanych mapach prňdkoŜci crec.  

a) b) 

c) d) 
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Rysunek 41  WartoŜci parametru RMSE na pğaszczyŦnie tğo-kontrast, dla wtrŃcenia warstwowego. Wyniki otrzymane 
dla algorytm·w: a) CUTE-FD, b) CUTE-SD, c) Q-CUTEI, oraz d) Q-CUTED 

W przypadku metody CUTE-FD sytuacja nieco siň komplikuje. Wyniki wyglŃdajŃ tak, jakby do 

charakterystycznego dla pozostağych algorytm·w ksztağtu funkcji RMSE dodaĺ coŜ na ksztağt moduğu 

funkcji ME przedstawionej na Rysunek 40a. To z kolei sugeruje, Ũe przyczyn obserwowanego ksztağtu 

funkcji RMSE naleŨy upatrywaĺ zar·wno w jakoŜci odwzorowania wtrŃcenia warstwowego, jak 

r·wnieŨ w narastajŃcym z gğňbokoŜciŃ systematycznym bğňdzie estymacji prňdkoŜci. 

Obserwowane na Rysunek 42 zachowanie parametru CNR na pğaszczyŦnie tğo-kontrast moŨe 

poczŃtkowo nieco dziwiĺ. Wydawaĺ by siň mogğo, Ũe przy kontraŜcie na ustalonym poziomie, sama 

wartoŜĺ cb nie powinna mieĺ istotnego wpğywu na CNR. Parametr ten powinien jednak rosnŃĺ wraz ze 

wzrostem kontrastu ukğadu tğo-wtrŃcenie. MoŨna wszak oczekiwaĺ, Ũe zwiňkszaniu kontrastu 

w zadanym rozkğadzie creal towarzyszyĺ bňdzie adekwatny wzrost kontrastu w zrekonstruowanych 

rozkğadach crec, a wiňc licznik we wzorze (70) powinien rosnŃĺ. JednoczeŜnie zwiŃzana z fluktuacjami 

wynik·w crec wariancja w obszarach tğa i wtrŃcenia nie powinna istotnie zaleŨeĺ od przypisanych im 

wartoŜci prňdkoŜci cb oraz kontrastu cl - cb ï mianownik w r·wnaniu (70) nie powinien siň znaczŃco 

zmieniaĺ. Okazuje siň jednak, Ũe parametr CNR w rozwaŨanych przypadkach zachowuje siň zupeğnie 

inaczej.  

a) b) 

c) d) 
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Rysunek 42  WartoŜci parametru CNR na pğaszczyŦnie tğo-kontrast, dla wtrŃcenia warstwowego. Wyniki otrzymane 

dla algorytm·w: a) CUTE-FD, b) CUTE-SD, c) Q-CUTEI, oraz d) Q-CUTED. OkrŃgğe markery wskazujŃ przypadki 
ujňte na Rysunek 43 

Na poczŃtek przeanalizujmy wyniki algorytm·w CUTE-SD oraz Q-CUTED przedstawione na 

Rysunek 42b,d, gdzie CNR utrzymuje siň w przybliŨeniu na stağym poziomie niezaleŨnie od wartoŜci 

cb oraz cl - cb (wyğŃczajŃc przypadki cl - cb å 0). Sp·jrzmy raz jeszcze na przedstawione na Rysunek 37 

mapy prňdkoŜci zrekonstruowane za pomocŃ algorytm·w CUTE-SD oraz Q-CUTED. SŃ one mocno 

wygğadzone ï granice wtrŃcenia sŃ rozmyte a fluktuacje sŃ na bardzo niskim poziomie. Gğ·wnym 

Ŧr·dğem wariancji nie sŃ wiňc losowe zakğ·cenia, lecz rozmycie granicy tğo-wtrŃcenie. Wariancja 

zwiŃzana z tym rozmyciem w oczywisty spos·b roŜnie wraz ze wzrostem kontrastu ukğadu tğo-

wtrŃcenie. Zwiňkszaniu kontrastu towarzyszy zatem podobny wzrost licznika i mianownika we 

wzorze (70) ï stŃd obserwowany stağy poziom CNR.  

W przypadku wynik·w algorytm·w CUTE-FD oraz Q-CUTEI przedstawionych na Rysunek 42a,c, 

CNR zachowuje siň zgoğa odmiennie ï zaleŨy zar·wno od prňdkoŜci tğa cb, jak i od kontrastu cl - cb. 

Okazuje siň, Ũe w korzystnych warunkach metoda CUTE-FD, kt·ra do tej pory spisywağa siň 

najgorzej, umoŨliwia uzyskanie najwyŨszej wartoŜci CNR. W mniej sprzyjajŃcych okolicznoŜciach 

wartoŜci CNR mogŃ jednak spaŜĺ nawet kilkukrotnie. Nieco mniej nasilone, lecz podobne zachowanie 

obserwujemy dla algorytmu Q-CUTEI. Aby lepiej zrozumieĺ jaki efekt stoi za duŨym zr·Ũnicowaniem 

wartoŜci CNR dla algorytm·w CUTE-FD oraz Q-CUTEI, sp·jrzmy na Rysunek 43 przedstawiajŃcy 

wyniki rekonstrukcji dla wybranych rozkğad·w prňdkoŜci creal odpowiadajŃcych poğoŨeniu marker·w 

na Rysunek 42. 

  

a) b) 

c) d) 
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Rysunek 43  Zestawienie zadanych warstwowych rozkğad·w prňdkoŜci oraz ich rekonstrukcji uzyskanych 
poszczeg·lnymi algorytmami. W kaŨdym z zadanych rozkğad·w prňdkoŜci niezmienny byğ parametr dl = 10 mm 
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W tym miejscu zaznaczmy, Ũe na wartoŜĺ mianownika w r·wnaniu (70) opisujŃcym parametr CNR, 

w rozpatrywanych przypadkach skğadajŃ siň: 

¶ fluktuacje wynikowych map crec, 

¶ rozmycie granic ukğadu tğo-wtrŃcenie, 

¶ rosnŃcy z gğňbokoŜciŃ bğŃd systematyczny, charakterystyczny dla metody CUTE-FD. 

Okazuje siň, Ũe przypadek wysokiego kontrastu uzyskiwanego metodŃ CUTE-FD jest zwiŃzany 

z takimi kombinacjami prňdkoŜci cb oraz cl, dla kt·rych bğňdy systematyczne kumulujŃce siň 

z gğňbokoŜciŃ (charakterystyczne dla CUTE-FD) skutecznie siň kompensujŃ w zakresie ROI. Sytuacjň 

takŃ przedstawia 1 kolumna na Rysunek 43. Uzyskanie wartoŜci CNR wyŨszej niŨ dla pozostağych 

algorytm·w byğo moŨliwe dziňki zniesieniu siň ww. bğňd·w systematycznych, jak r·wnieŨ 

mniejszemu wygğadzeniu wynikowej mapy crec, a w konsekwencji sğabszemu rozmyciu granic ukğadu 

tğo-wtrŃcenie. W kolumnie 2 na Rysunek 43 zaprezentowany zostağ przypadek rozkğadu creal o takim 

samym kontraŜcie cl - cb, jednak o zmienionej prňdkoŜci tğa cb. W tej sytuacji bğňdy charakterystyczne 

dla metody CUTE-FD juŨ siň nie znoszŃ, lecz dodajŃ. Pojawienie siň rosnŃcego z gğňbokoŜciŃ bğňdu 

skutkuje wzrostem wariancji w obszarach tğa i wtrŃcenia. RoŜnie zatem mianownik we wzorze (70), 

a wiňc wartoŜĺ CNR spada. Przypadek przedstawiony w 3 kolumnie Rysunek 43 przedstawia 

modyfikacjň rozkğadu creal z kolumny 2 polegajŃcŃ na zmniejszeniu o poğowň kontrastu ukğadu tğo-

wtrŃcenie. W takiej sytuacji wystňpuje oczywiŜcie spadek wariancji zwiŃzany z rozmyciem granic 

wtrŃcenia, jednak gğ·wnym czynnikiem wpğywajŃcym na wariancjň pozostaje rosnŃcy z gğňbokoŜciŃ 

bğŃd systematyczny. Ten z kolei przy zmniejszeniu kontrastu cl - cb o poğowň, maleje tylko 

w niewielkim stopniu. W sytuacji tej decydujŃce znaczenie ma ok. dwukrotny spadek wartoŜci 

licznika we wzorze (70), co ponownie skutkuje zmniejszeniem wartoŜci CNR. 

W przypadku algorytmu Q-CUTEI nie zaobserwowano dotŃd bğňd·w kumulujŃcych siň z gğňbokoŜciŃ. 

W niesprzyjajŃcych okolicznoŜciach jednak sygnağ crec nie stabilizuje sie w obszarze tğa. MoŨna to 

zaobserwowaĺ w kolumnach 2 i 3 na Rysunek 43, podczas gdy w kolumnie 1 wystňpuje wyraŦne 

plateau. Brak wypğaszczenia crec w obszarze tğa wpğywa na wartoŜci CNR na podobnej zasadzie, co 

bğňdy systematyczne w metodzie CUTE-FD. 

4.2.3 2ÏÚËčÁÄ ÐÒöÄËÏĢÃÉ ÚÁ×ÉÅÒÁÊäÃÙ ×ÔÒäÃÅÎÉÅ ÏËÒäÇčÅ 

Wybrane wyniki rekonstrukcji dla rozkğad·w prňdkoŜci zawierajŃcych wtrŃcenie okrŃgğe zostağy 

przedstawione na Rysunek 44-Rysunek 45. W kaŨdym z wybranych przypadk·w zadana wartoŜĺ 

prňdkoŜci w obszarze tğa wynosiğa cb = 1550 m/s, a wtrŃcenie okrŃgğe znajdowağo siň w osi obrazu 

(xc = 0 mm) na gğňbokoŜci zc = 20 mm. Na Rysunek 44 przedstawiono wyniki rekonstrukcji prňdkoŜci 

dla wtrŃceŒ okrŃgğych o stağej Ŝrednicy ūc =10 mm i r·Ũnych prňdkoŜciach: cc = 1555, 1560 oraz 

1565 m/s. Z kolei Rysunek 45 zawiera wyniki dla wtrŃceŒ o stağej prňdkoŜci cc = 1560 m/s i r·Ũnych 

Ŝrednicach: ūc = 5, 7 oraz 10 mm. 

Podobnie jak wczeŜniej dla przypadku wtrŃceŒ warstwowych, tak i teraz dla wtrŃceŒ okrŃgğych, 

wyniki uzyskane za pomocŃ metody CUTE-FD charakteryzujŃ siň najsğabszym odwzorowaniem 

wtrŃcenia. Szczeg·lnie dla wtrŃceŒ o mniejszym kontraŜcie (Rysunek 44, kolumna 1), ich widocznoŜĺ 

jest mocno ograniczona ze wzglňdu na duŨŃ wariancjň obraz·w. Nieco lepiej wyglŃda sytuacja 

w przypadku algorytmu Q-CUTEI. Pozostağe algorytmy generujŃ juŨ znacznie wyraŦniejsze obrazy 

wtrŃceŒ, przy czym dynamika prňdkoŜci jest tym razem nieco lepiej zachowana w przypadku 

algorytmu CUTE-SD. W kontekŜcie obrazowania wtrŃceŒ okrŃgğych warto r·wnieŨ zwr·ciĺ uwagň na 

to, Ũe w przypadku metod Q-CUTE, obecnoŜĺ tych wtrŃceŒ ma istotny wpğyw na obarczonŃ bğňdami, 

dolnŃ czňŜĺ obraz·w crec.  
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Rysunek 44  Zestawienie zadanych, zawierajŃcych okrŃgğe wtrŃcenie rozkğad·w prňdkoŜci oraz ich rekonstrukcji 

uzyskanych poszczeg·lnymi algorytmami. W kaŨdym z zadanych rozkğad·w prňdkoŜci niezmienne byğy parametry: 
cb = 1550 m/s oraz ūc = 10 mm 
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Rysunek 45  Zestawienie zadanych, zawierajŃcych okrŃgğe wtrŃcenie rozkğad·w prňdkoŜci oraz ich rekonstrukcji 

uzyskanych poszczeg·lnymi algorytmami. W kaŨdym z zadanych rozkğad·w prňdkoŜci niezmienne byğy parametry: 
cb = 1550 m/s oraz cc = 1560 m/s 
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Rysunek 46  Przekroje a) osiowy, oraz b) poprzeczny zrekonstruowanych map prňdkoŜci dla zadanego rozkğadu 

charakteryzujŃcego siň prňdkoŜciŃ tğa cb = 1550 m/s oraz wtrŃceniem okrŃgğym o prňdkoŜci i Ŝrednicy r·wnych 
odpowiednio cc = 1560 m/s i ūc = 10 mm. Oba przekroje przechodziğy przez Ŝrodek wtrŃcenia okrŃgğego 

Na podstawie wynik·w przedstawionych na Rysunek 45, dotyczŃcych wtrŃceŒ o r·Ũnych Ŝrednicach 

ūc, moŨna stwierdziĺ, Ũe odwzorowanie najmniejszych wtrŃceŒ (kolumna 1) jest najlepiej realizowane 

za pomocŃ algorytmu CUTE-SD. Metoda Q-CUTED pozwala uzyskaĺ por·wnywalnŃ amplitudň 

prňdkoŜci we wtrŃceniu, jednak powierzchnia obrazu wtrŃcenia jest nieco mniejsza. ZnaczŃco sğabiej 

wyglŃdajŃ wyniki generowane przez algorytmy CUTE-FD oraz Q-CUTEI, w przypadku kt·rych 

zar·wno oszacowana prňdkoŜĺ we wtrŃceniu jak i powierzchnia wtrŃcenia najbardziej odbiegajŃ od 

wartoŜci rzeczywistych. 

Obserwacja przedstawionych na Rysunek 46 przekroj·w osiowych oraz poprzecznych, 

poprowadzonych przez Ŝrodek wtrŃcenia okrŃgğego, potwierdza, Ũe najbliŨsze zadanemu rozkğadowi 

creal sŃ wyniki generowane przez algorytm CUTE-SD. Nieznacznie ustňpujŃ im rezultaty metody  

Q-CUTED ï dynamika odwzorowania wtrŃcenia oraz nachylenie zboczy sŃ nieco niŨsze. Ponadto, 

wyniki algorytmu Q-CUTED ponownie sŃ obarczone oscylacjŃ zwiŃzanŃ z bliskoŜciŃ dolnej krawňdzi 

obrazu. Pozostağe algorytmy dziağajŃ juŨ wyraŦnie gorzej. Algorytm Q-CUTEI w mniejszym stopniu 

odwzorowuje dynamikň wtrŃcenia. Z kolei wyniki metody CUTE-FD, mimo Ũe charakteryzujŃ siň 

dobrym odtworzeniem kontrastu tğo-wtrŃcenie, to obarczone sŃ silnymi fluktuacjami oraz rosnŃcym 

z gğňbokoŜciŃ bğňdem systematycznym. 

Na wstňpie prezentacji wynik·w analizy iloŜciowej dla rozkğad·w z wtrŃceniem okrŃgğym, naleŨy 

zwr·ciĺ uwagň na zaburzenia wartoŜci parametr·w iloŜciowych, wystňpujŃce w naroŨnikach 

pğaszczyzn tğo-kontrast. Zaburzenia te moŨna dostrzec w wiňkszoŜci wynik·w prezentowanych na 

Rysunek 47-Rysunek 49. Ich obecnoŜĺ zwiŃzana jest z aliasingiem sygnağu æűn,n+1, kt·ry wciŃŨ moŨe 

mieĺ miejsce mimo ograniczenia kontrastu cc - cb do zakresu Ñ 20 m/s. Skutkiem aliasingu sŃ z kolei 

artefakty w obrazach prňdkoŜci crec. Zagadnienie artefakt·w zwiŃzanych z aliasingiem zostanie nieco 

szerzej przedstawione na koŒcu tego rozdziağu, a teraz skoncentrujmy siň na niezaburzonej czňŜci 

wynik·w analizy iloŜciowej.  

AnalizujŃc zachowanie ME na pğaszczyŦnie tğo-kontrast dla wtrŃcenia okrŃgğego (Rysunek 47) 

dostrzec moŨna duŨe podobieŒstwo do wynik·w obserwowanych dla wtrŃcenia warstwowego 

(Rysunek 40). Tym razem jednak, poza przypadkiem algorytmu Q-CUTED (Rysunek 47d), wyniki 

praktycznie nie zaleŨŃ od kontrastu cc - cb. WtrŃcenie o Ŝrednicy ūc = 10 mm nie ma wiňc w 

przypadku metod  

CUTE-FD, CUTE-SD oraz Q-CUTEI istotnego wpğywu na bğŃd Ŝredni estymacji prňdkoŜci. 

Obserwowana zaleŨnoŜĺ ME od prňdkoŜci tğa cb odpowiada tej przedstawionej na Rysunek 36c. 

Sytuacja nieco siň zmienia w przypadku metody Q-CUTED (Rysunek 47d), gdzie wtrŃcenie okrŃgğe 

a) b) 



80 

 

ma pewien wpğyw na bğŃd Ŝredni estymacji prňdkoŜci. Charakter tego bğňdu jest taki sam, jak 

w przypadku wtrŃcenia warstwowego (Rysunek 40d). 

Przedstawione na Rysunek 48 funkcje RMSE w pewnym przybliŨeniu moŨna rozpatrywaĺ jako 

zğoŨenie rozdzielnych zaleŨnoŜci od prňdkoŜci cb oraz kontrastu cc - cb. ZaleŨnoŜĺ od cb byğaby w tym 

przypadku taka, jak na Rysunek 36d. Co siň zaŜ tyczy zaleŨnoŜci RMSE od kontrastu cc - cb, to dla 

wtrŃcenia okrŃgğego bňdzie ona znacznie sğabsza, niŨ to miağo miejsce w przypadku wtrŃceŒ 

warstwowych (Rysunek 41). MoŨe to mieĺ zwiŃzek z jednej strony z mniejszym udziağem 

powierzchniowym w ROI wtrŃcenia okrŃgğego o ūc niŨ wtrŃcenia warstwowego o dl = 10 mm. 

Z drugiej strony, te dwa typy wtrŃceŒ sŃ Ŧr·dğem r·Ũnego typu sygnağ·w æŰn,n+1. Zrozumiağym wiňc 

jest, Ũe wtrŃcenia te obrazowane sŃ z niejednakowŃ efektywnoŜciŃ, np. granice wtrŃceŒ okrŃgğych 

ulegajŃ mniejszemu rozmyciu (Rysunek 46a), niŨ granice wtrŃceŒ warstwowych (Rysunek 39). 

W por·wnaniu z wynikami uzyskanymi dla wtrŃceŒ warstwowych (Rysunek 42), wartoŜci CNR dla 

wtrŃceŒ okrŃgğych duŨo bardziej r·ŨnicujŃ jakoŜĺ obrazowania prňdkoŜci poszczeg·lnymi metodami. 

Najlepsze rezultaty uzyskaĺ moŨna przy pomocy algorytmu CUTE-SD, kt·ry poza przypadkami 

kontrastu bliskiego zeru oraz aliasingu, zapewnia stağy, wysoki poziom CNR å 3.4. Nieco gorzej 

spisuje siň algorytm Q-CUTED ï CNR osiŃga wartoŜci r·wne ok. 2.9, a obszar uŨyteczny pğaszczyzny 

tğo-kontrast (tzn. taki, w kt·rym CNR przyjmuje stabilne, zadowalajŃce wartoŜci) jest nieco mniejszy 

niŨ w przypadku metody CUTE-SD. W przypadku algorytmu Q-CUTEI mamy do czynienia z jeszcze 

dalej posuniňtym ograniczeniem obszaru uŨytecznego. Najgorsze pod wzglňdem stabilnoŜci parametru 

CNR wyniki generuje metoda CUTE-FD, kt·ra jednak w sprzyjajŃcych okolicznoŜciach jest w stanie 

odwzorowaĺ wtrŃcenie okrŃgğe z CNR r·wnym ok. 3.6.  

 

 

Rysunek 47  WartoŜci parametru ME na pğaszczyŦnie tğo-kontrast, dla wtrŃcenia okrŃgğego. Wyniki otrzymane dla 
algorytm·w: a) CUTE-FD (poszerzony zakres wartoŜci ME), b) CUTE-SD, c) Q-CUTEI, oraz d) Q-CUTED 

a) b) 

c) d) 
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Rysunek 48  WartoŜci parametru RMSE na pğaszczyŦnie tğo-kontrast, dla wtrŃcenia okrŃgğego. Wyniki otrzymane dla 
algorytm·w: a) CUTE-FD (poszerzony zakres wartoŜci RMSE), b) CUTE-SD, c) Q-CUTEI, oraz d) Q-CUTED 

 

Rysunek 49  WartoŜci parametru CNR na pğaszczyŦnie tğo-kontrast, dla wtrŃcenia okrŃgğego. Wyniki otrzymane dla 

algorytm·w: a) CUTE-FD, b) CUTE-SD, c) Q-CUTEI, oraz d) Q-CUTED. OkrŃgğe markery wskazujŃ przypadki ujňte 
na Rysunek 50 

a) b) 

c) d) 

a) b) 

c) d) 
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Rysunek 50  Zestawienie zadanych, zawierajŃcych okrŃgğe wtrŃcenie rozkğad·w prňdkoŜci oraz ich rekonstrukcji 

uzyskanych poszczeg·lnymi algorytmami. W kaŨdym z zadanych rozkğad·w prňdkoŜci niezmienne byğy parametry: 
cb = 1490 m/s oraz ūc = 10 mm 
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Aliasing 

Na zakoŒczenie prezentacji wynik·w dla rozkğad·w z wtrŃceniem okrŃgğym, naleŨy odnieŜĺ siň do 

zaburzeŒ wartoŜci parametr·w iloŜciowych, wystňpujŃcych w naroŨnikach pğaszczyzn tğo-kontrast. Jak 

zostağo wczeŜniej zaznaczone, zaburzenia te wynikajŃ z aliasingu sygnağu æűn,n+1, kt·ry wciŃŨ ma 

miejsce mimo ograniczenia kontrastu cc - cb do zakresu Ñ 20 m/s. Charakter powstajŃcych w efekcie 

aliasingu artefakt·w w obrazach crec jest trudny do okreŜlenia jedynie na podstawie wynik·w 

przeprowadzonej analizy iloŜciowej. W zwiŃzku z tym, na Rysunek 50 przedstawiono wyniki 

rekonstrukcji dla wybranych przypadk·w, odpowiadajŃcych poğoŨeniu marker·w na Rysunek 49.  

W pierwszej kolumnie na Rysunek 50 przedstawione sŃ wyniki rekonstrukcji crec dla kontrastu ukğadu 

tğo-wtrŃcenie r·wnego cc - cb = 10 m/s. W przypadku tym nie wystňpujŃ jeszcze widoczne skutki 

aliasingu. Przy zwiňkszeniu kontrastu do wartoŜci cc - cb = 15 m/s (kolumna 2), moŨna juŨ 

zaobserwowaĺ efekty aliasingu. W przypadku metody CUTE-FD powstağe artefakty ginŃ wprawdzie 

na tle bğňdu statystycznego oraz fluktuacji, jednak juŨ w przypadku metody CUTE-SD pojawiajŃ siň 

wyraŦne zmiany w charakterze obrazu crec. Pogarsza siň jakoŜĺ odwzorowania wtrŃcenia i pojawiajŃ 

siň podğuŨne obszary o znacznym zaszumieniu, rozciŃgajŃce siň r·wnieŨ na regiony poğoŨone pğycej, 

niŨ Ŧr·dğo aliasingu. Co wiňcej, dolna czňŜĺ obrazu ulega degradacji podobnej do tej, kt·rŃ 

obserwowano w przypadku metod Q-CUTE. Z kolei w przypadku wspomnianych metod Q-CUTE, 

poza nieznacznym powiňkszeniem nieuŨytecznego dolnego marginesu obraz·w crec, nie wystňpujŃ 

Ũadne widoczne objawy aliasingu. Dalszemu zwiňkszeniu kontrastu do wartoŜci cc - cb = 20 m/s 

(kolumna 3) towarzyszy nasilenie opisanych wczeŜniej objaw·w. 

4.3 Dyskusja  

Spr·bujmy uporzŃdkowaĺ informacje pğynŃce w uzyskanych wynik·w symulacji i sformuğowaĺ na tej 

podstawie wnioski odnoŜnie uŨytecznoŜci poszczeg·lnych algorytm·w rekonstrukcji przestrzennego 

rozkğadu prňdkoŜci dŦwiňku. Analizň rozpocznijmy od przedyskutowania skutecznoŜci zastosowanej 

procedury optymalizacji wsp·ğczynnik·w regularyzacji ɚ. Nastňpnie jakoŜĺ wynik·w przedstawionej 

w tej pracy metody Q-CUTE zostanie okreŜlona w relacji do efekt·w dziağania algorytm·w 

referencyjnych: CUTE-FD oraz CUTE-SD. W poğŃczeniu z informacjami o zğoŨonoŜci obliczeniowej 

poszczeg·lnych algorytm·w, pozwoli to wskazaĺ najbardziej perspektywicznŃ spoŜr·d metod 

obrazowania prňdkoŜci. 

Optymalizacja ×ÓÐĕčÃÚÙÎÎÉËĕ× ÒÅÇÕÌÁÒÙÚÁÃÊÉ 

Przypomnijmy, Ũe optymalizacja oparta byğa na minimalizacji RMSE oraz maksymalizacji CNR dla 

rekonstruowanych obraz·w zawierajŃcych wtrŃcenie okrŃgğe. Posğugiwanie siň dwoma funkcjami celu 

skutkowağo rozbieŨnymi wartoŜciami wsp·ğczynnik·w regularyzacji ɚ uznawanych za optymalne. 

RozbieŨnoŜci te, choĺ w niekt·rych przypadkach mogğy wydawaĺ siň znaczŃce (Tabela 3), nie 

skutkowağy jednak istotnymi r·Ũnicami w odpowiadajŃcych im obrazach (Rysunek 32). Wybrane 

finalnie rozwiŃzanie, w kt·rym optymalizacja polegağa na minimalizacji ilorazu RMSE / CNR, 

umoŨliwiağo znalezienie kompromisu pomiňdzy minimalizacjŃ RMSE a maksymalizacjŃ CNR. 

NaleŨy w tym miejscu zaznaczyĺ, Ũe wyniki procedury optymalizacji w istotnym stopniu zaleŨŃ 

r·wnieŨ od zadanego rozkğadu prňdkoŜci, co zostağo przedstawione na Rysunek 33. W zaleŨnoŜci od 

algorytmu rekonstrukcji prňdkoŜci, na optymalne wartoŜci ɚ wpğyw mogŃ mieĺ: bğŃd Ŝredni przyjňtej 

w rekonstrukcji obraz·w LRI wartoŜci c0, typ i rozmiary wtrŃceŒ, ich kontrastowoŜĺ, itp. WartoŜci 

wsp·ğczynnik·w regularyzacji ɚ uznane za optymalne w warunkach nominalnych, w innych 

okolicznoŜciach prawdopodobnie optymalne juŨ nie bňdŃ. W tej sytuacji, przy ocenie metod 
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rekonstrukcji prňdkoŜci, dodatkowym atutem bňdzie moŨliwie mağa zaleŨnoŜĺ optymalnej wartoŜci ɚ 

od ww. parametr·w. 

Kolejny problem, kt·ry moŨe budziĺ wŃtpliwoŜci odnoŜnie procedury optymalizacji, polega na tym, 

Ũe zoptymalizowany algorytm CUTE-FD daje jakoŜciowo r·Ũne wyniki od pozostağych metod. Chodzi 

tu gğ·wnie o poziom fluktuacji w zrekonstruowanych obrazach crec, kt·ry w przypadku algorytmu 

CUTE-FD jest znacznie wyŨszy. Zaobserwowany problem wynika z faktu, Ũe wyniki metody  

CUTE-FD sŃ najczňŜciej obarczone rosnŃcymi z gğňbokoŜciŃ bğňdami systematycznymi. Wybrany 

w procedurze optymalizacji rozkğad o wartoŜciach prňdkoŜci w tle cb = 1550 m/s, oraz we wtrŃceniu 

okrŃgğym cc = 1560 m/s, r·wnieŨ prowokuje istnienie tych bğňd·w w wynikach algorytmu CUTE-FD. 

W zwiŃzku z tym, na optymalnŃ wartoŜĺ ɚ bňdzie miağ wpğyw czynnik nie wystňpujŃcy w przypadku 

pozostağych algorytm·w. MoŨna zadaĺ sobie pytanie, czy nie lepiej byğoby w procedurze 

optymalizacji wybraĺ rozkğad prňdkoŜci taki, kt·ry nie skutkowağby powstawaniem wspomnianych 

bğňd·w systematycznych. Prawdopodobnie wartoŜĺ ɚ uznana za optymalnŃ byğaby wyŨsza a poziom 

fluktuacji wynik·w zbliŨyğby sie do poziomu obserwowanego w przypadku pozostağych algorytm·w. 

Sp·jrzmy jednak na Rysunek 29, gdzie zaobserwowaĺ moŨemy zmiany jakoŜci obrazowania wraz ze 

wzrostem wartoŜci ɚ. Wyniki rekonstrukcji dla algorytmu CUTE-FD charakteryzujŃ siň tam 

postňpujŃcym wraz ze wzrostem wartoŜci ɚ niedoszacowaniem prňdkoŜci w obszarze tğa. Trudno wiňc 

zaproponowaĺ jeden rodzaj optymalizacji, kt·ry bňdzie siň sprawdzağ r·wnie dobrze w przypadku 

wszystkich analizowanych algorytm·w, skoro jeden z nich generuje wyniki jakoŜciowo r·Ũne od 

rezultat·w przetwarzania pozostağymi metodami. AnalizujŃc jakoŜĺ obrazowania prňdkoŜci 

poszczeg·lnymi metodami, naleŨy wiňc pamiňtaĺ o tym, Ũe przy zmianie warunk·w optymalizacji, 

pewne parametry obrazowania metodŃ CUTE-FD mogğyby ulec poprawie kosztem pogorszenia 

innych jego wğasnoŜci. 

0ÏÒĕ×ÎÁÎÉÅ ÊÁËÏĢÃÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÁ 

Przedstawione wyniki symulacji numerycznych pozwalajŃ nakreŜliĺ obraz mocnych i sğabych stron 

poszczeg·lnych metod rekonstrukcji przestrzennego rozkğadu prňdkoŜci dŦwiňku. Na pierwszy plan 

spoŜr·d testowanych algorytm·w wysuwa siň CUTE-SD, kt·rego wyniki cechujŃ siň najwyŨszŃ 

jakoŜciŃ. Bğňdy Ŝrednie dla tej metody sŃ bliskie zeru dla kaŨdego z rozpatrywanych rozkğad·w 

prňdkoŜci. WartoŜci RMSE sŃ zwiŃzane gğ·wnie z rozmyciem granic tğo-wtrŃcenie i nie zaleŨŃ od 

zadanej prňdkoŜci cb i zwiŃzanego z niŃ Ŝredniego bğňdu prňdkoŜci c0 przyjňtej w rekonstrukcji 

obraz·w LRI. Z kolei CNR osiŃga stabilne, wysokie wartoŜci niezaleŨnie od prňdkoŜci cb oraz 

kontrastu cl - cb lub cc - cb. Odwzorowanie ksztağtu wtrŃceŒ jest na wysokim poziomie, nawet dla 

mağych wtrŃceŒ okrŃgğych (Rysunek 45). Ponadto, wyniki algorytmu CUTE-SD jako jedyne 

nieobciŃŨone sŃ istotnymi bğňdami rekonstrukcji w pobliŨu g·rnej oraz dolnej granicy obraz·w. 

Jedyny przypadek, w kt·rym wyniki algorytmu CUTE-SD ulegajŃ znacznemu pogorszeniu, zwiŃzany 

jest z wystňpowaniem aliasingu (Rysunek 50). 

Na drugim koŒcu skali jakoŜci obrazowania prňdkoŜci znajduje siň algorytm CUTE-FD. Generowane 

przez niego wyniki obarczone sŃ rosnŃcym z gğňbokoŜciŃ bğňdem systematycznym. W sytuacjach, gdy 

Ŝrednia wartoŜĺ prňdkoŜci w ROI odpowiada przyjňtej w rekonstrukcji obraz·w LRI wartoŜci c0, 

jakoŜĺ obrazowania jest na dobrym poziomie. Gdy jednak warunek ten nie jest speğniony, pojawia siň 

wspomniany bğŃd systematyczny, kt·ry negatywnie wpğywa na wyniki wszystkich metod oceny 

jakoŜci obrazowania prňdkoŜci. 

JakoŜĺ wynik·w generowanych przez metody Q-CUTEI oraz Q-CUTED mieŜci siň pomiňdzy jakoŜciŃ 

dla metod CUTE-FD oraz CUTE-SD. Z jednej strony nie zaobserwowano bğňd·w systematycznych 

o charakterze takim jak w metodzie CUTE-FD. Z drugiej strony jednak wyniki metod Q-CUTE 
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charakteryzujŃ siň wystňpowaniem istotnych bğňd·w oszacowania prňdkoŜci w okolicach g·rnej 

i dolnej krawňdzi obszaru obrazowania, czego nie zaobserwowano w przypadku wynik·w metody 

CUTE-SD. W tym miejscu warto zwr·ciĺ uwagň na r·Ũnice pomiňdzy wynikami dla metod Q-CUTEI 

oraz Q-CUTED. JedynŃ cechŃ obraz·w crec przemawiajŃcŃ na niekorzyŜĺ algorytmu Q-CUTED jest 

wiňksza powierzchnia obarczonego bğňdem dolnego marginesu obraz·w crec oraz zwiŃzana z nim 

lokalna oscylacja oszacowania prňdkoŜci. Z wyjŃtkiem powyŨszego, metoda Q-CUTED g·ruje nad  

Q-CUTEI praktycznie pod kaŨdym wzglňdem, zaczynajŃc od subiektywnej oceny jakoŜci obraz·w crec, 

poprzez por·wnanie ich przekroj·w, a koŒczŃc na wartoŜciach wszystkich parametr·w iloŜciowych. 

Wobec zbliŨonej zğoŨonoŜci obliczeniowej metod Q-CUTEI oraz Q-CUTED, og·lny obraz analizy 

por·wnawczej przemawia zatem na korzyŜĺ Q-CUTED. 

Por·wnajmy zatem uwaŨniej wyniki uzyskane metodŃ Q-CUTED, z rezultatami otrzymanymi 

jakoŜciowo lepszŃ spoŜr·d metod referencyjnych, tj. CUTE-SD. W wiňkszoŜci przypadk·w algorytm 

Q-CUTED generuje wyniki obarczone nieco wiňkszymi bğňdami ME oraz RMSE niŨ CUTE-SD 

(Rysunek 36c,d,Rysunek 47b,d,Rysunek 48b,d). Na tle skali rozbieŨnoŜci wynik·w dla CUTE-SD 

oraz CUTE-FD, r·Ũnica ta moŨe byĺ jednak uznana za niewielkŃ. W kontekŜcie wartoŜci CNR dla 

wtrŃceŒ okrŃgğych, algorytm CUTE-SD ma wyraŦnŃ przewagň nad Q-CUTE ï CNR r·wne 

odpowiednio 3.4 oraz 2.9. W przypadku wtrŃceŒ warstwowych oba algorytmy pozwalajŃ uzyskaĺ 

zbliŨone wartoŜci CNR, r·wne w przybliŨeniu 2.8. Na podstawie przekroj·w przez obrazy wtrŃceŒ 

warstwowych (Rysunek 39) moŨna ponadto stwierdziĺ, Ũe algorytm Q-CUTED nieco lepiej 

odwzorowuje dynamikň wtrŃcenia warstwowego. Obserwacja przekroj·w przez obrazy wtrŃceŒ 

okrŃgğych (Rysunek 46) ukazuje z kolei niewielkŃ przewagň algorytmu CUTE-SD, widocznŃ w 

postaci nieznacznie lepszego odwzorowania dynamiki wtrŃcenia oraz wiňkszego nachylenia zboczy w 

kierunku horyzontalnym. NaleŨy jeszcze pamiňtaĺ o wystňpujŃcych w wynikach metody Q-CUTED, 

zlokalizowanych przy g·rnej i dolnej krawňdzi obrazu marginesach obarczonych znaczŃcym bğňdem 

estymacji prňdkoŜci. Pole skutecznego obrazowania prňdkoŜci metodŃ Q-CUTED jest wiňc do 

pewnego stopnia ograniczone. OstatniŃ ocenianŃ kwestiŃ byğo zachowanie algorytm·w w sytuacji 

wystňpowania aliasingu w danych wejŜciowych. W przypadku metody Q-CUTED skutkiem aliasingu 

byğo jedynie zwiňkszanie obarczonego bğňdem, dolnego marginesu obraz·w crec. W przypadku 

algorytmu CUTE-SD, w wyniku aliasingu, w dolnej czňŜci obraz·w crec r·wnieŨ uwidaczniağ siň 

obszar obarczony znaczŃcym bğňdem estymacji prňdkoŜci. Opr·cz tego, wystňpowağo takŨe 

znieksztağcenie obraz·w crec na cağej gğňbokoŜci obrazowania. Zatem w warunkach aliasingu znaczŃco 

lepiej dziağa algorytm Q-CUTED. 

Z powyŨszego por·wnania wyğania siň uog·lniony obraz, w kt·rym zaprezentowana w tej pracy 

metoda Q-CUTED generuje nieco sğabsze jakoŜciowo wyniki niŨ algorytm referencyjny CUTE-SD. 

Nie naleŨy jednak zapominaĺ o znaczŃcej przewadze algorytmu Q-CUTED w kwestii efektywnoŜci 

obliczeniowej, co w praktycznych zastosowaniach moŨe mieĺ kluczowe znaczenie. Ponadto, warto 

w tym miejscu podkreŜliĺ, Ũe metoda Q-CUTE jest na wczesnym etapie rozwoju. Poza procedurŃ 

wyboru najkorzystniejszej wartoŜci wsp·ğczynnik·w regularyzacji ɚ, w pracy tej nie optymalizowano 

pozostağych parametr·w algorytmu Q-CUTE, takich jak wagi w
I
n,n+1 oraz w

II
n,n+1 w operacjach 

uŜredniania opisanych r·wnaniami (38) i (42). Istnieje zatem potencjağ do uzyskania metodŃ Q-CUTE 

jeszcze lepszych wynik·w, niŨ zostağy przedstawione w tej pracy. MoŨliwoŜci poprawy jakoŜci 

obrazowania nie koŒczŃ siň jednak na optymalizacji wartoŜci wsp·ğczynnik·w wagowych. Istnieje 

bowiem szereg perspektywicznych ŜcieŨek dalszego rozwoju metody Q-CUTE. 
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Plan dalszego rozwoju metody Q-CUTE 

Zaprezentowana w tej pracy metoda Q-CUTE jest wciŃŨ rozwijana i planowane sŃ modyfikacje 

niekt·rych z zastosowanych rozwiŃzaŒ. Dla przykğadu, obecnie zregularyzowany operator pochodnej 

jest uproszczony poprzez wyb·r Ŝrodkowej, symetrycznej kolumny macierzy Dreg ze wzoru (46). 

PosğuŨenie siň kolumnami macierzy Dreg odpowiednimi dla danej gğňbokoŜci z mogğoby potencjalnie 

rozwiŃzaĺ problem wystňpowania znacznych bğňd·w oszacowania prňdkoŜci w rejonie g·rnej i dolnej 

granicy obraz·w crec. Istotne jest jednak r·wnieŨ to, Ũeby ww. zmianň zaimplementowaĺ w spos·b, 

kt·ry w moŨliwie niewielkim stopniu wpğynie na zğoŨonoŜĺ obliczeniowŃ algorytmu Q-CUTE. 

Kolejne udoskonalenie algorytmu Q-CUTE bňdzie polegaĺ na implementacji jego iteracyjnej wersji. 

W celu weryfikacji takiego podejŜcia konieczne jest opracowanie matematycznego modelu propagacji 

bğňd·w w torze przetwarzania sygnağ·w Q-CUTE. JeŜli okaŨe siň, Ũe bğňdy te w kolejnych iteracjach 

algorytmu ŜciŜle malejŃ, to podejŜcie takie bňdzie uzasadnione. Praca w trybie iteracyjnym przy 

zachowaniu rygoru czasu rzeczywistego byğaby moŨliwa dziňki wzglňdnie niskiemu zapotrzebowaniu 

podstawowej wersji algorytmu na zasoby obliczeniowe. Na tym nie koŒczŃ siň jednak moŨliwoŜci, 

jakie niesie niska zğoŨonoŜĺ obliczeniowa metody Q-CUTE. R·wnieŨ dziňki niej, otwiera siň 

atrakcyjna perspektywa rozwoju algorytmu w wersji 3-D, dziağajŃcej w czasie rzeczywistym. 

Osobnym wŃtkiem, potencjalnie prowadzŃcym do poprawy jakoŜci obrazowania kaŨdŃ z metod 

CUTE, jest udoskonalenie preprocessingu metod CUTE, tzn. operacji przeliczenia zespolonych 

obraz·w LRI na dane æŰ. Chodzi tu m.in. o przeanalizowanie innych metod wyznaczania sygnağ·w æű 

(np. algorytm·w korelacyjnych), jak r·wnieŨ o takŃ konwersjň æű na wartoŜci æŰ, kt·ra uwzglňdniaĺ 

bňdzie zjawiska wpğywajŃce na lokalnŃ czňstotliwoŜĺ sygnağu LRI.  

Opr·cz udoskonalania algorytm·w obrazowania prňdkoŜci, konieczna jest r·wnieŨ weryfikacja ich 

dziağania w warunkach bardziej odpowiadajŃcych docelowym zastosowaniom. Na wstňpie zostanŃ 

wiňc wykonane symulacje numeryczne uwzglňdniajŃce interferencyjny charakter sygnağ·w LRI. 

W kolejnych krokach przewidziane sŃ badania z wykorzystaniem wzorc·w tkankowych. 

Wnioski 

Klasyfikacja testowanych algorytm·w pod wzglňdem uog·lnionej jakoŜci obrazowania prňdkoŜci 

przedstawia siň nastňpujŃco: 

1. CUTE-SD 

2. Q-CUTED 

3. Q-CUTEI 

4. CUTE-FD 

Najlepszy pod wzglňdem jakoŜci obrazowania algorytm CUTE-SD charakteryzuje siň duŨŃ 

zğoŨonoŜciŃ obliczeniowŃ, przez co jego zastosowanie w systemach obrazujŃcych w czasie 

rzeczywistym jest mocno ograniczone. Drugi w klasyfikacji jakoŜci algorytm Q-CUTED jest znacznie 

efektywniejszy obliczeniowo, dziňki czemu moŨliwe jest wykonywanie go w czasie rzeczywistym 

w wysokiej rozdzielczoŜci lub nawet w obrazowaniu 3D. NaleŨy przy tym podkreŜliĺ, Ũe dystans 

pomiňdzy jakoŜciŃ wynik·w CUTE-SD i Q-CUTED jest niewielki, a szerokie moŨliwoŜci 

optymalizacji i modyfikacji algorytmu Q-CUTED potencjalnie umoŨliwiajŃ dalsze zmniejszenie tych 

r·Ũnic. Pozostağe algorytmy charakteryzujŃ siň niŨszŃ jakoŜciŃ obrazowania przy jednoczeŜnie 

podobnej (Q-CUTEI) lub wyŨszej (CUTE-FD) niŨ w przypadku Q-CUTED zğoŨonoŜci obliczeniowej. 

Zaprezentowana w tej pracy metoda Q-CUTED jest wiňc najbardziej perspektywicznŃ spoŜr·d 

analizowanych metod rekonstrukcji prňdkoŜci dŦwiňku. 



87 

 

5 Podsumowanie  

W ramach tej pracy przybliŨone zostağo znaczenie przestrzennego rozkğadu prňdkoŜci dŦwiňku 

w ultradŦwiňkowych metodach obrazowania w trybie odbiciowym. JednoczeŜnie zwr·cono uwagň na 

dotychczasowy brak zadowalajŃcego rozwiŃzania kwestii rekonstrukcji rozkğadu prňdkoŜci dŦwiňku. 

Najnowsza metoda obrazowania prňdkoŜci ï CUTE-SD, zapewnia wprawdzie wysokŃ jakoŜĺ 

obrazowania prňdkoŜci, problemem jest jednak jej duŨa zğoŨonoŜĺ obliczeniowa. WiňkszŃ 

efektywnoŜciŃ obliczeniowŃ charakteryzuje siň metoda CUTE-FD, kt·ra jednak generuje wyniki 

o znacznie niŨszej jakoŜci. 

Celem tej pracy byğo opracowanie alternatywnej, efektywnej obliczeniowo metody rekonstrukcji 

prňdkoŜci, jak r·wnieŨ jej weryfikacja w odniesieniu do algorytm·w referencyjnych: CUTE-FD oraz 

CUTE-SD. Realizacja tego celu wymagağa wykonania szeregu zadaŒ. 

1. Opracowany zostağ model matematyczny dla zagadnienia wprost: æŰ = f(æů). Model ten byğ 

zmodyfikowanŃ wersjŃ opisu leŨŃcego u podstaw metod CUTE-FD oraz CUTE-SD. 

Modyfikacja polegağa na wyraŨeniu wartoŜci odchyğki powolnoŜci æů okreŜlonej wzdğuŨ 

trajektorii rn oraz rn+1 za pomocŃ wartoŜci æů oraz jej pochodnej czŃstkowej æůx wzdğuŨ 

poŜredniej drogi rn,n+1. To z kolei w nastňpnym kroku pozwalağo na zastosowanie 

efektywniejszego obliczeniowo podejŜcia do rozwiŃzania zagadnienia odwrotnego. 

2. Opracowana zostağa efektywna obliczeniowo, dwuetapowa metoda rozwiŃzania zagadnienia 

odwrotnego: æů = f(æŰ). W pierwszym etapie zastosowano zağoŨenie upraszczajŃce, dotyczŃce 

relacji amplitud czğon·w w r·wnaniu (35) opisujŃcym zagadnienie wprost. Pozwoliğo ono 

w prosty spos·b wyznaczyĺ przestrzenny rozkğad æůx. ZasadnoŜĺ zağoŨenia zostağa obszernie 

uzasadniona. Wykazane zostağo, Ũe bğňdy wynikajŃce z ewentualnego niespeğnienia zağoŨenia 

w znacznym stopniu siň znoszŃ. W drugim etapie obliczana byğa wartoŜĺ stağej cağkowania C, 

brakujŃca do wyznaczenia szukanego rozkğadu æů. 

3. Opracowana zostağa efektywna obliczeniowo filtracja odpowiadajŃca zastosowaniu 

zregularyzowanego operatora pochodnej. Podobnie jak w przypadku metod referencyjnych, 

brak regularyzacji w metodzie Q-CUTE skutkowağ nieczytelnymi, zaszumionymi obrazami 

crec. W odr·Ũnieniu jednak od CUTE-FD oraz CUTE-SD, w metodzie Q-CUTE nie wystňpuje 

operacja odwracania macierzy przeksztağcenia, a zatem regularyzacja musiağa byĺ 

przeprowadzona inaczej. Finalnie wybrano rozwiŃzanie, w kt·rym regularyzacji podlega 

jedynie operator pochodnej, wystňpujŃcy dwukrotnie w procedurze rozwiŃzania zagadnienia 

odwrotnego. OdpowiedŦ zregularyzowanego operatora pochodnej przybliŨona zostağa 

prostymi filtrami typu IIR, co zapewniağo zachowanie efektywnoŜci obliczeniowej. 
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4. Przeprowadzona zostağa analiza por·wnawcza jakoŜci wynik·w crec zwracanych przez 

opracowanŃ metodň Q-CUTE oraz metody referencyjne: CUTE-FD i CUTE-SD. Sygnağem 

wejŜciowym byğy wyidealizowane dane LRIn wygenerowane na drodze symulacji dla 

zadanych rozkğad·w prňdkoŜci creal. Analiza por·wnawcza poprzedzona byğa optymalizacjŃ 

wsp·ğczynnik·w regularyzacji ɚ dla kaŨdego z algorytm·w. W procesie optymalizacji, 

z jednej strony minimalizowane byğy wartoŜci RMSE, a z drugiej ï maksymalizowane 

wartoŜci CNR. Zoptymalizowane algorytmy byğy nastňpnie wykorzystane do rekonstrukcji 

obraz·w prňdkoŜci crec, kt·re byğy finalnie poddawane analizie por·wnawczej. Analizň tň 

moŨna podzieliĺ na czňŜĺ jakoŜciowŃ oraz iloŜciowŃ. W czňŜci jakoŜciowej przedstawione 

zostağy obrazy prňdkoŜci crec oraz ich przekroje dla wybranych rozkğad·w prňdkoŜci creal. 

CzňŜĺ iloŜciowa ukazywağa skutecznoŜĺ algorytm·w dla szerszego zbioru rozkğad·w 

prňdkoŜci creal za pomocŃ parametr·w ME, RMSE oraz CNR.  

Wyniki uzyskane w punkcie 4 potwierdzajŃ tezň, Ũe opracowana w punktach 1-3 metoda Q-CUTE 

(w szczeg·lnoŜci wersja Q-CUTED) umoŨliwia efektywnŃ obliczeniowo rekonstrukcjň wysokiej 

jakoŜci obraz·w prňdkoŜci. ZğoŨonoŜĺ obliczeniowa metody Q-CUTE jest mniejsza od zğoŨonoŜci obu 

algorytm·w referencyjnych. Obrazy uzyskane metodŃ Q-CUTED znaczŃco przewyŨszajŃ jakoŜciŃ 

wyniki CUTE-FD i sŃ por·wnywalne z wynikami CUTE-SD. JedynŃ istotnŃ niedogodnoŜciŃ zwiŃzanŃ 

z metodŃ Q-CUTED w relacji do CUTE-SD jest wystňpowanie g·rnego i dolnego marginesu obraz·w 

prňdkoŜci crec, w obrňbie kt·rych wyniki sŃ obarczone istotnymi bğňdami. W planach dalszego rozwoju 

metody Q-CUTE sŃ uwzglňdnione modyfikacje majŃce na celu wyeliminowanie tych bğňd·w. 

NiezaleŨnie od powodzenia realizacji tych plan·w, algorytm Q-CUTE ma istotnŃ przewagň 

w stosunku do metody CUTE-SD, polegajŃcŃ na znaczŃco wiňkszej efektywnoŜci obliczeniowej. 

Dziňki niej realna jest implementacja algorytmu Q-CUTE dziağajŃca w czasie rzeczywistym na danych 

o niezredukowanej rozdzielczoŜci pikselowej. To z kolei otwiera moŨliwoŜci efektywnej korekcji 

aberracji w obrazowaniu w trybie B-mode, oraz jest potencjalnym zalŃŨkiem nowej modalnoŜci 

w obrazowaniu ultradŦwiňkowym. 
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7 :ÁčäÃÚÎÉËÉ 

7.1 Wyprowadzenie wzoru na Вůx 

Wyprowadzenie wzoru na æůx obejmuje przeksztağcenie r·wnania (36) do postaci przedstawionej 

w r·wnaniu (37). Przypomnijmy sobie r·wnanie (36): 

 
( ) ( )( ), 1 , 1 , 1

0

, ' '

z

n n n n x n nz x b r dz dzt s+ + +D =- Dñ ñ  (72) 

W powyŨszej cağce przyczynki funkcji æůx okreŜlane sŃ wzdğuŨ dr·g rn,n+1 opisanych r·wnaniem (6). 

Drogi te stanowiŃ rodzinň prostoliniowych trajektorii odchylonych o kŃt ɗn,n+1 wzglňdem osi OZ, 

koŒczŃcych siň w punktach o wsp·ğrzňdnych (z,x). Punkty leŨŃce na danej trajektorii rn,n+1 sŃ opisane 

wsp·ğrzňdnymi pomocniczymi (zô,xô(zô)), przy czym zô jednoznacznie okreŜla poğoŨenie na drodze 

rn,n+1. Dla uproszczenia przyjmijmy, Ũe trajektorie rn,n+1 sŃ r·wnolegğe do osi OZ i zaniedbajmy 

wsp·ğrzňdne xô oraz x. PowyŨszy problem zredukuje siň wtedy do zagadnienia jednowymiarowego: 
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KorzystajŃc z wğasnoŜci pochodnej cağki oznaczonej wzglňdem g·rnej granicy cağkowania, w wyniku 

r·Ũniczkowania stronami r·wnania (73), otrzymamy: 
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Po ponownym r·Ũniczkowaniu stronami i uporzŃdkowaniu, otrzymamy wz·r na æůx: 
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R·wnanie (75) dotyczy uproszczonego przypadku jednowymiarowego, w kt·rym kierunek trajektorii 

rn,n+1 zostağ ujednolicony z kierunkiem osi OZ. Powr·t do zapisu dwuwymiarowego oznacza, Ũe tak 

jak cağka w r·wnaniu (72), tak teraz pochodna obliczana bňdzie wzdğuŨ kierunku trajektorii rn,n+1. To 

z kolei wymaga chwilowego posğuŨenia siň pomocniczŃ zmiennŃ zô. W rezultacie otrzymujemy zapis 

r·wnowaŨny r·wnaniu (37): 
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7.2 Liczba iteracji w optymalizacji ɚ dla algorytmu CUTE-SD 

PoniŨsze rysunki przedstawiajŃ przebieg funkcji celu RMSE oraz CNR w kolejnych iteracjach 

optymalizacji wsp·ğczynnik·w regularyzacji ɚ2 oraz ɚ3 dla algorytmu CUTE-SD. Z przedstawionych 

na Rysunek 51 wykres·w RMSE wynika, Ũe iteracje o numerach 5 i 6 (tj. trzecie iteracje dla kaŨdego 

z parametr·w ɚ2 i ɚ3) skutkujŃ niewielkŃ juŨ zmianŃ poğoŨenia minimum. W przypadku wsp·ğczynnika 

ɚ2 przesuniňcie to jest wprawdzie por·wnywalne z r·ŨnicŃ wynik·w optymalizacji przy wykorzystaniu 

funkcji RMSE oraz CNR (Tabela 3), jednak jak wynika z Rysunek 32, tego rzňdu zmiany wartoŜci ɚ 

pozostajŃ praktycznie bez istotnego wpğywu na jakoŜĺ generowanych obraz·w prňdkoŜci. Z Rysunek 

52 wynika z kolei, Ũe przebiegi funkcji CNR w iteracjach o numerach 5 i 6 nie wnoszŃ juŨ Ũadnych 

zauwaŨalnych zmian w optymalnych wartoŜciach wsp·ğczynnik·w regularyzacji ɚ2 oraz ɚ3. Na tej 

podstawie moŨna wywnioskowaĺ, Ũe dla funkcji celu RMSE oraz CNR ğŃczna liczba czterech iteracji 

(po dwie na kaŨdy z parametr·w ɚ2 oraz ɚ3) pozwala z wystarczajŃcŃ dokğadnoŜciŃ oszacowaĺ 

optymalne wartoŜci wsp·ğczynnik·w regularyzacji dla algorytmu CUTE-SD. 

 

Rysunek 51  Przebiegi funkcji RMSE(ɚ) w kolejnych iteracjach optymalizacji parametru a) ɚ2, oraz b) ɚ3.  
Rysunki c) oraz d) przedstawiajŃ zbliŨenia obszar·w wystňpowania minimum na wykresach odpowiednio: a) i b) 

a) b) 

c) d) 




