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STRESZCZENIE

Jednym z obecnie aktywnych kierunkéw badan efektow skali sa zagadnienia kontak-
towe, np. indentacji. Do opisu efektow skali potrzebne sa modele kontinuum zawierajace
w sobie dlugos$¢ charakterystyczna, co najczesciej pociaga za soba wystepowanie dodatko-
wych stopni swobody — niewiadomych wyzszego rzedu. Pomimo istnienia wielu modeli
kontinuum wyzszego rzedu wcigz niewiele uwagi poSwigcono sformutowaniu modeli kon-
taktowych uwzgledniajacych relacje pomiedzy klasycznymi warunkami kontaktowymi a
niewiadomymi wyzszego rzedu.

W niniejszej rozprawie podjeto tematyke modelowania efektow skali w zagadnieniach
kontaktowych przy wykorzystaniu metody elementéw skoficzonych na przyktadzie dwoéch
wybranych modeli wyzszego rzedu: ciata Cosseratow oraz gradientowej plastycznosci
krysztatow.

Wybrano model mikropolarnej sprezystosci Cosseratéw, jako przyktad najprostszego
kontinuum wyzszego rzedu. Stworzono nowy, bazujacy narozwazaniach mikromechanicz-
nych, model jednostronnego kontaktu bez tarcia, ktéry uwzglednia interakcje klasycznych
warunkéw kontaktowych z niewiadomymi wyzszego rzedu bez wprowadzania dodatko-
wych parametrow. W celu zaprezentowania charakterystycznych cech zaproponowane-
go modelu kontaktowego przeanalizowano dwa zagadnienia: Sciskanie pasma dwiema
sztywnymi plaszczyznami i zagadnienie typu Hertza. W obu zagadnieniach pojawily si¢
warstwy brzegowe zwigzane z warunkami brzegowymi wymuszonymi przez mikrome-
chaniczny model kontaktowy. Ponadto w zagadnieniu typu Hertza otrzymano niestandar-
dowe rozktady ciSnienia kontaktowego, co zmodyfikowato przebieg twardosSci w funkcji
zaglebienia.

W ramach modelowania efektéw skali z zastosowaniem modelu gradientowej pla-

stycznosci krysztalow stworzono model obliczeniowy wciskania klina w monokrysztat
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niklu w ptaskim stanie odksztatcenia. Zredukowano w spos6b konsystentny tréjwymia-
rowy model plastycznosci z efektami gradientowymi do przypadku dwuwymiarowego
uwzgledniajgc fizyczne pochodzenie efektywnych systeméw poslizgu. Nastepnie wyzna-
czono parametry materialowe na podstawie dostepnych w literaturze danych eksperymen-
talnych — niezaleznych od modelowanego zagadnienia wciskania klina. Otrzymane w sy-
mulacji pola obrotéw sieci krystalicznej, gestoSci dyslokacji geometrycznie niezbednych
oraz krzywe sita—zaglebienie poréwnano z wynikami eksperymentalnymi. Dane doSwiad-
czalne dotyczyly zaglebienia okoto 200 um, dla ktérego efekty skali sa pomijalne, dlatego
przeprowadzono analize przewidywanych efektéw skali przy zmniejszaniu zaglebienia az
do 1 um. Otrzymany wzrost twardoSci jest zgodny z przewidywaniami fenomenologicz-
nego modelu Nixa i Gao (1998).

Srowa krLuczowk: efekty skali, zagadnienia kontaktowe, ciato Cosserat, plastyczno$¢

krysztaléw, gradientowa plastycznos$¢, metoda elementéw skoriczonych
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ABSTRACT

The size effects in contact problems, e.g., indentation, are one of the current research
areas. To describe size effects, continuum models that include a characteristic length scale
are needed, usually involving additional degrees of freedom—higher-order unknowns.
Despite many higher-order continuum models available, still little attention has been paid
to the formulation of contact models that deal with the relation between classical contact
constraints and higher-order unknowns.

This dissertation deals with modeling the size effects in contact problems using the fini-
te element method, considering two selected higher-order continuum models: the Cosserat
body and the gradient crystal plasticity model.

The micropolar elasticity Cosserat model has been chosen as the simplest higher-
-order model available. A new unilateral frictionless contact model has been derived from
micromechanical considerations. The proposed contact model considers the interaction
between classical contact constraints and higher-order unknowns without introducing new
material parameters. Two problems illustrating the proposed model’s characteristic features
have been analyzed: compression of an infinite strip by rigid surfaces and a Hertz-like
contact problem. In both problems, boundary layers emerge due to boundary conditions
enforced by the micromechanical contact model. Also, non-standard contact pressure
distribution has been obtained in the Hertz-like problem, which affects size effects in
hardness.

A computational model of wedge indentation into a nickel single crystal in a plane
strain condition has been developed as part of the modeling of size effects using a gradient-
enhanced crystal plasticity model. The 3D version of the gradient-enhanced crystal pla-
sticity model has been consistently reduced to a 2D case considering the effective slip
systems’ physical origin. Next, material parameters have been calibrated using experimen-

tal data available in the literature—independent from the considered wedge indentation
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problem. Obtained in the simulation lattice rotations, geometrically necessary dislocations
density, and force-penetration curves have been examined against experimental data. For
the indentation depth of 200 um, as used in the experiment, the size effects have been
found negligible. Thus a study of size effects has been performed for the indentation depth
varying between 1 um and 200 pum. The resulting increase in hardness is consistent with

Nix and Gao’s (1998) phenomenological model predictions.

Keyworbps: size-effects, contact problems, Cosserat, crystal plasticity, gradient plasticity,

finite element method
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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Zakresi cel pracy

Efekty skali wymiarowej stanowia jedna z gléwnych osi zainteresowan wspoétczesnej inzynierii
materiatowej, mechaniki ciata statego oraz jej metod do§wiadczalnych, a wcigz postepujaca mi-
niaturyzacja sprawia, ze badanie efektéw skali wymiarowej z zagadnienia podstawowego powoli
staje si¢ zagadnieniem praktycznym. Jednym z kierunkéw podejmowanych badan sa efekty skali
w zagadnieniach kontaktowych, np. w indentacji. Niniejsza rozprawa wpisuje sie w ten nurt badan
i dostarcza skromnego wktadu w ich rozwé;.

Jednym ze Zrédet efektow skali moze by¢ wewnetrzna mikrostruktura materiatu, ktéra wptywa
na otrzymywane wyniki przy badaniu prébek o rozmiarach zblizonych do charakterystycznego
wymiaru mikrostruktury. Klasyczne teorie kontinuum nie s3 w stanie opisa¢ tego efektu, dlatego
powstal szereg modeli uogdélnionego kontinuum, ktére zawieraja w sobie pewna charakterystyczna
dlugos¢. Wsrdd nich mozemy wyr6zni¢ modele oparte na pochodnych wyzszego rzedu przemiesz-
czen [np. 65, 97] lub wprowadzajace dodatkowe stopnie swobody, takie jak model Cosseratow
[16, 108] lub modele mikromorficzne [np. 22].

W przypadku uogdlnionego kontinuum, oprécz efektéw skali wynikajacych z wewnetrznej
dlugosci charakterystycznej, obserwowane sa szczeg6lne efekty skali w postaci warstw brzego-
wych wynikajace z warunkéw brzegowych natozonych na niewiadome wyzszego rzedu: sktfadowe
drugiego gradientu przemieszczenia (strain-gradient elasticity), mikroobroty (kontinuum Cosse-
ratéw) lub niewiadome mikromorficzne. Jak do tej pory pytanie: ,,jak powigzaé¢ warunki brzegowe
na niewiadome wyzszego rzedu z klasycznymi warunkami kontaktu jednostronnego?" pozostaje
otwarte. W szczegdlnosci jesli model uogdélnionego kontinuum opisuje ciato sprezyste to w przy-
padku kontaktu bez tarcia warunki kontaktowe narzucane na niewiadome wyzszego rz¢du nie moga
wprowadza¢ dyssypacji lub naruszaé zasady zachowania energii. Innymi stowy — model kontak-
towy musi mie¢ strukture potencjalng. Préba sformulowania modelu kontaktowego spelniajacego

powyzsze kryteria w przypadku jednego z najprostszych modeli uogélnionego kontinuum, jakim
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Rozpziar 1. WsTEP

jest model Cosseratéw, jest jednym z celéw niniejszej rozprawy.

W przypadku deformaciji plastycznych mechanizmem odpowiedzialnym za efekty skali, ktére
sg obserwowane eksperymentalnie np. przy skrecaniu cienkich drutéw [30], zginaniu cienkich fo-
lii [138] oraz mikro- i nanoindentacji [91, 95, 119], sa w gtéwnej mierze dyslokacje geometrycznie
niezbedne (GNDs — geometrically neccesary dislocations) [7, 109]. Podobnie jak w przypadku
modeli sprezystosci klasyczne sformutowania teorii plastycznosci nie s3 w stanie poprawnie opisaé
tego zjawiska, poniewaz nie zawieraja w sobie charakterystycznej dlugosci koniecznej do opisu
efektow skali.

Na przestrzeni ostatnich 30 lat powstat szereg modeli prébujacych opisaé te efekty wprowa-
dzajac na rézne sposoby diugos$¢ charakterystyczng do modeli plastyczno$ci. Wybrane modele
izotropowej plastycznosci, ktdre sa w stanie opisac efekty skali, opisano w rozdziale 2. Je§li chodzi
o modele plastycznos$ci krysztatéw z efektami gradientowymi to pomimo wielu propozycji takich
modeli w literaturze [np. 25, 33, 41, 44, 70, 118] wciaz niewiele jest prac, w ktérych podjeto
sie proby modelowania efektéw skali w rzeczywistych krysztatach. Wsréd najwazniejszych z nich
nalezy wymieni¢ prace [37, 84, 140].

W niniejszej rozprawie podjeto si¢ proby budowy numerycznego modelu zagadnienia wci-
skania klina w monokrysztal niklu. Motywacje do stworzenia takiego modelu dostarczyly wyniki
do$wiadczalne opublikowane w pracach [17, 76, 77, 132, 154]. W powyzszych pracach przedsta-
wiono nie tylko krzywe sita-zaglebienie, ktére sa standardowo publikowane w pracach dotyczacych
mikro- i nanoindentacji, ale takze pola obrotéw sieci krystalicznej oraz miary catkowitej gestosci
dyslokacji geometrycznie niezbednych. Dodatkowa zaletg jest fakt, ze eksperymenty zostaly za-
projektowane tak, by wykorzystaé ptaski stan odksztatcenia, ktéry zachodzi przy pewnej orientacji
krysztatu o budowie regularnie $ciennie centrowanej (fcc). Wykorzystanie zatozenia ptaskiego sta-
nu odksztatcenia pozwala na znaczne ograniczenie kosztu numerycznego w analizie zagadnienia
wciskania klina. W zadaniach przestrzennych przy stosowaniu modelu plastycznosci krysztaléw
z efektami gradientowymi [118, 140] w kazdym weZle jest 12 niewiadomych (3 sktadowe prze-
mieszczenia i 12 przyrostéw poslizgéw plastycznych). W 2D liczba niewiadomych w kazdym
wezle wynosi tylko 5 (2 skfadowe przemieszcenia i 3 przyrosty poslizgéw plastycznych). Ponadto
struktura macierzy sztywnoS$ci w zagadnieniach 3D powoduje, Ze jej przechowywanie wykorzystuje
o wiele wigcej pamigci operacyjnej komputera.

Podsumowujac, celem niniejszej rozprawy jest analiza efektow skali w zagadnieniach kontak-

towych dla dwéch wybranych modeli:

* mikropolarnej sprezystoSci Cosseratow przy wykorzystaniu stworzonego nowego modelu

kontaktowego,

* plastycznoS$ci krysztaléw wzbogaconego o efekty gradientowe w zastosowaniu do zagadnie-

nia wciskania klina w monokrysztat niklu.



Rozpziar 1. WsTEP

Model mikropolarnej sprezystosci Cosseratow rozpatrywano tylko w zakresie matych odksztat-
cefi, a w przypadku modelu kontaktowego w zakresie matych poslizgéw. W implementacji tego
modelu nie sa wymagane specjalne elementy skoficzone o podwyzszonej regularnosci funkcji
ksztattu, jak ma to miejsce np. w przypadku sprezystoSci drugiego rzedu [134]. Dlatego w niniej-
szej rozprawie wykorzystano klasyczne elementy skoriczone o stopniu regularnosci funkcji ksztattu
CY. Przy tworzeniu nowego modelu kontaktowego dla ciat Cosseratéw ograniczono sie do przypad-
ku 2D i klasycznego sformutowania node-to-segment z wymuszeniem warunkéw kontaktowych
metoda rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a. W niniejszej rozprawie analizowano tylko kontakt
pomiedzy ciatem sztywnym a cialem Cosseratéw bez tarcia. Dzigki temu skupiono si¢ na ana-
lizie charakterystycznych cech proponowanego modelu bez dodatkowych efektéw wynikajacych
z kontaktu pomiedzy dwoma odksztatcalnymi ciatami i z tarcia.

Model plastycznoSci krysztatéw z efektami gradientowymi [115, 140] zredukowano konsystent-
nie do ptaskiego stanu odksztalcenia i wszystkie analizy zawarte w niniejszej rozprawie ograniczaja
sie tylko do tego przypadku. Implementacja modelu w metodzie elementéw skoniczonych nie wy-
maga specjalnych elementéw skoriczonych o podwyzszonej regularnosci funkcji ksztattu, dlatego
rozwazano tylko elementy klasy C°. Kontakt pomiedzy klinem a krysztatem niklu modelowano
przy wykorzystaniu podejscia bazujacego na metodzie mortar z uwzglednieniem tarcia, a warunki
kontaktowe wymuszano metoda rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a. Przyjeto, ze klin jest na
tyle sztywniejszy od krysztatu, ze mozna go przyblizy¢ za pomoca ciata sztywnego.

Do realizacji celu badawczego niniejszej rozprawy konieczna bylta realizacja nastepujacych

celéw szczegbtowych:

1. Stworzenie nowego mikromechanicznego modelu kontaktowego dla mikropolarnej sprezys-

toSci Cosseratéw uwzgledniajacego modelowana mikrostrukture materiatu.

2. Analiza charakterystycznych cech zaproponowanego mikromechanicznego modelu kontak-
towego oraz wynikéw otrzymanych przy jego zastosowaniu w wybranych zagadnieniach

kontaktowych, w tym efektéw skali.

3. Konsystentna redukcja modelu plastycznoSci krysztaléw z efektami gradientowymi z 3D
do 2D uwzgledniajaca fizyczne pochodzenie efektywnych systeméw poslizgéw w prawie

umocnienia.

4. Stworzenie numerycznego modelu zagadnienia wciskania klina w krysztat niklu z wykorzy-

staniem modelu plastycznos$ci krysztatéw wzbogaconego o efekty gradientowe.

5. Poréwnanie wynikéw symulacji wciskania klina w krysztal niklu z wynikami eksperymen-
talnymi, w tym rozklady obrotéw sieci krystalicznej i miary catkowitej gestoSci dyslokacji

geometrycznie niezbednych.

6. Analiza przewidywanych efektéw skali w zagadnieniu wciskania klina w krysztat niklu.
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Niniejsza rozprawa zwraca rowniez uwage na nowy aspekt zagadniefi kontaktowych dla modeli
uogdlnionego kontinuum. Wystepujace w tych modelach dodatkowe, uogélnione stopnie swobody
wymagaja stworzenia nowych modeli kontaktowych, ktére wiaza klasyczne warunki kontaktu jed-
nostronnego z warunkami narzuconymi na uogdlnione stopnie swobody. Brak takiego powigzania
moze skutkowaé pominigciem istotnych zjawisk w strefie kontaktu. Jako pierwszy krok ku calej
rodzinie nowych modeli kontaktowych zaproponowano nowy model kontaktowy dla mikropolarnej
sprezystosci Cosseratow.

Wryniki przedstawione w niniejszej rozprawie zostaly w duzej mierze przedstawione w dwéch
opublikowanych pracach [86, 87]. W szczegdlnodci wykorzystano rysunki i wykresy z wyzej

wymienionych prac, stad na niektérych rysunkach widoczne sa oznaczenia w j. angielskim.

1.2 Uklad i zawarto$¢ rozprawy

W rozdziale 2 dokonano przegladu aktualnego stanu wiedzy dotyczacego modelowania efektéw
skali w zakresie opisu kontynualnego. Przywotano i oméwiono wybrane prace eksperymentalne,
w ktorych raportowano wyniki przedstawiajace wzrost sztywnosci lub twardoSci wraz ze zmniej-
szaniem si¢ badanych probek. Nastepnie podsumowano najwazniejsze modele kontynualne, ktére
wprowadzaja pewna charakterystyczna dlugo$¢ niezbedna do odwzorowania efektow skali. Skupio-
no si¢ na modelach sprezystoSci oraz na modelach gradientowej plastycznosci, a w szczegdélnoSci
na modelach gradientowej plastycznosci krysztatéw. Na koniec rozdziatu oméwiono wybrane mo-
dele kontaktowe, w tym mikromechaniczne, oraz podsumowano aktualny stan wiedzy dotyczacy
powigzania klasycznych warunkéw kontaktowych z niewiadomymi wyzszego rzedu.

Rozdzial 3 w skrécie przedstawia gléwne zatozenia, réwnania i oznaczenia wystepujace
w dwoch rozwazanych w niniejszej rozprawie modelach kontynualnych wyzszego rzedu: mikro-
polarnej sprezystoSci Cosseratow w zakresie matych odksztalcen oraz plastycznosci krysztatow
wzbogaconej o efekty gradientowe w zakresie skoriczonych deformacji. W niniejszej rozprawie
rozwazano zagadnienia 2D, dlatego konieczna byta redukcja modelu plastycznosci krysztaléw
z efektami gradientowymi z 3D do 2D. Dokonano konsystentnej redukcji modelu, nie tylko w za-
kresie warunkow plastycznosci, jak bylo to spotykane do tej pory w literaturze, ale takze w zakresie
prawa umocnienia, por. podrozdziat 3.2.4. Konsystentna redukcja bazujaca na fizycznym charakte-
rze efektywnych systemow poslizgéw jest elementem oryginalnym pracy, por. [86]. W podrozdzia-
le 3.2.5 przedstawiono dwie najczesciej najczgséciej wystepujace w literaturze metody regularyzacji
warunkéw plastycznosci wystepujacych w plastycznosci krysztaléw. Sprawdzono réwniez rezultat
catkowania réwnan konstytutywnych plastycznosci krysztaléw przy zastosowaniu opisanych me-
tod regularyzacji. W tym celu rozwiazano numerycznie test prostego $cinania przy petnej kontroli
kinematycznej, bazujac na pomysle i parametrach przedstawionych w pracy [75]. Wyniki otrzy-

mane za pomocg dwdch opisywanych metod regularyzacji poréwnano z wynikami otrzymanymi
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metoda minimalizacji energii przyrostowej przedstawionymi w doktoracie [75]. Na koniec rozdzia-
Tu 3 przedstawiono wybrane szczegdly implementacji modelu plastycznosci krysztatéow z efektami

gradientowymi przy wykorzystaniu systemu MES AceGen/AceFEM.

W rozdziale 4 przedstawiono klasyczne sformutowanie kontaktowe w zakresie matych odksztat-
cefi i poSlizgéw oraz w zakresie duzych deformacji. Nastepnie przedstawiono metode¢ rozszerzo-
nych mnoznikéw Lagrange’a stuzaca do wymuszenia warunkéw kontaktowych, ktéra zastosowano
we wszystkich obliczeniach w niniejszej rozprawie. Przedstawiono rowniez dwa sformufowania
kontaktu w MES: node-to-segment, ktére stosowano w zagadnieniach mikropolarnej sprezystosci
Cosseratow, oraz typu mortar, ktére stosowano w przypadku modelu plastycznosci z efektami
gradientowymi. Na koniec rozdzialu przeanalizowano wptyw wyzej wymienionych sformutowan
na otrzymane ci$nienie kontaktowe w poczatkowej fazie kontaktu pomiedzy sztywnym walcem
a krysztalem niklu. Wykazano, ze stosowanie sformulowania typu mortar jest wskazane w analizie
zagadnien kontaktowych przy uzyciu modeli kontinuum wrazliwych na nagte zmiany warun-
kéw brzegowych, takich jak rozpatrywany w niniejszej rozprawie model plastyczno$ci krysztaléw

z efektami gradientowymi.

Nastepnie w rozdziale 5 przedstawiono nowy model kontaktowy dla ciat Cosseratow bazujacy
na rozwazaniach mikromechanicznych. Model mikropolarnej sprezystosci Cosseratow posiada
w kazdym punkcie materialnym dodatkowe stopnie swobody opisujace infinitezymalny obrot.
Kinematyke ciata Cosseratéw i diugosc¢ charakterystyczna mozna interpretowaé rozwazajac pewna
mikrostrukture sktadajaca si¢ z mikrobloczkéw. Gtéwny pomyst na stworzenie modelu kontak-
towego polegal na wykorzystaniu tej interpretacji do sformufowania warunkéw kontaktowych
w wierzchotkach mikrobloczkéw. Zaproponowany model wiaze wystepujace na powierzchni kon-
taktowej ciSnienie kontaktowe z mikromomentem kontaktowym nie wprowadzajac zadnych nowych
parametréw materiatowych. Stworzony model kontaktowy dla mikropolarnej sprezystosci jest ele-
mentem oryginalnym niniejszej rozprawy, por. [87]. Nastepnie zilustrowano charakterystyczne
cechy modelu przy pomocy regularyzacji warunkéw kontaktowych metoda funkcji kary. Wyka-
zano, ze nowy model kontaktowy wywodzi si¢ z potencjalu, co jest pozadana cecha w przypadku

rozpatrywania kontaktu ciat sprezystych bez tarcia.

Rozdzial 6 poswiecono analizie efektéw skali wymiarowej w zagadnieniach kontaktowych
mikropolarnej sprezystosci w 2D. Przeanalizowano dwa zagadnienia. Pierwsze dotyczy $ciska-
nia nieskoriczonego pasma przez dwie sztywne powierzchnie. Zatozono, ze mikrostruktura jest
wstepnie obrécona, co spowodowato wystepowanie warstw brzegowych w rozwigzaniu. Zadanie
to rozwigzano analitycznie wyprowadzajac rownania na dtugos$¢ pojawiajacych si¢ warstw brzego-
wych. Ponadto rozwigzano zadanie numerycznie, a otrzymane wyniki poréwnano z analitycznymi,

co pozwolito na weryfikacje poprawnosci implementacji modelu kontaktowego.

Drugim rozpatrywanym zagadnieniem bylo zagadnienie typu Hertza. Stworzono numeryczny

model z wykorzystaniem zaproponowanego modelu kontaktowego oraz z zastosowaniem kla-
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sycznego modelu kontaktowego pomijajacego efekty ci$nienia kontaktowego na mikromomenty.
W zagadnieniu typu Hertza szeroko$¢ kontaktu, jest parametrem decydujacym o wielkoSci efektow
skali. Gdy szerokos¢ kontaktu jest poréwnywalna do dtugosci charakterystycznej ciala Cosseratow
efekty skali odgrywaja dominujaca role. Przeanalizowano wptyw stosunku dlugosci charaktery-
stycznej do szeroko$ci kontaktu na rozktad ci$nienia kontaktowego i rozktad mikromomentu na
powierzchni kontaktowej. Ponadto zbadano jak zmienia si¢ obserwowana twardo$¢ przy zmianie
wyzej wymienionego stosunku. Przy zastosowaniu proponowanego modelu kontaktowego uzy-
skano niestandardowe rozkfady ci$nienia kontaktowego oraz odwrotny efekt skali na twardos¢
wynikajacy z rozszerzania si¢ strefy kontaktu oraz jej rozdzielania si¢ na dwa obszary. Na koniec
rozdzialu przeanalizowano pojawiajace si¢ warstwy brzegowe w réznicy mikroobrotu otrzyma-
nego przy zastosowaniu mikromechanicznego i klasycznego modelu kontaktowego. Grubos¢ tej
warstwy brzegowej powigzano z wyznaczona analitycznie gruboScia warstwy brzegowej w zagad-
nieniu Sciskania pasma.

W rozdziale 7 przedstawiono wyniki analizy efektéw skali wymiarowej w zagadnieniu wci-
skania klina w krysztal niklu. Na poczatku rozdzialu opisano procedure kalibracji parametréw
materiatowych modelu plastycznosci krysztaléw z efektami gradientowymi na podstawie danych
eksperymentalnych dostepnych w literaturze, niezaleznych od rozwazanego zagadnienia indentacji.
Nastepnie przedstawiono stworzony model numeryczny eksperymentu wciskania klina w mono-
krysztat niklu, dla ktérego wyniki sa dostgpne w literaturze. Przeprowadzono studium wptywu
zastosowanej metody regularyzacji warunkéw plastycznosci oraz wartoSci wspofczynnika tarcia
na otrzymywane wyniki. W podrozdziale 7.3 poréwnano wyniki otrzymane stworzonym modelem
numerycznym z wynikami eksperymentalnymi dostepnymi w literaturze uzyskujac bardzo dobra
zgodno$¢. Na bazie stworzonego i skalibrowanego modelu numerycznego przeprowadzono analize
efektow skali wymiarowej zmniejszajac zaglebienie klina w krysztat niklu. Otrzymane efekty skali
wykazuja zgodnos$¢ z powszechnie znanym fenomenologicznym modelem Nixa i Gao [106]. Na
koniec rozdzialu przedstawiono wplyw numerycznego parametru determinujacego zakres usred-
niania przyrostow poslizgéw plastycznych na otrzymywane wyniki.

Podsumowanie niniejszej rozprawy, wnioski oraz dalsze plany badawcze zostaly przedstawione

w ostatnim 8 rozdziale.



Rozdziat 2

Przeglad literatury

2.1 Eksperymentalnie obserwowane efekty skali

Obserwowane eksperymentalnie efekty skali moga mie¢ charakter sprezysty, plastyczny lub
wigzaé si¢ z uszkodzeniami i peknigciami. W przypadku sprezystosci przyczyng efektéw skali
moze by¢ wewnetrzna mikrostruktura. Gdy rozmiar badanej probki zbliza si¢ do charakterystycz-
nego wymiaru mikrostruktury obserwowany jest wzrost sztywnoSci badanej prébki. Na przyktad
zaobserwowano efekty skali w probach skrecania [81] i zginania [156] koSci, ktére ttumaczono in-
terakcjami pomiedzy budujacymi ko$¢ osteonami. Podobnie w przypadku skrecania i zgiania belek
wykonanych z pianek poliuretanowych obserwowano wzrost sztywnosci [80]. Jedna z powszech-
nych metod indentyfikacji parametréw materiatowych jest pomiar twardo$ci poprzez wciskanie
réznego ksztattu wgtebnikéw: kulistych (metoda Brinella) lub ostrostupéw o podstawie trdjkatnej
(metoda Berkovicha) Iub czterokatnej (metoda Vickersa). O ile w przypadku metali Zrédlem
obserwowanych efektow skali w testach indentacji jest ttumaczy si¢ generowanymi w materiale
dyslokacjami geometrycznie niezbednymi, to w przypadku polimeréw Zrédto efektow skali nie jest
jednoznacznie ustalone. Co istotne, w przypadku polimeréw w giéwnej mierze mamy do czynienia
z odksztalceniami sprezystymi, co potwierdzaja dane eksperymentalne [43, 45, 105] i referencje

wymienione tamze.

W przypadku metali powszechnie przyjete jest, ze za efekty skali w gléwniej mierze odpowia-
daja dyslokacje geometrycznie niezbedne i zwigzane z nimi gradienty odksztalcenl plastycznych.
Przez dyslokacje w inzynierii materiatowej rozumie si¢ liniowy defekt w strukturze krystalicznej
metalu polegajacy na istnieniu dodatkowej ptaszczyzny atoméw (dyslokacja krawedziowa) lub na
przesunieciu atoméw wzdluz linii (dyslokacja §rubowa), por. rys. 2.1. Ruch dyslokacji stanowi
podstawowy mechanizm odksztatcenia plastycznego. Ponadto rozrdznia si¢ dyslokacje statystycz-
nie zmagazynowane (SSDs — statistically stored dislocations) oraz dyslokacje geometrycznie
niezbedne (GNDs — geometrically neccessary dislocations). Dyslokacje statystycznie zmagazy-

nowane generowane sa w losowych kierunkach w trakcie jednorodnej deformacji plastycznej, ktére
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dislocation

(e) ()
Rysunek 2.1: Uproszczony schemat idealnej sieci krystalicznej kubicznej a), z pokazanymi dyslokacjami:

krawedziowa DC w postaci dodatkowej ptaszczyzny ABCD atoméw b), Srubowa lewoskretng
¢) i prawoskretna d) w postaci przesunigcia idealnej sieci krystalicznej e) wzdluz linii CD f).

Tlustracja zaczerpnigta z monografii [54].

w konicowej fazie tworza tzw. komorki dyslokacyjne — obszary o niskiej (wnetrze komérki) i wy-
sokiej (granice komorek) gestosci dyslokacji. Natomiast dyslokacje geometrycznie niezbedne sa to
dyslokacje generowane w trakcie niejednorodnej deformacji plastycznej w miejscu wystepowania
duzych zmian (gradientéw) odksztatceni plastycznych. W pracy Nye’a [109] i Ashby’ego [7] za-
postulowano istnienie dyslokacji geometrycznie niezbednych w celu wyjasnienia akomodac;ji sieci
krystalicznej w regionach silnie niejednorodnej deformacji plastycznej (gradientéw poslizgéw

plastycznych).

Klasycznym przykladem przedstawiajacym idee dyslokacji geometrycznie niezbednych i ich
zwigzku z gradientem odksztalcen plastycznych jest przyktad niejednorodnego $cinania krysztatu.
Na rys. 2.2a) przedstawiono schematycznie deformacje plastyczna krysztatu poprzez niejedno-
rodny, narastajacy poslizg na systemie poslizgu o normalnej n i kierunku poslizgu s. Scinany
krysztal mozna podzieli¢ mySlowo na trzy czesci, a kazda z nich jest poddana Scinaniu z inna

amplituda. Dyslokacje krawedziowe realizujace poSlizg plastyczny, gdy docieraja do powierzchni

8
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Ll

a)

b)

SRS I

e)
T
T

Rysunek 2.2: Krysztal $cinany niejednorodnie na systemie poSlizgu o normalnej n i kierunku s generuje
dyslokacje geometrycznie niezbedne i wynikajacg z nich krzywizne. Ilustraca zaczerpnigta

z pracy [5].

swobodnych powoduja ich zchropowacenie, por. rys. 2.2c). W rzeczywistosci krysztal stanowi
catos¢. W zwiazku z powyzszym czeS$¢ dyslokacji na krawedziach wydzielonych myslowo czeSci
ulegnie anihilacji, ale cze$¢ pozostanie, por. rys. 2.2d), wymuszajac krzywizne sieci krystaliczne;j.
Tok rozumowania mozna odwrdcié: wymuszajac krzywizne generuje si¢ dyslokacje akomodujace
sie¢ krystaliczng do wymuszenia w celu zachowania ciagtoSci krysztalu. Stad wzieta si¢ nazwa
tak powstalych defektéw: dyslokacje geometrycznie niezbedne. Zalezno$¢ wiazaca gestos$¢ dys-
lokacji geometrycznie niezbednych pgnp z gradientem poslizgu plastycznego w rozpatrywanym

przypadku okresla zalezno$¢

PGNDD = =Vy -8 = —y isk, 2.1

gdzie b oznacza dlugos¢ wektora Burgersa na rozpatrywanym systemie poslizgu, a vy oznacza
poslizg plastyczny.

Idea dyslokacji geometrycznie niezbednych byla podstawa sformutowania powszechnie zna-
nego modelu fenomenologicznego Nixa i Gao [106], ktéry stuzy do modelowania efektow skali
w zagadnieniu indentacji. Zatozono rozktad dyslokacji geometrycznie niezbednych w poblizu

wglebnika konieczny do akomodacji sieci krystalicznej do geometrii wglebnika. Na podstawie

9
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tego zalozenia i prawa Taylora wiazacego naprezenie ptynigcia 7 z gestoscia dyslokacji p

T = aubyp 2.2)

poprzez modut Scinania p, dlugo$¢ wektora Burgersa b i pewna stala wyznaczona ekspery-
mentalnie @, wyprowadzono zalezno$¢ na przewidywane efekty skali. Przewidywania modelu
poprawnie opisuja efekty skali obserwowane eksperymentalnie w zakresie mikroindentacji [np.
19, 91, 95, 110, 137], ale juz nie nanoindentacji (dla zagtebiert ponizej 100 nm [np. 27, 88, 143].
W nanoindentacji zaczynaja dominowac inne efekty, ktére zaburzaja relacje modelu Nixa i Gao,

takie jak:
» zaokraglenie wglebnika [62, 124],

* inna niz zalozona w modelu Nixa i Gao objetos¢, w ktdrej gromadza sie dyslokacje geome-

trycznie niezbedne,
* naprezenia Scinajace na skutek tarcia [123],

* chropowato$¢ powierzchni [90, 158].

W niniejszej rozprawie zagadnienia nanoindentacji nie beda rozpatrywane.

Dyslokacje geometrycznie niezbedne sa takze odpowiedzialne za efekty skali obserwowane
w takich zagadnieniach jak: zginanie cienkich belek [100, 138], skrecanie cienkich drutéw [30],
czy zginanie cienkich folii [99]. We wszystkich tych zagadnieniach obserwuje si¢ ten sam trend:
mniejsze jest mocniejsze (,, smaller is stronger").

Ponadto dyslokacje geometrycznie niezbedne odpowiadaja za efekt Halla-Petcha polegajacy
na tym, ze wraz ze zmniejszeniem si¢ wielkosci ziaren polikrysztatu ros$nie jego wytrzymaltosc.
Przyczyna tego zachowania jest zwigkszenie liczby granic ziaren w metalu, ktére stanowig naturalna
barier¢ dla swobody ruchu dyslokacji. Podobnie jak w przypadku mikro- i nanoindentacji efekt
Halla-Petcha ma swoja naturalng granic¢. Przy pewnym rozdrobnieniu ziaren deformacja pla-
styczna zaczyna byc realizowana poprzez poslizg calych ziaren, a nie poprzez poslizgi plastyczne
wewnatrz ziaren.

Na koniec tego podrozdziatu nalezy wspomnie¢ o serii prac [17, 76, 77, 132, 154] dotyczacych
mikroindentacji klina w monokrysztal niklu, ktére stanowily inspiracje do opracowania modelu
numerycznego tego zagadnienia. Co prawda w pracach tych nie badano bezposrednio efektéw skali
w zagadnieniu mikroindetnacji, ale za to przedstawiono w nich bardzo dobrej jakoSci wyniki catych
pol obrotéw sieci krystalicznej oraz miary gestosci dyslokacji geometrycznie niezbednych. Dzigki
temu mozliwe bylo sprawdzenie czy skalibrowany na podstawie danych do§wiadczalnych [42, 63]
model plastycznosci krysztatéw z efektami gradientowymi jest w stanie poprawnie odwzorowaé
te pola. Jedyna dostepna w literaturze praca badajgca efekty skali w zagadnieniu wciskania klina
dotyczy monokrysztatu glinu [15]. Niestety dane przedstawione w tej pracy nie byly wystarczajace

do kalibracji modelu plastycznosci krysztaléw ani do zbadania efektéw skali wymiarowe;j.

10
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2.2 Modele sprezystosci wyzszego rzedu

W celu opisania efektow skali obserwowanych eksperymentalnie powstalo wiele modeli
posiadajacych wewnetrzng dtugos$é charakterystyczna. Jednym z pierwszych modeli tego typu
byt model stworzony przez braci Cosserat: matematyka i inzyniera [16], ktéry powstal z rozwazan
geometrii rézniczkowej. Na podstawie niezmienno$ci energii zagadnienia wariacyjnego wzgledem
transformacji Euklidesowych zostaly wyprowadzone réwnania réwnowagi sit i momentéw. Nie-
stety bracia Cosserat nie podali Zadnych réwnan konstytutywnych, a sam model zapisany w mocno
sformalizowany spos6b w zakresie skorficzonych deformacji zostat zapomniany na prawie pot wie-
ku.

Najwazniejsza cecha modelu Cosseratoéw jest to, ze oprécz klasycznych przemieszczeniowych
stopni swobody, wystepuja niezalezne niewiadome w postaci obrotéw. W oryginalnej pracy [16] au-
torzy interpretowali swoj model jako kontinuum sztywnych triad, a nie jak w przypadku klasycznej
teorii sprezystosci kontinuum punktéw materialnych. Izotropowy model Cosseratéw sformutowany
w wersji przestrzennej i z liniowo-sprezystymi zwigzkami konstytutywnymi wymaga az 4 dodat-
kowych parametréw materialowych poza tymi wystepujacymi w klasycznej teorii sprezystoSci.
Natomiast w rozpatrywanym w niniejszej rozprawie przypadku 2D potrzebne sa tylko dwa nowe
parametry materialowe: dlugo$¢ charakterystyczna ¢ oraz modut u. wigzacy mikroobroty (infini-
tezymalna wersja niezaleznych obrotéw) i obrét wynikajacy z antysymetrycznej czesci gradientu
przemieszczenia.

Powrét do idei zawartych w modelu Cosseratow nastapit w latach 60. wraz z pracami [65, 96—
98], w ktérych zaproponowano szereg modeli wyzszego rzedu. Najprostszym sposréd nowych
modeli jest modelu typu couple-stress [65, 98], w ktérym przyjeto, ze obrét CosseratOw nie
jest niezalezng niewiadoma, lecz jest rowny antysymetrycznej czeSci gradientu przemieszczenia
(ue — o0). Wystepujace w funkcji gestosci energii sprezystosci krzywizny (gradienty obrotéw)
powoduja, Ze za zmagazynowang energie sprezystosci sa odpowiedzialne réwniez drugie pochodne
przemieszczen (a doktadnie gradient antysymetrycznej czesci gradientu przemieszczenia). Kolejna
odmiang jest liniowy model znany w literaturze pod nazwa strain-gradient elasticity [97], w kto-
rym w funkcji gestosci energii sprezystosci oprocz odksztalcenia (symetrycznej czesci gradientu
przemieszczenia) jest uwzgledniana druga pochodna przemieszczen. Rok pézniej Mindlin opubli-
kowat prace [97], w ktérej w gestoSci energii sprezystosci uwzgledniane sg nawet trzecie pochodne
przemieszczen.

Inng grupe modeli sprezystosci wyzszego rzedu stanowia modele mikromorficzne, w kt6-
rych zapostulowano istnienie dodatkowych stopni swobody kontinuum w postaci podobnej do
gradientu przemieszczenia [24]. Model mikromorficzny mozna zinterpretowa¢ jako kontinuum
odksztatcalnych triad, co wprowadza dziewig¢ niezaleznych od przemieszczen stopni swobody.
Odpowiadajacy dodatkowym stopniom swobody ,,mikroelement"” (triada) zatopiony w ciele moze

obracac si¢ i odksztatcac niezaleznie od ,,makroelementu” — otoczenia punktu materialnego w kla-
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sycznym kontinuum. Dwoma szczegdlnymi przypadkami modelu mikromorficznego sa: model
mikrorozciagnie¢ (microstrech) [23] z czterema spo§rdd dziewieciu dodatkowych stopni swobody
(trzy obroty i rozciggnigcie) oraz model mikropolarnej sprezystosci [21] z trzema niezaleznymi
obrotami, co sprowadza si¢ do modelu Cosseratow.

Wszystkie wymienione powyzej modele wyzszego rzedu charakteryzuja si¢ tym, ze tensor
naprezenia Cauchy’ego jest niesymetryczny, a w réwnaniu réwnowagi momentow zamiast wa-
runku symetrii tensora naprezenia wystepuja naprezenia wyzszego rzedu sprzezone energetycz-
nie z wyzszymi pochodnymi przemieszczeii lub obrotéw (w przypadku modelu Cosseratow).
Na wystepujace w modelach wyzszego rzedu dodatkowe niewiadome albo na sprzezone z nimi
naprezenia wyzszego rzedu nalezy okresli¢ warunki brzegowe nieznane w klasycznym kontinuum.
W niniejszej rozprawie wybrano model Cosseratéw jako jedna z najprostszych teorii wyzsze-
go rzedu w celu wyprowadzenia na podstawie rozwazaii mikromechanicznych nowego modelu
kontaktowego wigzacego ci$nienie kontaktowe z niewiadomymi wyzszego rzedu.

Sam model Cosseratéw jest wykorzystywany w literaturze dwojako. Pierwsze zastosowanie
polega na wykorzystaniu wewnetrznej dlugosci charakterystycznej modelu Cosseratéw w celu re-
gularyzacji pewnych Zle postawionych probleméw mechanicznych, ktére bez uwzglednienia pew-
nej dtugosci charakterystycznej traca eliptycznoSé, co objawia si¢ m.in. patologiczna zaleznoScia
wynikéw od zastosowanej siatki w metodzie elementéw skoriczonych. Nalezy tu wymieni¢ pra-
ce dotyczace plastycznoSci [18] plastycznosci z uszkodzeniami [1, 136], osobliwoSci w poblizu
rysy [32, 101] oraz pasm Scinania w gruntach [145, 146, 150].

Drugim obszarem zastosowart modelu Cosseratéw jest ten, w ktérym prébowano poprzez
wystepujace w modelu dodatkowe stopnie swobody modelowaé istniejagca w materiale mikro-
strukture. Nalezy tu wymieni¢ pionierskie prace Lakesa dotyczace kosci [81, 155, 156] i pianek
polimerowych [79, 80]. Innym przyktadem zasotosowania teorii Cosseratow byto modelowanie
materialéw o budowie komérkowej [np. 57, 89, 135, 147]. Model Cosseratéw byt takze wykorzy-
stywany do modelowania w spos6b kontynualny muréw [12, 14, 94, 142]. I wreszcie przyblizano
w procesie homogenizacji za pomoca modelu Cosseratéw pewne heterogeniczne mikrostruktury:
warstwowe [31], zbudowane ze sztywnych bloczkéw [8, 93], czy materialy z pustkami [11].

Warto zauwazy¢, ze pomimo ponad stu lat istnienia modelu Cosseratéw wciaz badane sa wy-
magania stawiane parametrom materialowym. Olbrzymia prace na tym polu wykonat zesp6t Nefta
w serii prac pos§wieconych modelowi Cosseratéw zaréwno w wersji liniowej, jak i skoficzonych

deformacji [np. 59, 102, 104]

2.3 Gradientowa plastycznos$¢ krysztalow

W celu opisania efektow skali obserwowanych w eksperymentach z udzialem metali zacz¢to

poszukiwa¢ modeli ze skala wymiarowa. Poczatkowo wykorzystywano fenomenologiczne modele

12



RozpziAr 2. PRZEGLAD LITERATURY

bazujace na ideach sprezystosci wyzszego rzedu [28-30, 36] stosujac je do odksztatcenia plastycz-
nego. Modele te potrafity oddac efekty skali w wybranych zagadnieniach takich jak zginanie cien-
kich belek [138], skrecanie cienkich drutéw [30] czy w koricu mikro- i nanoindentacji [52, 53, 125].
Niewatpliwa wada powyzszych modeli bylo nieuwzglednienie anizotropii materialu wynikajacej
z symetrii sieci krystalicznej na poziomie pojedynczego krysztalu, co ma istotne znaczenie w za-
gadnieniach plastyczno$ci krysztatéw. Stad potrzeba wprowadzenia dtugosci charakterystycznej
do klasycznego modelu plastycznoSci krysztatéw [47, 48, 127], co skutkuje dotozeniem kolejnego
stopnia skomplikowania do juz istniejacych probleméw modelu plastycznosci krysztatéw takich
jak np. niejednoznaczno$¢ wyboru aktywnych systemOéw poslizgu, ktére wciaz sa przedmiotem

badan [np. 115-117].

Od poczatku XXI wieku powstat szereg modeli plastycznoSci krysztaléw zawierajacych cha-
rakterystyczng skale wymiarowa powiazana z dyslokacjami [np. 3,9, 25, 33,41, 44, 50, 74, 153].
Modele te r6znig si¢ stopniem skomplikowania, liczba dodatkowych parametréw materialowych
i tym jak bardzo odnosza si¢ do fizycznych podstaw efektéw skali. Jak dotad nie ma konsensusu, co
do tego, ktéry model najlepiej oddaje istote zagadnienia i ktéry mozna by uzna¢ za model referen-
cyjny. W pracach [118, 140] postanowiono stworzy¢ model uwzgledniajacy efekty skali, a zarazem
bazujacy na fizycznych zatozeniach i posiadajacy minimalng liczbe dodatkowych parametréw ma-
teriatowych. Stad przez autor6w nazwany zostal minimalnym modelem plastycznosci krysztatow
wzbogaconym o efekty gradientowe. Istotng cecha tego modelu na tle pozostatych dostepnych
w literaturze modeli jest to, Ze nie wprowadza nowych parametréw materialowych oprécz parame-
trow krystalograficznych, dobrze znanych w literaturze inzynierii materialowej, oraz zmiennych
wystepujacych w prawie umocnienia, ktére mozna wybraé¢ dowolnie nie zmieniajac istoty mo-
delu. Ponadto wystepujaca w modelu dlugos$¢ charakterystyczna odpowiadajaca za efekty skali
nie jest wielkoScia stalg, tylko zalezng od aktualnej warto$ci izotropowego naprezenia plynigcia
i modulu umocnienia, co pociaga za soba pewne konsekwencje. Mianowicie model umocnienia
i wystepujace w nim parametry materialowe musza by¢ fizycznie umotywowane. W przeciwnym
przypadku, np. gdy pominie si¢ etap IV umocnienia, model plastycznosci krysztatéw z efektami

gradientowymi moze przewidywac niefizyczne ostabienie materiatu.

W niniejszej rozprawie do modelowania efektéw skali wybrano wta$nie minimalny model pla-
stycznos$ci krysztatéw wzbogacony o efekty gradientowe [118, 140]. Wybdr ten podyktowany zostat
tym, co zostato wymienione powyzej, tzn.: model poprawnie odwzorowuje efekty skali [140] oraz
wymaga minimalnej liczby dodatkowych parametréw materialowych, ktére mozna wyznaczy¢ na
podstawie danych dostepnych w literaturze. Ponadto jest to jeden z nielicznych modeli plastycznosci
krysztaléw z efektami gradientowymi, ktéry wykorzystano do przeprowadzenia symulacji ekspe-
rymentu indentacji monokrysztatu miedzi [73] z uwzglednieniem wszystkich systemdéw poslizgu.
Zazwyczaj proponowane modele plastycznosci krysztatow z efektami gradientowymi przedstawia

sie na przykfadzie uwzgledniajagcym ograniczong liczbe systemoéw poslizgu, co jest podyktowa-
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ne stopniem skomplikowania proponowanych modeli lub brakiem mozliwosci ustalenia wartosci

dodatkowych parametréw materiatlowych.

2.4 Modele kontaktowe dla kontinuum wyzszego rzedu

Zagadnienia kontaktowe spotyka si¢ prawie w kazdej dziedzinie technicznej poczynajac od
wielkich konstrukcji inzynierskich po skale mikro, gdzie kontakt odbywa si¢ poprzez nieréwnosci
powierzchniowe. Jako jedna z pierwszych udokumentowanych prac na temat modeli kontaktowych
w historii mozna przyjac notatki Leonarda da Vinci [55], ktory badat site tarcia pomig¢dzy blocz-
kami o r6znych powierzchniach kontaktowych, ale takich samych cigzarach. W wyniku obserwacji
doszed! do wniosku, Ze sita tarcia jest proporcjonalna do ci¢zaru bloczku i niezalezna od po-
wierzchni kontaktu, czyli do zaleznoSci znanej dzisiaj jako prawo Coulomba. Sam Coulomb jako
inzynier wojskowy budujacy ufortyfikowania przeprowadzit wlasne badania, w ktérych sformuto-
wat zalezno$¢ sity tarcia od cig¢zaru, wspélczynnika tarcia i kohezji [152].

Niewatpliwie ogromny wplyw na rozwdj modeli kontaktowych miata opublikowana w 1882 r.
praca Hertza [46]. Mlody asystent w Uniwersytecie Berlifiskim obserwujac wzory interferencyjne
dwoch kontaktujacych sie szklanych soczewek zapostulowal, ze rozklad ci$nienia kontaktowego
pomiedzy dwoma sprezystymi sferami ma ksztalt eliptyczny. Po raz pierwszy w tej pracy pojawia
sie warunek braku penetracji pomiedzy dwoma ciatami bedacymi w kontakcie. To klasyczne
rozwigzanie analityczne miato ogromny wptyw na rozwdj techniczny m.in.: kolei, fozysk tocznych,
a takze przektadni morskich.

Na podstawie klasycznego rozwigzania Hertza budowano modele analityczne dla waznych
z punktu widzenia technicznego zagadniefi rozszerzajac rozwiazanie na ciata o innych ksztaltach,
uwzgledniajac niesprezyste wlaSciwos$ci materiatéw czy wreszcie uwzgledniajac tarcie pomiedzy
ciatami. Przeglad dostepnych rozwiazan analitycznych podsumowujacy rozw6j mechaniki kontak-
tu do lat 80. zestawiono w klasycznej monografii [60]. Niestety wiele zagadnien technicznych nie
posiada rozwigzan analitycznych i konieczne jest odwotanie si¢ do metod numerycznych, w tym
metody elementéw skoiczonych. Metody numeryczne nie zmieniaja jednak samych modeli, tzn.
warunkéw kontaktowych wywodzacych sie z klasycznej pracy Hertza, ktére musza by¢ spetnione
na powierzchni kontaktu. Najwazniejsze osiagniecia w zakresie metod komputerowych mechaniki
kontaktu w skali makroskopowej mozna znalezé w monografii [152], gdzie podsumowano naj-
bardziej popularne metody wymuszania warunkéw kontaktowych takie jak: metoda funkcji kary,
mnoznikéw Lagrange’a, czy tez rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a.

Niezwykle istotnym i zfozonym zjawiskiem zwigzanym z kontaktem jest tarcie. Historyczna
perspektywe rozwoju modeli tarcia mozna znalez¢ w przegladzie [26]. W niniejszej rozprawie nie
analizowano zadnych bardziej zaawansowanych modeli tarcia — jedynie klasyczne prawo tarcia

Coulomba zastosowane w zagadnieniu indentacji klina w monokrysztat niklu.
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Biorac pod uwage, ze modele wyzszego rzedu powstaly po to aby opisywaé mikrostrukture
i efekty skali, ktére maja znaczenie w skalach mikro, nalezy wspomnie¢ o niejako drugim nurcie
mechaniki kontaktu zajmujacym si¢ mikromechanika kontaktu. To wtasnie zjawiska mikromecha-
niczne sa w gtéwnej mierze odpowiedzialne za zuzycie i degradacj¢ powierzchni kontaktowych.
Bezposredni wptyw na skale zuzycia maja [61] m.in.: nieréwno$ci powierzchniowe, tarcie, czy jako
Srodek przeciwdzialajacy tarciu — smarowanie. Jednym z pierwszych modeli uwzgledniajacych
czynniki mikromechaniczne w kontakcie pomig¢dzy cialami jest fundamentalna praca [40], w ktorej
sformutowano model kontaktu odbywajacego si¢ przez nieréwnosci powierzchniowe przyblizone
w postaci parabolicznych chropowatosci o statystycznie zréznicowanych parametrach: wysokoSci
i promieniu krzywizny chropowato$ci. Druga fundamentalng praca dotyczaca mikromechaniki
kontaktu jest praca Perssona [113], w ktérej zaproponowano nowy model o duzo wiekszym za-
kresie stosowalnoS$ci niz model Greenwooda i Williamsona [40]. Z powodu zatozed model G&W
sprawdza sie, gdy udziat rzeczywistego pola kontaktu do nominalnego pola kontaktu jest stosun-
kowo maty. Natomiast model zaproponowany przez Perssona do$¢ dobrze przewiduje ewolucje
rzeczywistego pola kontaktu wraz z rosnacym ci$nieniem kontaktowym w szerokim zakresie,

nieomalze do stanu pelnego kontaktu.

NieréwnoSci oraz ich wplyw na makroskopowe wtasciwosci powierzchni kontaktowych jest
przedmiotem intensywnych badan z uzyciem m.in. metody elementéw skoriczonych [np. 78, 131,
139, 141, 148]. Jednakze szczegotowy przeglad mikromechaniki kontaktu nie jest celem niniejszej
rozprawy. W niedawno opublikowanym przegladzie [149] przedstawiono aktualny stan wiedzy

w tym zakresie.

Rozwazania mikromechaniczne moga by¢ punktem wyjscia do stworzenia nowych modeli kon-
taktowych uwzgledniajacych interakcje pomiedzy klasycznymi warunkami kontaktowymi i warun-
kami brzegowymi na niewiadome wyzszego rzedu. Do tej pory, gdy uzywano modeli wyzszego
rzedu w zagadnieniach kontaktowych zazwyczaj nie uwzgledniano dodatkowych stopni swobody
w warunkach kontaktowych zakladajac jednorodne warunki brzegowe na naprezenia wyzszego
rzedu (warunki Neumanna). Na przyktad w serii prac [38, 39, 159, 160] rozwazajacych klasyczne
zagadnienia kontaktowe przy zastosowaniu modelu couple-stress zastosowano jednorodne warunki

na mikromomenty — naprezenia wyzszego rzedu sprzezone z gradientem obrotow.

Jedyna do tej pory praca, wedtug wiedzy autora niniejszej rozprawy, ktéra postulowata warunki
kontaktowe na niewiadome wyzszego rzgdu zalezne od klasycznych zmiennych pojawiajacych
sie w warunkach kontaktowych, jest praca [157]. W pracy tej rozpatrywano model Cosseratow
i zapostulowano zalezno$¢ mikromomentu od ci$nienia kontaktowego w postaci nieznanej funkcji,
ktora nalezy wyznaczy¢ na podstawie eksperymentu. Jednak w przeprowadzonych w tej pracy

obliczeniach zastosowano klasyczne warunki jednorodne na mikromoment w strefie kontaktu.

W celu zwrdcenia uwagi na potrzebe stworzenia nowych modeli kontaktowych dla ciat opisywa-

nych modelami wyzszego rzedu zaproponowano w niniejszej rozprawie (za praca [87]) nowy model
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kontaktowy dla ciat Cosseratéw, ktéry bazuje na rozwazaniach mikromechanicznych. Otrzymano
niestandardowe rozktady ci$nienia kontaktowego w zagadnieniu typu Hertza przy zastosowaniu
zaproponowanego modelu oraz dodatkowe efekty skali. Autor niniejszej rozprawy ma nadzieje, ze
zaprezentowany model kontaktowy bedzie stanowil punkt wyjscia do stworzenia innych, nowych

modeli kontaktowych dla cial opisywanych modelami wyzszego rzedu.
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Rozdziat 3

Wybrane modele kontinuum wyzszego

rzedu

3.1 Model mikropolarnej sprezystosci Cosseratow

3.1.1 Kinematyka

Model kontinuum Cosseratéw [16] postuluje istnienie dodatkowych stopni swobody oprécz kla-
sycznego pola przemieszczen u. Dodatkowe stopnie swobody, zebrane w wektor oznaczony przez
¥, sa niezaleznymi, infinitezymalnymi obrotami, nazywanymi dalej mikroobrotami. Sposréd wielu
dostepnych notacji opisujacych kinematyke matych odksztatcen ciata Cosseratéw, w niniejszej roz-
prawie zastosowano opis uzyty w pracach [14, 151]. Podstawowg tzw. relatywna miarg deformacji

wprowadzong w tych pracach jest
y=Vu+ey, 3.1

gdzie € jest symbolem permutacyjnym (pseudo-tensorem trzeciego rzedu Levi-Civita). Symetrycz-

na czg$¢ y jest tozsama z tensorem matych odksztatcen wystepujacym w klasycznym kontinuum
Y =g = (Vu)»™". (3.2)

Natomiast czeS$¢ antysymetryczna y opisuje relatywny obrét w punkcie materialnym ciata Cosse-

ratow
,yskw =W+ flﬁ, (33)

gdzie w = (Vu)*¥. Tensor inifnitezymalnego obrotu w moze by¢ wyrazony za pomoca wektora

1
r= 56 fw. (3.4)

Odwrotne przeksztalcenie jest takze mozliwe, wtedy w = —er, ktére mozna wykorzysta¢ do

przedstawienia wektora mikroobrotu ¢ jako tensora tensora drugiego rzedu
W] =-€y. (3.5)
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Uwzgledniajac powyzsze zaleznoSci mozna zinterpretowac antysymetryczng czes$¢ relatywnej mia-
ry deformacji y jako réznice pomiedzy infinitezymalnym obrotem sasiadujacych punktéw mate-

rialnych w a mikroobrotem Cosseratéw ¥,

YV =—er-y)=w-[y] (3.6)

Ponadto model Cosseratow wprowadza miare deformacji zwigzana ze zmiang mikroobrotu
¥ w otoczeniu punktu materialnego kontinuum. WielkoScig opisujaca te zmiany jest gradient

mikroobrotéw
k =V, 3.7

nazywany tensorem krzywizn.

3.1.2 Liniowa sprezystosé¢

Model liniowej sprezystosci Cosseratow sprowadza si¢ do zagadnienia minimalizacji po dwéch

polach
Il?glﬂ[u,¢], (3.8)

sformutowanego dla nastepujacego funkcjonatu energii potencjalne;j
M[uy] = / (Wei(y,k) —f-u—1-y)dV - / t - udS—- | M*-ydsS, (3.9)
Q I I'm
gdzie I'y i I'yi oznaczaja czg$¢ brzegu, gdzie odpowiednio wektor naprezenia t* i wektor mikro-
momentu M* s3 zadane. W ogélnosci, te dwie czgsci brzegu moga mie¢ cze$¢ wspdlng lub byé
roztaczne. Skutkuje to wicksza liczba kombinacji warunkéw brzegowych niz w klasycznej teorii
sprezystosci. Ponadto, f i 1 oznaczaja odpowiednio sity i mikromomenty objgtosciowe.
Funkcja gestodci energii odksztatcen sprezystych liniowego, izotropowego ciata Cosseratow

sktada si¢ z dwoch czesci
We(7.x) = Wy () + Wi(k). (3.10)

Pierwsza z nich to funkcja gestoSci energii sprezystosci znana z klasycznego, izotropowego kontinu-
um wzbogacona o czton sprzegajacy mikroobroty ¢ z infinitezymalnymi obrotami w wynikajacymi

z gradientu przemieszczenia
1 dew (12
Wy = Sa(we) + el + pelly™ ", 3.11)

gdzie A i u sa statymi Lamégo, a . > 0 petni funkcje modutu sprzegajacego. Gdy modut p. dazy
do nieskoriczono$ci, model Cosseratow staje sic modelem typu mikropolarnego o zwigzanych

obrotach (couple-stress), gdzie mikroobroty ¥ nie wystepuja jako niezalezna zmienna, poniewaz
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Rozpziar 3. WYBRANE MODELE KONTINUUM WYZSZEGO RZEDU

[¥] = w. Krzywizna « jest wtedy wyrazona poprzez wyzsze pochodne przemieszczefi, co ma

swoje okreSlone konsekwencje, ktére nie sa przedmiotem rozwazaf w niniejszej rozprawie.
Druga cze$¢ funkcji gestoSci energii sprezystoSci odpowiada za energi¢ zwiazana z krzywi-

znami i moze by¢ wyrazona w réznych postaciach. W niniejszej rozprawie uzyto notacji zapropo-

nowanej w pracy [102]
1
Welw) = 5 (@ (i + (0 + K™ + (0 = B[ ) (3.12)

Parametry materiatowe w (3.12) musza spelnia¢ warunki eliptycznosci (rzeczywiste predkosci fal

w zagadnieniach propagaciji fal),
A+ u>0, e + p >0, v >0, a +p +y >0, (3.13)

jak dowiedziono w pracy [103]. Inny wariant mniej restrykcyjnych ograniczefi natlozonych na state
materiatowe tzw. warunkow conformal invariance curvature zaproponowano w pracy [104]. Jednak
w niniejszej rozprawie, model ten nie bedzie analizowany, poniewaz prowadzone tu rozwazania
dotycza zagadnien w plaskim stanie odksztalcenia, w ktérym to cze$¢ funkcji gestodci energii
sprezystosci zwiazana z tensorem krzywizny znaczaco si¢ upraszcza, por. (3.18).

Zasade pracy wirtualnej dla ciala Cosseratéw otrzymuje si¢ poprzez przyréwnanie wariacji

energii potencjalnej (3.9) wzgledem pdl ui ¢ do zera, 611 = 0, tj.,

G[u,l//;&u,éxﬁ] 2/(0'-5y+m-6¢—f-6u—l-5xp)dv+

o (3.14)

—/t*-éudS— M -6y dS=0  Vou sy,
Iy I'm

gdzie ou i 6y sa funkcjami prébnymi (uogdlnionymi przemieszczeniami wirtualnymi) spelniaja-

cymi warunki
ou=0 naly i oY =0 naly, oy = Vou+ € oy, (3.15)

przy czym I'y i Iy, sa czeSciami brzegu, gdzie odpowiednio przemieszczenia u i mikroobroty ¢
sa zadane. Tak jak w przypadku I't i I'vi, czeSci brzegu I'y i 'y, moga mie¢ czgs¢ wsp6lng lub byc
rozlaczne.
W powyzszych réwnaniach o jest niesymetrycznym odpowiednikiem tensora naprezenia Cau-
chy’ego wystepujacego w klasycznym kontinuum,
o =A(tryY) L+ 2uy™™ + 2u. v, (3.16)
a m jest tensorem mikromomentéw (couple-stress tensor),

m = (*u (a/ (tr )L+ (v + )™ + (v = B) KSkW) . (3.17)

W plaskim stanie odksztalcenia, pierwsza cze¢s$¢ funkcji gestosci energii sprezystosci W, pozo-

staje bez zmian. Jednakze wszystkie wielkoSci tensorowe dotyczace mikromomentéw moga zostaé
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zredukowane o jeden rzad, co oznacza, ze wektor mikroobrotéw ¥ i tensor drugiego rzedu krzywi-
zny k redukuja si¢ odpowiednio do skalara ¥ = 3 i wektora k = Vi. Zatem druga cze$¢ funkcji

gestosci energii sprezystosci, Wy, upraszcza si¢ do postaci
1
Welk) = 5 ik, (3.18)

a réwnanie konstytutywne mikromomentéw do m = £u«k.
Dla kompletnoSci wywodu ponizej zestawiono réwnania rOwnowagi w postaci silnej wraz

z warunkami brzegowymi

divo+f=0 w Q,
divim—€e:0o+1=0 wQ,
on=t" na I,
(3.19)
mn = M* na [y,
u=u" na I,
U=y na Iy,

gdzie u” jest przemieszczeniem zadanym na I'y, a ™ jest mikroobrotem zadanym na I',.

3.2 Model plastycznosci krysztalow z efektami gradientowymi

3.2.1 Klasyczne sformulowanie bez efektow skali

,,

N F ¥

Rysunek 3.1: Konfiguracje w teorii skoficzonych deformacji plastycznych krysztatow.

W klasycznej teorii plastycznosci skoniczonych deformaciji krysztaléw [47, 48, 127], kinema-

tyka bazuje na multiplikatywnym rozktadzie gradientu deformacji F [71, 83],
F = F'F?, F* =R'U°, (3.20)

gdzie FP jest plastyczna czescia gradientu deformacji, a czeS¢ sprezysta F* sktada si¢ ze sprezystego
rozciggniecia U¢ i obrotu R*, por. rys. 3.1. Nastepnie zaktada si¢, ze deformacja plastyczna jest

efektem plastycznego poslizgu na krystalograficznych systemach poslizgu,

N
FP = L7F?, LY = Z YaSa ® My, (3.21)

a=1
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gdzie ortogonalne wersory s, i m, definiuja system poSlizgu . Wersor s, wskazuje kierunek
poslizgu plastycznego, a m,, kierunek normalny do ptaszczyzny poslizgu. W tej pracy przyjeto
konwencje, ze predkos¢ poslizgu plastycznego y, moze byé zaréwno dodatnia jak i ujemna.
W zwiazku z powyzszym liczba systeméw poslizgu w krysztale o strukturze regularnej $ciennie
centrowanej (fcc) wynosi Ny = 12.

W ciagliwych krysztatach odksztalcenia sprezyste sa mate (z wyjatkiem przypadku bardzo
wysokiego ci$nienia hydrostatycznego, ktéry nie bedzie analizowany), wigc odpowiedZ sprezysta

przyjeto w postaci prostego prawa anizotropowego St. Venanta-Kirchhoffa,
1
P°=1LE¢, E°‘= 3 (C®-1), C¢ = (U°)? = (F)'F", (3.22)

gdzie L jest anizotropowym tensorem sprezystosci czwartego rzedu, P¢ jest symetrycznym, drugim
tensorem naprezenia Pioli-Kirchhoffa w odniesieniu do konfiguracji posredniej. Powyzszy zwiazek
pomiedzy P¢ a tensorem sprezystego odksztalcenia Greena-Lagrange’a E€ jest liniowy. ZaleznoSci
pomiedzy drugim tensorem Pioli-Kirchhoffa P¢ a tensorem naprezenia Cauchy’ego o i tensorem

naprezenia Mandela M sa nastepujace
o = (detF)'FPC(FY)T, M = CePe, (3.23)

przy czym tensor naprezenia Mandela M jest szczegdlnie istotny, poniewaz jest energetycznie
sprzezony z czescia plastyczng gradientu predkosci L?, por. (3.21).
Warunek plastycznos$ci typu Schmida wraz ze stowarzyszonym prawem plynigcia i warunkami

komplementarnoSci,

Jo=Ital =75 <0, sign(ta)¥e 20, Yafo =0, (3.24)

jest definiowany indywidualnie na kazdym systemie poSlizgu poprzez efektywne naprezenie

Scinajace 1, (resolved shear stress) na danym systemie poslizgu «,
To = M- (Sa ® m(z) > (3.25)

i poprzez krytyczne naprezenie $cinajace na danym systemie poSlizgu 75 (critical resolved shear
stress). Ewolucje krytycznego naprezenia Scinajacego opisuje prawo umocnienia, ktére zostanie
podane péZniej. Umocnienie kinematyczne moze by¢ uwzglednione jako naprezenie wewnetrzne
&q (back-stress) w warunku plastycznosci fo, = |1y — €o| — TS razem z prawem ewolucji &,. Efekt
umocnienia kinematycznego jest kluczowy w zagadnieniach obciazen cyklicznych i niepropor-
cjonalnych. W analizowanym zagadnieniu indentacji Sciezka odksztatcenia jest w przewazajacej
mierze monotoniczna, wig¢c umocnienie kinematyczne nie jest brane pod uwage.

Opisany powyzej model jest niewrazliwy na predkos$¢ deformacji (rate-independent). Ponadto
model ten jest obarczony dobrze znanym problemem niejednoznacznego wyboru aktywnych sys-

temow poslizgu. Jedna z propozycji kryterium wyboru aktywnych systeméw poslizgu jest metoda
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przyrostowej minimalizacji energii [np. 111, 117]. Niestety jej implementacja w systemach MES
nie jest oczywista i jak do tej pory nie udato si¢ tego zrobi¢ w ogélnym przypadku plastycznosci z
duza liczba potencjalnie aktywnych systemoéw poslizgéw. Z tego powodu stosuje si¢ zregularyzo-
wane modele, ktére zostang pokrétce przedstawione w podrozdziale 3.2.5. Tamze przedstawiono
poréwnanie rozwiazan uzyskanych w ramach modeli zregularyzowanych z wynikami uzyskanymi
metoda przyrostowej minimalizacji energii dla zadanej §ciezki deformacji w punkcie materialnym

zaprezentowanymi w pracy [75].

3.2.2 Prawo umocnienia

Ewolucja krytycznego naprezenia Scinajacego 75, jest zadana przez prawo umocnienia

Ny N
5= haplipl =0 ) qaplVsl (3.26)
B=1 B=1

gdzie macierz umocnienia h,g moze zosta¢ podana bezposrednio lub moze by¢ wyrazona poprzez
izotropowy modul umocnienia € i bezwymiarowa macierz interakcji gop, wtedy hog = 0qap.
Macierz interakcji g, moze by¢ zdefiniowana na wiele sposobow, na przyktad moze uwzgledniac¢
efekty wspotptaszczyznowych, wspétliniowych lub przecinajacych sie systeméw poslizgu [10, 34].
W niniejszej rozprawie macierz interakcji uwzglednia jedynie réznice pomig¢dzy umocnieniem
bedacym wynikiem po§lizgu na rozwazanym systemie po§lizgu a poSlizgiem na pozostatych syste-
mach poprzez wspélczynnik umocnienia utajonego g (latent hardening). W zwiazku z powyzszym
Gop = 1 dlaa = Biqes = qdlaa # j, gdzie g > 1 jest parametrem materiatlowym, a macierz
interakcji ma posta¢ g, = q + (1 — q)dop, Nalezy zauwazy¢, ze przy redukcji modelu tréjwy-
miarowego do modelu dwuwymiarowego trzeba zwrdci¢ szczeg6lng uwage na modyfikacje prawa
umocnienia. Szczegodty redukcji przedstawiono w podrozdziale 3.2.4.

Majac na uwadze wzbogacenie o efekty gradientowe, wygodnie jest przedstawi¢ prawo umoc-
nienia jako zalezno$¢ modutu umocnienia 6 od naprezenia uplastyczniajacego T zdefiniowanym

jako
Ns
=07, 7= Il (3.27)
a=1

gdzie y jest efektywna predkoscia poslizgu plastycznego a 7 jest interpretowane jako izotropowa
cze$¢ krytycznego naprezenia Scinajacego 7. Anizotropowe prawo umocnienia (3.26) moze by¢

réwnowaznie zapisane jako
Ny
=146 ) (dap — DIvgl. (3.28)
B=1

Przyjete w niniejszej pracy réwnanie konstytutywne definiujace zalezno$¢ modutu umocnienia
6 od T ma postaé biliniowa

T

0 = 0-(7) = max(0y(7),01v), Om(t) = O (1 - ) , T>12>0, (3.29)

Tmax
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gdzie 0y;(7) odpowiada liniowemu spadkowi 6 przy rosnacym T, co jest charakterystyczne dla
etapu III umocnienia, 6y jest statym modutem umocnienia charakteryzujacym etap IV umocnienia,
a 7o, Tjy Sa parametrami materiatowymi. Powody, dla ktérych uwzgledniono tylko etapy Il i IV
umocnienia zostaly oméwione w podrozdziale 7.1, w ktérym przedstawiono kalibracje prawa
umocnienia (3.29) dla krysztatu niklu.

Po scatkowaniu prawa ewolucji (3.27); uwzgledniajac, Ze dlay = 0 naprezenie uplastyczniajace
T = 79, Otrzymujemy prawo umocnienia, znane jako prawo Voce’a, w nastepujacej postaci

—boy

Tmax

T= Ty(’)/) =7+ (Tmax - TO) (1 — exp ( ))’ 0< Y < Yiv, (330)

gdzie vy odpowiada wartoSci y przy przejSciu z etapu III do etapu IV umocnienia. Dla y > y;y,
modut umocnienia jest staly, 8 = 6y, wiec naprezenie uplastyczniajace T roSnie liniowo wraz ze

wzrostem vy.

3.2.3 Wzbogacenie o efekty gradientowe

Propozycja wzbogacenia klasycznego prawa umocnienia plastycznosci krysztaléw o efekty
gradientowe zostata zaprezentowana w pracy [118]. W towarzyszacej pracy [140] przedstawio-
no szczegbély implementacji numerycznej modelu w ramach metody elementéw skoriczonych.
W niniejszej rozprawie zostal wykorzystany ten model w postaci zredukowanej do przypadku
dwuwymiarowego. Ponizej pokrétce przedstawiono najwazniejsze elementy modelu. Szczegéty
wszystkich wyprowadzeft mozna znaleZé w pracy [118].

W prezentowanym modelu plastyczno$ci krysztatéw z efektami gradientowymi, ktéry przez
jego autoréw nazywany jest ,,minimalnym”, efekt gradientu predkosci poSlizgu, i zwiazane z tym
umocnienie wynikajace z dyslokacji geometrycznie niezb¢dnych (GNDs), wptywa tylko na izotro-

powa czes$¢ prawa umocnienia (3.27)y,
=0y +x), (3.31)

gdzie y jestefektywnym gradientem predkosci poslizgu (zdefiniowanym p6Zniej), a € jest dlugoscia

charakterystyczna, ktéra zostata wyprowadzona, a nie zalozona, w nastepujacej postaci

a’i’b

3.32
270 ( )

Powyzsze gradientowe wzbogacenie zostalo wyprowadzone przy wykorzystaniu klasycznego row-

nania Taylora [144]

T = aub+/p, (3.33)

ktdre faczy naprezenie uplastyczniajace T z gestoscia dyslokacji p. Wspdtczynnik umocnienia a,
modut $cinania u i dlugos¢ wektora Burgersa b sa dla danego krysztalu znanymi parametrami.

Drugim fundamentalnym pomystem prowadzacym do wzbogacenia gradientowego (3.31)—(3.32)
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jest rozdzielenie predkoSci zmian catkowitej gestosci dyslokacji na czeSci wynikajace z dysloka-
cji statystycznie zmagazynowanych i geometrycznie niezbednych, w przeciwienstwie do zwykle
stosowanego podziatu samej catkowitej gestosci dyslokacji [np. 7, 28, 106]. Jak oméwiono szcze-
gbétowo w pracy [118], dlugo$¢ charakterystyczna £ ma bezposrednia interpretacje fizyczng i jest
powigzana z dlugoscia Sredniej drogi dyslokacji. Ponadto wyrazona jest przez aktualne naprezenie
uplastyczniajgce T i modut umocnienia 6 (a wigc £ zmienia si¢ w trakcie deformacji) oraz poprzez
znane parametry a, u i b. Po wyznaczeniu prawa umocnienia 6 = 8.(7), zadne dodatkowe zalozenia
i parametry materialowe nie sg potrzebne do zdefiniowania dtugosci charakterystyczne;j .
Wzbogacone o efekty gradientowe, anizotropowe prawo umocnienia wynika z potaczenia
izotropowego prawa umocnienia (3.31) z anizotropowym prawem umocnienia (3.28) dajac w re-

zultacie

NS
15 = G(Z qaplp| + € |- (3.34)

B=1

Efekty gradientowe w prawie umocnienia (3.34) sa uwzglednione poprzez efektywny gradient

predkosci poslizgu y, ktérego postac zostata zaproponowana w pracy [118] jako

N
X=IGl,  G=)sa®VTaxmy),  V'a=(F)" Yy, (3.35)

a=1

gdzie G jest tensorem gestoSci dyslokacji [13], a é jest jego pochodng plastycznie konwekcyjna
(Oldroyda),

G=G-L"G-GL"). (3.36)

W réwnaniu (3.35), Vy, oznacza gradient predkosci poslizgu y,, w konfiguracji odniesienia, a V*y,
jego transformacje do konfiguracji posredniej. Tensor gestosci dyslokacji G opisuje niekompaty-
bilnos¢ FP i w teorii skoficzonych deformacji jest odpowiednikiem klasycznego tensora Nye’a
a [72, 109]. W teorii matych odksztatcern rownanie ewolucji (3.35) dla y zredukowatoby si¢ do
x = ll&ll, gdzie & = 3, Sa ® (Vyo Xmy,), co zostalo szczegdtowo omdéwione w pracy [118]. Efek-
tywny gradient predkosci poslizgu y zdefiniowany powyzej nie zalezy od sktadowych gradientu
predkosci poslizgu normalnych do ptaszczyzny poslizgu, a tylko od sktadowych w plaszczyznie,
ktore odpowiadaja dyslokacjom geometrycznie niezbednym [7].

Podsumowujac, to stosunkowo proste wzbogacenie gradientowe klasycznej plastycznosci krysz-
tatow sprowadza si¢ do zastapienia prawa umocnienia (3.26) przez wersje wzbogacona o efekty
gradientowe (3.34), w ktérej gradienty predkosci poslizgu sa uwzglednione poprzez y, por. (3.35).
Sam model jest sformutowany w ramach klasycznego kontinuum, tak wigc nie wprowadza do-
datkowych réwnan réwnowagi. Dtugo$¢ charakterystyczna ¢ zostala wyprowadzona w postaci

zamknietej (3.32) i jej warto$¢ zmienia sie¢ w trakcie deformacji. Jest to cecha wyrézniajaca ten
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model na tle wielu istniejacych modeli, w ktérych dtugos¢ charakterystyczna jest niezaleznym i sta-
Iym parametrem materialowym. Poza tym model gradientowego wzbogacenia jest prosty — stad
okreslenie ,,minimalny” nadane mu przez jego autoréw [118] — a wiec, oczywiscie, nie uwzglednia
réznych efektow, ktoére zostaly uwzglednione w bardziej rozbudowanych modelach. W szczeg6l-
nosci nie jest uwzglednione umocnienie kinematyczne zalezne od efektéw gradientowych [np.
25, 41]. Stad model ten jest przeznaczony do analizy zagadnien, w ktérych Sciezka deformaciji jest
W przewazajgcej mierze monotoniczna, jak w przypadku analizowanego zagadnienia indentacji.
Jak przedyskutowano w pracy [140], jednoznaczno$¢ rozwiazania zagadnienia brzegowego
W postaci przyrostowej nie jest zapewniona przy zastosowaniu modelu wzbogaconego o efekty
gradientowego przedstawionego powyzej. W szczegdlnosci skokowe zmiany wartosci gradientu
predkosci poSlizgu nie s3 wykluczone i moga prowadzi¢ do rozwigzan z oscylacjami, jak za-
prezentowano w rozwigzaniu analitycznym jednowymiarowego zagadnienia warstwy brzegowej
w pracy [140]. Stad wynika potrzeba regularyzacji, ktérej propozycje uzyta w niniejszej rozprawie

przedstawiono w podrozdziale 3.2.6.

3.2.4 Konsystentna redukcja modelu 3D do 2D

W pracy Rice’a [128] pokazano, ze deformacje krysztatu o strukturze regularnej §ciennie cen-
trowanej obciazonego w plaszczyznie (1 10) mozna przyblizy¢ przez plaski stan odksztalcenia
pod warunkiem, ze geometria probki i obcigzenie spelniaja zatozenia ptaskiego stanu odksztatce-
nia. Deformacja plastyczna jest w tym przypadku realizowana na trzech, efektywnych, dziatajacych
w jednej ptaszczyZnie systemach poSlizgu. Przy czym kazdy z system6w reprezentuje dwa fizyczne,
krystalograficzne systemy poslizgu, ktdre sa albo wspéiptaszczyznowe, albo wspoétliniowe. Na kaz-
dym z dwoch systemdéw tworzacych wypadkowy system poSlizgu efektywne naprezenia Scinajace
T, Sa sobie réwne, wiec uplastyczniaja si¢ one rownoczesnie i z taka sama intensywnos$cia. Pod
warunkiem, ze poczatkowe krytyczne naprezenia Scinajace sa sobie rowne. Zaklada si¢, ze wktad
pozostalych szesciu systemOw poslizgu jest mato znaczacy do catkowitej deformacji, a w konse-
kwencji, ze sa one nieaktywne.

Przeprowadzone testy eksperymentalne indentacji klina ustawionego wzdtuz kierunku (1 10)
w monokrysztal niklu [76, 77] zostaly zaplanowane tak, by wykorzysta¢ warunki ptaskiego stanu
odksztatcenia. Schemat tego do§wiadczenia pokazano na rys. 3.2. Po indentacji, monokrysztat
zostal przeciety w polowie, a obroty sieci krystalicznej zostaly zmierzone za pomoca mikroskopii
elektronowej (detektora EBSD). Pomiary pokazaly, ze obroty sieci krystalicznej z ptaszczyzny
(110) sa praktycznie zerowe [77, 132], potwierdzajac tym samym stuszno$¢ zatozenia o ptaskim
stanie odksztalcenia.

W tym podrozdziale tréjwymiarowy model plastycznosSci krysztaléw, przedstawiony w po-
przedzajacych podrozdziatach, zostanie konsystentnie zredukowany do dwuwymiarowego modelu

w plaskim stanie odksztalcenia. Rozwazania geometryczne dotyczace wypadkowych systemow
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Rysunek 3.2: Schemat indentacji klina. Monokrysztat o sieci regularnie $ciennie centrowanej ulega od-
ksztalceniu w ptaszczyznie (110), a sama deformacja odbywa si¢ na trzech efektywnych

systemach poslizgu.

poslizgu w ptaszczyznie (1 1 0) zostaly omdéwione szczegélowo przez Rice’a [128] oraz Kysara i in-
nych [77]. Jednakze Rice [128] omawial idealnie plastyczny model krysztatu wraz z towarzyszaca
mu stala powierzchnig plastycznosci. W pracy Lewandowski i Stupkiewicz [86] zaprezentowano,
po raz pierwszy, prawo umocnienia, ktére uwzglednia zalezno$ci pomiedzy efektywnymi, wy-
padkowymi systemami poslizgu a fizycznymi, krystalograficznymi systemami poslizgu. W dalszej
czedci niniejszej rozprawy predkosci na efektywnych systemach poslizgu beda okre§lane mianem
wypadkowych predkosci poSlizgu, tak by odrézni¢ je od efektywnej predkosci poslizgu plastycz-
nego vy i efektywnego gradientu predkosci poslizgu y.

Jak wspomniano wcze$niej, tylko sze$¢ krystalograficznych systemow poslizgéw jest potencijal-
nie aktywnych w ptaskim stanie odksztalcenia. Systemy te wyszczegélniono w tab. 3.1. Przyjeto,
ze wielkoSci odnoszace si¢ do systeméw krystalograficznych oznaczane s3 greckimi indeksami,
a,B = 1,...,6. Indeksy oznaczone wielkimi literami A,B = 1,2,3 beda oznacza¢ wielkosci
odnoszace si¢ do wypadkowych systemow poslizgéw. Systemy krystalograficzne 1 i 2 sg wsp6l-
plaszczyznowe i odpowiadajacy im wypadkowy system poSlizgu (A = 1) ma t¢ samg ptaszczyzne
poslizgu (11 1), natomiast kierunek poslizgu [112] jest wynikiem zfozZenia krystalograficznych
kierunkéw poslizgu. Taka sama sytuacja zachodzi w przypadku krystalograficznych systeméw
5 i 6 tworzacych zlozony system A = 3. Natomiast krystalograficzne systemy 3 i 4 sa wsp6tli-
niowe. Posiadaja ten sam kierunek poslizgu [110], a plaszczyzna poslizgu o normalnej (00 1)
jest wynikiem ztozenia krystalograficznych ptaszczyzn poslizgu. Zestawienie ptaszczyzn i kierun-
kéw wypadkowych systeméw poslizgéw wraz z odpowiadajacymi im parami krystalograficznych

systeméw poslizgu (a, 8) przedstawiono w tab. 3.2.

Efektywne wypadkowe naprezenie $cinajace Tgﬁ =M- (Sff]r ® mf{) na wypadkowym systemie

poslizgu A jest zdefiniowane analogicznie jak w przypadku krystalograficznych systeméw posli-
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Tabela 3.1: Potencjalnie aktywne systemy poslizgu krysztatu o strukturze regularnie §ciennie centrowanej

odksztalcanego w ptaszczyznie (110).

@ 1 2 3 4 5 6
m, (111) (111 (111) (111) (111 (111)
se [101] [011] [110] [110] [101] [011]

Tabela 3.2: Wypadkowe systemy poslizgu w ptaszczyznie (1 10).

A 1 2 3
m? (111 ©o1n (111
s 1121 nto] [112]
(@.B) (1,2) (G4 (5.0

zgu (3.25). Zaleznos$¢ pomiedzy Tzﬁ i krystalograficznymi efektywnymi naprezeniami $cinajacymi

T, Wynika z geometrii systemow, jak w pokazano w pracy [128], i ma naste¢pujaca postaé

6 6
=3 Mater 75T =) AaTs (3.37)
a=1 a=1

ktora jest tozsama dla krytycznego naprezenia $cinajacego (3.37)2, a Aaq jest macierza transfor-

macji wyprowadzona w pracy [86]

1L
5V 0 0 0 O
[Axa]=]0 0 B B o o]. (3.38)
1 1
0O 0 0 O GOV
Ta sama macierz (po transpozycji) wystepuje w zaleznoSci pomiedzy predkoSciami poslizgéw
krystalograficznych vy, i wypadkowymi predkosciami poslizgu )‘/Zﬂ,
3
Vo= ) Aaa¥d, (3.39)
A=1

a efektywna predkos¢ poslizgu y ma wtedy nastepujaca postac

6 6 3 3
7= Wal = > > AaalyP1= > aal ¥, (3.40)
a=1 =1 A=1

a=1

gdzie wektor A4 jest zdefiniowany jako

6
=Y A [l =|F V3 %]T (3.41)
a=1

Z powyzszego wynika, ze efektywna predkos$¢ poslizgu y nie jest zwykla suma predkosci na

wypadkowych systemach poslizgu )‘/;ﬁ, ale zawiera w sobie wagi 44. To zapewnia, ze predkos¢
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umocnienia w modelu dwuwymiarowym jest fizycznie umotywowana i zgodna z pelnowymiaro-
wym modelem.

Uzywajac réwnan (3.37)2, (3.26) i (3.39), otrzymujemy prawo umocnienia, ktére opisu-
je ewolucje wypadkowego krytycznego naprezenia Scinajacego T'g’eﬁr w funkcji wypadkowych

predkosci poslizgu )‘/Zﬁ

6 6 6 6 3 3
17T =0 Ao ) aaplipl =0 Aadep Y Asplid 1=0 Y qT 17l (3.42)
a=1 B=1 a=1p=1 B=1 B=1

gdzie qi{j; jest ztozona macierza interakcji

6 6
4% = > > Aadapisp. (3.43)
a=1p=1

Jesli macierz interakcji gqp jest zdefiniowana jako gog = g + (1 — g)dap, por. podrozdziat 3.2.2, to

. . . .. eff £
zlozona macierz interakcji ¢y, ma posta¢

21+q9) 2q 1q
la%]=] 2¢ 30+9 2¢ | (3.44)
1q 2¢  3l+gq)

Macierz qfﬂ; zalezy od wspétczynnika umocnienia utajonego ¢ w nietrywialny sposéb, ktory jest

wynikiem geometrii krystalograficznych i wypadkowych systeméw poslizgu. Godnym uwagi jest
to, ze ztozone wsp6tczynniki umocnienia wlasnego, tj. znajdujace si¢ na diagonali qﬂ nie sa rowne
jednosci i qf]? = q?';f # qgg . Pozadiagonalne zfozone wspdiczynniki interakcji rowniez zaleza od
rozwazanej pary wypadkowych systemow poslizgu.

eff

Ewolucja wypadkowego krytycznego naprezenia Scinajacego 7";’ ’ we wzbogaconym o efekty

gradientowe prawie umocnienia ma postaé

3
e 9( D al T+ aatx), (3.45)
B=1

gdzie wspotczynnik A4, zob. (3.41), ktdry skaluje cze$¢ zalezng od efektywnego gradientu €y,
wynika z reguly transformacji (3.37),. Mozna sprawdzi¢, ze efektywny gradient predkosci poslizgu

x (3.35) wyraza si¢ wprost przez wielkoSci zdefiniowane na wypadkowych systemach poslizgu

v=IGIl, G-= isi{f ® (V5 x m?7). (3.46)
A=1

Powyzsze modyfikacje daja w rezultacie dwuwymiarowy model plastycznosci krysztatow

w ptaskim stanie odksztalcenia, ktory jest w petni zgodny z wyjSciowym modelem tréjwymia-

rowym. Jak pokazano, ogdlna struktura modelu zredukowanego jest identyczna jak w przypadku

pelnego modelu tréjwymiarowego, w ktérej krystalograficzne systemy poSlizgu sa zastapione przez

28



Rozpziar 3. WYBRANE MODELE KONTINUUM WYZSZEGO RZEDU

wypadkowe systemy poélizgu zob. tab. 3.3. Jednakze efektywna predkos¢ poslizgu y (3.40), zto-
zona macierz interakcji q (3.43) i czton wzbogacenia gradientowego w anizotropowym prawie
umocnienia (3.45) musza by¢ odpowiednio przedefiniowane, aby osiggna¢ takie samo umocnienie

jak w pelnym modelu tréjwymiarowym.

Tabela 3.3: Zestawienie réwnan modelu zredukowanego 2D i petnego modelu 3D.

Peten model 3D Zredukowany model 2D

Klasyczny model plastycznosci krysztatow

Wypadkowe naprezenie $cinajace To =M (S¢ ® M) eﬁ =M- (s(, ®@m )
Warunek plastycznosci [Tal — 75 <0 |Teﬁ| " <o
Prawo plyniecia LP =3, YaSa ® Mg LP =34 Veﬂsfﬁ om
Anizotropowe prawo umocnienia 15 =0 Y5 qaplypl I A =gy, q% |7 |
Efektywna predkosé ptyniecia v =2q Val v=2adA Iy |

Wzbogacenie o efekty gradientowe

Efektywny gradient predkosci poslizgu X = ||ZQ S ® (Vy4 x ma,)“ ||Z A seﬁr ® (V#y 4 X meﬁr )||

Anizotropowe prawo umocnienia 75 = 0(Xg daplypl + €X) 74 6’7 =0(Zpqy Iy 1+ Aalx)

3.2.5 Regularyzacja warunku plastycznoSci
Regularyzacja typu rate-dependent

Klasycznym sposobem regularyzacji warunku plastycznosci, powszechnie stosowanym w li-
teraturze, jest zastosowanie regularyzacji typu lepkosciowego zaproponowanego przez Hutchin-
sonsa [56]. W tym sformulowaniu predkos¢ poslizgu v, jest silnie nieliniowa funkcja aktualnego

efektywnego naprezenia $cinajacego 7, na danym systemie poslizgu,

YVa = Vo sign(ty) (lTal) . (3.47)

(o7

W ten sposéb do modelu wprowadzone sa dwa nowe parametry: referencyjna predkos¢ posli-
zgu vyo, zwykle przyjmowana jako réwna dla wszystkich systeméw poslizgu oraz wykiadnik
m > 1, opisujacy stopiefi wrazliwosci na predko$¢ deformacji. W tym podejsciu, nie ma ob-
szaru sprezystego i wszystkie systemy poSlizgu sa jednoczesnie aktywne.

Alternatywnym podejSciem jest sformutowanie lepkoSciowe podobne w swej istocie do mo-
delu Perzyny [114], w ktérym predkos¢ poslizgu jest funkcja nadwyzki efektywnego naprezenia
$cinajacego 1, powyzej krytycznego naprezenia $cinajacego 7. Natomiast, gdy efektywne napre-
zenie Scinajace nie przekracza krytycznego naprezenia Scinajacego to krysztal pozostaje sprezysty

[np. 6, 130]. Jednakze to podejsécie nie jest wykorzystane w tej pracy.
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Regularyzacja typu rate-independent

W pracach [4, 35] zaproponowano regularyzacje poprzez wprowadzenie jednej powierzchni

plastycznos$ci dla wszystkich systeméw poslizgu

Ny - Znﬁ
F:(Z(E) ) —1<o0, (3.48)

a=1
gdzie n > 1 jest liczba naturalna, ktéra jest jedynym dodatkowym parametrem materialowym
w stosunku do modelu niezregularyzowanego. Niegtadki, wypukly obszar sprezysty ograniczony
warunkami plastycznosci f, < 0 jest wiec zastapiony przez pojedynczy, gtadki i wypukty ob-
szar wpisany w wyjSciowy obszar sprezysty. Prawo stowarzyszonego plynigcia ma postaé typu
Mandela [92]

LP = ég—la, {>0,  (F=0, (3.49)

gdzie £ jest mnoznikiem plastycznym spetniajacym warunek komplementarnosci. Z powyzszego
wynika, ze cz¢$¢ plastyczna gradientu predkosci L” ma doktadnie postac (3.21),, charakterystyczna

dla plastycznosci krysztatéw

Ns Ny 1 2\ 31 i (r 2n-1
. . a
LP = YaSa ® mg, Ya = ( (T_L) ) E (E) . (350)
a=1 B=1 B

Cho¢ nie jest to oczywiste, zalezno$¢ y, od 7, w réwnaniu (3.50), jest doktadnie taka sama,
jak w przypadku regularyzacji typu rate-dependent (3.47). Réznica polega na tym, ze w tym
przypadku referencyjna predkos¢ poslizgu nie jest stala i jest inna dla kazdego systemu poslizgu.
W szczegdlnosci zalezy ona od mnoznika plastycznego 7, ktéry jest wyznaczany z warunku
komplementarnosci F = 0.

Podkre§lone wyrazenie w réwnaniu (3.50), jestréwne jeden, gdy F' = 0imoze zostaé pominicte
w sformufowaniu przyrostowym. Jednakze, kiedy rozwiazanie jest poszukiwane w sposéb itera-
cyjny, podkre§lony sktadnik nie jest réwny jednoSci i jego pominiecie skutkuje pogorszeniem

zbieznoSci schematu iteracyjnego.

Poréwnanie obrotéw sieci krystalicznej

W celu zbadania wptywu regularyzacji typu rate-dependent i rate-independent na otrzymywane
wyniki przeprowadzono prébe prostego Scinania przy pelnej kontroli kinematycznej, tzn. przy

zadanym gradiencie deformacji
F(Q) =1+ 1e; ®es, (3.51)

gdzie A oznacza mnoznik obcigzenia wyrazajacy zarazem amplitude Scinania na plaszczyznie
onormalnej n = ez w kierunku osi x;. Dzieki zastosowaniu petnej kontroli kinematyki rozwigzanie

ogranicza si¢ do calkowania réwnan konstytutywnych modelu plastycznosci krysztatow.
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Otrzymane wyniki przy zastosowaniu dwéch omawianych w tej pracy metod regularyzacji
bez uwzgledniania efektéw gradientowych poréwnano z wynikami przedstawionymi w pracy [75],
gdzie obliczenia przeprowadzono z uzyciem nowatorskiego algorytmu minimalizacji energii przy-
rostowej [117]. Algorytm ten pozwala na wybor aktywnych systeméw poslizgéw plastycznych do
realizacji deformacji plastycznej (maksymalnie 5) sposréd wszystkich potencjalnie aktywnych sys-
temow poSlizgu (maksymalnie 12). Jak do tej pory algorytmu minimalizacji energii przyrostowej
nie udalo si¢ zaimplementowa¢ w systemie MES, dlatego w tej pracy zastosowano regularyzacije.

W pracy [75] przeprowadzono test prostego Scinania zadajac gradient deformacji w posta-
ci (3.51) dla czterech wybranych orientacji krysztalu wzgledem globalnego ukfadu odniesienia.
Orientacje krysztalu okreSlono poprzez kierunki krystalograficzne odpowiadajace wersorom e

i e3. Przyjete orientacje zestawiono w tab. 3.4.

Tabela 3.4: Zestawienie orientacji krysztalu w prébie prostego Scinania.

Orientacja
I I m v
e, (100) (100) (100) (110)
es (011) (013) (001) (001)

Aby zachowac zgodno$¢ z praca [75] w ponizszych obliczeniach zastosowano potggowe prawo

umocnienia, w ktérym modut umocnienia zdefiniowano nastepujaco
h no—1
6(y) = ho (ﬂ + 1) : (3.52)
Tono

gdzie hy oznacza poczatkowy modul umocnienia, 7y poczatkowe naprezenie ptyniecia, ng bezwy-
miarowy wykladnik, y efektywny poslizg plastyczny, por. podrozdziat 3.2.2. Pozostate elementy
procedury catkowania réwnan konstytutywnych pozostaja bez zmian. W szczegdlnosci naprezenia
krytyczne na danym systemie poslizgu o wyznacza si¢ zgodnie z réwnaniem (3.26). Parametry
materiatowe odpowiadajace krysztalowi miedzi przyjeto takie same jak w pracy [75] i zestawiono
je w tab. 3.5. Model umocnienia wraz z pocedurg catkowania réwnar konstytutywnych plastycz-
nosci krysztaléw zaimplementowano w systemie Mathematica [58], przy czym wykorzystano

mozliwosci pakietu AceGen dotyczace automatycznego rézniczkowania [66].

Tabela 3.5: Parametry materialowe dla miedzi i modelu umocnienia potggowego [75].

i c12 C44 70 ho no q
[GPa] [GPa] [GPa] [MPa] [MPa]
170 123 75 16 180 0.16 14

W przypadku zastosowania regularyzacji typu rate-dependent zastosowano parametry specy-
ficzne dla tej regularyzacji o warto$ciach: wykladnik m = 20, referencyjna pre¢dkos¢ poslizgu

Yo = 1073 1/s, czas trwania obciazenia fmax = Amax/Y0 = 10%s, staty krok czasowy Ar = 1073,
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Przyjeto, ze caly proces deformacji odbedzie si¢ z predkoscia réwna referencyjnej predkosci po-
Slizgu, tak jak w przypadku obliczen MES w rozdziale 7. Ponadto stosunkowo niska predkosé
deformacji pozwala na minimalizacje wplywu efektéw lepkoSciowych, ktére mogtbyby zaburzy¢
rezultaty. Celem poréwnania jest zbadanie wplywu samego sposobu regularyzacji, wigc dodatkowe

efekty lepkoSciowe moglyby zaburzaé otrzymane wyniki.

Regularyzacja typu rate-indendent wymaga podania tylko jednego dodatkowego parametru,
wyktadnika n, ktéry przyjeto n = 20. Taka samg warto$¢ wyktadnika uzyto w obliczeniach w roz-
dziale 7. Wynik catkowania réwnan konstytutywnych przy zastosowaniu regularyzacji rate-inde-
pendent w niewielkim stopnium zalezy od wielkoSci kroku, wigc do obliczen przyjeto staty krok
o wielkosci A4 = 0.01. We wszystkich obliczeniach maksymalny mnoznik obcigzenia ustalono na
Amax = 10, co pozwala na zbadanie krysztatu przy bardzo duzych odksztalceniach postaciowych

niemozliwych do osiagni¢cia w podejsciu MES z uwagi na znaczne dystorsje siatki.

Poréwnanie ograniczono do zakresu, ktéry mozna poréwnaé z rezultatami przedstawionymi
w pracy [75], a wiec do zmiany naprezenia Kirchhoffa 73 w funkcji mnoznika obcigzenia A i obro-
tow sieci krystalicznej wzgledem poczatkowej konfiguracji. Do analizy obrotéw sieci krystalicznej
postuzono si¢ rzutem stereograficznym, na ktérym przedstawiono poczatkowa orientacje krysztatu

wzgledem uktadu wspétrzednych i ewolucje obrotu w trakcie deformacji.

Otrzymane wyniki, przedstawione na rys. 3.3, nalezy podzieli¢ na dwie grupy. Pierwsza grupa,
obejmujaca orientacje I i IV, dotyczy przypadku, gdy potencjalnie aktywne sa nieliczne systemy
poslizgu. Odpowiednio w orientacji I i IV potencjalnie aktywne sa 4 i 2 systemy poslizgu [75].
Charakter krzywych naprezenie 713 w funkcji deformacji A oraz obrotéw sieci krystalicznej jest
praktycznie identyczny z tym otrzymanym przy zastosowaniu minimalizacji energii przyrostowej.
Wynika to z tego, ze cala deformacja plastyczna przy danej orientacji jest mozliwa do zrealizowania
przez mniej niz 5 aktywnych systeméw poslizgu.

W drugiej grupie, obejmujacej orientacje II i III, mamy do czynienia ze znaczacymi réznicami
pomiedzy wynikami otrzymanymi za pomocg modelu zregularyzowanego a wynikami otrzyma-
nymi metoda minimalizacji energii przyrostowej. Powodem tych réznic jest to, ze w przypadku
zastosowania regularyzacji wszystkie systemy poslizgu sa aktywne i w trakcie catkowania réw-
nan konstytutywnych w zaleznosci od wielkoSci efektywnego naprezenia Scinajacego wyznaczane
sq odpowiednie poslizgi plastyczne. Natomiast w przypadku minimalizacji energii przyrostowej
na kazdym kroku wyznaczany jest zbiér aktywnych systeméw poslizgu i tylko na tych systemach
nastepuje poslizg plastyczny. W rezultacie mozna zaobserwowac znaczace réznice zarowno w prze-
biegu naprezenia $cinajacego 73 jak i w przypadku obrotéw sieci krystalicznej. W szczeg6lnosci
Scinanie w przypadku orientacji o wysokiej symetrii (II[) obserwowana réznica jest szczegdlnie
wyrazna.

Analizujac réznice pomiedzy wynikami otrzymanymi przy pomocy regularyzacji rate-depen-

dent i rate-independent nalezy stwierdzié, ze przy odpowiednio niskiej predkosci deformacji, sa
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Rysunek 3.3: Naprezenie Scinajace Kirchhoffa 713 (po lewej) i obrot sieci krystalicznej przedstawiony na
rzucie stereograficznym (po prawej) otrzymane przy zastosowaniu regularyzacji rate-depen-
dent i rate-independent wraz z wynikami przedstawionymi w pracy [75]. Obr6t wyznaczony
modelami zregularyzowanymi zaznaczono czarnymi punktami, a przedstawiony w pracy [75]

czerwonymi. Poczatkowa orientacje wskazuja okregi.
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one pomijalne. Obserwacje te potwierdzaja rowniez wyniki zaprezentowane w podrozdziale 7.3.1,
gdzie poréwnywano wptyw metody regularyzacji na wyniki otrzymane w zagadnieniu wciskania

klina w monokrysztat niklu.

3.2.6 Uwagi na temat implementacji numerycznej

W niniejszym podrozdziale, pokrétce zostang przedstawione najwazniejsze aspekty kompute-
rowej implementacji opisanego powyzej modelu plastycznosci krysztaléw wzbogaconego o efek-
ty gradientowe z wykorzystaniem metody elementéw skoniczonych (MES). Zredukowany model
w plaskim stanie odksztalcenia ma dokfadnie taka sama strukture jak peten model tréjwymiarowy.
Stad, sposob implementacji zaprezentowany w pracy [140] dla petnego modelu moze zostac za-
stosowany w przypadku modelu zredukowanego. Implementacja modelu plastycznoSci krysztatow
bez wzbogacenia gradientowego, ktéry takze zostat uzyty w symulacjach, jest standardowa i nie
wymaga osobnego opisu.

Model jest sformutowany w ramach klasycznego kontinuum, a wzbogacenie o efekty gra-
dientowe zostato wprowadzone poprzez prawo umocnienia (3.34). Efektywny gradient predkoSci
poslizgu y, ktéry pojawia si¢ w prawie umocnienia, zalezy od gradientéw predkosci poslizgéw
V7a, por. (3.35). Potrzeba obliczenia tych gradientéw stanowi gléwna réznice w stosunku do imple-
mentacji modelu bez wzbogacenia gradientowego. W klasycznym sformutowaniu MES, predkosci
poslizgu y,, a wlasciwie przyrosty Ay,, sa wyznaczane lokalnie w punktach catkowania Gaussa
jako rozwiazanie przyrostowych réwnan konstytutywnych, wigc ich gradienty nie sa dostgpne.

W podejsciu przyjetym w niniejszej rozprawie, tozsamym z tym z pracy [140], kazda lokalna
predkosé poslizgu y,, jest przyblizona przez odpowiadajaca jej ciagla, nielokalng predkos¢ poslizgu

Ya» ktorej warto$¢ wyznaczana jest z réwnania typu Helmholtza
K3 2v2=
Yo =, VYa = Vo (3.53)

gdzie V? jest operatorem Laplace’a, a I;, jest wymiarem charakterystycznym, ktéry zostanie omé-
wiony ponizej. Nielokalne predkosci poslizgu ¥, sa wynikiem usredniania lokalnych predkosci
poslizgu vy, z pewna dlugoscia charakterystyczna I, w procesie usredniania wynikajacym z réw-
nania (3.53), por. prace [112]. W prezentowanym schemacie implementacji w Srodowisku MES,
nielokalne predkosci poslizgu ¥, sa niezaleznymi globalnymi niewiadomymi, ktére podlegaja
standardowej interpolaciji o stopniu regularnosci C°. Dzieki temu mozliwe jest wyliczenie ich gra-
dientéw, ktére nastepnie sa uzyte do wyznaczenia efektywnego gradientu predkosci poslizgu y.
Numeryczny parametr [, w réwnaniu (3.53) przyjeto jako proporcjonalny do rozmiaru ele-
mentu skoficzonego h, przez co jest niezalezny od fizycznej dtugosci charakterystycznej £ w
modelu plastycznos$ci krysztaléw z efektami gradientowymi. W szczeg6lnosci przyjmujac I, = h,
réwnanie (3.53) zapewnia usrednianie i wygladzenie lokalnych predkosci poslizgu y, zdefinio-

wanych tylko w punktach Gaussa proporcjonalne do wielkoSci elementu skoficzonego. Nalezy
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zauwazy¢, ze popularne modele gradientowe uszkodzenia lub plastycznoSci z ostabieniem [np.
112] uzywaja identycznego réwnania typu Helmholtza w celu zregularyzowania zjawiska loka-
lizacji odksztatcenia. Jednakze w tych modelach zaktada si¢, Ze dtugos$¢ charakterystyczna jest

parametrem materiatowym, ktéry okresla grubo$¢ pasma lokalizacji.

Wymiar charakterystyczny [, moze tez by¢ interpretowany jako parametr regularyzacji. W za-
sadzie rdwnanie usredniajace (3.53) zapewnia potrzebng w modelu regularyzacje, o ktérej byta
mowa w podrozdziale 3.2.3 i ktéra zostata szczegétowo oméwiona w pracy [140]. Alternatyw-
nie, zamiast uzaleznia¢ wymiar charakterystyczny /;, od rozmiaru elementu /4, mozna przyjac,
7ze wymiar charakterystyczny [, jest staty, jako dodatkowy parametr modelu. Wplyw parametru

regularyzacji [, na otrzymane efekty skali przedstawiono w podrozdziale 7.5.1.

Réwnanie (3.53) jest rozwiazywane przy zatozeniu jednorodnych warunkéw brzegowych Di-
richleta lub Neumanna. W symulacjach przedstawionych w tej pracy przyjeto warunki Neumanna.
Sprawdzono, ze w zagadnieniu indentacji klina, analizowanym w niniejszej rozprawie, przyjete
warunki brzegowe nie maja wptywu na ogélna odpowiedZ. Warunki brzegowe maja wptyw na
nielokalne predkosci poSlizgu ¥, tylko w warstwie przy brzegu o zasiggu proporcjonalnym do
I, = h. Dla stosunkowo gestej siatki elementéw skonczonych, jak w przypadku prezentowanych
obliczen, ten efekt jest pomijalny. W przypadku rozwiazania zagadnienia §cinania péiprzestrzeni
lub warstwy, przyjecie warunku brzegowego ¥, = 0 prowadzi do uzyskania warstwy brzegowej
tak jak przewiduje to rozwigzanie analityczne oryginalnego modelu, ktére nie zawiera réwnania
usredniajgcego (3.53), por. [140].

Przyrostowe réwnania konstytutywne otrzymano w wyniku zastosowania niejawnego sche-
matu catkowania Eulera. Wprowadzone do modelu nielokalne przyrosty poslizgu Ay,, ktére sa
globalnymi niewiadomymi, ich gradienty V(Ay,) oraz aktualny gradient deformacji F stanowig
dane wejSciowe do catkowania réwnan konstytutywnych. Rozwigzaniem réwnari lokalnych na po-
ziomie punktu catkowania Gaussa sa miedzy innymi lokalne przyrosty poSlizgéw plastycznych
Ay,. Komplet réwnan przyrostowych mozna znaleZé w pracy [140].

Sprzezenie nielokalnych przyrostéw poslizgéw plastycznych z lokalnymi odbywa si¢ za pomoca
réwnania usredniajacego (3.53) (w postaci przyrostowej), ktére jest rozwigzywane dla kazdego sys-
temu poSlizgu na poziomie globalnym réwnocze$nie z réwnaniami réwnowagi. Stad wynika, ze
globalnymi niewiadomymi sa przemieszczenia weztowe i nielokalne przyrosty poslizgéw plastycz-
nych. W przypadku krysztatu o strukturze regularnej §ciennie centrowanej otrzymujemy 3+12 = 15
niewiadomych w pelnym modelu tréjwymiarowym oraz 2 + 3 = 5 niewiadomych w ptaskim stanie
odksztalcenia. Do rozwiazania réwnan na poziomie globalnym i lokalnym (w punkcie catkowania
Gaussa) uzyto metody Newtona, co prowadzi do klasycznego zagniezdzonego schematu iteracyj-
nego [68].

W celu zredukowania liczby niewiadomych globalnych implementowanego modelu w ptaskim

stanie odksztalcenia, zastosowano wielomiany interpolujace o mieszanym stopniu. Przemieszcze-
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nia sa interpolowane przez standardowe, petne, bikwadratowe wielomiany, a nielokalne przyrosty
poslizgéw plastycznych przez biliniowe funkcje ksztattu. Pojedynczy element skoficzony posiada
zatem 18 niewiadomych przemieszczen (9 weztéw) i 12 niewiadomych przyrostéw poslizgéw
plastycznych (4 wezly). Mieszany rzad interpolacji jest naturalnym wyborem, poniewaz usred-
niane lokalne przyrosty poslizgéw plastycznych s3 funkcjami gradientu przemieszczen. Redukcja
liczby stopni swobody bylaby jeszcze bardziej odczuwalna w przypadku pelnego modelu tréjwy-
miarowego, gdzie nielokalne przyrosty poslizgéw stanowia az 12 dodatkowych niewiadomych.
W pracy [140] zastosowano najprostsze podejscie i oba pola interpolowano za pomoca tréjlinio-
wych funkcji ksztaltu, a w celu zredukowania przesztywnienia objetoSciowego (volumetric locking)
uzyto techniki F-bar [20].

Elementy o petnym bikwadratowym stopniu interpolacji dobrze zachowuja si¢ w zagadnie-
niach prawie niesci§liwej sprezysto-plastycznosci [np. 69]. Stad nie ma potrzeby stosowania do-
datkowych zabiegéw (takich jak techniki enhanced-strain, F-bar lub zredukowanego catkowania),
ktére sa konieczne w przypadku elementéw o biliniowych funkcjach ksztattu. Po przeprowadzeniu
testow elementéw kwadratowych typu serendipity (interpolacja niepelnym bikwadratowym wie-
lomianem) okazalo si¢, Ze elementy z pelnym wielomianem bikwadratowym zachowuja si¢ lepiej
w analizowanych zagadnieniach indentacji.

Model zaimplementowano w Srodowisku AceGen/AceFEM [66, 68]. AceGen jest narzedziem
do generowania kodu, ktére wykorzystuje mozliwosci obliczei symbolicznych programu Mathe-
matica [58] i algorytmdéw automatycznego rézniczkowania oraz optymalizacji generowanego kodu.
Dzigki automatycznemu rézniczkowaniu wszystkie nieliniowe uktady réwnan rézniczkowych za-
réwno na poziomie globalnym jak i lokalnym (réwnania konstytutywne) zostaly konsystentnie
zlinearyzowane, co skutkuje bardzo dobra zbieznoscia schematu Newtona. Obliczenia zostaty
przeprowadzone za pomoca systemu MES AceFEM, ktory jest SciSle powigzany z modulem Ace-

Gen.
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Rozdziat 4

Modele kontaktowe

4.1 Klasyczne sformulowanie zagadnienia kontaktowego

Zagadnienia kontaktowe sa obecne w szeroko rozumianej wspotczesnej inzynierii niemalze
na kazdym kroku. Rozwigzania analityczne istnieja tylko w bardzo ograniczonym zakresie, np.
klasyczne zagadnienie Hertza dotyczace kontaktu dwoch idealnie sprezystych kul, ktére mozna roz-
szerzy¢ na zagadnienie kontaktu kuli z potprzestrzenia. Wigcej przyktadéw klasycznych rozwiazan
analitycznych mozna znaleZ¢ w monografii Johnsona [60]. W ogélnym przypadku zagadnienie kon-
taktowe jest formutowane jako jednostronne ograniczenie nalozone na pole przemieszczen, a cate
zagadnienie w przypadku sprezystosci (takze nieliniowej) pod wzgledem matematycznym zmienia
sie z minimalizacji energii potencjalnej w minimalizacje energii potencjalnej z ograniczeniami. Po-
nizej zostang przedstawione najwazniejsze zatozenia i rOwnania pojawiajace sie¢ w sformutowaniu
kontynualnym kontaktu pomiedzy dwoma cialami w zakresie matych odksztatcen oraz w zakresie

skoriczonych deformacji.

4.1.1 Male odksztalcenia i poslizgi

Juz na wstepie nalezy zaznaczy¢, ze zagadnienie kontaktowe sformutowane w zakresie ma-
Iych odksztalceni nie ma formalnie, w sensie matematycznym, zadnych ograniczen — podobnie
jak w przypadku liniowej teorii sprezystoSci. Nalezy stosowaé te same zasady w ocenie zasad-
nosci sformutowania problemu mechanicznego w zakresie matych odksztalcen. Majac na uwadze
powyzsze, nie nalezy stwierdzen o bliskiej odlegtosci traktowac jako wymagan formalnych, a jedy-
nie jako zdroworozsagdkowe. Ponadto, ograniczenia kontaktowe wprowadzaja nieliniowo$¢ nawet
w przypadku kontaktu dwoch ciat liniowo sprezystych.

Niech dane beda dwa ciata B! i B2 zajmujace obszary odpowiednio Q' z brzegiem I'! i Q?
zbrzegiem I'2. Przez I'! i T2 oznaczmy te czeéci brzegu I'! i T2, na ktérych moze doj$¢ do kontaktu.
Pierwszym zatozeniem w zakresie matych odksztalcen jest to, ze te dwa brzegi sa nierozréznialne,

tj. I} ~ T2 = T'.. Stad wynika, ze punkty na brzegu I'. maja te sama wspétrzedna X! = X2 = X.
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Konsekwencja tego zatozenia jesto to, ze normalne n' i n> w kazdym punkcie X na brzegu I, maja

taki sam kierunek i przeciwny zwrot i mozna je zastapi¢ jedna normalna, —n' = n? = n, ktéra jest

ustalona przez poczatkowa geometri¢ i nie zmienia si¢ w trakcie deformacji, por. rys. 4.1.

Rysunek 4.1: Schemat zagadnienia kontaktowego w zakresie matych odksztalceri.

Nastepnie wprowadza si¢ wzgledne przemieszczenie
d(X) = u!(X) - v*(X) 4.1)

oraz w kazdym punkcie X mozna zdefiniowac wielko$¢ poczatkowej separacji go(X), ktéra wynika
ze znanej poczatkowej geometrii kontaktujacych si¢ cial. Podstawowa zmienna kinematyczna

wystepujaca w zagadnieniu kontaktowym jest separacja g,(X),
gn(X) = go(X) + d(X) - n(X) = go + dn, (4.2)

ktéra moze przyjmowaé tylko wartos$ci nieujemne, g, > 0. Dla przejrzystoSci zapisu w dalszej
czesci okreslenie potozenia -(X) bedzie pomijane, poniewaz wszystkie wielkosSci sa zdefiniowane
w danym punkcie X na brzegu I',..

Jezeli rozwazamy kontakt z tarciem to potrzebna jest rowniez sktadowa styczna do brzegu I,
d=d-dyn=I-n®n)-d. (4.3)

W zakresie matych odksztalcefi predkos¢ sktadowej stycznej jest zalezna tylko od predkoSci

wzglednego przemieszczenia
d;=(I-n®n)-d, (4.4)

poniewaz normalna n jest ustalona przez poczatkowa geometri¢ cial. Wektory naprezenia na

powierzchni ciat s3 wyznaczony poprzez tensory naprezenia i normalne
t'=o'n', =00 (4.5)
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Z warunku réwnowagi wynika, ze t> = —t!. Pamietajac, ze normalna n?

zostata wyrdzniona,
podobnie wyrézniony jest wektor naprezenia t*> = —t! = t. Skladowa normalna i styczna wek-
tora naprezenia kontaktowego jest wyznaczona analogicznie do skfadowej normalnej i stycznej

wzglednego przemieszczenia
fh=t-n, tt=I-n®n)t. (4.6)

W przyjetej notacji drugie ograniczenie kontaktowe przybiera klasyczna postaé braku przyciagania
(np. adhezji) f, < 0.
Kontakujace si¢ ciata w sformutowaniu kontynualnym bez tarcia musza na brzegu I',. spetniaé

ponizsze warunki
gl’l 2 09 tn S 07 gntn = 07 (4'7)

ktdre stanowia ograniczenia kontaktowe, zwane warunkami Signoriniego [152]. Podobne warunki
spotyka si¢ w zagadnieniach optymalizacji z ograniczeniami nieréwno$ciowymi, gdzie znane s3
pod nazwa warunkéw Karusha-Kuhna-Tuckera [107].

Jezeli rozwazane jest zagadnienie kontaktowe z tarciem to oprécz warunkéw (4.7) potrzebne
jest ograniczenie na sktadowe styczne wektora naprezenia i wzglednego przemieszczenia. Takie
ograniczenia formuluje si¢ w postaci prawa tarcia. W niniejszej rozprawie ograniczono si¢ do

najprostszego prawa tarcia Coulomba
D= ltef| + uta <0, (4.8)

gdzie u oznacza wspélczynnik tarcia. Drugim niezbednym elementem prawa tarcia jest regufa

plyniecia

llgellte = &lltell, 4.9)
cato$¢ uzupelnia znany z teorii plastyczno$ci warunek komplementarnosci

D&l = 0. (4.10)

Punktem wyjscia do implementacji w metodzie elementéw skoriczonych jest sformulowanie
zagadnienia kontaktowego w postaci stabej wykorzystujacej zasade pracy wirtualnej, ktore zapisane
dla kazdego z cial ma postac

/ O'i-58idv—/
Qi r

i
t

t . ou’ dS—/' t.su'dS=0 Véu, 4.11)
ri

gdzie du' jest funkcja probng (wirtualnym przemieszczeniem), ktéra przyjmuje wartos¢ ou’ = 0
na brzegu I}, oraz §&' = %(V(Sui + (Vou')!). Suma prac wirtualnych daje funkcjonal G[u;dul]
systemu sktadajacego si¢ z dwdéch cial w kontakcie

2

G[u;du]:Z(/gziO'i-ésidV—‘/r

i
i=1 t

t* - ou' dS - / t - ou dS) =0 Vou, (4.12)
r
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gdzie u = {u',u?}, su = {6u',6u?}. Rozdzielajac funkcjonat na czes$¢ zalezna od pracy sit
wewnetrznych i zewnetrznych dziatajacych na kazde z cial, G'[u; sul,
G'[u’;6u’] = / o' - sg'dV - / t' . su’ dS (4.13)
Qi It

oraz na cz¢S¢ pracy zalezna od sil kontaktowych G¢[u; oul],

2
G [u; 6u] = —Z/ ti . ou' ds (4.14)
i=1 YTec

otrzymujemy podzial zagadnienia kontaktowego na cze$¢ zwiazana z cialami i warunkami brze-
gowymi i cze$¢ wynikajaca z kontaktu pomiedzy nimi. Z tego wynika, ze réwnania konstytutywne
rzadzace cialami sa niezalezne od zagadnienia kontaktu, np. ciata moga by¢ sprezyste, sprezysto-
plastyczne, co nie wptywa bezpoSrednio na samo zagadnienie kontaktu pomiedzy ciatami.
Pamietajac, ze I} = I'2 = T oraz, ze t*> = —t' = t mozemy przeksztalci¢ funkcjonat G¢[u; 5u]

do nastepujacej postaci

2
Gc[u;éu]:—z‘/‘ ti-(SuidS:/ t-(6u1—6u2)d5:/ t-5dds. (4.15)
i=1 YTc Te Te

Wygodnie jest przedstawi¢ funkcjonal G¢[u; du] przy pomocy wariacji wielkos$ci kinematycz-
nych g, i g wystepujacych w ograniczeniach kontaktowych. W przypadku matych odksztatcen,
gdy normalna n jest wyznaczona przez poczatkowa geometri¢ nie trzeba stosowaé zadnych zatozen
i uproszczen

gn=g0+ @ -u?)-n —  Ogn = (6u' —6u?) - n, @.16)
g=I-nen@u' -v?) — g =T-nen)su! - su?). '
Ostatecznie funkcjonal G¢[u; du] przedstawiajacy wklad kontaktu do funkcjonatu prac wirtualnych

ma nastepujaca postac

G[u; 6u] = / (tn0gn + ty - 6gy) dS, 4.17)

Ie

a zasada prac wirtualnych przyjmuje nastepujaca postaé

G[u;6u] = G'[u';6u'] + G*[u?; 6u?] + G[u; 6u] =0 Vou. (4.18)

4.1.2 Skonczone deformacje

W zakresie skonczonych deformacji, interpretacja poszczegdlnych wielkosci wystepujacych
w zagadnieniu kontaktowym jest bardziej intuicyjna, poniewaz opis kinematyki jest zgodny z ob-
serwacjami. Wraz z dokltadniejszym opisem kinematyki zwicksza si¢ stopiefi skomplikowania

réwnan i przyjecia pewnych zatozefi upraszczajacych.
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Wezmy dwa ciata B, ktére w konfiguracji poczatkowej zajmuja obszary Q' z warunkami
brzegowymi przemieszczeniowymi na cze$ciach brzegu ', oraz naprezeniowymi na czesciach
brzegu I'!, por. rys. 4.2. W wyniku deformacji opisanej w kazdym punkcie X' funkcjami ¢*(X', )

ciata w konfiguracji aktualnej zajmuja obszary ' z brzegami ',
x =¢'(X,r) X e, xeuw. (4.19)

2
c

Zalézmy, 7e w konfiguracji aktualnej na czesciach brzegu y! i y2 moze dojé¢ do kontaktu
pomiedzy ciatami 8. W przeciwiefistwie do matych odksztalceni, nie utozsamia si¢ y. z 2.
Nastepnie nalezy uporzadkowag ciata, dzielac je na cialo master (cel) oraz slave (kontaktujace si¢).

Przyporzadkowanie roli master i slave jest dowolne, ale nie jest przemienne (brak symetrii).

o 2
> —

Rysunek 4.2: Schemat zagadnienia kontaktowego w zakresie skoriczonych deformacji.

Po ustaleniu, ktére z cial wyrézniamy jako master, a ktére jako slave, parametryzujemy
powierzchnig ciata master za pomoca wspéirzednych konwekcyjnych ¢ = {Z!,£%}. Zat6zmy,

ze ciato B2 bedzie odgrywad role master, wtedy jego powierzchnie parametryzujemy nastepujaco

X2 =¥, X =’ (X0 = e (Y1) = ¢¥(41) = K(0). (4.20)

1

Dla kazdego punktu x' € y! szukamy wspétrzednych konwekcyjnych ¢ rzutu punktu x' na

powierzchnig y?
{ = argmin ”Xl - f(z({)”, 2 =%%(0). 4.21)

Zagadnienie jednoznaczno$ci rzutowania nie jest przedmiotem niniejszej rozprawy. Rozpatrywane
w tej pracy przypadki dotycza kontaktu ciala odksztalcalnego z wypuktymi ciatami sztywnymi,
por. rozdziat 61 7.

Rezultatem rzutowania oprécz wyznaczenia wspétrzednych konwekcyjnych £ jest wyznaczenie
normalnej n’({) = n oraz prostopadlych do niej wektoréw stycznych T, = %‘i, gdzie @ = 1,2,

por. rys. 4.3. Wektory T, petnig role wektoréw bazowych lokalnej bazy na powierzchni ciata 82
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Rysunek 4.3: Rzutowanie punktu x' na powierzchnie master.

w konfiguracji aktualnej. WielkoSci kinematyczne wystepujace w ograniczeniach kontaktowych to

separacja g, oraz wektor predkosci poslizgu g, ktére wyznaczamy z nastepujacych zaleznoSci
gn=(x'-%%) -0, =0, (4.22)

Gdy ciala sa w kontakcie w danym punkcie (g, = 0), wtedy predkos¢ wspétrzednych konwekcey;j-

nych ma postaé

7= [v'XH-vXX)] -7 edzie T 74 = 6. (4.23)

Oprécz wielkosSci kinematycznych g, i g do sformutowania ograniczeni kontaktowych, po-
trzebny jest wektor naprezenia kontaktowego. W skoriczonych deformacjach, gdzie rozr6zniamy
konfiguracje, dwoma najpopularniejszymi sformutowaniami sa: sformulowanie postugujace si¢

tensorem naprezenia Cauchy’ego o, zdefiniowanym w konfiguracji aktualnej,
t = o'n’ (4.24)

oraz sformulowanie wykorzystujace I-szy tensor naprezenia Pioli-Kirchhoffa P, ktdry jest tensorem

dwupunktowym taczacym aktualna sile z poczatkowa geometria,

T' = P'N'. (4.25)
Zalezno$¢ taczaca wektor naprezenia t' z wektorem naprezenia T? opisuje réwnanie Nansona

T = jit, (4.26)

gdzie j = ds /dS = (det F)||F_TN||, a F oznacza gradient deformacji. Z warunkéw réwnowagi
otrzymujemy, ze t> ds? = —t' ds', a w konsekwencji t> ~ —t'. Podobnie jak w matych odksztatce-
niach wyrézniamy jedno z naprezefi kontaktowych t = —t! ~ t? i dzielimy na sktadowa normalng

i wektor styczny

t=rfoh + t,. (4.27)
Analogicznie mozna postapi¢ z nominalnym naprezeniem kontaktowym

T=j't T=Ti+T, Thn=j'tny, Ti=j't. (4.28)
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Wektor naprezenia stycznego rozktadamy w lokalnej bazie T¢
ta/ =t- ‘PQ, tt = tt(lfa/. (429)

Ograniczenia kontaktowe sformutowane w konfiguracji aktualnej, przybieraja nastepujaca po-

staé

&gn>0, 7 <0, guth =0,

(4.30)
O = It + pta <0, [I&llte = glltll, Pllgll =0
Analogicznie warunki kontaktowe moga by¢ wyrazone przez wielko$ci nominalne
gn>0, 17,0, gnT, =0,
! ! o (4.31)

O = |ITefl + uTn <0, (&I Te = &lITell,  Pligll =0

Ponizej zostanie przedstawione sformutowanie zagadnienia brzegowego kontaktowego w po-
staci stabej przy wykorzystaniu wielko$ci nominalnych. Zasada wirtualna zapisana dla kazdego

z cial ma postaé
/ P! Gradép' dV — / T 5" dS - / T 5p'dS=0 V5g', (4.32)

gdzie §¢' jest wirtualnym przemieszczeniem takim, ze ¢’ = 0 na czesci brzegu I'L.
Funkcjonat pracy wirtualnej dla uktadu dwdéch ciat w kontakcie

2

Glp;6¢] = Z ('/.P’A-Grad&p" dV—/i T . 6¢p' dS—/i T - 5¢° dS) =0 Vép, (4.33)

i=1

gdzie ¢ = {p', 0%}, 5¢ = {6¢!,69°}. Tak jak w przypadku malych odksztatcen, funkcjonal
pracy wirtualnej mozna podzieli¢ na czgdci zalezne od pracy sit wewnetrznych i zewnetrznych

niezaleznych od kontaktu oraz na cze$¢ zalezng od sit kontaktowych dziatajacych na brzegach T,

“[@; 5] = Z / T 5p'dS Vo (4.34)

Ponownie odwotujac sie do zasady réwnosci reakcji dziatajacych na oba ciata wiadomo, ze (t ds? =

—t'ds"),a stad cze$¢ funkcjonatu pracy wirtualnej dotyczace;j sit kontaktowych mozna zapisac jako

G [ 5p] = Z/T 5pidS = - Z/t"-&pfds

/ th. (6! —6p%)ds = / T- (6! —6p%)dS Vo,
ve re

(4.35)

gdzie TdS = —-T! dS.
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W celu implementacji w metodzie elementéw skoriczonych, bardziej przydatne bedzie wy-
razenie funkcjonalu G¢[¢p; d¢]| poprzez wielkosci wystepujace w ograniczeniach kontaktowych.

Wariacje dgn i dg; w przypadku, gdy g, = 0 [82] maja postaé
Sgn = (6p' = 69%) -0, 607 = (dp' —6¢°) 77, 0g=06{"Ta. (4.36)
Uwzgledniajac powyzsze wariacje funkcjonat G(g, d¢) przyjmuje postac

G“lipopl = [ (o +TudZ") a5 = [ (hoga + T, 08045 Vo, 437)
r rl

c

ktéra jest punktem wyjscia do zaréwno regularyzacji ograniczen kontaktowych jak i do implemen-

tacji w metodzie elementéw skoriczonych.

4.1.3 Zagadnienie kontaktowe jako zadanie minimalizacji z ograniczeniami

Rozwazmy kontakt ciata sztywnego z cialem sprezystym, dla ktérego istnieje funkcjonat energii

potencjalnej
H[se]:/W(Vso)dV—/ T - pds, (4.38)
Q I,

gdzie W(V¢) oznacza funkcje gestosci energii odksztalcen sprezystych. Zagadnienie kontaktowe

bez tarcia moze by¢ sformulowane jako zagadnienie minimalizacji z ograniczeniami

min I1[¢] z ograniczeniem g, >0 nabrzegu T,. (4.39)
@

WprowadZmy lagranzjan,

Llp. 4] = Tlle] + / Logn dS, (4.40)
I'e

gdzie A, jest mnoznikiem Lagrange’a. Warunek stacjonarnoSci lagranzjanu wzgledem wariacji

pola ¢ ma nastepujaca postac,

6¢L=/P-V6<pdV—/ T*-6<pdS+/ A6gndS =0 Vo, (4.41)
r T; T.

c

gdzie P = 0W/OF. Réwnanie (4.41) przedstawia zasade prac wirtualnych ze znanymi z teorii
optymalizacji warunkami Karusha-Kuhna-Tuckera [107] natozonymi na separacje g, i mnoznik

Lagrange’a 4,
gn >0, An <0 oraz gpd, =0, (4.42)

ktoére znane s3 jako warunki jednostronnego kontaktu Signoriniego [152].
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4.2 Implementacja numeryczna

Opis implementacji numerycznej zagadnienia kontaktowego ograniczono do szczegdlnego
przypadku kontaktu ciata odksztalcalnego z cialem sztywnym w sformutowaniu node-to-segment
w podrozdziale 4.2.2 oraz mortar w podrozdziale 4.2.3, poniewaz tylko takie przypadki byly ana-
lizowane w niniejszej rozprawie. Ogélna implementacja zagadnienia kontaktowego jest ztozonym
zadaniem, ktére wymaga wlozenia wiele wysitku w celu rozwigzania probleméw takich jak, np.
w przypadku node-to-segment: poszukiwanie par kontaktowych, niejednoznaczno$¢ rzutowania,
niejednoznaczno$¢ normalnej w wezZle, brak ciaglosci rzutowania przy dyskretyzacji powierzchni
zakrzywionej, penetracja weziéw w przypadku zblizania si¢ do brzegu ciata.

W nastepnym podrozdziale zostanie opisany sposéb regularyzacji warunkéw kontaktowych
zastosowany w niniejszej rozprawie. Wybrano metode rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a [2,
120] z uwagi na doktadne spetnienie warunkéw kontaktowych oraz mozliwo§¢ wykorzystania
globalnego schematu rozwigzywania réwnar nieliniowych Newtona, co skutkuje bardzo dobra

zbieznoScig [85].

4.2.1 Metoda rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a

W niniejszej rozprawie do wymuszenia ograniczen (4.42) w obliczeniach MES przyjeto metode
rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a [2, 120]. Zagadnienie minimalizacji z ograniczeniami (4.39)

zostaje zastgpione przez lagranzjan

'E[So’ /ln] = H[So] + / ln(gn, /ln) dS9 (443)
Ie
gdzie
(A +Z2gn)gn  gdy A, < 0 (kontakt),
In(gn, An) = " aswEn B (4.44)
—ﬁ/lﬁ w przeciwnym przypadku (separacja).

W powyzszym réwnaniu A, = A, + pgn jest rozszerzonym mnoznikiem Lagrange’a, a p jest
parametrem regularyzujacym, ktérego wielko$¢ nie wplywa na samo rozwigzanie, tylko na promieri
zbieznoSci calego zadania. W ten sposéb zagadnienie minimalizacji z ograniczeniami (4.39) zostato

zamienione na poszukiwanie punktu siodlowego bez ograniczen

minmax L[, A,]. (4.45)
(4 An

Warunek stacjonarnosci funkcjonatu (4.43) ma postaé

5L = 6T[e] + / (iﬁﬁ Sgn + cn(mn) dS=0 Vép,51, (4.46)
Ie
gdzie
/\eﬁ — gln — n /}1’1 S 03 Cn _ ((;ln _ gn ﬂ,\'l’l S 0’ (4.47)
& lo A, >0, An &3, >0.
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Poréwnujac (4.46) z (4.37) mozna zauwazy¢, ze mnoznik A, pelni funkcje ciSnienia kontaktowego.
Z tego wynika, ze pierwszy czton pod catka w réwnaniu (4.46) wyraza prace sit kontaktowych,
a drugi odpowiada za spelnienie ograniczen kontaktowych. Gdy ciata znajduja si¢ w kontakcie
An, interpretowane jako ci$nienie kontaktowe, wykonuje prace na wariacji separacji dgn, a sa-
ma g, musi by¢ wyzerowana na mocy rownania C,d4,. Natomiast w przypadku separacji, to
wlasnie wyzerowanie ci§nienia kontaktowego jest wymuszane mnoznikami Lagrange’a, ktére nie
wykonuja zadnej pracy na wariacji separacji dg,. Dzigki temu, ze Lagrangian L(¢, A,) posiada
ciagla pochodna, czyli jest klasy C!, mozliwe jest zastosowanie metody Newtona do jednoczesne-
go rozwiazania réwnafi rOwnowagi oraz wymuszenia ograniczefi kontaktowych w monolitycznym
schemacie numerycznym.

W metodzie elementéw skoriczonych oprécz interpolacji dyskretnych zmiennych potrzebnych
do rozwigzania réwnafi rOwnowagi rozpatrywanego ciata, np. przemieszczen, interpolowane sa
réwniez mnozniki Lagrange’a, co zwicksza liczbe niewiadomych w globalnym uktadzie réwnan.
Funkcje ksztaltu przyjete do interpolacji mnoznikéw Lagrange’a zaleza od zastosowanego po-
dejScia. W tej pracy zastosowano interpolacje mnoznikéw Lagrange’a zar6wno takimi samymi
funkcjami ksztattu jak przemieszczenia w przypadku sformutowania node-to-segment jak i funk-

cjami dualnymi w przypadku sformulowania morrar.

4.2.2 Sformulowanie node-to-segment

Sformulowanie node-to-segment jest jednym z najbardziej popularnych sformutowan dostep-
nych w komercyjnych programach metody elementéw skoriczonych. Gtéwna idea tej metody
polega na wyréznieniu jednego z ciat jako master (cel) oraz drugiego jako slave (kontaktujace
sie). W ogdlnosci wybdr ten nie jest przemienny. Po dyskretyzacji wezly na powierzchni ciata
slave sa rzutowane na segmenty utworzone na powierzchni ciata master. Po rozwigzaniu, czgsto
nietrywialnego, zadania rzutowania we¢ztéw na segmenty, wyznaczane sa zmienne kinematyczne
wystepujace w zagadnieniu kontaktowym g, Ag, = g;. Po zastosowaniu jednej z dostepnych metod
regularyzacji warunkéw kontaktowych, znajdywane jest rozwigzanie.

Wazna cecha odrézniajaca sformutowanie node-to-segment od sformutowania typu mortar,
opisanego w podrozdziale 4.2.3, jest to, Zze mozliwe jest zastosowanie standardowego podejscia
budowania globalnej macierzy sztywnosci element po elemencie. W przypadku sformufowania ty-
pu mortar konieczne jest uwzglednienie informacji z sasiadujacych elementéw skoriczonych w celu
wyznaczenia wielko$ci kinematycznych wystepujacych w warunkach kontaktowych. Szczegétowy
opis tej procedury zamieszczono w podrozdziale 4.2.3.

W niniejszej rozprawie analizowano kontakt ciat odksztalcalnych z cialem sztywnym w 2D. Cia-
to sztywne, ktére przyjmowano jako master (82), byto zawsze zadane wypukta funkcja analityczna:
walcem lub klinem z walcowym wyokragleniem w wierzchotku. Dzigki temu wyeliminowano

mozliwe problemy z niejednoznacznoscia rzutowania wezléw na powierzchnie master. Z uwagi
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na posta¢ analityczna powierzchni rzutowanie bylo jednoznaczne oraz mialo dobrze okre§lona
normalna n = #2. W przypadku matych odksztalceri analizowanym w rozdziale 6 przyjmowano
normalna jako i = —n'.

W metodzie elementéw skoriczonych ciato deformowalne dzieli si¢ na podobszary zwane
elementami skoficzonymi, a w obrebie kazdego z elementéw skoficzonych poszukiwane funkcje,
np. przemieszczenie, przybliza si¢ za pomoca funkcji ksztattu. Wybrane punkty ciata, w ktérych
wyznacza si¢ warto$ci poszukiwanych funkcji okreSla sie mianem weztéw. Zarazem wartoSci
w weztach stanowia punkty interpolacji przez funkcje ksztattu w obrebie kazdego z elementéw
skoriczonych. To podejScie jest rowniez aktualne na brzegu ciata, ktéry moze kontaktowacd sie
z drugim ciatem, w tym z cialem sztywnym.

Poszukiwane przemieszczenie w obrebie danego elementu skoriczonego u, na brzegu I'. ma

postaé
e (€)= D Nolé) U, (4.48)
a=1

gdzie u”(£€) jest przyblizeniem funkcji u, w obrebie elementu skoficzonego, £ sa bezwymiarowymi
wsp6trzednymi lokalnymi zdefiniowanymi na referencyjnym elemencie skoficzonym o idealnym
ksztalcie: w 2D odcinek (¢ € [—1,1]), w 3D kwadrat (¢ € [-1,1] X [—1,1]); @ jest indeksem wezia
w obrebie danego elementu skoriczonego, N, (¢) sa funkcjami ksztaltu interpolujacymi wartosci
weztowe u,, n, 0znacza liczbe weztéw w elemencie skoficzonym. W elementach izoparametrycz-
nych, wspéirzedne polozenia X sa réwniez interpolowane funkcjami ksztattu. Najczesciej takimi

samymi jak poszukiwane niewiadome, np. przemieszczenie,
ng
X, ~ X0(€) = ) Nal€) X, (4.49)
a=1

gdzie X, sa wspotrzednymi weztéw. Catkowanie numeryczne odbywa sie za pomoca kwadra-
tury Gaussa lub Lobatto, poniewaz wagi oraz wspotrzedne, w ktérych wyznacza si¢ wartosci
catkowanych funkcji, fatwiej wyznacza si¢ we wspotrzednych bezwymiarowych. Zmiana zmiennej
calkowania wymaga znajomosci zaleznosci pomiedzy dX i d€, ktéra w rozwazanym przypadku

kontaktu w 2D ma postaé

dXx

dx” < dN,
_ dXe©) ac = Z dNy(é)

iz ic X, d¢ . (4.50)

Zatézmy dla uproszczenia rozwazaf, ze brzeg jest prostoliniowy, a wezlty sa roztozone réwnomier-

nie, wtedy niezaleznie od stopnia interpolacji zalezno$¢ dX od d¢ ma jawna postac

dx = %dg, 4.51)

gdzie h¢ stanowi rozmiar (dtugos¢) elementu skoniczonego kontaktowego.
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W zagadnieniu kontaktowym, w ktérym zastosowano metode¢ rozszerzonych mnoznikéw La-

grange’a, interpolacji podlegaja rowniez mnozniki Lagrange’a A,

Ane ® /lrﬁl,e(f) = Z Mq(€)An,a- (4.52)

a=1

W ogdlnosci funkcje interpolujace M, (£) nie musza by¢ takie same jak funkcje interpolujace
przemieszczenia i wspotrzedne N, (£). W sformutowaniu node-to-segment najczesciej Mq(€) =
No(€). Taka interpolacje zastosowano w niniejszej rozprawie przy stosowaniu sformulowania
node-to-segment w rozdziale 6. W sformutowaniu mortar zastosowano dualne funkcje ksztaitu
@, (&), por. podrozdziat 4.2.3.

Istotng cecha sformutowania node-to-segment jest to, ze wszystkie zmienne wystepujace
w ograniczeniach kontaktowych (g, > 0, T, < 0i g,T;, = 0) wyznaczane sa w danym weZle na po-
wierzchni slave dzieki zastosowaniu catkowania numerycznego w schemacie Lobatto. W szczeg6l-
nosci w sformutowaniu wykorzystujacym rozszerzone mnozniki Lagrange’a, to czy ciata w danym
weZle sa w kontakcie czy nie, zalezy tylko od wartosci A, , wyznaczonej w danym wezle a.. W roz-
wazanym przypadku kontaktu ciala odksztalcalnego z cialem sztywnym warto$¢ rozszerzonego

mnoznika w weZle @ wynosi

/in,a = /1n,(x + P 8n,a (4.53)

gdzie n, jest normalna wyznaczong w wezle. Jezeli w poprzednim kroku dany wezel a byt
w separacji (gn,o > 0), to mnoznik A, , = 0 i warto$¢ rozszerzonego mnoznika w pierwszej
iteracji zalezy tylko i wylacznie od p gn.q-

Z uwagi na zastosowanie kwadratury Lobatto oraz klasycznych funkcji ksztattu do interpo-

h oraz mnoznikéw Lagrange’a /lfll, ktére przyjmuja wartos¢

lacji pozycji X", przemieszczenia u
1 w wezle a i warto§¢ 0 w weztach 8 # «, praca wirtualna G ma postac

Ne Ng he

G =30 3 5 (hbgna + Cradlua) (4.54)

e=1 a=1
gdzie n, oznacza liczbe elementéw kontaktowych na brzegu I'., @ numer wezta w obrebie ele-
mentu kontaktowego, n, liczbe weztéw w elemencie skoficzonym, a /lf;ﬁ; i Cy,o sa wezlowymi

odpowiednikami (4.47)

~ /,in,a/ /in,a <0, 8n,a /,in,a/ <0,
AL, = ) Coa=1 . (4.55)
0 An.a > 0, —% Ana > 0.

4.2.3 Sformulowanie typu mortar

Sformutowanie kontaktowe typu mortar wywodzi si¢ z zagadnienia powigzania ze soba dwéch
niedopasowanych siatek elementéw skoriczonych. Jest to sformutowanie mniej popularne niz node-

to-segment, poniewaz implementacja numeryczna jest zdecydowanie bardziej skomplikowana.
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W przypadku kontaktu dwdch ciat w 3D, w celu wyznaczenia pracy wirtualnej G¢ nalezy dokonaé
triangulacji obszaréw powstatych z przecigcia si¢ dwoch niedopasowanych siatek i stosowania
kwadratury Gaussa wysokiego rzedu w celu otrzymania doktadnego wyniku [122].

W niniejszej rozprawie przez sformulowanie typu mortar rozumie si¢ szczegdlny przypadek
kontaktu ciata odksztatcalnego z cialem sztywnym w 2D, co eliminuje wyzej wymienione trud-
nosci implementacyjne zwigzane z catkowaniem po obszarach powstalych z przecigcia dwéch
siatek. Niemniej jednak, korzystne cechy tej metody pozostaja w mocy. Przede wszystkim chodzi
o wykorzystanie koncepcji wazonej separacji g,. Jak zostanie pokazane ponizej, warto$¢ g, jest
proporcjonalna do rozmiaru elementu skoficzonego. Jest to istotna réznica w stosunku do sformuto-
wania node-to-segment, gdzie g, jest wielkoScia czysto geometryczna zalezng wyltacznie od zmiany
wzajemnego polozenia dwéch ciat w kontakcie. W obu sformutowaniach, separacja g, badZ g, ma
bezposredni wplyw na zbiezno$¢ procedury iteracyjnej. W szczegdlnosci, jezeli ciala modelowane
sa materialami wrazliwymi na nagle zmiany warunkéw brzegowych, jak analizowany w niniejszej
rozprawie model plastycznosci krysztatéw z efektami gradientowymi. Niewatpliwa zaleta sformu-
fowania mortar jest proporcjonalno$¢ g, ; do rozmiaru elementéw skoriczonych przylegtych do
wezta J, gdzie J oznacza globalna numeracje wezta w przeciwienstwie do lokalnej numeracji «

uzywanej w podrozdziale 4.2.2.

W sformutowaniu node-to-segment wektor residuum i macierz styczng buduje si¢ element
po elemencie. Jest to mozliwe, poniewaz warunki kontaktowe (4.47) sprawdza si¢ w punktach
catkowania (w weztach przy zastosowaniu kwadratury Lobatto). W przypadku sformutowania
mortar takie podejScie jest niemozliwe. Wynika to ze sprawdzania warunkéw kontaktowych nie

na wartoS$ciach lokalnych g, ale z wykorzystaniem separacji wazonej g, wyznaczonej jako

dé (4.56)

L dXE)
bns = /r | b

gdzie F?, ; 0znacza zdyskretyzowany brzeg ciafa slave przylegly do wezta J, g, zostata zdefinio-
wana w réwnaniu (4.22), ®; oznacza globalng dualna funkcje ksztaltu zwiazana z mnoznikiem
A7, a & globalng parametryzacje brzegu I, por. rys. 4.4. Z uwagi na to, ze g, s jest wynikiem
catkowania po elementach przyleglych do wezta J oraz, ze to g,y wystepuje w warunkach kon-
taktowych, nie jest mozliwe budowanie wektora residuum oraz macierzy stycznej w standardowy
sposob, tj. element po elemencie jak to ma miejsce w metodzie node-to-segment. W niniejszej roz-
prawie stworzono specjalne elementy kontaktowe w postaci wezidw, ktére odczytuja informacje
z przylegltych elementéw (w przypadku weziéw wspélnych dla dwdch elementéw) lub z calego
elementu skoficzonego (w przypadku weziéw posrednich). Nastepnie na poziomie danego wezta J
obliczana jest g, ; wedtug (4.56). Ograniczeniem wynikajacym z takiego podejScia jest mozliwos¢
stosowania wyltacznie siatek strukturalnych.

Lokalne dualne funkcje ksztattu @, sa to specjalnie wyznaczone funkcje, ktére w obszarze
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(a) (b)
Rysunek 4.4: Globalna funkcja ksztattu N; i globalna dualna funkcja ksztattu &, dla wezta J w przypadku

wezta skrajnego (a) i wezta Srodkowego (b).

elementu skoriczonego spetniaja warunek biortogonalnosci [121]

1 1
/ Do (E)Np(§) dE = bap / Ng(€)d¢  bez sumowania, 4.57)
-1 1

gdzie Ng(¢) oznaczono standardowe wielomianowe funkcje ksztaltu, takie same jak w sformu-
fowaniu node-to-segment. Zastosowano standardowa notacje weztéw: lewy (8 = 1) dla & = -1,
prawy (8 = 2) dla ¢ = 1 oraz §rodkowy (5 = 3) dla ¢ = 0. Dla weztéw Srodkowych globalna
funkcja dualna ®; jest réwna lokalnej funkcji dualnej ®'°%, w przypadku weztéw taczacych dwa
elementy skorficzone globalna funkcja dualna jest ztozeniem funkcji @ i ®,, por. rys. 4.4. Dzieki
powyzszemu catkowanie iloczynu globalnych dualnych funkcji ksztattu &; i g, daje wynik tylko

dla wartoSci okreslonych w weZle J na mocy (4.57),
Ni
/ b, - Z &n (1\71(5)) dx = / by (6)en (Nj(f)) dx bez sumowania, (4.58)
Te = I

gdzie N; jest globalna funkcja ksztattu dla przemieszczen okres§lonych w wezle I, a N, oznacza

liczbe weztéw na powierzchni kontaktu slave. To sprawia, ze dla danego wezta J w pracy wirtualnej
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G° wystepuja wielkoSci zwigzane tylko z tym weztem — podobnie jak w sformutowaniu node-fo-
-segment. Z ta r6znica, ze w sformutowaniu node-to-segment wynika to z wyznaczenia wielkoSci
An oraz g, w danym weZle (przy zastosowaniu kwadratury Lobatto), a w sformutowaniu mortar
z zastosowania specjalnych funkcji interpolujacych mnozniki Lagrange’a.

W przypadku kontaktu pomiedzy dwoma ciatami odksztatcalnymi, funkcje dualne nalezy kon-
struowaé w kazdym kroku obliczeniowym w aktualnej konfiguracji [121]. Natomiast w sytuacji
kontaktu ciata odksztafcalnego z ciatem sztywnym, lokalne funkcje dualne mozna zdefiniowaé
dla elementu referencyjnego (¢ € [—1,1] w 2D). Posta¢ lokalnych funkcji dualnych wyznacza
sie jako kombinacje liniowa podstawowych funkcji ksztaltu uzytych do interpolacji przemiesz-
czen u i potozenia X. Ponizej zestawiono posta¢ zastosowanych w niniejszej rozprawie lokalnych

funkcji dualnych do podstawowych kwadratowych funkcji ksztaltu w tréjweztowym elemencie

kontaktowym,
3 1 1 1
O1(E) =5 Mi(E) + 5Na() = 7N3(6) = 7 (56226 1)
1 3 1 1
2(&) =3 Ni(€) + SNa(€) - 7 Ns(€) = 7 (567 +2¢ — 1) (4:59)
3 1
D1(&) == Ni(®) +~Na(&) + SNs(6) = 5 (-562+3).

Wykresy funkcji ksztattu dla przemieszczeri oraz lokalnych dualnych funkcji ksztaltu dla mnozni-

kéw Lagrange’a przedstawiono na rys. 4.5 odpowiednio liniami ciagltymi i przerywanymi.

15}
10}

0.5}

0.0}

—0.5f

-10f

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Rysunek 4.5: Wykres funkcji ksztattu N; oraz lokalnych dualnych funkcji ksztattu ®@; dla elementu kontak-

towego tréjweztowego.

Kolejna réznica w stosunku do sformulowania node-to-segment jest zastosowanie kwadratury
Gaussa do calkowania réwnania (4.56) w obrebie elementéw skoriczonych przylegtych do wezta
J. lloczyn podstawowych funkcji ksztattu N,(£) oraz dualnych funkcji ksztattu ®g(¢) dla ele-

mentu tréjwezlowego jest wielomianem czwartego stopnia. Pochodna dX/d¢é w najogélniejszym
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przypadku moze by¢ maksymalnie wielomianem pierwszego stopnia. Stad wynika, ze w réwnaniu
(4.56) wyrazenie pod calka jest w obrebie elementu skoriczonego wielomianem piatego stopnia.
Aby otrzymac¢ doktadny wynik catkowania nalezy zastosowaé kwadrature co najmniej trzeciego
rzedu. W obliczeniach przedstawionych w rozdziale 7 zastosowano kwadrature czwartego rzedu
do wyznaczenia pracy wirtualnej G¢ oraz macierzy styczne;j.

Po wyznaczeniu wielkosci kinematycznych wystepujacych w ograniczeniach kontaktowych
mozliwe jest przejScie do metody rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a. Podobnie jak w przy-
padku sformutowania node-to-segment, o tym czy ciata w danym wezZle J znajduja si¢ w kontakcie

decyduje wartos$¢ rozszerzonego mnoznika Lagrange’a

A

An,] = /ln,J + ﬁgn,b (460)

z ta r6znica, ze w sformutowaniu mortar wykorzystuje si¢ bedaca wynikiem catkowania wielkos¢

8n.7 zamiast wyznaczonej lokalnie gy.

Praca wirtualna G¢ jest sumg wielkoSci wyznaczonych w weztach J = 1,..., My,
Nn
G¢ = )" (10,6800 + Cosbdus), 4.61)
J=1

gdzie 08, wyznacza si¢ analogicznie jak g, ; poprzez calkowanie iloczynu dualnej funkcji

ksztattu i 5g,(¢). Efektywny mnoznik /liﬁ; oraz funkcja C, ; maja nast¢pujaca postaé

R Aoy Ang <0, gny  Ang <0,
A = Coy = "A ’ (4.62)
0 /ln"] > 0, - ;nj /ln’J > 0.

W sformutowaniu mortar, efektywny mnoznik Lagrange’a /liﬁf, jest identyczny jak w sformutowa-
niu node-to-segment. Natomiast parametr regularyzujacy p jest wyrazony w innych jednostkach niz
parametr p wystepujacy w sformulowaniu node-to-segment. Wystepujaca w (4.53) wielko$¢ gn o
jest wyrazona w jednostkach odlegtosSci, natomiast bedaca wynikiem catkowania wielkoS¢ &, 7 jest
wyrazona w jednostkach powierzchni, por. (4.56). W zwiazku z powyzszym, aby jednostki /in, J
i Adn,y si¢ zgadzaly, por. (4.60), parametr regularyzujacy p musi by¢ wyrazony w jednostkach SI

N/m*.

Przyklad
Rozwazmy przyklad kontaktu ciata odksztalcalnego o plaskiej powierzchni, ktérego wierzch znaj-
duje si¢ na wspotrzednej y = 0, z ciatem sztywnym o powierzchni zadanej funkcja

2

y=f0) =T (4.63)

Na podstawie rozwazain czysto geometrycznych mozna przyjaé, ze dla zadanej szerokoSci kontak-

tu a = R/10, powierzchnia ciala odksztalcalnego przemiescila si¢ w kierunku ciata sztywnego
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H —node-to-segment
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Rysunek 4.6: Wykres stosunku p g, oraz p g, do naprezenia ptynigcia 1o w modelu plastycznosci krysztaléw

przy zastosowaniu sformutowania node-to-segment oraz mortar przy réznej gestosci siatki.

0 Uuyo = R/100. Przyjmijmy, ze brzeg ciala odksztalcalnego zdyskretyzowano elementami skori-
czonymi o kwadratowych funkcjach ksztattu, a bazowy rozmiar elementu skoficzonego wynosi
hy = R/360. Taka warto$¢ odpowiada w przyblizeniu rozmiarowi elementu skoniczonego zastoso-
wanego w zagadnieniu wciskania klina w monokrysztal niklu, ktérego szczegétowa analiza zostata

przedstawiona w rozdziale 7.

Narys. 4.6 przedstawiono przebieg iloczynu pg, i g, wyznaczonych w wezle o wspélrzednej
x = a = R/10 znromalizowanych przez naprezenie ptynigcia plastycznego w modelu plastycznosci
krysztatéw 19 w funkcji przemieszczenia u,. Dzigki temu mozna zaobserwowaé wplyw zastoso-
wanego sformutowania i rozmiaru elementu skoficzonego 4 na wysoko$¢ cis$nienia kontaktowego
w stosunku do granicy plastyczno$ci w modelu plastycznosci krysztaléw 7g. Przyjeto nastepujace
parametry p = 10GPa/um?, p = 10GPa/um*, R = 18.5um, 79 = 8 MPa, ktére odpowiadaja
parametrom uzytym w zagadnieniu wciskania klina na gltebokos¢ 185 pm w rozdziale 7.

Najwazniejsza réznica pomiedzy sformutowaniem node-fo-segment a sformutowaniem mor-
tar polega na tym, ze w sformulowaniu mortar g, zalezy od rozmiaru elementu skoficzonego.
Zageszczajac siatke elementéw skoficzonych uzyskujemy pozytywny efekt w postaci tagodniej-
szej zmiany g, w funkcji przemieszczenia. Jest to korzystny efekt, szczeg6lnie z punktu widzenia
rozwigzywania rownafn metodg iteracyjna Newtona. W danym kroku obliczeniowym, po zadanym
przyroscie przemieszczenia Au,, nastepuje m.in. aktualizacja aktywnych mnoznikéw Lagrange’a
o warto$ci proporcjonalnej do —pg, i —pg, odpowiednio w sformulowaniu node-to-segment i mor-
tar. W zagadnieniach takich jak plastycznos$¢ krysztatéw z efektami gradientowymi nagly skok
ci$nienia na brzegu ciala moze prowadzi¢ do powaznego zaburzenia rtéwnowagi i w efekcie do pro-
bleméw ze zbieznoscia. Stad zastosowanie sformutowania typu mortar, w ktérym przebieg g, jest

bardziej tagodny i skalowalny wraz z zageszczeniem siatki, jest korzystniejsze, poniewaz pozwala
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na ograniczenie probleméw ze zbieznoSciag modeli wrazliwych na gwattowne zmiany naprezenia.
Jest to wyrazZna przewaga nad sformutowaniem typu node-to-segment, w ktérym warto$¢ g, nie za-
lezy od rozmiaru elementu skoriczonego, a zaktualizowane mnozniki Lagrange’a przyjma wartos¢

zalezng tylko od zmiany geometrii wynikajacej z przyrostu Au,.
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Rozdzial 5

Mikromechaniczny model kontaktowy

cial Cosseratow

5.1 Wyprowadzenie modelu z rozwazan mikromechanicznych

Rozwazmy zagadnienie kontaktowe 2D bez tarcia ciala Cosseratéw z cialem sztywnym o glad-
kiej powierzchni I',; z normalng n,.. Niech I'. oznacza t¢ czg$¢ brzegu ciata Cosserat, ktéra moze
zetkna€ si¢ z cialem sztywnym, a przez n oznaczmy normalng na brzegu I'.. Przywotujac zaloze-
nie z teorii matych odksztatcen, ze czgsci brzegu dwach ciat, na ktérych moze dojs$¢ do kontaktu,
s nierozrdznialne, por. podrozdziat 4.1.1, otrzymujemy, ze I'. = I, oraz n, =~ —n. Poczatkowa
separacja lub penetracja dwoch powierzchni jest opisywana przez funkcje poczatkowej separacji
g0 = go(x), ktéra jest zdefiniowana dla kazdego x € I'...

W celu uwzglednienia mikrostruktury, ktérej makroskopowy opis reprezentuje model Cosserat,
zatozono ze w kazdym punkcie na powierzchni kontaktowej I'. kontakt z cialem sztywnym reali-
zowany jest poprzez sztywne mikrobloczki. W szczegdlnosci zatozono, ze to wierzchotki kazdego
mikrobloczku oznaczane jako A i B, por. rys. 5.1, kontaktuja si¢ z ciatem sztywnym. W zwiagzku
z powyzszym mozliwe s3 trzy stany kontaktowe: separacja — zaden z wierzchotkéw nie jest w kon-
takcie, czesciowy kontakt — tylko jeden z wierzchotkéw jest w kontakcie oraz peten kontakt — oba
wierzchotki sg w kontakcie z cialem sztywnym.

Dla ustalonego punktu C na powierzchni I'. o wspétrzednych x € I'., potozenie Srodka

mikrobloczku O oraz jego dwéch wierzchotkéw A i B jest okre§lone nastepujaco
o 1 a_eo 1 B_0, 1
X~ =X- EKN, Xt =x" + EK(N—S), x7 =x" + 5€<N+S)’ 5.1

gdzie £ oznacza dlugo$¢ boku mikrobloczku, ktéra przyjeto jako réwna dlugosci charakterystycz-
nej ciata Cosseratéow, Ni S = N X e3 sa odpowiednio normalng i styczng do boku mikroblocz-
ku pomiedzy wierzchotkami A i B, por. rys. 5.1. Nalezy zauwazy¢, ze mikrobloczki moga by¢

poczatkowo obrécone wzgledem powierzchni ciata o maly kat i, ktérego warto§¢ w ogélnosci
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Rysunek 5.1: Mikromechaniczny model kontaktowy Cosserat.

moze zaleze¢ od potozenia x. Poczatkowy brak wspétliniowoSci mikrobloczkéw i powierzchni
ciata (N # n) mozna interpretowac jako rodzaj nierdéwnosci powierzchniowej, poniewaz kontakt
moze nastgpi¢ pomimo separacji pomiedzy nominalng powierzchnia ciata Cosserat i ciatem sztyw-
nym. Ponadto, w wyniku obrotu ¥y pojawia si¢ asymetria oddziatywan kontaktowych zwiazana
z mikromomentem kontaktowym. Oba efekty zostaly przedstawione w rozdziale 6.
Infinitezymalna translacja i obrét mikrobloczku sg opisane przez przemieszczenie u = u(x)
punktu kontaktowego C oraz mikroobrét v = (x). Przemieszczenie wierzchotkéw A i B jest

wtedy dane przez nast¢pujace wyrazenia

uA=u+(I+[gl/])(XA—xO)—(XA—XO):u+1€[xﬁ](N—S)=u—l€ (S+N)y,
2 2 (5.2)

uB:u+(I+[tﬁ])(xB—XO)—(XB—XO):u+%€[¢](N+S)=u—%€ (S-N)vy,

gdzie I + [¢], takie, ze (I + [y]);; = 0;; — Y€, jest tensorem infinitezymalnego obrotu wokét osi
z skierowanego przeciwnie do ruchu wskazoéwek zegara dla ¢ > 0, a g; oznacza psuedotensor
permutacyjny Leviego-Civity w 2D.

Jak wspomniano powyzej, warunki kontaktowe sg sprawdzane w dwdéch wierzchotkach A i B.

Stad dla kazdego z nich zdefiniowana jest separacja g¢,

g¥ =gy —u’-n @ =AB, (5.3)
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gdzie g; oznacza poczatkowa separacje w wierzchotku a, ktéra jest zdeterminowana przez
poczatkowa geometrig. Nalezy zauwazy¢, ze poczatkowa separacja g7 moze by¢ inna niz no-
minalna poczatkowa separacja go, ktéra jest zdefiniowana w punkcie C, por. rys 5.1. RézZnica ta
moze wynikaé z kata o wzajemnej orientacji mikrobloku i powierzchni I'. oraz z samej geometrii
powierzchni I, i I, zcharakteryzowanej przez maly kat ¢ ~ sin(,) = (n X n;) - €3, por. rys. 5.1.
W przypadku petnego kontaktu mikroobrét na powierzchni ciata Cosserat wynosi ¢ = —(o + /).

Zagadnienie kontaktowe sformutowane jako zadanie minimalizacji z ograniczeniami, por. pod-
rozdzial 4.1.3, przyjmuje nastepujaca postac

mgl M[w,y] zograniczeniami g >0, g% >0 naT,, 5.4)
u,

gdzie zaleznosci g i g8 od u i ¢ sa zdefiniowane przez réwnania (5.3) i (5.2). Zgodnie ze

standardowym podejSciem [np. 107] wprowadza si¢ lagranzjan,
Llu,y, 2] =[w,y] + / (A4g* + ABgP)ds, (5.5)
Ie

w ktérym A% sa mnoznikami Lagrange’a zdefiniowanymi na powierzchniI'.. Dlaw iy stanowiacych
rozwigzanie zadania minimalizacji z ograniczeniami (5.4), lagranzjan £ jest stacjonarny wzgledem

wariacji ou i oy, stad
Glu,y; 6u,64] + / (A46g4 + 1B5¢BYdS =0  Vou,6y, (5.6)
P

gdzie G przedstawia wariacje energii potencjalnej II, por. (3.14) oraz spetnione sa nastepujace

warunki komplementarnosci s3 spetnione
17 <0, g% >0, A%g% =0, a = A,B. 5.7

Warunki komplementarnosci (5.7) stanowia odpowiednik warunkéw kontaktowych Signoriniego,
por. (4.42), z tym ze zapostulowanych w wierzchotkach mikrobloczka, a nie w punkcie C na
powierzchni kontaktowej I'..

Uwzgledniajac réwnania (5.3) i (5.2), wariacje separacji g% przyjmuja nastepujaca postac,

1
6g% = —6u-n+ Efn.(S+N)&//,

| (5.8)
0g® = —ou-n+ 5(n-(S-N)oy,
a warunek stacjonarnosci (5.6) mozna zapisac jako,
Gluy; ou, 6y — /r (tan-6u+ My)dS =0 Y ou, oy, 5.9
gdzie
f = A4 + 1B, M:—%f(n-(S+N)AA+n-(S—N)AB). (5.10)
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Z powyzszego wynika, ze t = t,n jest wektorem naprezenia kontaktowego, przy czym ft,, jest jego
skfadowa normalna (z uwagi na to, Ze rozpatrywany jest kontakt bez tarcia, nie wystepuje sktadowa
styczna), a M jest kontaktowym mikromomentem, por. odpowiadajace catki po brzegach I'; i I'ys
w réwnaniu pracy wirtualnej (3.14). Ponadto réwnanie (5.10) pozwala na fizyczng interpretacje
mnoznikéw Lagrange’a A%, ktére maja swéj udziat zar6wno w naprezeniu kontaktowym ¢, jak

i w mikromomencie M (tu proporcjonalnie do rozmiaru mikrobloku ¢).

5.2 Tlustracja zachowania modelu w szczegolnym przypadku przy

zastosowaniu regularyzacji metodg funkcji kary

W celu zobrazowania cech zaproponowanego modelu mikromechanicznego, ponizej zostanie
przeanalizowany szczegdlny przypadek kontaktu pomiedzy sztywna ptaszczyzna i cialem Cosserat
o plaskiej réwnoleglej powierzchni i mikroblokach bez wstepnego mikroobrotu, a wiec N = n

(¢ = 0). Zgodnie z réwnaniami (5.3) i (5.2), separacje g% maja postaé

1 1
gh=gy —wmt oty gf=gi-un-ly. (5.11)

Dodatni mikroobrét ¢ zwigksza separacje w wierzchotku A i zmniejsza separacje w wierzchotku
B. Oczywiscie dodatnia sktadowa normalna przemieszczenia zmniejsza separacj¢ w obu wierz-
chotkach.
Po zastosowaniu metody funkcji kary do regularyzacji ograniczen nieréwnos$ciowych g¢ >
0 [np. 152], zagadnienie minimalizacji z ograniczeniami (5.4) przeksztalca si¢ w zagadnienie
minimalizacji bez ograniczen,
. en en 1 A\2 B\2
mn gl )=l [ (62 + (62 ds. (5.12)
Zregularyzowany funkcjonat catkowitej energii potencjalnej I1P*" zawiera czton kontaktowy z pa-
rametrem kary o > 0. Separacje g% umieszczono w specjalnych nawiasach, ktére sa operatorami
o nastepujacej definicji
. = x forx <0, 5.13)
0 forx>0.
Warto$¢ parametru kary o nalezy dobra¢ tak by zminimalizowac penetracje, ale jednoczesnie nie
spowodowaé ztego uwarunkowania zagadnienia kontaktowego. To zagadnienie jest powszechnie
znane w literaturze i moze by¢ Zrédtem potencjalnych probleméw [np. 152].
Warunkiem koniecznym osiaggnigcia minimum przez funkcjonat ITP" jest osiagniecie stacjonar-
nosci [TP*" wzgledem wariacji u oraz y, co w rezultacie daje zasadg¢ prac wirtualnych w postaci (5.9)

z kontaktowym ci$nieniem ¢, i mikromomentem M danymi jako
1
W=ttty M= -n), = el (5.14)
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W przypadku pelnego kontaktu, tzn. g4 < 0i g? < 0 otrzymujemy

1 1
I =29(5<g5‘+g§)—u-n . M =Zol(eg — 85 — ). (5.15)

Cis$nienie kontaktowe f, zalezy tylko od sktadowej normalnej przemieszczenia, a kontaktowy
mikromoment M zalezy tylko od mikroobrotu i, czyli zaleznoSci na uogdélnione naprezenia kon-
taktowe nie sa ze soba powiazane. Z kolei efektywna sztywno$¢ kontaktowa zwiazana ze sktfadowa
normalng przemieszczenia u, wynosi 29, a efektywna separacja jest réwna Sredniej z separacji
wyznaczonych w wierzchotku A i B, por. (5.15);.

W przypadku czesciowego kontaktu, np. gdy g4 < 0i g8 > 0, otrzymujemy

1 1 1
znzg(g;?—u-mim), M:-zgf(g;?—u-mzm). (5.16)

Tym razem zaréwno t, jak i M zaleza od sktadowej normalnej przemieszczenia u;, i mikroobrotu
Y. To oznacza, ze w przypadku czeSciowego kontaktu wielkoSci #,, i M sa ze soba powiazane.

Ponadto zachodzi symetria

otom) oM 1
—_— = - 1
o~ ou 29 -17)

co $wiadczy o tym, ze prawo kontaktowe wywodzi si¢ z potencjalu. W sposob oczywisty symetria
pochodnych mieszanych zachodzi w przypadku petnego kontaktu, gdy ci$nienie kontaktowe i mi-

kromoment sa zalezne odpowiednio tylko od sktadowej normalnej przemieszczenia i mikroobrotu.

5.3 Regularyzacja ograniczen kontaktowych metoda rozszerzonych
mnoznikow Lagrange’a
Zastosowanie metody rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a [2] sprawia, Ze zagadnienie mi-

nimalizacji z ograniczeniami (5.4) jest przeformutowane do réwnowaznego zagadnienia poszuki-

wania punktu siodtowego bez ograniczefi, por. podrozdziat 4.2.1,

minmax L[u,, 1Y), Llwy, A% =u,¥] + / Z 19(g%,2%)dS, (5.18)
wy A@ T, p
gdzie
(/la @ a) @ Ja
+ 5 g%)g?® dlad® <0 (kontakt),

prgean ={ 2" ) (5.19)

—2—( ) dla A% > 0 (separacja),

Y

a o > 0 jest parametrem regularyzacyjnym. Ponadto przez A% oznaczono mnozniki Lagrange’a
zdefiniowane na powierzchni kontaktowej I, a A% = 1% + pg? sa rozszerzonymi mnoznikami
Lagrange’a, ktore stuza do ustalenia czy w danym wierzchotku doszto do kontaktu (1% < 0) lub

separacji (1% > 0).
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Funkcje [, zdefiniowane w réwnaniu (5.19), sa klasy C'. Dzieki temu punkt siodfowy funk-
cjonatu L jest r6wnowazny z warunkiem stacjonarnosci £ wzgledem wariacji wszystkich jego

argumentéw. Stad otrzymujemy nastepujaca rozszerzona zasade prac wirtualnych
Glu,y; ou, 0y + / Z(igﬁég" +CY61)dS =0 v ou, 6y, 51, (5.20)
L. 5
gdzie wariacje 0g® sa zdefiniowane przez réwnanie (5.8) oraz
o 6la(ga’ /la) _ /’i“ dla /lAa < 0, co - ala(ga’ﬁa) _ ga dla 1% < O,

Aegp = 1 A
f g™ 0 dla A% >0, oA ——2 dla 1% > 0.
0

(5.21)

W rozszerzonej zasadzie pracy wirtualnej (5.20) wariacja wzgledem A¢ wymusza C* = 0, co
oznacza ze w stanie kontaktu mamy g% = 0, a w stanie separacji A% = 0 — zgodnie z warunkami
komplementarno$ci (5.7). Ponadto mnozniki Lagrange’a A% mozna utozsamia¢ z ci$nieniem kon-
taktowym w wierzchotku @ mikrobloku. Wplyw ci$nienia kontaktowego na sktadowa normalna
przemieszczenia u, i mikroobrét  wynika z wariacji 6g% zgodnie z réwnaniem (5.8).

Dzieki zastosowaniu metody rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a pozostaja w mocy wszyst-
kie zalety tego sformutowania wymienione w podrozdziale 4.2.1, tj.: mozliwo$¢ wykorzystania

monolitycznego schematu Newtona oraz doktadne spetnienie warunkéw kontaktowych.
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Rozdzial 6

Modelowanie efektow skali
w zagadnieniach mikropolarnej

sprezystosci

6.1 Sciskanie sztywnymi plaszczyznami nieskonczonego pasma ze

wstepnie obréconymi mikroblokami

W celu zobrazowania cech mikromechanicznego modelu kontaktowego opisanego w rozdzia-
le 5 przeanalizowano zagadnienie $ciskania nieskoriczonego pasma o grubosci 2H przez dwie
sztywne plaszczyzny. Jednym z powodéw wybrania tego zagadnienia jest to, Ze dane zagadnienie
moze by¢ rozwigzane analitycznie. Dzieki temu cata uwaga jest skupiona na wtasciwos$ciach mo-
delu i efektach wynikajacych z przyjecia wstgpnego mikroobrotu ¢y mikroblokéw, por. rys. 6.1.
Dodatkowo mozliwe jest sprawdzenia poprawnos$ci implementacji modelu w systemie MES.

Niech sztywne ptaszczyzny w chwili poczatkowej stykaja si¢ z wierzchotkami B mikroblokéw,
stad gg = 0 oraz gg‘ = {iy. Separacja pomiedzy nominalng powierzchnia pasma, a sztywny-
mi plaszczyznami wynosi zatem %fl//. Nastepnie sztywne plaszczyzny Sciskaja pasmo poprzez
zblizanie si¢ wzgledem siebie o 29, por. rys. 6.1. Zagadnienie jest jednowymiarowe i wszystkie
niewiadome zaleza tylko od wspdtrzednej x;. Zalezno$¢ poziomego przemieszczenia u; tylko
od x, implikuje, ze przemieszczenie poziome jest ograniczone i réwne 0 dla x; — +oo. Samo
rozwiazanie wykazuje pewne symetrie wzgledem ptaszczyzny x, = 0, tj. u;(x2) = —u;(—x») oraz
U (x2) = y(—x2). W zwigzku z powyzszym warunki kontaktowe mozna rozpatrywacé jednostronnie,
np. na gérnej powierzchni x, = H.

Biorac pod uwage, ze poczatkowy obrét i jest maty, wektor normalny do powierzchni mikro-

bloku ma postaé

N = (_ sin WO, Ccos wﬂ) =~ (_'700’ 1)’ (61)
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Rysunek 6.1: Nieskorficzone sprezyste pasmo Cosserat Sciskane przez dwie sztywne ptaszczyzny.

a wektor S = (1,¢). Wierzchotek B jest w statym kontakcie ze sztywna plaszczyzna, a wigc

gB:—uB-n—(S:—(u—%f(S—N)w)-n—(S:—(u2+%€(1—wo)w)—6:0. (6.2)

Natomiast wierzchotek A jest poczatkowo w separacji, ale w trakcie deformacji moze dojs¢ do

kontaktu pomiedzy wierzchotkiem a sztywna plaszczyzna, stad

gA = &//O—uA-n—(S = &/10—6—(u - %f (S+N) :,l/)n = fl//o—é—(ug - %f (1 +yo) l//) > 0. (6.3)

Réwnania réwnowagi w postaci silnej (3.19) w polaczeniu z réwnaniami konstytutywny-

mi (3.16) daja w rezultacie nastepujacy uktad réwnan rézniczkowych,

By’ +ul =0,
(1 - %/3) (g +ul) - By — 1] =0, (6.4)
u’ = 0,

gdzie prim oznacza rézniczkowanie wzgledem wspoétrzednej xo, parametr S = 2n/(1 + n), przy
czymn = uc/u. W szczegblnym przypadku n = 0, co odpowiada 8 = 0, otrzymujemy uktad trzech
niesprzezonych i harmonicznych réwnan na u;, up i .

Rozwazmy w pierwszej kolejnosci przypadek czesciowego kontaktu, tj. g4 > 0. Uwzgledniajac
mikromechaniczny model kontaktowy i symetri¢ zagadnienia wzgledem ptaszczyzny x, = 0

otrzymujemy nast¢pujace warunki brzegowe,

Ll](O) = 0’ MZ(O) = 0’ mQ(O) = 0,

(6.5)
onH) =0, gBH)=0, m(H)=2161-yo)on(H).

Warunek na mikromoment w punkcie x, = H wynika z réwnania (5.10). Normalna do powierzchni
nominalnej n jest wspoétliniowa z e, stad cisnienie kontaktowe #, odpowiada naprezeniu oy na
powierzchni pasma, a efektywne rami¢ mikromomentu kontaktowego wzgledem §rodka mikroblo-

ku wynosi %t’ (1 — o). Powyzsze warunki brzegowe pozostaja w mocy tak dtugo jak mikroobrét ¥
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na powierzchni pasma nie osiagnie wartoSci —¢. Wtedy warunek brzegowy Neumanna dotyczacy
my(H) zostanie zastapiony warunkiem brzegowym Dirichleta (H) = —, poniewaz g = 0.
Otrzymane rozwiazanie analityczne sktada si¢ z dwdch przypadkéw. W zaleznos$ci od wielkoSci

przemieszczenia sztywnych ptaszczyzn § otrzymujemy

t\BA, sinh(ng/ﬁ) dla 6 < &,
ui(xz) =
N sinh(”;/ﬁ) dlad > b,
_A, cosh(ng/’g) dla 6 < b,
Y(x2) = (6.6)
-Ap cosh(ng/ﬁ) dla ¢ > o,
aa, VB an(PYB) L das < o
_ 1 —dod+2u ¢
MZ(XZ) - 1 X
- (5 - 51//05(1 - l//o)) i dla ¢ > o,
gdzie Aj, Ay i O sa zdefiniowane nastgpujaco
A = 2(A +2u)(1 = ¥o)o
(A +2u)(1 = ¢p)? cosh(%) + 8HBu sinh(%ﬁ)
H\B
Ay = o SeCh(T), (6.7)

SH+Bu tanh(%ﬁ)
(A +2p)(1 = ¢o)

1
Ofc = 5!//0 (1 =) +

Parametr §;. oznacza warto$¢ przemieszczenia ¢ przy ktérej separacja g/ osiaga warto$é zero
i nastepuje przejscie ze stanu czeSciowego kontaktu do stanu pelnego kontaktu. Poza gruboscia
pasma H i poczatkowym mikroobrotem g, rozwigzanie zalezy od parametréw S i ¢, ktdre
charakteryzuja izotropowe sprezyste cialo Cosserat w 2D oraz od wspétczynnika Poissona v (po-
przez stale Lamégo: A1 p).

Deformacja pasma dla wybranych stosunkéw diugosci charakterystycznej do grubosSci pasma
€/ H zostala pokazana na rys. 6.2. Jesli nie zaznaczono inaczej, przedstawione w tym podrozdziale
wyniki odpowiadaja ¥ = 1°, v = 0.3, § = 1 (co oznaczan = 1) i § = 0.02H. Na rys. 6.2
poziome przemieszczenie u; przedstawiono za pomoca linii cigglej jako odchylenie od stanu
poczatkowego, ktéremu odpowiada pionowa linia przerywana. W wybranych czterech pozycjach
pomiedzy x, = 01 x, = H przedstawiono mikroobrét mikrobloku o boku ¢ o kat ¢ wzgledem
poczatkowej orientacji ¥ (mikroobrét zostal zwickszony 30-krotnie dla lepszego zobrazowania
zachowania si¢ mikroblokéw). Przemieszczenie pionowe u; jest funkcja liniowg wzgledem xp,
wigc nie zostalo pokazane na rys. 6.2.

Wykresy przedstawiajace przebieg mikroobrotu i i przemieszczenia u; wzdtuz grubosci pa-

sma H przedstawiono na rys. 6.3. Znacznikami zaznaczono rozwiazanie numeryczne otrzymane
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Rysunek 6.2: Warstwy brzegowe powstajace wskutek warunkéw kontaktowych w pa§mie Sciskanym przez
dwie sztywne powierzchnie. Linie ciggte ilustruja przemieszczenie poziome powigkszone 25-

-krotnie (przemieszczenie pionowe u; nie zostato pokazane). Kwadraty pokazuja mikroobrét

Y w stosunku do poczatkowego mikroobrotu y. Mikroobroty powigkszono 30-krotnie.

metoda elementéw skoriczonych, w ktdrej zostal zaimplementowany mikromechaniczny model
kontaktowy. W obliczeniach uzyto 20 elementéw skoriczonych na grubos$ci pasma H. Na rys. 6.3
pokazano znaczniki odpowiadajace co drugiemu weztowi.

We wszystkich obliczeniach, ktérych wyniki zaprezentowano w tym rozdziale, do dyskretyzacji
kontinuum wykorzystano czteroweztowe elementy skoriczone o biliniowej interpolacji przemiesz-
czeni i mikroobrotéw. W konsekwencji w elementach kontaktowych uzyto liniowych funkcji ksztat-
tu do interpolacji przemieszczen, mikroobrotéw oraz mnoznikéw Lagrange’a A%, por. podroz-
dziat 5.3. Ograniczenia kontaktowe wystepujace w rozszerzonej zasadzie pracy wirtualnej (5.20),
zgodnie z podejSciem node-to-segment (por. podrozdziat 4.2.2), wymuszano w wezlach, co od-
powiada zastosowaniu kwadratury Lobatto do catkowania wktadu modelu kontaktowego w roz-
szerzonej zasadzie pracy wirtualnej. W obrebie kontinuum zastosowano standardowa kwadrature
Gaussa o czterech punktach catkowania. Implementacje i obliczenia przeprowadzono w systemie
MES AceGen/AceFEM [67, 68].

W przypadku grubego pasma, np. gdy £/H = 0.1 narys. 6.2 6.3, w rozwiazaniu pojawiaja si¢
warstwy brzegowe spowodowane warunkami kontaktowymi. W szczegdélnosci powodem pojawie-
nia si¢ warstw brzegowych sa mikromomenty kontaktowe, ktére w mikromechanicznym modelu
kontaktowym sa sprze¢zone z ci§nieniem kontaktowym. Otrzymany mikroobrét i i przemieszczenie
poziome u; przybierajg ksztalt funkcji eksponencjalnej, ktéra wygasa w odpowiednim oddaleniu
od powierzchni kontaktowej. W przypadku dwukrotnie ciefiszego pasma £/H = 0.2, warstwy

brzegowe zajmuja praktycznie cala grubo$¢ pasma. Gdy rozwazane pasmo jest jeszcze ciefisze,
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Rysunek 6.3: Nieskoriczone pasmo $ciskane przez sztywne ptaszczyzny: (a) mikroobrét ¢ znormalizowany

przez —y oraz (b) przemieszczenie poziome u; znormalizowane przez ¢ = 0.02H. Linie

ciggle i znaczniki oznaczaja odpowiednio rozwigzanie analityczne i MES.

¢/H > 0.2, warstwy brzegowe nie zanikaja, tylko taczg si¢ z warstwami brzegowymi wywotanymi
warunkami kontaktowymi na powierzchni x, = —H.

Grubos$¢ warstwy brzegowej opisuje pewna charakterystyczna dtugos$é, ktéra jest zdefiniowana
jako iloraz danego pola i pochodnej tego pola w punkcie x, = H ze znakiem minus,

_ oy m(H)
YT y(HY “T u(H)

(6.8)

Narys. 6.3 dtugosci charakterystyczne Ly i L, odpowiadaja odleglosci pomiedzy rzedng x,/H = 1
a punktem przeciecia si¢ stycznej wyznaczonej dla wartosci x,/H = 1. Co ciekawe, wyrazenia na
dtugosci charakterystyczne Ly i L, nie zmieniaja si¢ przy przejsSciu od czg¢Sciowego do petnego

kontaktu i upraszczaja sie po wprowadzeniu normalizaciji przez €/+/p,

Bl o), B _ VB
4

7 7 =tanh(7 .

rys. 6.4 przedstawia zalezno§¢ znormalizowanych diugosci charakterystycznych od znormalizo-

= coth( (6.9)

wanej grubosSci pasma VBH /(. Z wykresu wynika, ze dla stosunkowo grubych pasm znormali-
zowane dtugosci charakterystyczne vBLy /€ i /BLy/C sa sobie réwne i zarazem réwne jednosci.
Ten zakres odpowiada sytuacji, gdy warstwy brzegowe sa w pelni rozwini¢te. Ze zmniejszajaca
sie znormalizowang gruboS$cia pasma, znormalizowane dlugosci charakterystyczne zaczynaja sie
rozdzielaé. Zakres znormalizowanej grubo$ci pasma, w ktérej znormalizowane dlugosci charakte-
rystyczne réznia si¢ od siebie, odpowiada sytuacji gdy warstwy brzegowe wypetniaja cata grubos¢
pasma H.

Na koniec tego podrozdziatu zostana oméwione warunki brzegowe wynikajace z zastosowania
mikromechanicznego modelu kontaktowego. Na rys. 6.5a przedstawiono ewolucje mikromomentu

kontaktowego M dla £/H = 0.5. Na wykresie warto$¢ mikromomentu M znormalizowano przez:

e M(6¢), ktéry odpowiada wartoSci mikromomentu w punkcie granicznym zmiany stanu

kontaktowego z czgsciowego na pelen kontakt, tj. przy ¢ = O,
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Rysunek 6.4: Zalezno$¢ znormalizowanych grubos$ci warstw brzegowych vBLy /€ i VBL, /¢ od znormali-
zowanej grubosci pasma vBH /¢, por. (6.9).
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Rysunek 6.5: Nieskoriczone pasmo $ciskane przez dwie sztywne ptaszczyzny: zmiana mikromomentu M (a)

oraz mikroobrotu ¢ i przemieszczen u; (b) na powierzchni kontaktowej w trakcie deformacji.

* przez iloczyn ci$nienia kontaktowego ¢, i efektywnego ramienia mikromomentu %f (1 —49).

W zakresie cze¢Sciowego kontaktu (6 < df.) mikromoment rosnie liniowo, poniewaz jest propor-
cjonalny do ci$nienia kontaktowego #, Z kolei efektywne rami¢ mikromomentu jest state i réwne
%5(1 — o), poniewaz tylko jeden wierzchotek jest w kontakcie. Przy przejSciu do pelnego kon-
taktu (6 > Op) warto§¢ mikromomentu jest stata i réwna granicznej warto$ci osiggnietej dla
0 = Of. Jednocze$nie efektywne rami¢ si¢ zmniejsza, poniewaz wystepujace w mianowniku ci-
$nienie kontaktowe t, = t4 + 5 rognie a mikromoment M w tym zakresie zalezy od réznicy cisniert
w wierzcholkach, ktéra jest stata M = %f(tf —tN(1 = o).

Przebieg mikroobrotu y(H) i sktadowych przemieszczenia u;(H) na powierzchni kontaktowej
pokazano na rys. 6.5b. W pierwszej fazie odksztatcenia mikroobrét ¥ (H) narasta liniowo az do
osiggnigcia warto$ci —iyp w momencie przejscia ze stanu czgsciowego do pelnego kontaktu, tj. dla
6 = O¢.. W dalszej fazie deformacji warto§¢ mikroobrotu jest stata. Poziome przemieszczenie u; (H)
zachowuje si¢ analogicznie. W fazie czg¢Sciowego kontaktu ro$nie liniowo, a po przejsciu do petnego
kontaktu jest stale. Natomiast przebieg przemieszczenia pionowego u; (H) ma charakter odcinkowo-

liniowy. Zmiana nachylenia, ktéra nastepuje przy przejsciu do pelnego kontaktu, ilustruje zmiane
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sztywno§ci normalnej Sciskanego pasma.

Podsumowujac ten podrozdzial nalezy zauwazy¢, Ze zastosowanie mikromechanicznego mo-
delu kontaktowego, wprowadzajacego niestandardowe warunki brzegowe, daje w rezultacie nie-
oczekiwane wyniki. W szczeg6lnosci w rozwigzaniu zaobserwowano warstwy brzegowe, ktérych
grubos¢ jest zalezna od dlugosci charakterystycznej ciata Cosseratéw £. W nastepnym podrozdziale

zostanie przeanalizowane bardziej skomplikowane zagadnienie kontaktowe typu Hertza.

6.2 Zagadnienie kontaktowe typu Hertza

W niniejszym podrozdziale przeanalizowano zagadnienie typu Hertza w 2D. W sprezysta
potptaszczyzne, modelowang jako ciato Cosserat, weiskany jest sita P sztywny walec o promieniu R,
por. rys. 6.6a. Do modelowania oddziatywar kontaktowych zastosowano mikromechaniczny model
kontaktowy opisany w rozdziale 5 oraz klasyczny model kontaktowy z jednorodnym warunkiem

Neumanna M = 0.

bgense R
|—|
" :::::—Q|
1
g|1\\\\\ ::\:\:4| ar bdense = 2 ayy -
. | g == :
T p =
A a|
/ FTY d -y
/) P a3
ek I g
3|H\\\\\ )
HARRAN
4 \‘\\ \\ \\\\\\\\ »

(a) (b) (c)
Rysunek 6.6: Zagadnienie kontaktowe typu Hertza dla sprezystej potplaszczyzny Cosserat: (a) sche-
mat zagadnienia 2D, (b) schematycznie przedstawiona siatka elementéw skoriczonych,
(c) powickszenie obszaru zageszczenia siatki w poblizu strefy kontaktu. W obliczeniach uzyto
siatki zaggszczonej S5-krotnie, tzn. kazdy element na schemacie powyzej jest podzielony na

5 x 5 = 25 elementéw skoficzonych.

Na rys. 6.6b przedstawiono schematycznie siatke elementéw skoriczonych zastosowanga w ob-
liczeniach. Siatka zastosowana w obliczeniach byla zageszczona 5-krotnie w stosunku do tej
zaprezentowanej na rys. 6.6b, co dalo w sumie okoto 130000 niewiadomych. Siatke podzielono
na dwa obszary: pierwszy o rozmiarze 2ay, w poblizu strefy kontaktu, w ktérym zastosowano

regularng i gesta siatke elementdw skoriczonych, oraz stopniowo rozrzedzajaca si¢ promieniscie
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Rysunek 6.7: Zagadnienie kontaktowe typu Hertza: (a) znormalizowane ci$nienie kontaktowe p,, i (b) znor-
malizowanego mikromomentu M w funkcji znormalizowanego obciazenia P = P /Py, dla

stosunku @ = 0.25.

poczynajac od obszaru z regularng siatka az do granicy rozwazanego wycinka pdiptaszczyzny
o boku 18ay,. Przez ay, oznaczono polowe szeroko$ci kontaktu klasycznego liniowo-sprezystego

zagadnienia Hertza dla sily P = Py,

4P xR 2P nax o E
a = _ = — = .
Hz nE* Phz Tauy 1 -2

(6.10)

Powyzej podano réwniez wzér na maksymalne ci$nienie kontaktowe w klasycznym zagadnieniu
Hertza py,, ktére bedzie stuzy¢é m.in. do normalizacji otrzymywanych wynikéw. Wykorzystano
symetri¢ zagadnienia i przyjeto schemat potéwkowy z nastepujacymi warunkami brzegowymi na
osi symetrii x; = 0: u; = 0 oraz ¢ = 0.

Na rys. 6.7 przedstawiono rozktad ci$nienia kontaktowego p, = —#, i mikromomentu M znor-
malizowanych przez py, dla wybranych etapéw weciskania walca scharakteryzowanych przez
znormalizowang site P = P/Py... Wszystkie wyniki pokazano w postaci bezwymiarowej. Byto
to mozliwe, poniewaz wyniki zaleza tylko od dwdch parametréw materialowych: v =0.3i 8 =1
oraz od stosunku @ dtugosci charakterystycznej ¢ do szerokoSci obszaru kontaktu w rozwiazaniu
Hertza ay,. Innymi stowy parametr @ méwi o tym, jak duzych efektéw skali nalezy sie spodziewac.
Przy ustalonych parametrach materialowych (w tym ¢) parametr @ moze by¢ interpretowany jako
parametr obciazenia, poniewaz ay, zalezy od obcigzenia Py, por. (6.10). Przy zwigkszajacym
si¢ obciazeniu, zwicksza si¢ obszar kontaktu ap,, a zmniejsza si¢ parametr &. Wyniki pokazane
na rys. 6.7 otrzymano przy ustalonym parametrze @ = 0.25 oraz przy nastepujacych parametrach
materiatowych: £ = 100, R = 101 P = 1 o odpowiednich jednostkach fizycznych.

Na poczatku zaglebiania, tj. przy P < 0.07, pojawiaja si¢ dwie oddzielne strefy czesciowego
kontaktu realizowanego przez tylko jeden wierzchotek mikrobloczkéw. Wraz ze zwigkszajacym
sie obcigzeniem, strefy te rozszerzaja sie i tacza sie na osi symetrii przy obciazeniu P ~ 0.07.
Nastepnie w Srodkowej czesci pojawia si¢ strefa pelnego kontaktu wraz z symetrycznymi strefami

czesciowego kontaktu po bokach. W punktach przejScia pomiedzy strefami czeSciowego i petnego
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Rysunek 6.8: Zagadnienie kontaktowe typu Hertza w przypadku mikrobloczkéw wstepnie obréconych o kat
Yo = 5°: (a) znormalizowane ci$nienie kontaktowe p, i (b) znormalizowany mikromoment

M w funkcji znormalizowanego obciazenia P = P/Pp.x dla stosunku a = 0.25.

kontaktu widoczne jest zalamanie zaréwno na wykresie ci$nienia kontaktowego, jak i na wykresie
mikromomentu, por. rys. 6.7. Zatamanie to jest wynikiem sprzezenia ciSnienia kontaktowego z mi-
kromomentem w mikromechanicznym modelu kontaktowym: przy przejsciu ze stanu czeSciowego
kontaktu do stanu petnego kontaktu nastepuje zmiana sztywnosci zwigzanej ze sktadowa normalna
przemieszczenia i z mikromomentami, co mozna byto zaobserwowaé réwniez w podrozdziale 6.1.

Nastepnie przeanalizowano przypadek zagadnienia typu Hertza, w ktérym mikrobloki sa obré-
cone wzgledem powierzchni nominalnej, podobnie jak w podrozdziale 6.1. Z powodu wstepnego
mikroobrotu mikroblokéw symetria zagadnienia jest zaburzona i nie mozna zastosowaé schematu
potéwkowego. Analize przeprowadzono wiec na obszarze o podwojonej szerokoSci (36ap, X 18au;)
przy poczatkowym mikroobrocie mikroblokéw o 5° przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Na
rys. 6.8 przedstawiono ci$nienie kontaktowe oraz mikromoment dla tych samych wartosci P jak
w przypadku braku wstepnego mikroobrotu rozwazanego powyzej. Zgodnie z przewidywaniami
otrzymane rozwigzanie utracito symetrie¢ wzgledem osi x; = 0. Pomimo zaburzenia, charakte-
rystyczne cechy rozwigzania takie jak wystgpowanie oddzielnych obszaréw czesciowego kontak-
tu w poczatkowej fazie oraz zalamania na wykresach ci$nienia kontaktowego i mikromomentu
w poZniejszej fazie zostaly zachowane. Wstepny mikroobrét przeciwnie do ruchu wskazéwek ze-
gara spowodowal, ze dla x; < O ci$nienia kontaktowe sa wyzsze niz dla x; > 0. Ponadto punkty
przejscia pomigdzy strefami czgsciowego i petnego kontaktu przesunely si¢ w kierunku dodatniej
wspotrzednej xi, tj. w prawo, por. rys. 6.8.

Jak pokazano na rys. 6.7 i 6.8 charakter otrzymanych wynikéw silnie zalezy od przylozonego
obcigzenia. Obserwowane zmiany dowodza tego, ze mamy do czynienia z efektami skali. Przy
zmieniajacym si¢ obciazeniu zmienia si¢ szeroko$¢ kontaktu, a przez to stosunek szerokosci kon-
taktu do dtugosci charakterystycznej €, co jest Zrédiem efektéw skali w rozpatrywanym zagadnieniu
kontaktowym. W celu zbadania efektéw skali wynikajacych z zastosowania mikromechanicznego

modelu kontaktowego przeprowadzono analize wptywu zmiany dlugosci charakterystycznej Cos-
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serat £ na otrzymywane wyniki przy utrzymywaniu stalej sily Pnax, a przez to szerokoS$ci kontaktu
w klasycznym zagadnieniu Hertza ay,. Badanie efektéw skali ograniczono do przypadku bez
wstepnego mikroobrotu mikroblokéw. Do opisu wynikéw uzyto parametru a, ktéry opisuje jaka
cze$¢ ayp, stanowi dlugos¢ charakterystyczna €. Z uwagi na to, ze sam model Cosserat posiada
dlugos¢ charakterystyczng, to pewnych efektow nalezy si¢ spodziewaé réwniez przy zastosowa-
niu klasycznego modelu kontaktowego. Dlatego réwnolegle analizowano efekty skali pojawiajace
si¢ przy zastosowaniu klasycznego modelu kontaktowego z jednorodnym warunkiem Neumanna

M =0.

12F pmid = 0.8874 —

. 08F
o) e
& &
= g 0.6 - Hertz / \ 1
S Y—a=05
04} Y =0.25]
s .
f-a=125 ok N
" @mig = 0.8874 ' l
0.0 . . .
15 -10  -05 00 0.5 1.0 15
x1/aun,
(b)

Rysunek 6.9: Efekty skali w zagadnieniu typu Hertza: wplyw stosunku @ = ¢/ap, na znormalizowane
ci$nienie kontaktowe p, otrzymane przy zastosowaniu mikromechanicznego modelu kontak-

towego (a) i klasycznego modelu kontaktowego (b).

Narys. 6.9 przedstawiono znormalizowane ci$nienie kontaktowe dla zmieniajacego si¢ stosun-
ku @ od 0.01 do 1.25 zaréwno przy zastosowaniu mikromechanicznego modelu kontaktowego jak
i z uzyciem klasycznego modelu kontaktowego. W celu poprawy dokladnos$ci rozwiazania otrzy-
manego metoda elementéw skoriczonych, a w szczegdlnosci, aby doktadnie wyznaczy¢ szerokoS¢
kontaktu, wyniki przedstawione na rys. 6.9 otrzymano w wyniku specjalnej procedury. Potozenie
weztow siatki elementéw skoriczonych wyznaczono w sposéb iteracyjny tak, aby ich potozenie
pokrywalo si¢ z granica stref kontaktu. Dla stosunkowo matych wartosci a strefa kontaktu jest jedna
i potaczona. Szerokos¢ kontaktu a wyznaczono z jednoczesnie zachodzacych warunkéw g4 = 0
i p2 = w wezle o wspétrzednej x; = a. Z kolei dla stosunkowo duzych wartosci @ wystepuja dwie,
oddzielne strefy kontaktu. Polozenie weziéw stanowiacych wewnetrzng x; = b oraz zewnetrzng
x| = a granice obszaru kontaktu wyznaczono z warunkéw g# = 0 oraz p2 spetnionych jednocze-
$nie w obu punktach granicznych. Ostatnim, szczegélnym przypadkiem jest wystepowanie dwdch
stref czesSciowego kontaktu, ktére stykaja sie w x; = 0. Oprécz wyznaczenia szerokoSci kontaktu
x| = a, gdzie g i p2 = 0, nalezy wyznaczy¢ warto$¢ stosunku @ = apig, dla ktérej w punk-
cie x; = 0 zachodzi g = 0 oraz p}! = 0. W rozwazanym zagadnieniu poszukiwany stosunek
a wynosi apig = 0.8874. W przypadku klasycznego modelu kontaktowego szerokos$¢ kontaktu

a wyznaczono przez warunki zerowania si¢ separacji i ciSnienia kontaktowego dla x; = a. Se-
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paracja i ciSnienie kontaktowe w przypadku klasycznego modelu kontaktowego zdefiniowane sa
w punkcie na powierzchni odpowiadajacemu punktowi C w modelu mikromechanicznym.

Zaréwno przy zastosowaniu modelu mikromechanicznego jak i klasycznego modelu kontakto-
wego zaobserwowano znaczne efekty skali, por. rys. 6.9. W obu przypadkach dla@ — 0 otrzymane
rozwiazanie, np. dla @ = 0.01, dazy do klasycznego rozwigzania Hertza, ktére oznaczono czarnymi
znacznikami. Przy zwiekszajacym si¢ stosunku @ zaobserwowano znaczaca réznice jakoSciowa
w otrzymanych wynikach w zalezno$ci od zastosowanego modelu kontaktowego.

W przypadku klasycznego modelu kontaktowego rozktad ci$nienia kontaktowego niezaleznie
od stosunku a przypomina eliptyczny ksztalt znany z klasycznego rozwigzania Hertza. Wraz
z rosngcym stosunkiem o maksymalne ciSnienie kontaktowe rosnie, a szeroko$¢ kontaktu maleje.
Stad twardos¢, zdefiniowana jako Srednie ciSnienie kontaktowe H = Pp,«/(2a), rosnie w stosunku

do twardoSci uzyskanej w klasycznym rozwiazaniu Hertza Hy,, por. rys. 6.10a.

—®— microblock contact model (apparent) 1.12 —®— nmicroblock contact model 7]
microblock contact model (real) B —&—ynilateral contact model
—A— ynilateral contact model

2
T
~ 1.0} A
T 0.86
09F 0.84 1
0.82
0.8 08 1
. . 07 09 11, . . X : :
1 5 10 50 100 1 5 10 50 100
ay,/t =1/a ay,/t =1]a
(a) (b)

Rysunek 6.10: Efekty skali w zagadnieniu kontaktowym typu Hertza: (a) znormalizowana twardos$¢ H/Hy,
i (b) znormalizowana twardo$¢ nominalna Hpom/Hgo, W funkcji 1/@. Wyniki otrzyma-
ne przy zastosowaniu klasycznego modelu kontaktowego oznaczono kolorem czerwonym.
Znormalizowana twardo$¢ H/Hy, (a) wyznaczona z rzeczywistej i pozornej powierzchni

kontaktu oznaczono odpowiednio kolorem z6ttym i niebieskim.

W przypadku mikromechanicznego modelu kontaktowego szerokoS$¢ kontaktu a zwigksza si¢
wraz ze wzrostem stosunku a. Towarzyszy temu znaczaca zmiana w ksztalcie rozktadu ci$nienia
kontaktowego, co zostalo juz pokazane na rys. 6.7a. W do$¢ szerokim zakresie wartoSci, dla
a > 0.5, maksymalne ci$nienie kontaktowe pozostaje na stalym poziomie, podczas gdy strefy
czesciowego kontaktu rozsuwaja sie. Z powodu wzrostu szeroko$ci kontaktu a twardo§¢ H maleje
wraz ze wzrostem stosunku a, por. rys. 6.10a. Dla @ > aniq strefy kontaktu si¢ rozdzielaja,
przez co twardo§¢ mozna wyznaczy¢ na dwa sposoby. W wyniku podzielenia sity przez szerokosé
kontaktu 2a uzyskujemy twardos$¢ pozorna, poniewaz rzeczywista szeroko$¢ kontaktu jest mniejsza
iwynosi 2(a—b), gdzie b oznacza polowe szerokosci strefy rozdzielenia si¢ ciSnienia kontaktowego.
Twardo$¢ wyznaczona drugim sposobem, tj. przez podzielenie sity przez rzeczywista szerokoS¢

kontaktu, wykazuje niemonotoniczny przebieg w funkcji 1/a. Dla @ = apig nastgpuje rozdzielenie
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sie krzywych i twardo$¢ rzeczywista ponownie ro$nie wraz ze zwigkszaniem si¢ stosunku «, por.

powiekszenie na rys. 6.10a.

Zaobserwowane efekty skali przy zastosowaniu klasycznego modelu kontaktowego s3 typo-
we. Przy zmniejszajacej si¢ sile, a wigc rosnagcym stosunku @, twardo$¢ rosnie. Natomiast przy
zastosowaniu mikromechanicznego modelu kontaktowego zaobserwowano odwrotny efekt. Twar-
dos¢ zmniejsza si¢ wraz z malejaca sita, a dodatkowo uwzgledniajac rzeczywisty obszar kontaktu
zaobserwowano niemonotoniczny przebieg twardosci w zakresie gdy szeroko$¢ kontaktu staje sie

poréwnywalna z dlugoscia charakterystyczna Cosserat £.

Na rys. 6.10b przedstawiono wptyw efektéw skali na otrzymana twardo§¢ nominalng Hyom =
Prax/2anom), gdzie anom = \/m oznacza nominalng szerokos¢ kontaktu wyznaczona z czy-
sto geometrycznych rozwazan przy danym zaglebieniu d. Twardo§¢ nominalna znormalizowano
przez Hy, ., ktéra odpowiada twardosci nominalnej bez efektéw skali, tj. dla 1 /o — oo. Tym razem
w obu przypadkach zaobserwowano wzrost twardosci przy rosnacym stosunku @. Z powyzszego
wynika, ze catkowita sztywno$¢ uktadu ro$nie wraz z rosnacym stosunkiem «, oraz ze efekt ten
jest silniejszy przy zastosowaniu mikromechanicznego modelu kontaktowego. W przypadku kla-
sycznego modelu kontaktowego wzrost sztywnoSci wynika z dodatkowych cztonéw pojawiajacych
sie w wyrazeniu na gesto$¢ energii sprezystej zwigzanych z obrotami i gradientami krzywizn,
ktérych wplyw jest tym wigkszy, im mniejsza jest skala rozwazanego zagadnienia. Zastosowa-
nie mikromechanicznego modelu kontaktowego wprowadza do modelu dodatkowe efekty skali,
ktére skutkuja dodatkowym wzrostem twardo$ci nominalnej. Jedna z przyczyn dodatkowej sztyw-
nosci jest powstanie mikromomentéw na powierzchni kontaktowej, ktére oddziatywuja na ciato
juz w warstwie przypowierzchniowej, w przeciwieristwie do klasycznego modelu kontaktowego,

w ktérym warunek brzegowy ma postaé M = 0.

unilateral contact model -1 0.0025F FE results
bi-exponential fit

— — microblock contact model

a =0.05 ﬂ/

0.0020 F / ]

5 0.0015 F a=0.025 \ ]
< a=0.01 /

0.0010 f \ b

xi/an, =0.75
0.0005 | x1/au, = 0.25 \ > ]
P = —

0.0000 [,

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 -0.5 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.0
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Rysunek 6.11: Wplyw zastosowanego modelu kontaktowego na mikroobrét  w warstwach przypowierzch-
niowych: (a) zalezno$¢ mikroobrotu od wspétrzednej x;/ay, dla stosunku @ = 0.05 przy
zastosowaniu modelu mikromechanicznego (linia przerywana) i klasycznego (linia ciagla),
(b) r6znica pomie¢dzy rozwiazaniami Ay wgtab péiptaszczyzny otrzymana MES (linia prze-

rywana) oraz aproksymacja funkcjami eksponencjalnymi (linia ciagta), por. (6.11).
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Nastepnie przeanalizowano wplyw zastosowanego modelu kontaktowego na rozwiazanie w war-
stwach przypowierzchniowych. Jak pokazano na rys. 6.9 przy zastosowaniu obu modeli kontakto-
wych otrzymane rozwigzanie dazy do klasycznego rozwigzania Hertza przy @ — 0. W przypadku
zastosowania klasycznego modelu kontaktowego, warunek brzegowy na mikromoment w strefie
kontaktu ma posta¢ M = 0, co odpowiada zerowaniu si¢ sktadowej normalnej pochodnej mikro-
obrotu, tj. Ay /dx; = 0. Natomiast mikromechaniczny model kontaktowy wymusza niezerowy
mikromoment kontaktowy, a wigc sktadowa normalna pochodnej mikroobrotu musi by¢ rézna od
zera. Z powyzszego wynika, ze w warstwach przypowierzchniowych musi wystepowaé roznica
w rozktadzie mikroobrotu . Na rys. 6.11a przedstawiono te réznice dla stosunku @ = 0.05.

Réznica pomiedzy rozwigzaniami jest wyraZznie widoczna przy samej powierzchni (tzn. dla
x2/au, > —0.1) i zanika wraz z oddalaniem si¢ od niej. Na rys. 6.11b przedstawiono réznice
pomiedzy rozwiazaniami, ktéra oznaczono Ay, dla wybranych dwdéch odlegtosci od osi symetrii
X1 /amy, 1 trzech warto$ci stosunku . Ksztalt wykresu Ay przypomina wykres funkcji eksponen-
cjalnej. Uzyskano bardzo dobre przyblizenie r6znicy Ay za pomoca funkcji sktadajacej si¢ z dwéch

eksponencjalnych o nastepujacej postaci
Ay = Ao/ Lol + Ay e/ (6.11)

Pierwszy czton odpowiada za ogdlng réznice pomiedzy rozwigzaniami, a wspoétczynniki Ay
oraz Lo zaleza od x| /ay, i stabiej od stosunku @. Natomiast drugi czton, Ap 2/ Lot odpowiada
za warstwe brzegowa bedaca rezultatem réznicy w warunkach brzegowych, ktéra oméwiono
powyzej. Parametr Ly charakteryzuje gruboS$¢ tej warstwy brzegowej, przy czym Ly < Lgol.
Wynik aproksymacji réznicy Ay za pomoca wyzej opisanych funkcji pokazano na rys. 6.11b
linig ciagla, a wyniki numeryczne linig przerywana. Obliczenia, ktérych wyniki przedstawiono
narys. 6.11 (oraz 6.12), uzyskano stosujac znaczaco zageszczong siatke elementdw skoficzonych.
Rozmiar elementu skoriczonego w obszarze zageszczonej siatki przyjeto wielkosci okoto €/8
dla £ = 0.0lap,, a catkowita liczba niewiadomych w zagadnieniu MES wynosita okoto trzech

milionow.

15F 0-07-
0.025
a =0.05 —\ B
10f ]

0.5+

Ly/t

0.0
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Rysunek 6.12: Zalezno$¢ znormalizowanej grubosci warstwy brzegowej Lyi/¢ od wspétrzednej xi/ap,

i stosunku a.
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Na rys. 6.12 pokazano jak zmienia si¢ parametr Ly opisujacy gruboS¢ warstwy brzegowej
wzdluz powierzchni kontaktu. Uzyskany stosunek grubos$ci warstwy brzegowej do dlugosci cha-
rakterystycznej ciata Cosserat € jest bliski jednosci prawie w catym zakresie powierzchni kontaktu,
oprécz stosunku @ = 0.01 dla x; /ag, > 0.7. Otrzymane wyniki mozna odnie$¢ do analizy warstw
brzegowych przedstawionej w podrozdziale 6.1. W rozwigzaniu analitycznym $ciskania pasma
wyprowadzono wzdr (6.9)1 na grubos¢ warstwy brzegowej Ly,. W przypadku stosunkowo grubego
pasma, co odpowiada rozwazanemu zagadnieniu typu Hertza, stosunek vBLy /¢ = 1, por. rys. 6.4.
Dla warto$ci 8 = 1, ktdra przyjeto w obliczeniach numerycznych analizowanego zagadnienia typu
Hertza, wynika ze gruboS¢ warstwy brzegowej Ly ~ Ly . Powyzsza obserwacja potwierdza, ze 16z-
nica w otrzymanym rozwiazaniu przy zastosowaniu mikromechanicznego i klasycznego modelu
kontaktowego wynika z réznicy w warunkach brzegowych na mikroobrét .

W niniejszym podrozdziale przeanalizowano efekty skali w zagadnieniu typu Hertza przy za-
stosowaniu mikromechanicznego modelu kontaktowego. Powigzanie mikromomentéw z klasycz-
nym warunkami kontaktowymi spowodowalo, ze otrzymano niestandardowe rozktady ci$nienia
kontaktowego, co miato wptyw na obserwowane efekty skali. Przy zwigekszajacym sie stosunku
a = ay,/{,coodpowiada wzglednemu zmniejszaniu sily wciskajacej walec, rozktad ci$nienia kon-
taktowego zmienia si¢ z w przyblizeniu eliptycznego, dla @ = 0.01, w nieregularny i rozszerzajacy
si¢ przy prawie stalym poziomie maksymalnego znormalizowanego ci$nienia p,/pp,. Powyzej
warto$ci @ = amia = 0.8874 nastepuje rozdzielenie si¢ obszaréw kontaktu. Opisana powyzej
zmiana rozkfadu ci$nienia kontaktowego spowodowata odwrotny efekt skali — zmniejszenie twar-
dosci przy zwigkszajacym si¢ stosunku @ = ap,/{ — odwrotnie niz w przypadku zastosowania
klasycznego modelu kontaktowego.

Na koniec podrozdziatu przeanalizowano warstwy brzegowe spowodowane warunkami brze-
gowymi wymuszonymi przez mikromechaniczny model kontaktowy. Otrzymane grubosci warstwy

brzegowej odpowiadaja w przyblizeniu warto§ciom wyznaczonym analitycznie w podrozdziale 6.1.
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Rozdziat 7

Modelowanie efektéow skali
w zagadnieniu wciskania klina

w monokrysztatl niklu

W tym rozdziale przedstawiono wyniki modelowania efektéw skali w zagadnieniu wciskania
klina w monokrysztal niklu z uzyciem modelu plastycznos$ci krysztatéw bez efektéw gradientowych
oraz z uwzglednieniem efektéw gradientowych w prawie umocnienia, ktére w wigkszosci zostaty
opublikowane w pracy Lewandowski i Stupkiewicz [86]. W podrozdziale 7.4 poréwnano otrzyma-
ne wyniki z wynikami eksperymentalnymi przedstawionymi w pracach [17, 132]. Opublikowane
wyniki eksperymentalne dotycza zaglebiania klinéw o trzech réznych katach rozwarcia: 60°, 90°
oraz 120° w monokrysztat niklu na okofo 185 um. Dla danego zaglebienia przewidywania mode-
Iu plastycznosci krysztatéw z efektami gradientowymi nie r6znia si¢ znaczaco od przewidywari
klasycznego modelu, jednakze dobra zgodno$¢ z wynikami eksperymentalnymi potwierdza po-
prawno$¢ implementacji i kalibracji parametréw materialowych modelu plastycznosci krysztaléw
dla niklu.

Modelowanie efektéw skali przy zmniejszajacym si¢ zaglebianiu klina w monokrysztat ni-
klu przedstawiono w podrozdziale 7.5. Przeprowadzono seri¢ symulacji ze zmniejszajacym si¢
zagtebieniem od 200 um do 1 um zachowujac geometryczne podobienstwo klinéw. Model pla-
stycznos$ci krysztaléw z prawem umocnienia wzbogaconym o efekty gradientowe poprawnie zasy-
mulowat teoretycznie przewidywane efekty skali przez fenomenologiczny model zaproponowany
w pracy Nixa i Gao [106].

W podrozdziale 7.1 przedstawiono kalibracje parametréw materiatowych modelu plastycznosci
krysztatéw dla niklu oparta na danych eksperymentalnych dostepnych w literaturze, w gtéwnej
mierze niezaleznych od eksperymentu wciskania klina. Nastepnie w podrozdziale 7.2 opisano
model numeryczny stworzony i zastosowany do symulacji zaglebiania klina w monokrysztat niklu

ptaskim stanie odksztalcenia. Studium wplywu modelu regularyzaciji warunkéw plastycznosci oraz
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wplywu wspoélczynnika tarcia pomiedzy klinem a krysztalem niklu przedstawiono odpowiednio

w podrozdziatach 7.3.1 oraz 7.3.2.

7.1 Kalibracja stalych materialowych niklu

Dtugosé charakterystyczna ¢, wprowadzona w modelu plastycznosci krysztalow z efektami
gradientowymi w podrozdziale 3.2.3, nie jest stata i zalezy od aktualnego naprezenia ptyniecia
7 i modutu umocnienia 6, por. réwnanie (3.32). Pozostale parametry definiujace ¢ to modut
sprezystosci Scinania na ptaszczyznach poslizgu u, dlugo$¢ wektora Burgersa b i wspotczynnik
a, ktérych wartosci dla danego krysztatu sa znane, por. tab. 7.1. Dlatego doktadne wyznaczenie
parametréw materialowych wystepujacych w prawie umocnienia jest kluczowe do poprawnego
modelowania efektéw skali. Na podstawie dostgpnych w literaturze inzynierii materiatowej da-
nych eksperymentalnych dotyczacych czystego niklu [42, 63] wyznaczono parametry materiatowe
wystepujace w modelu plastycznosci krysztatow.

W prawie umocnienia typu Voce’a (3.29) wystepuja cztery parametry. Poczatkowy modut
umocnienia 6y = 240 MPa oraz naprezenie plyniccia 7,,, = 150 MPa zostaly wyznaczone na
podstawie krzywej eksperymentalnej zamieszczonej w pracy [63, Fig. 13b], ktéra przedstawia
zalezno$¢ pomiedzy modutem umocnienia 6 i naprezeniem plyniecia 7 otrzymana dla polikrysta-
licznego niklu. W szczeg6lnosci w przyblizeniu prostoliniowa czes$¢ krzywej eksperymentalnej dla
posrednich wartosci 7 i 6, ktéra odpowiada tzw. III etapowi umocnienia, zostala przyblizona przez

prostoliniowa zalezno$¢ reprezentujaca prawo umocnienia Voce’a (3.29), por. rys. 7.1a.
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Rysunek 7.1: Kalibracja prawa umocnienia typu Voce’a: (a) wyznaczenie parametrow 6 i 7,,,, na podstawie
danych eksperymentalnych podanych w pracy [63]; (b) poréwnanie krzywej umocnienia
dostepnej w pracy [42] do krzywej otrzymanej po wyznaczeniu parametrow materiatowych

(10 = 8 MPa).

To podejscie jest czesto stosowane [np. 64, 133] oraz ma swoje fizyczne uzasadnienie. Przede
wszystkim etap III umocnienia jest dominujacy w ztozonych deformacjach plastycznych realizowa-

nych przez po§lizgi plastyczne na wielu systemach poslizgu, a etap I w tym przypadku ma znikome
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znaczenie [64]. Etap II umocnienia mozna wyraZnie zaobserwowa¢ w bardzo niskich temperatu-
rach dla krysztaléw o bardzo wysokiej czystodci [51]. Rozwazane eksperymenty wciskania klina
byly przeprowadzone w temperaturach pokojowych, dlatego zdecydowano si¢ na pomini¢cie etapu
IT umocnienia. Wyznaczona warto$¢ 6y = 240 MPa zawiera si¢ w zakresie 1-2 X u/300, typowych
dla krysztatéw typu fce [133], gdzie u = (c11 —c12+c44)/3 = 74.6 GPa oznacza modut Scinania dla
system6w poslizgu typu (1 1 1)(1 10). Ponadto typowe wartosci modutu umocnienia 6 w etapie II,
ktéry odpowiada warto$ci modulu umocnienia 6y w prawie Voce’a, zawieraja si¢ w przedziale od

195 MPa do 240 MPa [42].

Staty modut 6;y charakteryzujacy etap IV umocnienia, por. rys. 7.1a, przyjeto réwny 0.057,,,, =
7.5 MPa. Na podstawie dostgpnych danych eksperymentalnych, szacuje si¢, ze modut 6;y przyjmuje
warto$¢ 0d 0.05 do 0.1 7y, [64]. Zastosowane prawo umocnienia, uwzgledniajace etap IV umocnie-
nia, poprawito zachowanie si¢ modelu plastycznosci krysztatéw wzbogaconego o efekty gradien-
towe w ztozonych zagadnieniach brzegowych, w stosunku do prawa umocnienia uwzgledniajacego
tylko etap III umocnienia zastosowanego w pracy [140]. Brak uwzglednienia etapu IV umocnienia
w przypadku zagadnien w plaskim stanie odksztalcenia skutkowatl problemami ze zbieznoscia
w modelowaniu efektéw skali w podrozdziale 7.5. W przypadku petnego modelu tr6jwymiarowe-
go, zastosowanego w pracy [140], nie napotkano takich trudno$ci. By¢ moze jest to wynikiem tego,
ze w przypadku tréjwymiarowym jest az 12 systeméw poslizgéw, z ktérych tylko 5 jest w stanie
zrealizowac kazda deformacje plastyczng. Natomiast w ptaskim stanie odksztalcenia do wyboru sa

tylko trzy efektywne systemy poslizgu.

Ostatnim parametrem wymagajacym kalibracji jest poczatkowe krytyczne naprezenie Scinajace
T0. Warto$¢ 19 wyznaczono na podstawie krzywej sita-zaglebienie dla klina o kacie rozwarcia
réwnym 120°. W szczeg6lnosci, starano si¢ tak dobraé¢ warto$¢ 7y, zeby maksymalna sifa otrzy-
mana w wyniku symulacji numerycznej, jak najlepiej odpowiadata wartosci eksperymentalne;.
Zdecydowano si¢ na wybor klina o kacie rozwarcia 120°, poniewaz w tym przypadku wplyw
zaokraglenia klina na otrzymywane wyniki numeryczne jest najmniejszy. Dla wartosci 19 = 8 MPa
maksymalna sifa jest najbardziej zblizona do wartosci eksperymentalnej jak pokazano w podroz-
dziale 7.4, rys. 7.9. Ponadto wyznaczona warto$¢ 79 = 8 MPa zawiera si¢ w przedziale wartoSci
poczatkowego naprezenia ptyniecia obserwowanego eksperymentalnie [42], tj. od 4.5 MPa do
11.5 MPa. Poczatkowe naprezenie ptyniecia 1o = 8 MPa uzyto we wszystkich obliczeniach nume-

rycznych.

Rys. 7.1b przedstawia zalezno$¢ naprezenia ptynigcia T od efektywnego poslizgu plastycznego
v, por. réwnanie (3.30), dla wyznaczonych parametréw materiatowych oraz krzywa eksperymen-
talng w temperaturze pokojowej przedstawiona w pracy [42]. Na krzywej eksperymentalnej mozna
zauwazy¢ etap I umocnienia, ktéry wystepuje do wartosci poslizgu plastycznego réwnego okoto
0.1. Prawo Voce’a pomija etap I umocnienia, ktéry i tak nie wystepuje w przypadku deformaciji

plastycznej realizowanej na wielu systemach poslizgu, co zostato zaznaczone wczes$nie;j.
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Parametry materialowe uzyte w symulacjach numerycznych zestawiono w tab. 7.1. Stale
sprezystosci ¢;; dla niklu przyjeto z literatury [49]. Parametry wystepujace w prawie umocnienia
zostaly wyznaczone na podstawie danych eksperymentalnych, jak opisano powyzej. Wspétczynnik
umocnienia utajonego przyjeto g = 1.4. Parametr a wystepujacy w réwnaniu (3.33) przyjeto réwny
0.33. Typowe wartosci parametru a dla krysztatéw fcc spotykane w literaturze przyjmuja warto-
Sci z zakresu od 0.30 do 0.36 [133]. Modut $cinania dla systeméw poslizgu typu (11 1)(110)
przyjeto na podstawie statych sprezystosci, u = (c11 — c12 + c44)/3. Ostatnim parametrem jest

dlugos¢ wektora Burgersa b = 0.248 nm, ktdra jest stata krystalograficzna.

Tabela 7.1: Parametry materialowe dla niklu.

i1 c12 C44 70 Timax o Orv q a u by
[GPa] [GPa] [GPa] [MPa] [MPa] [MPa] [MPa] [GPa] [nm]
246.5 1473 124.7 8 150 240 7.5 1.4 033 74.6  0.248

7.2 Model obliczeniowy zagadnienia wciskania klina

Celem stworzonego modelu obliczeniowego bylo przeprowadzenie symulacji eksperymentu
zaglebiania klina wykonanego z weglika wolframu w monokrysztat niklu, ktérych wyniki zo-
staly przedstawione w pracach [17, 132]. Eksperyment zostal zaprojektowany tak, aby wymusic¢
deformacje plastyczna w plaskim stanie odksztalcenia. Udalo si¢ to osiagnaé poprzez obcigzenie
klinem, ktérego krawedZ byta réwnolegta do kierunku krystalograficznego (1 10). W ten sposéb
deformacja plastyczna, zgodnie z przewidywaniami Rice’a [128], ma miejsce w ptaszczyZnie o nor-
malnej (1 10), co potwierdzaja wyniki pomiaréw obrotu sieci krystalograficznej z tej ptaszczyzny
metoda dyfrakcji elektronowej (EBSD) zaprezentowane w pracy [77]. Dzigki temu mozliwe byto
przeprowadzenie obliczeri zredukowanym do plaskiego stanu odksztalcenia modelem plastyczno-
Sci krysztaléw przedstawionym w podrozdziale 3.2.4, co znaczaco redukuje koszt numeryczny
w stosunku do pelnych obliczeri tréjwymiarowych.

Wykorzystujac symetri¢ rozpatrywanego zagadnienia, zamodelowano tylko potowe prébki
monokrysztatu niklu uwzgledniajac odpowiednie warunki brzegowe na osi symetrii. Zablokowano
przemieszczenie poziome oraz powigzano przyrosty poslizgéw plastycznych na efektywnych syste-
mach poslizgu A = 1,3 oraz zablokowano przyrosty poslizgéw plastycznych na systemie poslizgu
A =2, por. podrozdziat 3.2.4. Wystepowanie w spos6b jawny przyrostow poslizgéw plastycznych
wynika z przyjetego sposobu implementacji modelu plastycznos$ci krysztatow uwzgledniajacego
efekty gradientowe, ktéry zostal opisany w podrozdziale 3.2.6. Parametry materialowe przyjeto
takie jak zestawione w tab. 7.1, ktére uzyskano w wyniku kalibracji opisanej w podrozdziale 7.1.

Klin z weglika wolframu zamodelowano jako cialo sztywne. Ostra krawedzZ klina zastapiono

zaokragleniem, ktérego promien r przyjeto jako 1/10 zaglebienia klina £y, co przy zaglebieniu
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zastosowanym w eksperymentach [17, 132] daje r = 18.5 pm. Byt to najmniejszy stosunek 7/ gy,
dla ktérego udalo si¢ otrzymac¢ wyniki dla wszystkich trzech rozpatrywanych katéw rozwarcia kli-
na. W rzeczywistoSci promient wyokraglenia klina uzytego w eksperymentach byl zdecydowanie
mniejszy, bo wynosit tylko 100 nm [77]. Tym niemniej zastosowany promien wyokraglenia r jest
zdecydowanie mniejszy od tego, ktéry zostal uzyty w symulacjach numerycznych w pracy [17],
gdzie zastosowano promieft wyokraglenia r = 0.5/,,4,. Stosunek 7/h,,, = 0.1 zastosowano we
wszystkich symulacjach numerycznych, w szczegélnosci w modelowaniu efektéw skali przedsta-
wionym w podrozdziale 7.5 w celu zachowania geometrycznego podobieristwa.

Do opisu oddziatywan kontaktowych pomiedzy sztywnym klinem a monokrysztalem niklu
zastosowano sformutowanie kontaktowe bazujace na sformutowaniu typu mortar, ktérej szczegoty
teoretyczne i sposéb implementacji w MES opisano w podrozdziale 4.2.3. Zdecydowano si¢ na to
podejscie, poniewaz klasyczne sformulowanie node-to-segment okazato si¢ nieskuteczne w przy-
padku rozpatrywanego zagadnienia. Kontakt kolejnych weziéw z cialem sztywnym skutkowat
naglym skokiem w napre¢zeniu na powierzchni kontaktowej, co przektadalo si¢ na problemy ze
zbiezno$cia modelu plastycznosci krysztalow wzbogaconego o efekty gradientowe. Sformulowa-
nie typu mortar w sposob bardziej ptynny przekazuje naprezenia z klina na krysztat, co skutko-
wato znaczacym poprawieniem zbieznoSci w rozpatrywanym zagadnieniu. Wspétczynnik tarcia
pomiedzy klinem a krysztatem przyjeto f = 0.5. Wybdr wspdiczynnika tarcia poprzedzita analiza
wplywu wielkosci wspoétczynnika tarcia na otrzymywane wyniki, ktérej rezultaty zaprezentowano
w podrozdziale 7.3.2.

Po analizie wplywu regularyzacji warunkéw Schmida na otrzymywane wyniki i zbieznos¢,
ktérej wyniki przedstawiono w podrozdziale 7.3.1, wybrano regularyzacje typu rate-dependent.
Wyktadnik w funkcji okreslajacej predkos¢ poslizgu, por. (3.47), przyjeto m = 40, taki sam dla
wszystkich systeméw poslizgu, referencyjna predkosé poslizg yo = 1073 s~! oraz catkowity czas
zaglebiania klina t = 100s. Przy powyzszych parametrach otrzymano zadowalajacy kompromis
pomiedzy zbieznoScia procedury catkowania réwnan konstytutywnych a wptywem lepkosci na

maksymalna sile w trakcie zaglebiania klina.

10 hmaz 2 hmaz 1hmaz
!  —

Rysunek 7.2: Siatka elementéw skoriczonych uzyta w modelu obliczeniowym indentacji klinem o kacie

rozwarcia 90°.
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Rysunek 7.3: Efektywny poslizg plastyczny y po odciazeniu w przypadku zaglebienia £, = 185 umikata

rozwarcia klina 90° w zawezonym obszarze 10/, X 10k,

Siatke elementdw skoniczonych uzyta w obliczeniach dla kata rozwarcia klina 90° przed-
stawiono na rys. 7.2. Rozmiar obszaru najbardziej zageszczonej siatki elementéw skoriczonych
oraz rozmiar probki zalezy od danego kata rozwarcia klina « i zaglebienia hy,,,. Najbardziej
zageszczona siatka obejmuje kwadrat o boku B = 1.5 X max(Amax; dgeom), gdzie dgeom 0znacza

szeroko$¢ kontaktu wynikajaca z czystych rozwazan geometrycznych danych zaleznoscia

1 a
dge()m = (r (m — 1) + hmax) - tan (5) . (7.1)

Obszar kwadratowy, o tak wyznaczonym boku B, podzielono siatka 72 x 72 elementéw skoficzo-
nych, a wielko$¢ catej probki przyjeto 188 X 18B. Siatka wraz z oddalaniem si¢ od strefy kontaktu
jest rozrzedzana, tak by zmniejszy¢ koszt numeryczny otrzymanego rozwiazania. Jednocze$nie
przyjety catlkowity rozmiar probki krysztatu jest na tyle duzy, aby wptyw warunkéw brzego-
wych na spodzie i zewng¢trznej krawedzi probki na wyniki otrzymane w strefie duzych deformacji
plastycznych byl pomijalny. Na rys. 7.3 przedstawiono mape¢ konturowa efektywnego poslizgu
plastycznego w przypadku kata rozwarcia 90°, ktéra potwierdza, ze zdecydowana wigkszos¢ de-

formacji plastycznej ma miejsce w strefie zageszczonej siatki elementéw skoriczonych.

7.3 Studium wplywu wybranych parametréw na otrzymane wyniki

7.3.1 Regularyzacja warunku plastycznoSci

W literaturze wyréznia si¢ dwa dominujace podejscia do problemu niejednoznacznosci w wy-
borze zbioru aktywnych systemoéw poslizgu, ktére opisano w podrozdziale 3.2.5. Z punktu wi-
dzenia planowanych symulacji numerycznych przeanalizowano wptyw zastosowanej regularyzacji
oraz wplyw wyktadnikéw w obu regularyzacjach na otrzymywane wyniki. Do tego celu wybrano
przypadek wciskania klina o kacie rozwarcia réwnym 90° na glebokos¢ A,q = 185 um. Przeprowa-

dzono seri¢ symulacji numerycznych z uzyciem wyktadnika m = 20, 40, 100 w funkcji predkosci
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poslizgu (3.47) dla regularyzacji typu rate-dependent oraz z wyktadnikiem n = 6, 10, 20 w przy-
padku regularyzacji typu rate-independent, por. (3.48). Zastosowano model plastycznoSci krysz-
taléw wzbogacony o efekty gradientowe z parametrami materialowymi zestawionymi w tab. 7.1,

wspotczynnik tarcia w sformutowaniu kontaktowym typu mortar przyjeto f = 0.5.

——RD, m =20 ——RI,n=6

—experiment, corrected
200 f——RD, m = 40 ] 200 [——RD, m = 40 ] 200f ——RL n=10
—  |-—RL,n=20 —  |~---RD, m =100 — ----RI, n = 20
glso- 2150} §150
S~ ~ ~
Z. Z, Z.
q, 100 q, 100 o, 100
50 50 50 //
4
0 . 0 * 0 .
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
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(@) (b) ©

Rysunek 7.4: Krzywe sita—zaglebienie dla klina o kacie rozwarcia 90°: (a) poréwnanie krzywych otrzy-
manych przy zastosowaniu regularyzacji typu rate-dependent i rate-independent z krzywa
eksperymentalng; (b) wplyw wyktadnika m w regularyzacji typu rate-dependent; (c) wptyw

wyktadnika n w regularyzacji typu rate-independent.

W wyniku przeprowadzonych symulacji wykazano, ze wptyw metody regularyzacji oraz roz-
wazanych zakres6w wykltadnikéw m oraz n na otrzymywane wyniki jest niewielki. Na rys. 7.4
przedstawiono wyniki studium na przyktadzie krzywych sita-zaglebienie w przypadku analizo-
wanych metod regularyzacji oraz wyktadnikéw. R6znice pomiedzy poszczegblnymi wynikami sa
pomijalnie mate. Taki sam wniosek mozna wyciggnaé z poréwnania przebiegu kata obrotu sieci
krystalicznej wzdtuz przekroju poziomego na ustalonej gtebokosSci ponizej krawedzi klina, por.

podrozdziat 7.4, ktére przedstawiono na rys. 7.5.

Zuwagina fakt, ze wyniki otrzymane przy regularyzacji typu rate-dependent i rate-independent
nie r6znia si¢ od siebie znaczaco, postanowiono w obliczeniach uzywaé modelu typu rate-depen-
dent. Jest to podyktowane tym, ze w przypadku modelu plastycznosci krysztatéw wzbogaconego
o efekty gradientowe zredukowanego do ptaskiego stanu odksztalcenia, model typu rate-dependent
zapewnial lepsza zbiezno$¢. Réznica ta byta szczegdlnie wyrazna w przypadku badania efektéw
skali, kiedy prébka i zaglebienie ulegaly zmniejszaniu, co przektadato si¢ na wickszy udziat efek-
tow gradientowych w prawie umocnienia. Warto zauwazy¢, ze takich probleméw nie odnotowano
w pracy [140], gdzie analizowano efekty skali z regularyzacja typu rate-independent w przy-
padku petnego modelu tréjwymiarowego. We wszystkich analizach przedstawionych w niniejszej

rozprawie stosowano model typu rate-dependent o wyktadniku m = 40.
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Rysunek 7.5: Obrét sieci krystalicznej w w przypadku klina o kacie rozwarcia 90°, por. rys. 7.11: (a) po-
réwnanie krzywych otrzymanych przy zastosowaniu regularyzacji typu rate-dependent i ra-
te-independent z krzywa eksperymentalna; (b) wptyw wyktadnika m w regularyzacji typu

rate-dependent; (c) wptyw wykladnika n w regularyzacji typu rate-independent.

7.3.2 Wspélczynnik tarcia

Przeanalizowano wplyw wspéiczynnika tarcia pomiedzy klinem a krysztatem niklu na otrzy-
mywane wyniki dla czterech wartoSci wspoétczynnika tarcia f: 0.1, 0.3, 0.5 i 0.7. Do analizy
pordwnawczej wybrano przypadek klina o kacie rozwarcia 90° i zaglebienie A4, = 185 um,
co odpowiada wartosci uzytej w eksperymencie, por. podrozdziat 7.4. Zastosowano model pla-
stycznosci krysztatéw wzbogacony o efekty gradientowe z regularyzacja warunkéw Schmida typu
rate-dependent. Zdecydowano si¢ na model ze wzbogaceniem gradientowym z uwagi na moz-
liwy wplyw wspétczynnika tarcia na wystapienie dodatkowych efektéw umocnienia w warstwie
brzegowej w wyniku przylegania klina do krysztatu.

Narys. 7.6a przedstawiono wptyw wspétczynnika tarcia na krzywe sita—zaglebienie. W global-
nej odpowiedzi wpltyw wspéiczynnika tarcia jest pomijalny. Jednak poréwnujac deformacje krysz-
talu bezposrednio pod klinem, por. rys. 7.7, wptyw wspdiczynnika tarcia jest znaczny. W przypadku
f = 0.1 siatka elementéw skoriczonych jest silnie zdeformowana w poblizu zaokraglenia krawedzi
klina, co wskazuje na duzy poslizg krysztatu wzdtuz powierzchni kontaktu. Wraz ze zwigkszajacym
sie wspolczynnikiem tarcia zaczyna dominowac przyleganie krysztatu do wgtebnika. Dla f = 0.5
i f = 0.7 deformacja w bezposrednim otoczeniu klina jest identyczna, dlatego deformacja dla
f = 0.7 nie zostata pokazana jako nic nie wnoszaca. Powyzsze spostrzezenia potwierdzaja mapy
konturowe kata obrotu sieci krystalicznej w przedstawione na rys. 7.8 oraz szczegdlowy prze-
bieg w wzdluz poziomej linii pod wglebnikiem w konfiguracji odksztalconej przedstawiony na
rys. 7.6b. Linie oraz mapy konturowe przedstawiajace kat obrotu sieci krystalicznej dla f = 0.5

i 0.7 pokrywaja si¢. Natomiast dla f = 0.1 mozna zauwazy¢ wyrazne zaburzenie w rozkladzie
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Rysunek 7.6: Wptyw wspdlczynnika tarcia f na: (a) krzywa sita—zaglebienie dla klina o kacie rozwarcia

90°; (b) obrdt sieci krystalicznej w wzdtuz poziomej linii ponizej wglebnika, por. rys. 7.11b.

@ f=0.1 (b) f=03 () £=05
Rysunek 7.7: Zdeformowana siatka elementéw skoriczonych w bezposrednim otoczeniu wglebnika dla

(@ f=0.1;(b) f=03i(c) f =0.5.

wnarys. 7.817.6b.

W wyniku analizy poréwnawczej stwierdzono niewielkie réznice w wynikach dla f w za-
kresie od 0.3 do 0.7, ze szczeg6lnym naciskiem na wtasciwie brak réznic w przypadku dwoéch
najwickszych wspétczynnikéw tarcia. Ponadto nalezy zaznaczy¢, ze warto$¢ f = 0.1 jest mato

realistyczna. We wszystkich dalszych obliczeniach w niniejszej rozprawie uzywano wspétczynnika
tarcia f = 0.5.
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7.4 Poréownanie wynikow symulacji numerycznej i eksperymentow

7.4.1 Obroty sieci krystalicznej

W tym i nastgpnym podrozdziale przedstawiono wyniki symulacji numerycznych wciska-
nia klinéw o kacie rozwarcia 60°, 90° i 120° w monokrysztal niklu i poréwnano otrzymane
rezultaty z wynikami eksperymentalnymi przedstawionymi w pracach [17, 132]. Szczeg6ly stwo-
rzonego modelu numerycznego przedstawiono w podrozdziale 7.2. W tym podrozdziale gtéwny
nacisk potozono na poréwnanie wynikéw symulacji z danymi eksperymentalnymi przedstawiony-
mi w pracy [17]. W pracy [17] analizowano kat obrotu sieci krystalicznej w przy pomocy dyfrakcji
elektronowej (EBSD) w przypadku trzech réznych katéw rozwarcia klina. Oprécz tego w pra-
cy [17] przedstawiono krzywe sita-zagtebienie, ktére takze stanowia cenne dane eksperymentalne.
Ponadto autorzy przedstawili wyniki symulacji klasycznym modelem plastycznosSci krysztatéw,
ktore nie beda analizowane w niniejszej rozprawie.

Autorzy podali maksymalne zaglebienie #,,,, zastosowane w eksperymencie jako 200 um.
Jednak po przeanalizowaniu krzywych sita-zaglebienie zaobserwowano, por. rys. 7.9, Ze sztyw-
no$¢ w trakcie odcigzania jest zbyt mata. Prawdopodobna przyczyna zbyt malej sztywnosci jest
podatno$¢ aparatury badawczej. Zakladajac, ze rzeczywista sztywno§$¢ krysztatu jest zblizona do
tej otrzymanej w wyniku analizy numerycznej dla przypadku wciskania klina o kacie rozwarcia
120°, skorygowano wartosci /1,4 = 200 um do 185-190 um. Wyniki eksperymentalne przed i po
korekcie dla wszystkich trzech analizowanych katéw rozwarcia klina przedstawiono na rys. 7.9.
Wszystkie obliczenia, ktérych wyniki byly poréwnywane z wynikami eksperymentalnymi, prze-
prowadzono przy zaglebieniu 185 um niezaleznie od kata rozwarcia klina.

Poréwnanie otrzymanych w wyniku symulacji numerycznych krzywych sita-zaglebienie z wy-
nikami eksperymentalnymi przedstawiarys. 7.9. Tak jak opisano to w podrozdziale 7.1, poczatkowe

naprezenie plyniecia 1o zostalo wyznaczone na podstawie krzywej sita-zaglebienie dla kata 120°.
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Rysunek 7.9: Krzywe sita—zaglebienie otrzymane z zastosowaniem modelu plastycznosci krysztaléw bez
oraz z efektami gradientowymi poréwnano ze skorygowanymi danymi eksperymentalnymi

z pracy [17]. Pokazano takze krzywe eksperymentalne bez korekty aby zilustrowaé réznice.

Krzywe dla kata 60° i 90° zostaly uzyskane dla tych samych parametréw materiatowych, a wiec sg to
przewidywania modelu. Otrzymane krzywe potwierdzaja poprawno$¢ wyznaczonych parametrow
materiatowych.

Na rys. 7.9 pokazano wyniki numeryczne zaréwno uwzgledniajace efekty gradientowe, jak
i przy uzyciu klasycznego modelu plastycznosci krysztaléw. Uwzgledniajac efekty gradientowe
réznica w maksymalnej sile przy zaglebieniu Ay, = 185 um jest niewielka i wynosi okoto 2.5%.
Biorac pod uwage, ze analizowane zaglebienie jest do$¢ duze, niewielka réznica przy zastosowa-
niu modelu plastycznosci krysztatéw wzbogaconego o efekty gradientowe jest uzasadniona. Efekty
skali spodziewane s3 przy duzo mniejszym zaglebieniu, np. w przypadku wciskania klina w mo-
nokrysztal glinu, efekty skali w twardoS$ci zaczynaja by¢ zauwazalne dopiero przy zaglebieniach
mniejszych niz 10 um [15]. Podobnie w przypadku tréjwymiarowym przy pomiarze twardoSci
metoda Berkovicha lub typu Brinella, efekty skali byly odnotowywane przy zaglebieniach co naj-
mniej rzad mniejszych [95, 143] niz analizowane w tym podrozdziale zaglebienie /., = 185 um.
Analize efektéw skali na bazie zbudowanego modelu numerycznego przedstawiono w podroz-
dziale 7.5. Przeprowadzone studium potwierdza, ze efekty skali zaczynaja by¢ widoczne przy
zagtebieniach ponizej 50 um.

Na rys. 7.10 przedstawiono odksztalcong siatke elementéw skoriczonych w bezposrednim
sasiedztwie klina po odcigzeniu. Wrysowane kontury wglebnikéw ilustruja kat rozwarcia oraz
stosunek promienia wyokraglenia krawedzi klina do zaglebienia r/h,,,, = 0.1. W szczegdlnosci
rys. 7.10c pokazuje, ze dla kata rozwarcia 120° wplyw zaokraglenia na deformacje krysztatu jest
najmniejszy i dlatego wtasnie ten przypadek zostat uzyty do kalibracji poczatkowego naprezenia
plynigcia 9. W przypadku klina o kacie rozwarcia 60°, od razu mozna zauwazy¢ duze deformacje

plastyczne oraz znaczny wplyw zaokraglenia na geometri¢ klina.

Narys. 7.11 przedstawiono poréwnanie obrotéw sieci krystalicznej w otrzymanych w wyniku
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Rysunek 7.10: Odksztalcona siatka elementéw skoriczonych w otoczeniu klina.

symulacji do wynikéw eksperymentalnych otrzymanych metoda dyfrakcji elektronowej (EBSD)
w pracy [17]. Pole obrotu sieci krystalicznej wyznaczono z wynikow MES jako w = w3 =
arcsin(R;1 ), gdzie R* = F*(U¢)7!, por. (3.20). Otrzymane numerycznie mapy konturowe obrotéw
sieci krystalicznej do$¢ dobrze oddaja gtéwne cechy i wartoSci obserwowane eksperymentalnie.
Ponadto poréwnano przebieg w wzdtuz poziomej linii w konfiguracji odksztalconej z wynikami
przedstawionymi w pracy [17]. Niestety w cytowanej pracy nie podano doktadnego polozenia linii,
wzdtuz ktérej dokonano pomiaru. W zwigzku z powyzszym potoZzenie poziomej linii prezentujace;j
wyniki numeryczne dobrano tak, by uzyskac¢ najlepsza zgodno$¢ z wynikami eksperymentalnymi,
a jej potozenie wskazano cienka linia na mapie konturowej wynikéw numerycznych. Ponownie
ksztalt i warto$ci przebiegu kata obrotu sa wigcej niz zadowalajace, a réznica pomi¢dzy mode-
lem plastyczno$ci krysztaléw bez i z uwzglednieniem efektéw gradientowych jest niewielka. Na
koniec nalezy nadmieni¢, ze zaburzenia w widoczne na liniach przebiegu otrzymanych ekspery-
mentalnie s3 wynikiem niejednorodnosci deformacji plastycznej, ktérej fenomenologiczny model

plastycznosci krysztalow nie jest w stanie odwzorowac.

7.4.2 Gestos¢ dyslokacji geometrycznie niezbednych

W pracy [132] otrzymane eksperymentalnie obroty sieci krystalicznej [17] poddano dodatkowe;j
analizie. Zostaly wyznaczone pochodne obrotéw sieci krystalicznej wzgledem zmiennych prze-
strzennych, ktére wykorzystano do wyznaczenia sktadowych tensora gestosci dyslokacji « (tensor
Nye’a). Sposéb wyliczenia sktadowych tensora Nye’a na podstawie krzywizn (pochodnych katéw
obrotu sieci krystalicznej) oraz transformacja do uktadu odksztatconego zostala szczegétowo omé-
wiona w pracy [76]. Na podstawie tensora Nye’a @ mozna wyznaczy¢ wektor B = an nazywany
w literaturze inzynierii materialowej net Burgers vector density. Norma wektora B jest utoz-
samiana z suma dtugosci wszystkich wektoréw Burgersa dyslokacji geometrycznie niezbednych,
przecinajacych ptaszczyzne o normalnej n odniesiong do jednostki powierzchni. Zalozony w zredu-

kowanym modelu plastycznoSci krysztatéw plaski stan odksztatcenia dotyczy rowniez odksztalcen
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do wynikéw eksperymentalnych z pracy [17] (lewa kolumna). W prawej kolumnie przed-

stawiono przebieg w wzdluz poziomej linii zaznaczonej na mapach w §rodkowej kolumnie.

Wspétrzedne x; sa znormalizowane przez zaglebienie h,,,, (0znaczone a w pracy [17]).
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Rysunek 7.12: Rozktad dyslokacji geometrycznie niezbednych (GNDs) w otoczeniu klina 90°: (a) dlu-
gos¢ wektora |B| przedstawiona w pracy [132]; (b) norma tensora gestosci dyslokacji |G|

przewidziana przez model plastycznosci krysztatéw z efektami gradientowymi.

plastycznych, tj. sktadowa czeSci plastycznej gradientu predkosci L§’3 = 0, co wynika wprost
z zatozonej kinematyki, por. tab. 3.2 i 3.3. Bioragc pod uwage powyzsze oraz pomijajac wplyw
odksztalcen sprezystych, tensor Nye’a ma tylko dwie niezerowe skladowe @13 ~ —dws/0x; oraz
a3 & —0ws[0x; [76, 132]. W plaszczyZnie deformacji plastycznej n = ez, wektor B = (a3, @23,0)
w pelni odzwierciedla niekompatybilno$¢ deformacji plastycznej oraz gestos¢ dyslokacji geome-
trycznie niezbednych (w ptaskim stanie odksztalcenia |[B| = [|a||). Na rys. 7.12a przedstawiono
mape konturowa |B| zaczerpnieta z pracy [132], ktéra wyznaczono na podstawie danych ekspery-

mentalnych dla klina 90°.

Odpowiednikiem tensora Nye’a @ w skoriczonych deformacjach jest tensor gestosci dyslokacji
G [13]. Mapg konturowa normy tensora G bedaca wynikiem symulacji dla klina 90° przedsta-
wiono na rys. 7.12b. Na marginesie nalezy nadmieni¢, ze model numeryczny nadal wykorzystuje
warunki symetrii pozwalajace na modelowanie tylko potowy krysztatu niklu, a wyniki dla x; < 0
sa reprodukowane na podstawie dostepnych wynikéw dla x; > 0. Zgodno$¢ z wynikami eks-
perymentalnymi przedstawionymi na rys. 7.12a jest zadowalajaca. Zaréwno rozktad, jak i rzad
wielko$ci gestoSci dyslokacji geometrycznie niezbednych otrzymany w wyniku symulacji jest po-
réwnywalny do wynikéw eksperymentalnych. Na rys. 7.12a po raz kolejny mozna zaobserwowac
niejednorodno$¢ deformacji plastycznej, ktérej fenomenologiczny model plastycznoSci krysztaléw
nie jest w stanie odwzorowac¢. Uzyskana w symulacji warto$¢ gestosci dyslokacji geometrycznie
niezbgdnych wyrazona przez ||G|| jest niedoszacowana z powodu niewystarczajacej gestosci siatki
elementéw skoriczonych oraz z powodu niejednorodnosci deformacji plastycznej. Tym niemniej
najwicksze wartoSci gestoSci dyslokacji geometrycznie niezbednych w obu przypadkach mozna

zaobserwowac na osi symetrii, gdzie nastepuje gwaltowna zmiana kata obrotu sieci krystaliczne;j.
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Tensor gestosci dyslokacji G wyznaczono catkujac é, czyli plastycznie konwekcyjng pochodng
G, por. réwnanie (3.36). Wielkos¢ G jest elementem modelu plastycznosci krysztatéw wzboga-
conego o efekty gradientowe i jest uzywana do wyznaczenia efektywnego gradientu predkoSci
poslizgu y wedlug zaleznosci (3.35).

W pracy [132] wyznaczono réwniez wielkoS¢ 8 = arctan(ozé3 ] 3) charakteryzujaca kierunek
wektora B, gdzie sktadowe ai'j odnosza si¢ do posSredniej, lokalnej konfiguracji odpowiadajacej
odksztatconej plastycznie sieci krystalicznej. Wyznaczone w konfiguracji odksztatconej sktadowe
tensora Nye’a «;; nalezy obrdcic¢ o kat obrotu sieci krystalicznej zgodnie z zasadami rachunku ten-
sorowego. Szczegodly transformacji mozna znaleZ¢ w pracy [132]. Nastepnie tak wyznaczone pole 8
zostalo wygladzone, aby mdc przeanalizowaé granice pomiedzy strefami o dominujgcej orientacji,
ktdra jest powigzana z aktywnos$cig dominujacych w danej strefie systemow poslizgu. Narys. 7.13a
przedstawiono, otrzymana w wyniku eksperymentu i wyzej opisanej obrobki, mape orientacji 8 dla
klina 90°. Natomiast w przypadku skoriczonych deformacji, kierunek wektora B wyznaczaja dwie,
niezerowe sktadowe tensora dyslokacji G, tj. 8 = arctan(G,3/G13). Wyznaczone w ten sposob pole

orientacji wektora B, uzyskane w obliczeniach, przedstawiono na rys. 7.13b.
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Rysunek 7.13: Orientacja wektora B wyrazona przez kat § w przypadku klina 90°: (a) wyniki eksperymen-

talne przedstawione w pracy [132]; (b) wyniki symulacji numerycznej.

Dokladniejsze, jakoSciowe pordwnanie wynikéw numerycznych i eksperymentalnych S przed-
stawiono narys. 7.14. Przebieg zmiennosci kata 8 przedstawiono wzdtuz tukéw kotowych, ktérych
poczatek lezy na osi symetrii (kat odniesienia 8 = —90°), a koniec na powierzchni odksztatconego
krysztatu (6 ~ 0°). Srodek tuku kotowego lezy na przecieciu osi symetrii i powierzchni nieod-
ksztatconego krysztatu, por. rys. 7.13. Najmniejsza zgodno$¢ w przebiegu S otrzymano w poblizu

krawedzi klina, tj. dla promieni R = 1.5 Ay i R = 2 hyyqy. Prawdopodobna przyczyna tej roz-
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bieznosci jest promien wyokraglenia krawedzi klina, ktéry w symulacji jest dwa rzedy wielkoSci
wiekszy niz ten rzeczywiscie zastosowany w eksperymencie. W przypadku wigkszej odleglosci
od krawedzi klina, dla R = 2.5 hyax i R = 3 hyyy, otrzymane wyniki sa zgodne z wynikami
eksperymentalnymi, co moze stanowi¢ potwierdzenie tezy o wplywie zaokraglenia na wyniki
w bezposrednim sasiedztwie krawedzi klina. Ponadto, po raz kolejny, wplyw zastosowania modelu
plastycznos$ci krysztatéw z efektami gradientowymi byt niewielki na otrzymywane wyniki przy

analizowanym zaglebieniu /4,4, = 185 um.
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Rysunek 7.14: Poréwnanie przebiegu kata 8 wzdtuz tukéw kotowych o promieniu R dla klina 90° otrzy-

manych eksperymentalnie [132] i wynikéw numerycznych.

Podsumowujac, przedstawione w tym i poprzednim podrozdziale wyniki symulacji wciskania
klina w monokrysztat niklu przy zastosowaniu modelu plastycznos$ci krysztatow z i bez efektéw
gradientowych wykazywaty dobra zgodno$¢ z wynikami eksperymentalnymi. Poréwnano krzywe
sita-zaglebienie, rozktad kata obrotu sieci krystalicznej i wskaZznikéw niekompatybilnosci defor-
macji plastycznej. W pracach [17, 126, 132] takze modelowano zagadnienie wciskania klina, jednak
zgodnos$¢ uzyskana przez autoréw byla gorsza od tej zaprezentowanej w niniejszej rozprawie i pracy
Lewandowski i Stupkiewicz [86]. Prawdopodobna przyczyna otrzymania tak dobrej zgodnosci byta
konsystentna redukcja modelu tréjwymiarowego do plaskiego stanu odksztatcenia uwzgledniajaca
krystalograficzne pochodzenie efektywnych systeméw poslizgu nie tylko w warunku plastyczno-

Sci, ale takze w prawie umocnienia, por. podrozdziat 3.2.4. Dodatkowym atutem przedstawionych
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wynikéw jest staranna kalibracja stalych materiatowych niklu, por. podrozdziat 7.1, ktéra jest klu-
czowa do poprawnego zachowania si¢ modelu plastycznosci krysztatéw wzbogaconego o efekty
gradientowe. Gwoli przypomnienia, zmienna dtugos$¢ charakterystyczna £ wystgpujaca w modelu
zalezy bezposrednio od modutu umocnienia 6 i aktualnego naprezenia ptyniecia 7, por. podrozdziat
3.2.3. Ponadto efektywna implementacja modelu w systemie MES AceFEM/AceGen i zastosowa-
nie modelu kontaktowego, bazujacego na sformutowaniu mortar, pozwolita na zastosowanie gestej

siatki elementow skoriczonych i stosunkowo matego promienia wyokraglenia.

7.5 Efekty skali

Zaglebienie h,,,, = 185 pm, ktérego uzywano w eksperymencie jest stosunkowo duze, przez co
efekty skali sa wlasciwie pomijalne. Potwierdzaja to niewielkie réznice w otrzymanych wynikach
numerycznych przy zastosowaniu modelu plastycznoSci krysztatow z i bez efektéw gradientowych,
por. podrozdziat 7.4. Z tego powodu w tym podrozdziale zostana przedstawione przewidywane
efekty skali wymiarowej przy coraz mniejszym zaglebianiu klina w monokrysztat niklu, ktére
otrzymano przy zastosowaniu modelu plastycznosci krysztaléw wzbogaconego o efekty gradien-
towe. Niestety otrzymanych wynikéw nie bedzie mozna odnie$¢ do wynikéw eksperymentalnych,
poniewaz nie przeprowadzono takich badari dla monokrysztatu niklu. Jedyna praca, w ktérej badano
eksperymentalnie efekty skali w ptaskim stanie odksztatcenia, dotyczy monokrysztatu glinu [15].
Przedstawiono w niej szereg krzywych sita-zaglebienie tylko dla jednego z trzech analizowanych
katéw rozwarcia klina. Pozostate wyniki dotyczace twardoSci sa wynikiem nie tylko ekspery-
mentu, ale takze pewnego modelu analitycznego, ktory szacuje szeroko$¢ kontaktu, bazujac na
klasycznym rozwigzaniu znanym z teorii sprezystosci. Niestety to oraz fakt, ze nie podano zadnych
danych dotyczacych monokrysztatu glinu (jak chociazby stopienl czystosci) utrudnia poprawna
identyfikacje parametrow materiatowych i odniesienie si¢ do wynikéw eksperymentalnych.

W celu przebadania efektéw skali przeprowadzono seri¢ symulacji wciskania klina w mo-
nokrysztat niklu dla zagtebiefi A, 0d 200 um do 1 pm i dla trzech katéw rozwarcia klina 60°,
90° i 120°. Jak juz wspomniano w podrozdziale 7.2, stosunek promienia wyokraglenia klina do
zaglebienia jest staly i wynosi r/h,,4e = 0.1. Podobnie rozmiar prébki, a przez to siatka elemen-
téw skoniczonych, jest skalowana liniowo z analizowanym zaglebieniem #,,,,,. Dzieki powyzszym
zabiegom zachowane jest samopodobieiistwo geometryczne wszystkich symulacji dla klina o zada-
nym kacie rozwarcia. Dtugo$¢ charakterystyczna I, wystepujaca w réwnaniu (3.53), uSredniajagcym
przyrosty poslizgéw plastycznych, przyjeto réwna rozmiarowi elementu skonczonego /.. W ten
sposéb diugo$¢ charakterystyczna [, nie jest parametrem materialowym, lecz parametrem nu-
merycznym, rzeczywiScie odpowiadajagcym za uSrednianie przyrostow poslizgéw plastycznych
w obrebie najblizszego sasiedztwa danego elementu skoficzonego. Poréwnanie z podejSciem,

w ktérym /5, jest stata materialowa niezalezng od wielkoSci elementu skoriczonego, przedstawiono
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w podrozdziale 7.5.1.
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Rysunek 7.15: Wptyw zaglebienia 5y, na znormalizowane krzywe sita—zaglebienie.

Znormalizowane krzywe sita-zaglebienie przedstawiono na rys. 7.15. Zar6éwno site P, jak
i aktualne zaglebienie h, przeskalowano przez maksymalne zaglebienie /. Efekt skali ujawnia
si¢ w postaci wzrostu maksymalnej znormalizowanej Sity Pqx/fmax PrZy zmniejszajacym sig
zaglebieniu Ay, co mozna zaobserwowac w przypadku wszystkich trzech katéw rozwarcia klina.
Znormalizowana maksymalna sita P, przy zmniejszeniu zagltebienia h,,,, z 200 pm do 1 um,

wzrasta okoto 2.5-krotnie.
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Rysunek 7.16: Przewidziany efekt skali w twardosci przy zaglebianiu klina: twardo$¢ H (a) i znormalizo-
wana twardos$¢é H/Hy (b) w zalezno$ci od zaglebienia h,y,, oraz znormalizowana twardo§é

H/Hy w zaleznoSci od szerokos$ci kontaktu d (c).

Efekt skali jest jeszcze bardziej widoczny gdy przeanalizuje si¢ twardo$¢. Na rys. 7.16a przed-
stawiono twardo$¢ H = P,,/d w funkcji maksymalnego zagltebienia h,,,y, gdzie P, 0zZnacza
maksymalna site dla danego /.y, a d oznacza szeroko$¢ kontaktu. Szerokos¢ kontaktu d wy-
znaczono jako odleglo$¢ poziomg pomigdzy punktami zerowania si¢ ciSnienia kontaktowego na
koncu $ciezki obciazenia, tj. gdy P = Py i h = hypgy, por. rys. 7.10b. Tak wyznaczona szeroko$¢
kontaktu jest oczywiScie obarczona niepewnos$cia rzedu potowy wielkosci elementu kontakto-

wego, d + 0.5h,;, z uwagi na zastosowane kwadratowe funkcje interpolacji przemieszczeri. Na
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rys. 7.16a przedstawiono twardo§¢ H w funkcji maksymalnego zaglebienia 4.y, a na rys. 7.16b
przedstawiono wzgledny wzrost twardosci H/Hy, gdzie Hy oznacza twardo$¢ dla najwiekszego
zaglebienia £,,,, = 200 um. Najwiekszy wzrost twardo$ci, wynoszacy okoto 4.2, odnotowano dla
klina 60°, a najmniejszy, wynoszacy okoto 3.6, dla klina 120°. T¢ tendencj¢ potwierdzaja wyniki
eksperymentalne dla glinu przedstawione w pracy [15], gdzie réwniez dla klina o mniejszym kacie
rozwarcia obserwowane efekty skali byly najwicksze. Ciekawa cecha ujawnila sie, gdy przed-
stawiono wzgledny wzrost twardosci H/Hy w funkcji szerokosci kontaktu d. W tym przypadku
krzywe dla wszystkich trzech katéw rozwarcia klina w przyblizeniu naktadaja si¢ na siebie, por.
rys. 7.16c¢.

Nix i Gao [106] stworzyli fenomenologiczny model opisujacy efekty skali w przypadku wci-
skania wglebnika stozkowego. Zaktadajac wyidealizowany rozktad dyslokacji geometrycznie nie-
zbednych, model ten przewiduje, ze kwadrat wzglednej twardoSci jest liniowa funkcja zagltebienia
(H/Hy)* = 1 + h*|hya, gdzie h* jest pewna charakterystyczna dlugoscia. Zaleznos$é kwadra-
tu wzglednej twardoSci od odwrotnosci zaglebienia otrzymana na podstawie wynikéw symulacji
przedstawiono narys. 7.17. RzeczywiScie w zakresie analizowanych zaglebief 4,,,,y, otrzymana za-
leznos¢ jest w przyblizeniu liniowa dla wszystkich trzech katéw rozwarcia klina. Jednak dla bardzo
matych zaglebien, ktérych nie udato si¢ zasymulowac z uzyciem aktualnego modelu plastyczno-
$ci z efektami gradientowymi, obserwuje si¢ w eksperymentach [np. 119] zalezno$¢ pomiedzy
(H/Hp)* a odwrotnoscig zagltebienia k4, ktéra odbiega od liniowej zaleznosci przewidzianej

przez model Nixa i Gao [106].
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151 —4&—90° wedge
—-120° wedge

101

(H/Ho)*

0 Ex 1 1 1 1
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Rysunek 7.17: Zaleznos¢ kwadratu znormalizowanej twardosci (H/Hy)? od odwrotnosci zaglebienia /.

Narys. 7.18 przedstawiono wplyw efektéw skali na odcisk wgtebnika po odciazeniu. Dla mniej-
szych zaglebiefi 4,4y, Znormalizowana szeroko$¢ kontaktu d/ h,,,, zmniejsza si¢, co bezposrednio
przektada si¢ na wigkszy wzrost twardoSci (okoto 4-krotny) niZ znormalizowanej maksymalnej
sity Ppax/himax (0kolo 2.5-krotny), por. rys. 7.15. Ponadto przy zmniejszajacym si¢ zaglebieniu,
odpowiednio znormalizowana powierzchnia krysztalu poza miejscem bezposredniego kontaktu
zapada si¢ bardziej niz w przypadku wigkszych zaglebien. Zjawisko to nazywane jest w literaturze

sink-in. Podobne rezultaty otrzymano przy zastosowaniu modelu wzbogaconego o efekty gradien-
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towe w trojwymiarowym zagadnieniu wciskania kulki w monokrysztat miedzi o orientacji (1 00)

w pracy [140].
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Rysunek 7.18: Wptyw zaglebienia 5y, na odcisk klina i profil powierzchni krysztatu po odciazeniu.
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Rysunek 7.19: Wptyw zaglebienia £, na rozklad obrotu sieci krystalicznej dla klina 90°.

Wplyw efektéw gradientowych w prawie umocnienia na kat obrotu sieci krystalicznej poka-
zano na rys. 7.19. Wybrano przypadek klina o kacie rozwarcia 90° i pig¢ zaglebieft hyq,: 200,
20, 5, 2 i 1 ym. Efekty gradientowe nie maja zasadniczo wptywu na ksztalt rozkladu kata obrotu
sieci krystalicznej, na ktérym wystepuja dwa wyraZne pasma o ujemnym i dodatnim kacie obrotu.
Natomiast wraz ze zmniejszajacym si¢ zaglebieniem, zmniejsza si¢ zasieg ekstremalnych wartoSci
kata obrotu sieci krystalicznej. Taki sam efekt wystepuje w przypadku klinéw o kacie rozwarcia
60° i 120°. Ponadto rys. 7.19 przedstawia jeszcze jeden efekt, ktory nalezy oméwic. Otdz przy
zmniejszajacym si¢ zaglebieniu pojawiaja si¢ oscylacje kata obrotu sieci krystalicznej na dtugosci
pasma dodatniego obrotu. Oscylacje sa bardzo wyrazne dla zaglebienia A, = 1 pm, ale réwniez
w przypadku 2 um s3 juz zauwazalne. O ile niejednorodnos$¢ deformacji plastycznej jest zjawi-
skiem fizycznym, ktére obserwuje si¢ eksperymentalnie wiasciwie w kazdej skali, o tyle widoczne
na rys. 7.19 oscylacje sa artefaktem numerycznym. Wskazuje na to fakt, ze oscylacje pojawiaja
si¢ w regularnych odstgpach powiazanych z wielkos$cia elementéw skoriczonych. Prawdopodobna
przyczyna wystepowania tych artefaktow jest niedostateczna regularyzacja, wprowadzona do mo-

delu za pomocg réwnania usredniajacego przyrosty poslizgéw plastycznych (3.53) oraz powigzanie
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dlugos$ci charakterystycznej /;, z rozmiarem elementu skoficzonego h,;. Potwierdzeniem tej tezy
sa wyniki przedstawione na rys. 7.22 w podrozdziale 7.5.1, gdzie przy wigkszych dlugosciach
charakterystycznych /;, oscylacje sa mniejsze, a nawet zanikaja. Z powodu oscylacji dla zagltebieri
hmax = 1 pm i 2 um nalezy do tych wynikéw podchodzi¢ z pewna doza nieufnosci, pomimo ze
pozostale rezultaty dotyczace twardosci i maksymalnej sily wydaja si¢ by¢ zgodne z ogélnym

trendem wyznaczonym przez wyniki dla pozostatych zaglebieri.
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Rysunek 7.20: Wptyw zaglebienia £,,,, na norme tensora dyslokacji ||G|| dla klina 90°.

Efekty skali sa szczegblnie widoczne na rys. 7.20, na ktérym przedstawiono gestoS¢ dyslokacji
geometrycznie niezbednych wyrazong przez normg tensora gestosci dyslokacji ||G|| w przypadku
klina 90° przy zmniejszajacym si¢ zaglebieniu hy,,,. Poniewaz tensor G jest obliczany na pod-
stawie gradientéw poslizgéw plastycznych, wigc norma tensora G jest odwrotnie proporcjonalna
do maksymalnego zagtebienia /.. Wtasnie to skalowanie jest Zrédtem dodatkowego umocnienia
wynikajacego z dyslokacji geometrycznie niezbednych. Wplyw umocnienia zaleznego od dysloka-
cji geometrycznie niezbednych uwidacznia si¢ poprzez zmiang rozktadu ||G|| przy zmniejszajacym
sie zagtebieniu, co mozna zauwazy¢ na rys. 7.20. Nalezy podkresli¢, Zze na rys. 7.20 skala odnie-
sienia zmienia si¢ odwrotnie proporcjonalnie do zaglebienia, a wigc réznica w rozkladzie ||Gl|
wynika ze zmiany mechanizmu plastycznego plynigcia. Ponownie na rys. 7.20c widoczne sg oscy-
lacje, ktére mozna bylo zauwazy¢ na mapie obrotu sieci krystalicznej na rys. 7.8d, choé¢ w tym

przypadku sa mniej wyraZne.

7.5.1 Wplyw dlugosci charakterystycznej /;,

W tym podrozdziale przeanalizowano wplyw dlugo$ci charakterystycznej /;, wystepujacej
w réwnaniu usredniajacym (3.53) na otrzymywane wyniki przy zastosowaniu modelu plastycznosci
krysztaléw z efektami gradientowymi.

Studium przeprowadzono dla klina o kacie rozwarcia 120°, poniewaz w tym przypadku od-
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ksztalcenia plastyczne w bezposrednim sasiedztwie klina nie sa tak duze jak w przypadku katéw 60°
i 90°. Dzigki temu obserwowane oscylacje w rozktadzie kata obrotu sieci krystalicznej w gtéwnej
mierze sa skutkiem parametru numerycznego /j,, wystepujacego w rownaniu usredniajagcym (3.53).
Przeanalizowano w sumie cztery przypadki. W dwoéch przypadkach, I, = he il = 2 hey, przyjeto
ze dlugo$¢ charakterystyczna [;, jest parametrem numerycznym zaleznym od rozmiaru elemen-
tu skorficzonego h,;, a przez to zaleznym od zaglebienia h,,,,. Natomiast w pozostatych dwéch
przypadkach przyjeto, ze dtugos¢ charakterystyczna [, = 50nm i /;, = 100 nm, przez to czyniac ja
parametrem materialowym niezwigzanym z rozmiarem elementu skoficzonego i zaglebieniem. Dla
poréwnania, w przypadku zagtebienia 4,,,,c = 1 um, rozmiar najmniejszego elementu skoficzonego

w okolicy klina wynosi w przyblizeniu 37 nm.

-1, = hy -1, = hy
4r —&— I, =2hy ] 4r —&— 1), =2hy
——[; = 50nm
@, = 100nm ]

——[;, =50nm
—@—1[;, = 100 nm ]

H/Hy

1 5 10 50 100 1 5 10 50 100
hmaz [nm] d [pm]
(@) (b)
Rysunek 7.21: Wplyw dlugosci charakterystycznej [, w przypadku klina 120° na przewidywany wzrost

twardo$ci w zalezno$ci od zaglebienia A, (a) i szerokosci kontaktu d (b).

Na rys. 7.21 przedstawiono zalezno$¢ znormalizowanej twardosci H/H, od zaglebienia /1,4y
oraz od szerokosci kontaktu d. Przy wigkszych warto$ciach [, usrednianie lokalnych poslizgéw
plastycznych y, nastepuje na wickszej powierzchni, co skutkuje mniejszymi gradientami nielo-
kalnych przyrostéw poSlizgéw plastycznych y,. W rezultacie umocnienie wynikajace z dyslokacji
geometrycznie niezbednych jest mniejsze, co pociaga za soba mniejsza maksymalng twardosé
przy zaglebieniu A, = 1 um. Ponadto zmianie ulega ksztalt krzywej znormalizowanej twardo-
Sci, gdy [, jest traktowane jako parametr materiatowy, niezalezny od A,,,,. Nadal dla wigkszego
I, = 100nm, otrzymano mniejszy wzrost twardo$ci. Mozna tez zauwazy¢, ze dla /[, = 50nm,
ktére jest bliskie I, = ho; = 37nm, w przypadku Ay, = 1 pum otrzymane twardoSci sa zbliZzone.
Podobnie dla /;, = 100 nmi A, = 2 pm, otrzymujemy twardos¢ plasujaca si¢ pomigdzy wynikiem
dlal, = hyy=74nmil, =2 h, = 148 nm.

Przeanalizowano takze wplyw parametru /;, na obserwowane w rozktadzie kata obrotu sie-
ci krystalicznej oscylacje przy zaglebieniu Ay, = 1pm, ktére sa widoczne na rys. 7.19. Na
rys. 7.22 przedstawiono rozktad kata obrotu sieci krystalicznej w przypadku klina 120° i zaglebieniu
hmar = 1 um. Podobnie jak w podrozdziale 7.5, w przypadku gdy I, = h.;, wida¢ wyraZne oscy-
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lacje w obrebie pasma dodatniego kata obrotu sieci krystalicznej. Przy zwigkszeniu parametru I,
0 13 nm, czyli w przypadku /, = 50 nm, oscylacje sa zredukowane. Natomiast w pozostalych dwéch
przypadkach, oscylacje w ogdle nie wystepuja. Te wyniki potwierdzaja obserwacje przedstawiong
w podrozdziale 7.5, méwiaca o tym, Ze Zrodtem oscylacji jest niedostateczna regularyzacja wpro-

wadzona przez réwnanie (3.53).
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Rysunek 7.22: Wplyw diugosci charakterystycznej /;, na rozklad kata obrotu sieci krystalicznej dla klina
120° przy zaglebieniu Ay, = 1 pum.

Podsumowujac, dtugo$¢ charakterystyczna [, ma wptyw na przewidywane efekty skali w za-
gadnieniu wciskania klina. Dtugo$¢ charakterystyczna ¢, wystepujaca w modelu plastycznoSci
krysztaléw z efektami gradientowymi, por. podrozdziat 3.2.3, jest w gtéwnej mierze odpowiedzial-
na za efekty skali. Niestety w aktualnej implementacji modelu, ktéra wykorzystuje regularyzacje
lokalnych przyrostéw poslizgéw plastycznych poprzez réwnanie (3.53), pojawia si¢ dodatkowy
parametr /,, majacy drugorzedny wptyw na przewidywane efekty skali. Jak pokazano na rys. 7.21
i 7.22, wplyw parametru /;, objawia si¢ w ten sposdb, ze przyjecie zbyt duzej wartoSci parametru
Iy, skutkuje zmniejszeniem przewidywanych efektéw skali, ale nie wprowadza oscylacji zaleznych
od siatki. Natomiast przyjecie, ze [j, jest parametrem numerycznym réwnym h,;, odpowiadajacym
za usrednianie lokalnych poslizgéw plastycznych tylko w najblizszym sasiedztwie danego elemen-
tu skoriczonego, przy odpowiednio matym zaglebieniu #,,,,, skutkuje artefaktami numerycznymi
w postaci oscylacji. Pytanie, jak dopasowaé parametr /;, lub jak zaimplementowaé model pla-
stycznosci krysztaléw z efektami gradientowymi bez wprowadzania regularyzacji w postaci (3.53)
jest otwartym problemem badawczym. Przeprowadzenie eksperymentu badajacego efekty skali
mogtoby poméc w ustaleniu dlugosci charakterystycznej I, w postaci parametru numerycznego

(wladciwie stosunku do rozmiaru elementu skoficzonego) badZ jako parametru materiatowego.
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Rozdzial 8

Podsumowanie i wnioski

Przedmiotem niniejszej rozprawy jest modelowanie efektéw skali w zagadnieniach kontakto-
wych. Analizowano dwie klasy zagadnien: efekty skali w modelach sprezystoSci wyzszego rzedu
na przyktadzie modelu Cosseratéw oraz efekty skali w symulacji indentacji krysztatu niklu przy
zastosowaniu modelu plastycznosci krysztaléw z efektami gradientowymi.

W ramach pierwszego zagadnienia stworzono nowy model kontaktowy dla modelu mikro-
polarnej sprezystosSci Cosseratéw bazujacy na podejSciu mikromechanicznym, ktéry uwzglednia
interakcje klasycznych warunkéw kontaktowych z niewiadomymi wyzszego rz¢du. Ponadto za-
proponowany model nie wprowadza dodatkowych parametréw materiatlowych, poza tymi wyste-
pujacymi w modelu Cosseratéw. Byto to mozliwe, dzigki wykorzystaniu interpretacji parametréw
materiatowych jako wielkoSci powiazanych z mikrostrukturg reprezentowana przez model mi-
kropolarnej sprezystosci. Model zostal zaimplementowany w systemie MES AceGen/AceFEM
z wykorzystaniem metody rozszerzonych mnoznikéw Lagrange’a. Przeprowadzono analize dwéch
zagadnien kontaktowych w 2D: §ciskania pasma dwiema sztywnymi plaszczyznami oraz wciskania
walca w polptaszczyzne (zagadnienie typu Hertza).

W czesci dotyczacej mikropolarnej sprezystoSci Cosseratow otrzymano nastepujace oryginalne

rezultaty:

1. W proponowanym mikromechanicznym modelu kontaktowym ci$nienie kontaktowe jest
powiazane z mikromomentem kontaktowym przez efektywne rami¢ momentu, ktérego
warto$¢ zalezy od dlugoSci charakterystycznej ¢ wystepujacej w modelu mikropolarnej
sprezystoSci. Wynika to z zalozenia lezacego u podstaw proponowanego modelu, Ze kontakt

odbywa sie przez wierzchotki mikrobloczkéw o boku ¢.

2. Obserwowane makroskopowo efekty z zalozenia wynikaja ze sprezystych oddzialywar
w skali mikro. Stad model kontaktu bez tarcia, opisujacy efekty makroskopowe, powinien
wywodzi¢ si¢ z potencjatu, czyli nie powinien rozprasza¢ lub generowad energii w trak-

cie deformacji. Zaproponowany model spetnia powyzsze warunki i, wedlug wiedzy autora
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niniejszej rozprawy, jest pierwszym modelem tego typu w literaturze.

Model przewiduje powstawanie warstw brzegowych, ktérych grubos¢ jest poréwnywalna do
dlugosci charakterystycznej €. W rozwiazaniu analitycznym zagadnienia §ciskania pasma
wyznaczono funkcje opisujaca grubo$¢ warstw w zaleznosci od przyjetych parametréw
materiatowych. Otrzymane w zagadnieniu typu Hertza warstwy brzegowe wykazuja grubosé

poréwnywalna do tych otrzymanych w zagadnieniu $ciskania pasma.

W zagadnieniu typu Hertza zaobserwowano niestandardowe rozklady ci$nienia kontakto-
wego wynikajace z zastosowania proponowanego modelu kontaktowego. Przy odpowied-
nio duzym stosunku diugosci charakterystycznej Cosseratéw ¢ do szerokosci kontaktu
z rozwiazania Hertza ay,, tj. dla €/ay, > 0.8874, zaobserwowano rozdzielenie si¢ stref

kontaktu.

Obserowane w zagadnieniu typu Hertza efekty skali przy zastosowaniu mikromechanicz-
nego modelu kontaktowego przyjmuja nieoczekiwany przebieg. Dla twardoSci wyznaczo-
nej jako stosunek sity do pola odcisku otrzymujemy odwrotny efekt skali, co wynika
z rozdzielenia si¢ stref kontaktu, a przez to zwigkszenia si¢ pola odcisku. Uwzgledniajac
rzeczywista powierzchni¢ kontaktu otrzymujemy niemonotoniczng zmian¢ twardosci przy
zmniejszajacym si¢ zaglebieniu. Biorac pod uwage twardo$¢ nominalna, tzn. przy wyznacze-
niu pola odcisku na podstawie gtebokosci zaglebienia z rozwazan czysto geometrycznych,
otrzymujemy zwykly efekt skali, a obserwowany wzrost twardosci jest wickszy przy zasto-
sowaniu mikromechanicznego modelu kontaktowego niz w przypadku klasycznego modelu

kontaktowego.

Druga klasa zagadnieri obejmowata stworzenie modelu obliczeniowego eksperymentu wciska-

nia klina w krysztal niklu. W tym celu wykorzystano model plastycznosci krysztaléw wzboga-

cony o efekty gradientowe, ktérego sformutowanie w 3D przedstawiono w pracach [118, 140].

Model zostat konsystentnie zredukowany do plaskiego stanu odksztatcenia uwzgledniajac fizycz-

ne pochodzenie efektywnych systeméw poslizgu. Parametry materiatowe zostaly wyznaczone na

podstawie danych eksperymentalnych [42, 63] niezaleznych od eksperymentu wciskania klina.

Jedynie poczatkowe naprezenie plyniecia 19 zostalo wyznaczone na podstawie wynikéw ekspe-

rymentu wciskania klina, ale przy wykorzystaniu tylko jednej geometrii klina o kacie rozwarcia

120°. Najwazniejszymi wynikami otrzymanymi w tej cze$ci rozprawy sa:

1. Dokonano konsystentnej redukcji tréjwymiarowego modelu plastycznosci krysztaléw wzbo-
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gaconego o efekty skali do plaskiego stanu odksztalcenia. Po raz pierwszy w literaturze
uwzgledniono fizyczny charakter efektywnych systeméw poslizgu w prawie umocnienia,

a nie tylko w warunkach plastycznosci. Jest to element oryginalny niniejszej rozprawy.
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2. Niezaleznie skalibrowane parametry materiatowe niklu, wystepujace w modelu plastycznoSci
krysztatéw z efektami gradientowymi, pozwolity na bardzo dobre odwzorowanie wynikéw
eksperymentalnych w symulacji numerycznej. Zaréwno otrzymane w obliczeniach obroty
sieci krystalicznej, jak i miara gestoSci dyslokacji geometrycznie niezbednych wykazuja
bardzo dobra zgodno$¢ z wynikami eksperymentalnymi dla wszystkich rozpatrywanych

katéw rozwarcia klina.

3. W celu poprawy zbieznosci calego zagadnienia zaimplementowano klasyczny model kon-
taktowy z tarciem i skoficzonymi poslizgami bazujac na sformutowaniu typu mortar. Dzieki
temu mozliwe byto przeanalizowanie efektow skali w zagadnieniu wciskania klina, ponie-
waz model plastycznosci krysztatow z efektami gradientowymi w 2D jest o wiele bardziej

wrazliwy na nagla zmian¢ warunkéw brzegowych niz jego odpowiednik w 3D.

4. Model plastycznodci krysztaléw z efektami gradientowymi poprawnie przewiduje efekty
skali w zakresie, w ktérym obowigzuje klasyczna relacja Nixa i Gao [106]. Niezwykle
istotne jest poprawne wyznaczenie parametroOw materiatowych, poniewaz odpowiadaja one
za charakter i stopiefi umocnienia w cz¢Sci zwiazanej z gradientami po§lizgéw plastycznych.
Przyjecie niepoprawnych lub niepopartych danymi eksperymentalnymi warto$ci skutkuje

brakiem zbieznoSci catego zagadnienia.

5. Na otrzymane efekty skali ma wptyw dlugos¢ charakterystyczna [, ktéra wystepuje w row-
naniu uSredniajacym przyrosty poslizgéw plastycznych (3.53). Celowym jest przeprowa-
dzenie eksperymentalnej analizy efektéw skali w zagadnieniu wciskania klina, aby ustalié

optymalna warto$¢ parametru /j,.

Zaproponowany model kontaktowy dla ciat Cosseratéw mozna rozszerzy¢ na przypadek 3D,
skoniczone deformacje, czy uwzgledniajac tarcie w rozwazaniach mikromechanicznych. Jednak,
jak wiadomo, model Cosseratéw jako najprostsze kontinuum wyzszego rzedu nie jest w stanie
w petni uwzgledni¢ wptywu mikrostruktury na odpowiedZ makroskopowa. Stad celowym wydaje
sie poszukiwanie nowych sformufowarn kontaktowych dla bardziej ztozonych modeli wyzszego
rzedu. Szczegdlnie obiecujaca grupe modeli wyzszego rzedu stanowia modele mikromorficzne,
ktére sa szeroko stosowane nie tylko w zagadnieniach sprezystych, ale takze w o wiele bardziej
ztozonych zagadnieniach takich jak plastyczno$¢ krysztaléw z efektami gradientowymi [np. 129].

Jak pokazano w podrozdziale 7.5.1, obecna implementacja modelu plastycznosci krysztaléw
z efektami gradientowymi wprowadza pewna dodatkowa diugos¢ charakterystyczna odpowiedzial-
ng za usrednianie przyrostéw poslizgéw plastycznych. Niestety warto§¢ przyjetego parametru I
ma posredni wptyw na przewidywane efekty skali. Celowym jest opracowanie nowej, efektywnej
implementacji modelu plastycznosci krysztalow z efektami gradientowymi w zakresie skoiiczonych
deformacji, ktéra wyeliminowataby numeryczny parametr /;, lub zastapila go nowym parametrem,

ktéry miatby mniejszy wptyw na otrzymywane wyniki.
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Ponadto w istniejacych modelach plastycznosci krysztatéw z efektami gradientowymi réwniez
pojawiaja sie niewiadome wyzszego rzedu, np. w uzywanym w niniejszej rozprawie modelu sa to
przyrosty poslizgéw plastycznych. Stad kolejnym kierunkiem badawczym jest stworzenie nowych
modeli kontaktowych uwzgledniajacych wpltyw warunkéw kontaktowych na wystepujace w tych
modelach niewiadome wyzszego rzedu, co powinno prowadzi¢ do powstawania dodatkowych

efektow skali wynikajacych z warunkéw brzegowych natozonych na niewiadome wyzszego rzedu.
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