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Abstract
High specific strength metals and alloys with face centered cubic (FCC) and hexagonal

close packed (HCP) lattice symmetry are gaining significant interest in the transport
and aerospace sectors because of their excellent strength-to-weight ratios and improved
durability at high temperatures. However, the widespread application of such materials is
sometimes impeded by their low ductility and poor fracture toughness. These constraints
stem from the distinct crystallographic characteristics, which for HCP crystals limit the
availability of easy slip systems and leads to activity of twinning. Moreover, for some alloys
with FCC symmetry, despite their high lattice symmetry, the initiation of twinning results
in low ductility and fracture toughness. A better understanding of the void growth failure
mechanism in these highly anisotropic metallic materials will facilitate the reduction of the
aforementioned limitations. Therefore, this thesis focuses on exploring and elucidating the
connection between crystal anisotropy and the processes of void growth and coalescence
that lead to ductile damage in polycrystalline metals, utilizing numerical analyses and
micromechanical models.

Numerical full-field calculations are employed to investigate porous FCC and HCP
crystal structures, using both 2D plane strain unit cells with cylindrical voids and 3D unit
cells with spherical voids. This method allows for an in-depth analysis of how boundary
conditions, crystal orientations, and initial void volume fractions impact void evolution
and stress or strain heterogeneity in these materials. To achieve this goal, a rate-dependent
crystal plasticity constitutive theory is considered. The theory incorporates slip and twinning
mechanisms, accounting for their mutual interactions in terms of hardening laws and the
lattice reorientation effects due to twinning.

To predict the macroscopic behavior of porous polycrystals, a micromechanical mean-
field model is formulated. At the single porous crystal level, an additive Mori-Tanaka
scheme is employed to capture the elasto-viscoplastic response. In the second step, an
additive self-consistent scheme is implemented to estimate the overall behavior of the
porous polycrystal. The numerical implementation of this model at both stages is detailed,
offering a comprehensive framework for its application. Predictions from the mean-field
model are validated and analyzed against full-field numerical computations. Moreover, a
novel GTN-type yield criterion for porous crystals is formulated using a micromechanical
approach, with model tuning parameters calibrated via full-field unit cell calculations.
Comparisons are drawn between the newly proposed model and existing models in the
literature. The findings from this research hold significant potential for predicting the
performance of porous polycrystalline materials across various loading scenarios.
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Streszczenie
Metale i stopy o wysokiej wytrzymałości właściwej o sieci krystalicznej regularnej

ściennie centrowanej (A1, ang. FCC – face centered cubic) i heksagonalnej zwartej
(A3, ang. HCP – hexagonal close packed) zyskują duże zainteresowanie w sektorach
transportu i lotnictwa ze względu na doskonały stosunek masy do wytrzymałości i
zwiększoną trwałość w wysokich temperaturach. Z drugiej strony szerokie zastosowanie
takich materiałów jest utrudnione przez ich niską ciągliwość i słabą odporność na pękanie.
Ograniczenia tewynikają ze szczególnych cech strukturykrystalograficznej, która ogranicza
dostępność łatwychsystemówpoślizgu iwywołuje aktywnośćbliźniakowania. Cowięcej, w
przypadku niektórych stopów o symetrii FCC, pomimo ichwysokiej symetrii sieci, inicjacja
bliźniakowania skutkuje niską ciągliwością i odpornością na pękanie. Lepsze zrozumienie
mechanizmu uszkodzenia na skutek wzrostu pustek w tych wysoce anizotropowych
materiałach metalicznych ułatwi redukcję wyżej wymienionych ograniczeń. Dlatego też,
niniejsza praca skupia się na badaniu iwyjaśnianiu związkumiędzy anizotropią kryształów a
procesamiwzrostu i łączenia pustek, które prowadzą do ciągliwego uszkodzeniawmetalach
polikrystalicznych, wykorzystując analizy numeryczne i modele mikromechaniczne.

Obliczenianumerycznemetodąelementówskończonych(MES)sąstosowanedobadania
porowatych struktur krystalicznych FCC i HCP, wykorzystując zarówno dwuwymiarowe
komórki jednostkowe z cylindrycznymi pustkami w płaskim stanie odkształcenia, jak i
trójwymiarowe komórki jednostkowe z kulistymi pustkami. Tametoda umożliwia dogłębną
analizę tego, w jaki sposób warunki brzegowe, orientacje kryształów i początkowe udziały
objętościowe pustek wpływają na ich ewolucję, jak również niejednorodność naprężenia w
tych materiałach. Aby osiągnąć ten cel, zastosowana jest teoria plastyczności kryształów
wrażliwa na prędkość odkształcenia. Teoria ta obejmuje mechanizmy poślizgu i bliźni-
akowania, uwzględniając ich wzajemne oddziaływania pod względem praw umocnienia i
skutków reorientacji sieci spowodowanej bliźniakowaniem.

Aby przewidzieć makroskopowe zachowanie porowatych polikryształów, sfor-
mułowanomodelmikromechaniczny. Na poziomie pojedynczego porowatego kryształu, do
uchwycenia odpowiedzi sprężysto-lepkoplastycznej stosuje się addytywny schemat Mori-
Tanaki. W drugim kroku, implementuje się addytywny schemat wewnętrznie zgodny, aby
oszacowaćogólnezachowanieporowategopolikryształu.Szczegółowoopisanonumeryczną
implementację tego modelu na obu etapach, co pozwala na jego dalsze zastosowanie.
Przewidywania modelu mikromechanicznego są weryfikowane i analizowane w stosunku
do obliczeń numerycznych MES. Dodatkowo, zostało sformułowane nowe kryterium
uplastycznienia typu Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN) dla kryształów porowatych



przy użyciu podejścia mikromechanicznego, z parametrami modelu skalibrowanymi za
pomocą symulacji MES dla reprezentatywnych komórek jednostkowych. Przeprowad-
zono porównania między nowo zaproponowanym modelem a istniejącymi modelami w
literaturze. Wyniki tych badań mają znaczny potencjał do przewidywania odpowiedzi
porowatych materiałów polikrystalicznych w różnych scenariuszach obciążenia.
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�Y�R�O�X�P�H �I�U�D�F�W�L�R�Q �R�I ������������ �7�K�H �S�H�D�N �V�W�U�H�V�V �L�V �L�Q�G�L�F�D�W�H�G �E�\� �Z�K�H�U�H �D�V �R�Q�V�H�W

�R�I �Y�R�L�G �F�R�D�O�H�V�F�H�Q�F�H �L�V �L�Q�G�L�F�D�W�H�G �E�\� �	 � �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

������ �5�H�O�D�W�L�Y�H �D�F�W�L�Y�L�W�\ �S�O�R�W�V���� ���U�H�I�H�U �6�H�F�W�L�R�Q ���������� �R�I �G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q �P�H�F�K�D�Q�L�V�P�V

���D�� �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �$ �D�Q�G ���E�� �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �% �Z�L�W�K� = 0:4�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

������ �(�Y�R�O�X�W�L�R�Q �R�I �Y�R�L�G �Y�R�O�X�P�H �I�U�D�F�W�L�R�Q �Z�L�W�K �P�D�F�U�R�V�F�R�S�L�F �V�W�U�D�L�Q ��E22�� �I�R�U ���D��

�R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �$ �D�Q�G ���E�� �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �% �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �W�R �L�Q�L�W�L�D�O �Y�R�L�G �Y�R�O�X�P�H

�I�U�D�F�W�L�R�Q �R�I ������������ �7�K�H �S�H�D�N �V�W�U�H�V�V �L�V �L�Q�G�L�F�D�W�H�G �E�\� �Z�K�H�U�H �D�V �R�Q�V�H�W �R�I �Y�R�L�G

�F�R�D�O�H�V�F�H�Q�F�H �L�V �L�Q�G�L�F�D�W�H�G �E�\� �	 � �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

������ �(�Y�R�O�X�W�L�R�Q �R�I �Q�R�U�P�D�O�L�]�H�G �Z�L�G�W�K �R�I �W�K�H �X�Q�L�W �F�H�O�O �H�[�S�U�H�V�V�H�G �D�Vlog(Lo=L)

�Y�H�U�V�X�VE22 �I�R�U ���D�� �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �$ �D�Q�G ���E�� �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �% �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �W�R

�L�Q�L�W�L�D�O �Y�R�O�X�P�H �I�U�D�F�W�L�R�Q �R�I ������������ �7�K�H �S�H�D�N �V�W�U�H�V�V �L�V �L�Q�G�L�F�D�W�H�G �E�\� �Z�K�H�U�H

�D�V �R�Q�V�H�W �R�I �Y�R�L�G �F�R�D�O�H�V�F�H�Q�F�H �L�V �L�Q�G�L�F�D�W�H�G �E�\� �	 � �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

������ �&�R�P�S�D�U�L�V�R�Q �R�I �W�K�H �Q�R�U�P�D�O�L�]�H�G �Z�L�G�W�K �H�Y�R�O�X�W�L�R�Q �R�I �X�Q�L�W �F�H�O�O �Z�L�W�K �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V

�R�I �3�U�D�V�D�G �H�W �D�O�� ������������ �I�R�U �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �$ ���3�U�L�V�P�D�W�L�F �O�R�D�G�L�Q�J���� �'�R�W�W�H�G �O�L�Q�H�V

�U�H�S�U�H�V�H�Q�W �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V �R�I �3�U�D�V�D�G �H�W �D�O�� ������������ �Z�K�H�U�H�D�V �V�R�O�L�G �O�L�Q�H�V �U�H�S�U�H�V�H�Q�W

�W�K�H �U�H�V�X�O�W�V �R�I �F�U�\�V�W�D�O �S�O�D�V�W�L�F�L�W�\ �P�R�G�H�O �X�V�H�G �L�Q �W�K�H �S�U�H�V�H�Q�W �Z�R�U�N���� �� �� �� �� ������

������ �&�R�Q�W�R�X�U �S�O�R�W�V �R�I �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �V�O�L�S� s�� ���D�V �G�H�I�L�Q�H�G �E�\ �(�T�� �������������� �I�R�U �W�K�H

�R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �$ ���S�U�L�V�P�D�W�L�F �O�R�D�G�L�Q�J�� �D�Q�G �L�Q�L�W�L�D�O �Y�R�L�G �Y�R�O�X�P�H �I�U�D�F�W�L�R�Q �R�I ����������

�F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �W�R ���D��� = 0:8 �D�WE22 � �������� ���E��� = 0:67 �D�WE22 � �������� ���F��

� = 0:8 �D�WE22 � ������ ���G��� = 0:67 �D�WE22 � �������� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

������ �&�R�Q�W�R�X�U �S�O�R�W�V �R�I �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �V�O�L�S� s�� ���D�V �G�H�I�L�Q�H�G �E�\ �(�T�� �������������� �I�R�U �W�K�H

�R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �$ ���S�U�L�V�P�D�W�L�F �O�R�D�G�L�Q�J�� �D�Q�G �L�Q�L�W�L�D�O �Y�R�L�G �Y�R�O�X�P�H �I�U�D�F�W�L�R�Q �R�I ����������

�F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �W�R ���D��� = 0:4 �D�WE22 � �������� ���E��� = 0:2 �D�WE22 � �������� ���F��

� = 0:4 �D�WE22 � �������� ���G��� = 0:2 �D�WE22 � ���������� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������
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������ �&�R�Q�W�R�X�U �S�O�R�W�V �R�I ���D�� �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �V�O�L�S �I�R�U� = 0:8 ���E�� �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �V�O�L�S

�I�R�U� = 0:67 ���F�� �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �W�Z�L�Q �I�R�U� = 0:8 ���G�� �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �W�Z�L�Q �I�R�U

� = 0:67 �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �W�R �W�K�H �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �% ���F���D�[�L�V �O�R�D�G�L�Q�J�� �D�Q�G �L�Q�L�W�L�D�O

�Y�R�L�G �Y�R�O�X�P�H �I�U�D�F�W�L�R�Q �R�I ���������� �D�WE22 � ���������� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ������

������ �&�R�Q�W�R�X�U �S�O�R�W�V �R�I ���D�� �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �V�K�H�D�U �I�R�U� = 0:4 ���E�� �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �V�K�H�D�U

�I�R�U� = 0:2 ���F�� �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �W�Z�L�Qf T W ���D�V �G�H�I�L�Q�H�G �E�\ �(�T�� ������������ �I�R�U� = 0:4

���G�� �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �W�Z�L�Q �I�R�U� = 0:2 �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �W�R �W�K�H �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �% ���F���D�[�L�V

�O�R�D�G�L�Q�J�� �D�Q�G �L�Q�L�W�L�D�O �Y�R�L�G �Y�R�O�X�P�H �I�U�D�F�W�L�R�Q �R�I ���������� �D�WE22 � ������������ �� �� �� �� ������

�������� �&�R�Q�W�R�X�U �S�O�R�W�V �R�I ���D�� �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �E�D�V�D�O �V�O�L�S ���E�� �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �S�U�L�V�P�D�W�L�F

�V�O�L�S ���F�� �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �S�\�U�D�P�L�G�D�O �V�O�L�S ���G�� �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �W�Z�L�Q ���H�� �S�U�L�Q�F�L�S�D�O

�O�R�J�D�U�L�W�K�P�L�F �V�W�U�D�L�Q �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �W�R �W�K�H �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �% ���F���D�[�L�V �O�R�D�G�L�Q�J�� �D�Q�G

�L�Q�L�W�L�D�O �Y�R�L�G �Y�R�O�X�P�H �I�U�D�F�W�L�R�Q �R�I ���������� �Z�L�W�K� = 0:2 �D�WE22 � �������� �� �� �� �� �� ������

�������� �8�Q�L�D�[�L�D�O �V�W�U�H�V�V �V�W�U�D�L�Q �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�U �W�K�H �S�R�U�R�X�V �V�L�Q�J�O�H �F�U�\�V�W�D�O �Z�L�W�K �W�K�H �Y�R�L�G

�Y�R�O�X�P�H �I�U�D�F�W�L�R�Q �R�I1% �I�R�U �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �R�I �O�R�D�G�L�Q�J �G�L�U�H�F�W�L�R�Q �Z�L�W�K

�U�H�V�S�H�F�W �W�R �F�U�\�V�W�D�O �D�[�H�V�� �7�K�L�F�N �O�L�Q�H �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�U �S�R�U�R�X�V �F�U�\�V�W�D�O

�D�Q�G �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�U �S�U�L�V�W�L�Q�H �V�L�Q�J�O�H �F�U�\�V�W�D�O���� �� �� �� �� ��������

�������� �(�Y�R�O�X�W�L�R�Q �R�I �Q�R�U�P�D�O�L�]�H�G �Y�R�L�G �Y�R�O�X�P�H �I�U�D�F�W�L�R�Q �Z�L�W�K �W�K�H �D�S�S�O�L�H�G �X�Q�L�D�[�L�D�O

�V�W�U�D�L�Q �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �W�R �L�Q�L�W�L�D�O �Y�R�L�G �Y�R�O�X�P�H �I�U�D�F�W�L�R�Q �R�I1%�� �� �� �� �� �� �� �� �� ��������

�������� �5�H�O�D�W�L�Y�H �D�F�W�L�Y�L�W�\ �S�O�R�W�V���� �� �R�I �G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q �P�H�F�K�D�Q�L�V�P�V�� �7�K�L�F�N �O�L�Q�H �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V

�U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�U �S�R�U�R�X�V �F�U�\�V�W�D�O �D�Q�G �G�D�V�K�H�G �O�L�Q�H �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�V �U�H�V�S�R�Q�V�H �I�R�U �S�U�L�V�W�L�Q�H

�V�L�Q�J�O�H �F�U�\�V�W�D�O���� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��������

�������� ���D�� �6�F�K�H�P�D�W�L�F �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�R�Q �R�I �F�U�R�V�V���V�H�F�W�L�R�Q�D�O �Y�L�H�Z�V �R�I �W�K�H �X�Q�L�W �F�H�O�O �F�X�W

�D�O�R�Q�J �L�W�V �P�L�G�S�O�D�Q�H�V �L�Q �W�K�H �G�H�I�R�U�P�H�G �F�R�Q�I�L�J�X�U�D�W�L�R�Q ���E�� �'�L�Y�L�G�H�G �F�R�P�S�D�U�W�P�H�Q�W�V

�L�Q �W�K�Hxz �S�O�D�Q�H�� �L�O�O�X�V�W�U�D�W�L�Q�J �G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q �P�H�F�K�D�Q�L�V�P�V �Z�L�W�K �O�D�E�H�O�H�G �U�H�J�L�R�Q�V

�F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �W�R �V�O�L�S �D�F�W�L�Y�L�W�L�H�V�� �²�$�F�F�� �6�O�L�S�³�� �²�%�D�V�D�O�³�� �²�3�U�L�V�P�D�W�L�F�³�� �D�Q�G

�²�3�\�U�D�P�L�G�D�O�³���� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��������

�������� �&�R�Q�W�R�X�U �S�O�R�W�V �R�I �W�R�W�D�O �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �V�O�L�S�� �E�D�V�D�O�� �S�U�L�V�P�D�W�L�F �D�Q�G �S�\�U�D�P�L�G�D�O �V�O�L�S

�L�Q �W�K�H �P�L�G�S�O�D�Q�H�V �G�L�Y�L�G�H�G �L�Q�W�R �I�R�X�U �F�R�P�S�D�U�W�P�H�Q�W�V �X�Q�G�H�U �X�Q�L�D�[�L�D�O �O�R�D�G�L�Q�J

�D�O�R�Q�J �S�U�L�V�P�D�W�L�F �G�L�U�H�F�W�L�R�Q ��0� �� �L�Qyz �S�O�D�Q�H �D�W �W�K�H �V�W�U�D�L�Q �O�H�Y�H�O �R�I �������� �7�K�U�H�H

�I�L�J�X�U�H�V �U�H�S�U�H�V�H�Q�W �W�K�H �F�R�U�U�H�V�S�R�Q�G�L�Q�J �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �V�O�L�S�V �L�Q �W�K�H �W�K�U�H�H �P�L�G�S�O�D�Q�H�V

�R�I �W�K�H �G�H�I�R�U�P�H�G �S�R�U�R�X�V �F�X�E�L�F �X�Q�L�W �F�H�O�O���� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��������

�������� �&�R�Q�W�R�X�U �S�O�R�W�V �R�I �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �V�O�L�S�� �E�D�V�D�O�� �S�U�L�V�P�D�W�L�F �D�Q�G �S�\�U�D�P�L�G�D�O �G�L�Y�L�G�H�G

�L�Q�W�R �I�R�X�U �F�R�P�S�D�U�W�P�H�Q�W�V �X�Q�G�H�U �X�Q�L�D�[�L�D�O �O�R�D�G�L�Q�J �D�O�R�Q�J �W�K�H �G�L�U�H�F�W�L�R�Q �L�Q�F�O�L�Q�H�G

�D�W �D�Q �D�Q�J�O�H �R�I30� �W�R �W�K�Hy �D�[�L�V �L�Qyz �S�O�D�Q�H �D�W �W�K�H �V�W�U�D�L�Q �O�H�Y�H�O �R�I �������� �)�L�U�V�W

�I�L�J�X�U�H �U�H�S�U�H�V�H�Q�W �W�K�H �P�L�G�S�O�D�Q�H �Z�L�W�Kx���D�[�L�V �X�Q�L�W �Q�R�U�P�D�O���� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��������
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�������� �&�R�Q�W�R�X�U �S�O�R�W�V �R�I �D�F�F�X�P�X�O�D�W�H�G �V�O�L�S�� �E�D�V�D�O�� �S�U�L�V�P�D�W�L�F �D�Q�G �S�\�U�D�P�L�G�D�O �G�L�Y�L�G�H�G

�L�Q�W�R �I�R�X�U �F�R�P�S�D�U�W�P�H�Q�W�V �X�Q�G�H�U �X�Q�L�D�[�L�D�O �O�R�D�G�L�Q�J �D�O�R�Q�J �W�K�H �G�L�U�H�F�W�L�R�Q �L�Q�F�O�L�Q�H�G

�D�W �D�Q �D�Q�J�O�H �R�I45� �W�R �W�K�Hy �D�[�L�V �L�Qyz �S�O�D�Q�H �D�W �W�K�H �V�W�U�D�L�Q �O�H�Y�H�O �R�I �������� �)�L�U�V�W
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�F�X�E�L�F �X�Q�L�W �F�H�O�O���� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��������
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f �L�V �W�K�H �Y�R�L�G �Y�R�O�X�P�H �I�U�D�F�W�L�R�Q��� m �L�V �W�K�H �K�\�G�U�R�V�W�D�W�L�F �P�H�D�Q �V�W�U�H�V�V�� �D�Q�Gq1�� �D�Q�Gq2 �D�U�H �W�X�Q�L�Q�J

�S�D�U�D�P�H�W�H�U�V ���Z�K�H�Qq1 = q2 = 1 �W�K�H �R�U�L�J�L�Q�D�O �*�X�U�V�R�Q �P�R�G�H�O �L�V �U�H�F�R�Y�H�U�H�G����

�6�L�Q�F�H �W�K�H �L�Q�W�U�R�G�X�F�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �*�7�1 �P�R�G�H�O�� �P�D�Q�\ �V�X�E�V�H�T�X�H�Q�W �V�W�X�G�L�H�V �K�D�Y�H �Y�D�O�L�G�D�W�H�G

�L�W �X�Q�G�H�U �Y�D�U�L�R�X�V �O�R�D�G�L�Q�J �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V �D�Q�G �H�[�W�H�Q�G�H�G �W�K�H �D�S�S�U�R�D�F�K �W�R �D�F�F�R�X�Q�W �I�R�U �G�L�I�I�H�U�H�Q�W

�Y�R�L�G �V�K�D�S�H�V�� �D�Q�L�V�R�W�U�R�S�\�� �D�Q�G �R�W�K�H�U �I�D�F�W�R�U�V���.�R�S�O�L�N �D�Q�G �1�H�H�G�O�H�P�D�Q������������ �L�Q�Y�H�V�W�L�J�D�W�H�G �W�K�H

�S�D�U�D�P�H�W�H�U �G�H�S�H�Q�G�H�Q�F�H �R�I �Y�R�L�G �J�U�R�Z�W�K �D�Q�G �F�R�D�O�H�V�F�H�Q�F�H �E�\ �V�L�P�X�O�D�W�L�Q�J �D �S�H�U�L�R�G�L�F �D�U�U�D�\ �R�I

�V�S�K�H�U�L�F�D�O �Y�R�L�G�V �Z�L�W�K�L�Q �D�Q �L�V�R�W�U�R�S�L�F�D�O�O�\ �K�D�U�G�H�Q�L�Q�J �H�O�D�V�W�L�F���Y�L�V�F�R�S�O�D�V�W�L�F �P�D�W�U�L�[�� �7�K�H �Q�X�P�H�U�L�F�D�O

�R�X�W�F�R�P�H�V �Z�H�U�H �U�H�O�D�W�H�G �W�R �W�K�H �U�D�W�H���V�H�Q�V�L�W�L�Y�H �Y�H�U�V�L�R�Q �R�I �W�K�H �*�X�U�V�R�Q �P�R�G�H�O�� �$ �W�U�D�Q�V�L�W�L�R�Q

�I�U�R�P �D �J�H�Q�H�U�D�O�L�]�H�G �D�[�L�V�\�P�P�H�W�U�L�F �G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q �V�W�D�W�H �W�R �D �P�R�G�H �R�I �X�Q�L�D�[�L�D�O �V�W�U�D�L�Q�L�Q�J �Z�D�V

�G�H�P�R�Q�V�W�U�D�W�H�G�� �U�H�V�X�O�W�L�Q�J �L�Q �D�F�F�H�O�H�U�D�W�H�G �Y�R�L�G �J�U�R�Z�W�K �D�Q�G �F�R�D�O�H�V�F�H�Q�F�H �Z�L�W�K�L�Q �S�R�U�R�X�V �S�O�D�V�W�L�F

�P�D�W�H�U�L�D�O�V���*�R�O�R�J�D�Q�X �H�W �D�O������������������������ �H�[�W�H�Q�G�H�G �W�K�H �F�O�D�V�V�L�F�D�O �*�X�U�V�R�Q �D�Q�D�O�\�V�L�V �W�R �H�O�O�L�S�V�R�L�G�D�O

�Y�R�O�X�P�H�V �F�R�Q�W�D�L�Q�L�Q�J �F�R�Q�I�R�F�D�O �H�O�O�L�S�V�R�L�G�D�O �F�D�Y�L�W�L�H�V�� �$ �W�Z�R���I�L�H�O�G �H�V�W�L�P�D�W�L�R�Q �R�I �W�K�H �R�Y�H�U�D�O�O

�\�L�H�O�G �F�U�L�W�H�U�L�R�Q �Z�D�V �S�U�H�V�H�Q�W�H�G�� �Z�K�L�F�K �Z�D�V �I�X�U�W�K�H�U �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H�G �W�R �D �*�X�U�V�R�Q���O�L�N�H �F�U�L�W�H�U�L�R�Q

�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W �R�Q �W�K�H �²�V�K�D�S�H �S�D�U�D�P�H�W�H�U�³ �R�I �W�K�H �F�D�Y�L�W�\��

�)�L�Q�L�W�H �G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q �F�R�Q�V�W�L�W�X�W�L�Y�H �U�H�O�D�W�L�R�Q�V �I�R�U �S�O�D�V�W�L�F�D�O�O�\ �G�L�O�D�W�D�Q�W �P�D�W�H�U�L�D�O�V�� �H�Q�F�R�P�S�D�V�V�L�Q�J

�G�X�F�W�L�O�H �I�U�D�F�W�X�U�H �G�D�P�D�J�H�� �Z�H�U�H �I�R�U�P�X�O�D�W�H�G �E�\�5�R�X�V�V�H�O�L�H�U�������������� �7�K�H�V�H �U�H�O�D�W�L�R�Q�V�� �Z�K�L�F�K

�F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�]�H �W�K�H �G�X�F�W�L�O�H �I�U�D�F�W�X�U�H �R�I �P�H�W�D�O�V�� �Z�H�U�H �G�H�G�X�F�H�G �I�U�R�P �D �P�D�F�U�R�V�F�R�S�L�F �S�H�U�V�S�H�F�W�L�Y�H��

�E�D�V�H�G �R�Q �W�K�H �H�[�L�V�W�H�Q�F�H �R�I �W�K�H �T�X�D�V�L���S�R�W�H�Q�W�L�D�O �R�I �G�L�V�V�L�S�D�W�L�R�Q �D�Q�G �W�K�H �Q�R�U�P�D�O�L�W�\ �U�X�O�H �I�R�U

�S�O�D�V�W�L�F �V�W�U�D�L�Q �U�D�W�H �D�Q�G �L�Q�W�H�U�Q�D�O �Y�D�U�L�D�E�O�H �U�D�W�H�V�� �$�Q �H�[�S�R�Q�H�Q�W�L�D�O �F�R�U�U�H�O�D�W�L�R�Q �E�H�W�Z�H�H�Q �G�X�F�W�L�O�H

�I�U�D�F�W�X�U�H �G�D�P�D�J�H �D�Q�G �V�W�U�H�V�V �W�U�L�D�[�L�D�O�L�W�\ �Z�D�V �G�H�P�R�Q�V�W�U�D�W�H�G �E�\ �W�K�H �P�R�G�H�O�� �7�K�H �\�L�H�O�G �I�X�Q�F�W�L�R�Q

�K�D�V �W�K�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �I�R�U�P�� �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �I�U�R�P �W�K�H �*�X�U�V�R�Q �P�R�G�H�O��
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�Z�K�H�U�H� �L�V �W�K�H �G�H�Q�V�L�W�\ �R�I �W�K�H �P�D�W�H�U�L�D�O�� �D�Q�G 1(� ) �F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�]�H�V �W�K�H �K�D�U�G�H�Q�L�Q�J �F�X�U�Y�H �R�I �W�K�H

�P�D�W�H�U�L�D�O��

�$ �W�K�U�H�H���G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�D�O �P�R�G�H�O �I�R�U �G�X�F�W�L�O�H �I�U�D�F�W�X�U�H �L�Q �P�H�W�D�O�V �Z�D�V �L�Q�W�U�R�G�X�F�H�G �E�\�7�K�R�P�D�V�R�Q

�������������� �H�Q�F�R�P�S�D�V�V�L�Q�J �W�K�H �L�Q�I�O�X�H�Q�F�H�V �R�I �Y�R�O�X�P�H�W�U�L�F �J�U�R�Z�W�K �D�Q�G �V�K�D�S�H �F�K�D�Q�J�H �R�I �P�L�F�U�R�Y�R�L�G�V

�Z�L�W�K�L�Q �W�U�L�D�[�L�D�O �V�W�U�H�V�V �I�L�H�O�G�V�� �7�K�H �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q �P�D�U�N�L�Q�J �W�K�H �S�O�D�V�W�L�F �O�L�P�L�W���O�R�D�G �I�D�L�O�X�U�H �R�I �W�K�H

�L�Q�W�H�U�Y�R�L�G �P�D�W�U�L�[ �D�W �W�K�H �R�Q�V�H�W �R�I �Y�R�L�G �F�R�D�O�H�V�F�H�Q�F�H �Z�D�V �R�X�W�O�L�Q�H�G �E�\ �W�K�L�V �P�R�G�H�O�� �7�K�H�R�U�H�W�L�F�D�O

�S�U�H�G�L�F�W�L�R�Q�V �R�I �G�X�F�W�L�O�H �I�U�D�F�W�X�U�H �V�W�U�D�L�Q�V �G�H�U�L�Y�H�G �I�U�R�P �W�K�L�V �P�R�G�H�O �Z�H�U�H �I�R�X�Q�G �W�R �D�O�L�J�Q �Z�H�O�O

����



�Z�L�W�K �H�[�S�H�U�L�P�H�Q�W�D�O �R�E�V�H�U�Y�D�W�L�R�Q�V�� �7�K�L�V �D�S�S�U�R�D�F�K �W�R �P�L�F�U�R �Y�R�L�G �F�R�D�O�H�V�F�H�Q�F�H�� �K�D�V �J�D�L�Q�H�G

�V�X�E�V�W�D�Q�W�L�D�O �D�W�W�H�Q�W�L�R�Q �L�Q �U�H�F�H�Q�W �W�L�P�H�V��

�/�H�E�O�R�Q�G �H�W �D�O�������������� �S�U�R�S�R�V�H�G �D�S�S�U�R�[�L�P�D�W�H �P�D�F�U�R�V�F�R�S�L�F �S�R�W�H�Q�W�L�D�O�V �I�R�U �W�K�H �Y�L�V�F�R�S�O�D�V�W�L�F

�V�R�O�L�G�V �F�R�Q�W�D�L�Q�L�Q�J �F�D�Y�L�W�L�H�V �R�I �F�\�O�L�Q�G�U�L�F�D�O �R�U �V�S�K�H�U�L�F�D�O �V�K�D�S�H�� �E�D�V�H�G �R�Q �W�K�H �H�[�D�F�W �I�R�U�P �R�I

�R�Y�H�U�D�O�O �S�R�W�H�Q�W�L�D�O �R�I �D �S�R�U�R�X�V �Y�L�V�F�R�S�O�D�V�W�L�F �Y�R�O�X�P�H �H�O�H�P�H�Q�W���3�D�U�G�R�H�Q �D�Q�G �+�X�W�F�K�L�Q�V�R�Q������������

�L�Q�W�U�R�G�X�F�H�G �W�K�H �H�Q�K�D�Q�F�H�G �*�X�U�V�R�Q �D�S�S�U�R�D�F�K �I�R�U �V�S�K�H�U�R�L�G�D�O �Y�R�L�G�V �E�\ �K�H�X�U�L�V�W�L�F�D�O�O�\ �H�[�W�H�Q�G�L�Q�J

�W�K�H �H�[�L�V�W�L�Q�J �*�R�O�R�J�D�Q�X���/�H�E�O�R�Q�G���'�H�Y�D�X�[ �P�R�G�H�O�� �D�G�G�U�H�V�V�L�Q�J �Y�R�L�G �V�K�D�S�H �H�I�I�H�F�W�V�� �D�Q�G �W�K�H

�7�K�R�P�D�V�R�Q �P�R�G�H�O �I�R�U �W�K�H �L�Q�L�W�L�D�W�L�R�Q �R�I �Y�R�L�G �F�R�D�O�H�V�F�H�Q�F�H�� �7�K�L�V �Q�H�Z �I�U�D�P�H�Z�R�U�N �F�R�Q�V�L�G�H�U�V

�E�R�W�K �P�D�W�H�U�L�D�O �I�O�R�Z �F�K�D�U�D�F�W�H�U�L�V�W�L�F�V �D�Q�G �Y�R�L�G �G�L�P�H�Q�V�L�R�Q�V�� �7�K�H �H�I�I�L�F�D�F�\ �R�I �W�K�H �S�U�R�S�R�V�H�G

�I�U�D�P�H�Z�R�U�N �Z�D�V �V�X�E�V�H�T�X�H�Q�W�O�\ �H�Y�D�O�X�D�W�H�G �X�V�L�Q�J �Y�R�L�G �F�H�O�O �F�R�P�S�X�W�D�W�L�R�Q�V��

�(�[�W�H�Q�V�L�R�Q �R�I �W�K�H �*�X�U�V�R�Q �D�S�S�U�R�D�F�K �W�R �W�K�H �D�Q�L�V�R�W�U�R�S�L�F �+�L�O�O �T�X�D�G�U�D�W�L�F �\�L�H�O�G �I�X�Q�F�W�L�R�Q �I�R�U

�W�K�H �P�H�W�D�O �P�D�W�U�L�[ �Z�D�V �G�R�Q�H �E�\�%�H�Q�]�H�U�J�D �D�Q�G �%�H�V�V�R�Q�������������� �,�W �Z�D�V �G�H�P�R�Q�V�W�U�D�W�H�G �W�K�D�W �W�K�H

�D�Q�L�V�R�W�U�R�S�\ �R�I �W�K�H �P�H�W�D�O �P�D�W�U�L�[ �L�P�S�D�F�W�V �Y�R�L�G �H�Y�R�O�X�W�L�R�Q �W�K�U�R�X�J�K �D �V�L�Q�J�O�H �V�F�D�O�D�U �S�D�U�D�P�H�W�H�U��

�Z�K�L�F�K �V�H�U�Y�H�V �D�V �D�Q �L�Q�Y�D�U�L�D�Q�W �R�I �W�K�H �,�9�W�K �R�U�G�H�U �S�O�D�V�W�L�F �D�Q�L�V�R�W�U�R�S�\ �W�H�Q�V�R�U�� �G�H�I�L�Q�L�Q�J �W�K�H �+�L�O�O

�F�U�L�W�H�U�L�R�Q�� �7�K�H �F�U�L�W�H�U�L�R�Q �K�D�V �W�K�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �I�R�U�P��
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� (1 + f 2) = 0 ; ����������

�Z�K�H�U�H� 0 �L�V �W�K�H �V�W�U�H�V�V �G�H�Y�L�D�W�R�U��H �L�V �W�K�H �I�R�X�U�W�K���R�U�G�H�U �P�D�W�H�U�L�D�O �G�H�S�H�Q�G�H�Q�W �P�D�F�U�R�V�F�R�S�L�F

�D�Q�L�V�R�W�U�R�S�\ �W�H�Q�V�R�U��� m �L�V �W�K�H �P�H�D�Q �V�W�U�H�V�V�� �D�Q�Gh �L�V �W�K�H �D�Q�L�V�R�W�U�R�S�L�F �I�D�F�W�R�U�� �)�R�U �L�V�R�W�U�R�S�L�F

�P�D�W�U�L�[ �L���H��H � Is��h = 2�� �W�K�H �F�U�L�W�H�U�L�R�Q �U�H�G�X�F�H�V �W�R �*�X�U�V�R�Q �\�L�H�O�G �F�U�L�W�H�U�L�R�Q ���(�T�� ��������������

�$�V �Z�L�O�O �E�H �G�L�V�F�X�V�V�H�G �E�H�O�R�Z�� �W�K�H�V�H �V�H�P�L�Q�D�O �Z�R�U�N�V �O�D�L�G �W�K�H �I�R�X�Q�G�D�W�L�R�Q �I�R�U �Q�X�P�H�U�R�X�V

�V�W�X�G�L�H�V �W�K�D�W �H�[�W�H�Q�G �W�K�H �U�H�V�X�O�W�V �E�\ �L�Q�F�R�U�S�R�U�D�W�L�Q�J �D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O �I�H�D�W�X�U�H�V �R�I �P�D�W�U�L�[ �P�L�F�U�R�V�W�U�X�F�W�X�U�H��

�S�R�U�H �J�H�R�P�H�W�U�\�� �D�Q�G �V�S�H�F�L�I�L�F �O�R�D�G�L�Q�J �F�R�Q�G�L�W�L�R�Q�V�� �D�V �Z�H�O�O �D�V �W�K�H�L�U �H�Y�R�O�X�W�L�R�Q �G�X�U�L�Q�J �W�K�H

�G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q �S�U�R�F�H�V�V���0�R�Q�F�K�L�H�W �H�W �D�O�����������������.�H�U�D�O�D�Y�D�U�P�D �D�Q�G �%�H�Q�]�H�U�J�D������������ �I�R�U�P�X�O�D�W�H�G

�S�O�D�V�W�L�F �F�R�Q�V�W�L�W�X�W�L�Y�H �U�H�O�D�W�L�R�Q�V �I�R�U �D�Q�L�V�R�W�U�R�S�L�F �S�R�U�R�X�V �P�D�W�H�U�L�D�O�V �Z�L�W�K �V�S�K�H�U�R�L�G�D�O �Y�R�L�G�V �R�U�L�H�Q�W�H�G

�D�U�E�L�W�U�D�U�L�O�\ �Z�L�W�K �U�H�V�S�H�F�W�W�R�W�K�H �V�X�U�U�R�X�Q�G�L�Q�J �R�U�W�K�R�W�U�R�S�L�F �P�D�W�U�L�[ �X�V�L�Q�J �Q�R�Q�O�L�Q�H�D�U �K�R�P�R�J�H�Q�L�]�D�W�L�R�Q
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�,�Q�L�W�L�D�O�O�\�� �W�K�H �V�O�L�S �D�Q�G �W�Z�L�Q �V�\�V�W�H�P�V �F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G �I�R�U �E�R�W�K �F�U�\�V�W�D�O �V�\�V�W�H�P�V �W�K�U�R�X�J�K�R�X�W �W�K�H

�Z�R�U�N �D�U�H �S�U�H�V�H�Q�W�H�G�� �I�R�O�O�R�Z�H�G �E�\ �D �G�H�V�F�U�L�S�W�L�R�Q �R�I �N�L�Q�H�P�D�W�L�F�V �D�Q�G �F�R�Q�V�W�L�W�X�W�L�Y�H �H�T�X�D�W�L�R�Q�V��

�7�K�H �S�U�R�S�R�V�H�G �P�R�G�H�O �L�Q�F�R�U�S�R�U�D�W�H�V �W�K�H �S�R�O�D�U�L�]�H�G �F�K�D�U�D�F�W�H�U �R�I �W�Z�L�Q�Q�L�Q�J�� �W�K�H �H�P�H�U�J�H�Q�F�H �R�I

�Q�H�Z �W�Z�L�Q���U�H�O�D�W�H�G �R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q�V ���Y�L�D �U�H�R�U�L�H�Q�W�D�W�L�R�Q �V�F�K�H�P�H���� �D�Q�G �W�K�H �L�P�S�D�F�W �R�I �W�K�H �V�O�L�S���W�Z�L�Q

�F�R�X�S�O�L�Q�J �R�Q �W�K�H �K�D�U�G�H�Q�L�Q�J �S�K�H�Q�R�P�H�Q�R�Q �D�Q�G �W�K�H �O�D�W�W�L�F�H �U�R�W�D�W�L�R�Q�V �G�X�U�L�Q�J �G�H�I�R�U�P�D�W�L�R�Q��

�‘�:�• ���o�|�-�¢�o�m

�7�K�U�R�X�J�K�R�X�W �W�K�H �Z�R�U�N�� �W�K�H �²�W�H�Q�V�R�U�³ �Q�R�W�D�W�L�R�Q �L�V �X�V�H�G�� �:�K�H�Q �Q�H�H�G�H�G�� �F�H�U�W�D�L�Q �H�[�S�U�H�V�V�L�R�Q�V

�D�U�H �D�O�V�R �S�U�H�V�H�Q�W�H�G �L�Q �L�Q�G�L�F�L�D�O �Q�R�W�D�W�L�R�Q�� �X�W�L�O�L�]�L�Q�J �W�H�Q�V�R�U �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V �Z�L�W�K�L�Q �D�Q �R�U�W�K�R�Q�R�U�P�D�O

�E�D�V�L�V �D�Q�G �W�K�H �V�X�P�P�D�W�L�R�Q �F�R�Q�Y�H�Q�W�L�R�Q �R�Y�H�U �W�K�H �U�H�S�H�D�W�H�G �L�Q�G�L�F�H�V�� �7�K�H �I�R�O�O�R�Z�L�Q�J �Q�R�W�D�W�L�R�Q

�F�R�Q�Y�H�Q�W�L�R�Q�V �D�S�S�O�\��

�‡�6�F�D�O�D�U�V �D�U�H �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�H�G �L�Q �L�W�D�O�L�F�V �R�U �U�R�P�D�Q �W�\�S�H�I�D�F�H�� �I�R�U �H�[�D�P�S�O�H��_
 r ; E; � r
cr �� � m ��

log(L0)��

�‡�9�H�F�W�R�U�V �D�Q�G �V�H�F�R�Q�G���R�U�G�H�U �W�H�Q�V�R�U�V �D�U�H �G�H�Q�R�W�H�G �E�\ �E�R�O�G�I�D�F�H �(�Q�J�O�L�V�K �R�U �*�U�H�H�N �D�O�S�K�D�E�H�W�V��

�E�R�W�K �L�Q �V�P�D�O�O �D�Q�G �F�D�S�L�W�D�O �O�H�W�W�H�U�V�� �I�R�U �H�J����m; n; F; � ; � ��

�‡�7�K�H �G�R�X�E�O�H���V�W�U�X�F�N �O�H�W�W�H�U�V �D�U�H �X�V�H�G �W�R �U�H�S�U�H�V�H�Q�W �I�R�X�U�W�K���R�U�G�H�U �W�H�Q�V�R�U�V�� �H���J����S; P; L; M

�7�K�H �V�H�F�R�Q�G���R�U�G�H�U �D�Q�G �I�R�X�U�W�K���R�U�G�H�U �L�G�H�Q�W�L�W�\ �W�H�Q�V�R�U�V �D�U�H �G�H�Q�R�W�H�G �D�VI �D�Q�GI�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\��

�7�K�H�L�U �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V �L�Q �D�Q�\ �R�U�W�K�R�Q�R�U�P�D�O �E�D�V�L�V �D�U�H �H�[�S�U�H�V�V�H�G �D�V� ij �D�Q�G� ik � jl �� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\�� �,�Q

�W�K�H �V�X�E�V�S�D�F�H �R�I �V�\�P�P�H�W�U�L�F �V�H�F�R�Q�G���R�U�G�H�U �W�H�Q�V�R�U�V�� �W�K�H �L�G�H�Q�W�L�W�\ �R�S�H�U�D�W�L�R�Q �L�V �D�F�K�L�H�Y�H�G �W�K�U�R�X�J�K

�W�K�H �V�\�P�P�H�W�U�L�]�H�GI�� �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�H�G �D�VIS�� �Z�L�W�K �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V1
2(� ik � jl + � il � kj )�� �7�K�H �Q�R�W�D�W�L�R�Q



�$�������� �‘�:�•�1�R�W�D�W�L�R�Q �X�V�H�G �I�R�U �W�H�Q�V�R�U �R�S�H�U�D�W�L�R�Q�V��

�7�H�Q�V�R�U �1�R�W�D�W�L�R�Q �,�Q�G�L�F�L�D�O �1�R�W�D�W�L�R�Q

m � n; T � F; P � L mi ni ; Tij Fij ; Pijkl L ijkl

F � n; P � n; P � F Fij nj ; Pijkl nl ; Pijkl Fkl

n � F; n � P; F � P ni Fij ; ni Pijkl ; Fij Pijkl

m 
 n; T 
 F; P 
 L mi nj ; Tij Fkl ; Pijkl Lpqrs

F 
 n; P 
 n; P 
 F Fij nk ; Pijkl np; Pijkl Fpq

TF ; P � L; T : F Tij Fjk ; Pijkl L klmn ; Tij Fji

r v; divv; rotv vi;j ; vi;i ; � ijk vk;j ���Z�K�H�U�H� ijk �L�V �D �S�H�U�P�X�W�D�W�L�R�Q �W�H�Q�V�R�U��

r T ; divT Tij;k ; Tij;j

�H�P�S�O�R�\�H�G �I�R�U �Y�D�U�L�R�X�V �R�S�H�U�D�W�L�R�Q�V �L�Q�Y�R�O�Y�L�Q�J �W�H�Q�V�R�U�V �R�I �G�L�I�I�H�U�H�Q�W �R�U�G�H�U�V �L�V �V�X�P�P�D�U�L�]�H�G �L�Q

�7�D�E���������� �7�K�H �V�H�F�R�Q�G���R�U�G�H�U �W�H�Q�V�R�UF �Z�L�W�K �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�VFij �L�V �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�H�G �E�\FT �Z�K�H�Q

�W�U�D�Q�V�S�R�V�H�G�� �L�Q�G�L�F�D�W�L�Q�J �D �W�H�Q�V�R�U �Z�L�W�K �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�VFji �� �Z�K�L�O�H �W�K�H �I�R�X�U�W�K���R�U�G�H�U �W�H�Q�V�R�UP

�Z�L�W�K �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�VPijkl �L�V �G�H�Q�R�W�H�G �E�\PT �Z�K�H�Q �W�U�D�Q�V�S�R�V�H�G�� �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�L�Q�J �D �W�H�Q�V�R�U �Z�L�W�K

�F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�VPklij �� �,�Q�Y�H�U�V�H�V �R�I �V�H�F�R�Q�G�� �D�Q�G �I�R�X�U�W�K���R�U�G�H�U �W�H�Q�V�R�U�V �D�U�H �G�H�Q�R�W�H�G �D�VF � 1 �D�Q�G

P� 1�� �U�H�V�S�H�F�W�L�Y�H�O�\��

�‘�:�‘ ���0�0�u�;�ˆ�b�-�¢�o�m�v

�%�H�O�R�Z �D�U�H �W�K�H �G�H�I�L�Q�H�G �D�E�E�U�H�Y�L�D�W�L�R�Q�V �X�V�H�G �W�K�U�R�X�J�K�R�X�W �W�K�H �H�Q�W�L�U�H �W�H�[�W��

�‡�)�&�& �� �)�D�F�H �&�H�Q�W�H�U�H�G �&�X�E�L�F

�‡�)�)�7 �� �)�D�V�W �)�R�X�U�L�H�U �7�U�D�Q�V�I�R�U�P�V

�‡�)�(�0 �� �)�L�Q�L�W�H �(�O�H�P�H�Q�W �0�H�W�K�R�G

�‡�&�3�)�(�0 �� �&�U�\�V�W�D�O �3�O�D�V�W�L�F�L�W�\ �)�L�Q�L�W�H �(�O�H�P�H�Q�W �0�H�W�K�R�G

�‡�+�&�3 �� �+�H�[�D�J�R�Q�D�O �&�O�R�V�H �3�D�F�N�H�G

�‡�9�3�6�& �� �9�L�V�F�R�3�O�D�W�L�F �6�H�O�I �&�R�Q�V�L�V�W�H�Q�W

�‡�3�7�9�& �� �3�U�R�E�D�E�L�O�L�V�W�L�F �7�Z�L�Q �9�R�O�X�P�H �&�R�Q�V�L�V�W�H�Q�W

�‡�&�5�6�6 �� �&�U�L�W�L�F�D�O �5�H�V�R�O�Y�H�G �6�K�H�D�U �6�W�U�H�V�V

����



�‡�0�)�3 �� �0�H�D�Q �)�U�H�H �3�D�W�K

�‡�5�9�( �� �5�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�Y�H �9�R�O�X�P�H �(�O�H�P�H�Q�W

�‡�5�3�3 �� �5�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�Y�H �3�R�U�R�X�V �3�R�O�\�&�U�\�V�W�D�O

�‡�+�3�3�& �� �+�R�P�R�J�H�Q�L�]�H�G �3�R�U�R�X�V �3�R�O�\�&�U�\�V�W�D�O

�‡�5�3�6�& �� �5�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�Y�H �3�R�U�R�X�V �6�L�Q�J�O�H �&�U�\�V�W�D�O

�‡�+�3�6�& �� �+�R�P�R�J�H�Q�L�]�H�G �3�R�U�R�X�V �6�L�Q�J�O�H �&�U�\�V�W�D�O

�‡�+�(�0 �� �+�R�P�R�J�H�Q�R�X�V �(�T�X�L�Y�D�O�H�Q�W �0�H�G�L�X�P

�‡�(�9�3�6�& �� �(�O�D�V�W�R���9�L�V�F�R �3�O�D�V�W�L�F �6�H�O�I���&�R�Q�V�L�V�W�H�Q�W

�‡�0�)�0 �� �0�H�D�Q �)�L�H�O�G �0�R�G�H�O

�‡�,�3�) �� �,�Q�Y�H�U�V�H �3�R�O�H �)�L�J�X�U�H

�‡�6�)�( �� �6�W�D�F�N�L�Q�J �)�D�X�O�W �(�Q�H�U�J�\

�‡�*�7�1 �� �*�X�U�V�R�Q���7�Y�H�U�J�D�D�U�G���1�H�H�G�O�H�P�D�Q

�‘�:�’ ���u�‹�v�|�-�t �t�-�°�1�; �v�‹�l�l�;�|�u�‹

�,�Q �W�K�L�V �V�H�F�W�L�R�Q�� �W�K�H �L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V �R�I �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �V�W�L�I�I�Q�H�V�V �W�H�Q�V�R�U�� �D�V �Z�H�O�O

�D�V �W�K�H �V�O�L�S �D�Q�G �W�Z�L�Q �V�\�V�W�H�P�V �F�R�Q�V�L�G�H�U�H�G �W�K�U�R�X�J�K�R�X�W �W�K�H �Z�R�U�N �I�R�U �)�&�& �D�Q�G �+�&�3 �V�L�Q�J�O�H

�F�U�\�V�W�D�O�V�� �D�U�H �G�L�V�F�X�V�V�H�G�� �)�R�U �)�&�& �F�U�\�V�W�D�O�V �Z�L�W�K �F�X�E�L�F �V�\�P�P�H�W�U�\�� �W�K�H �H�O�D�V�W�L�F �V�W�L�I�I�Q�H�V�V �W�H�Q�V�R�U

Le �K�D�V �W�K�U�H�H �L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V �L�Q �D�Q�L�V�R�W�U�R�S�\ �D�[�H�V�� �Q�D�P�H�O�\L1111 = L2222 = L3333��

L1122 = L1133 = L2233�� �D�Q�GL1212 = L1313 = L2323�� �+�R�Z�H�Y�H�U�� �I�R�U �0�J �D�Q�G �7�L �+�&�3

�F�U�\�V�W�D�O�V �Z�L�W�K �W�U�D�Q�V�Y�H�U�V�H �L�V�R�W�U�R�S�L�F �V�\�P�P�H�W�U�\�� �Z�K�L�F�K �K�D�Y�H �W�K�H�L�U �W�K�L�U�G �D�[�L�V ��c = e3�� �F�R�D�[�L�D�O

�Z�L�W�K �W�K�H �P�D�L�Q �D�[�L�V �R�I �V�\�P�P�H�W�U�\�� �W�K�H�U�H �D�U�H �I�L�Y�H �L�Q�G�H�S�H�Q�G�H�Q�W �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V �L�Q �W�K�H �D�Q�L�V�R�W�U�R�S�\

�D�[�H�V��L1111�� L1122�� L1133�� L3333�� �D�Q�GL1313�� �,�W �L�V �L�P�S�R�U�W�D�Q�W �W�R �Q�R�W�H �W�K�D�W �G�X�H �W�R �P�D�W�H�U�L�D�O

�V�\�P�P�H�W�U�\�� �W�K�H�U�H �D�U�H �D�G�G�L�W�L�R�Q�D�O �Q�R�Q���]�H�U�R �F�R�P�S�R�Q�H�Q�W�V�� �V�X�F�K �D�VL2222 = L1111��L2233 = L1133��

L2323 = L1313�� �D�Q�GL1212 = L1111 � L1122��

�7�K�H �V�\�P�P�H�W�U�\ �R�I �W�K�H �F�U�\�V�W�D�O �L�Q�I�O�X�H�Q�F�H�V �W�K�H �V�O�L�S �D�Q�G �W�Z�L�Q �V�\�V�W�H�P�V �W�K�D�W �D�S�S�O�\ �W�R �W�K�H

�P�D�W�H�U�L�D�O �E�H�L�Q�J �H�[�D�P�L�Q�H�G�� �7�K�H �V�O�L�S �S�O�D�Q�H�V �D�Q�G �G�L�U�H�F�W�L�R�Q�V �D�U�H �V�S�H�F�L�I�L�H�G �Z�L�W�K�L�Q �W�K�H �F�U�\�V�W�D�O

�I�U�D�P�H�� �X�W�L�O�L�]�L�Q�J �0�L�O�O�H�U �L�Q�G�L�F�H�V�� �,�Q �W�K�L�V �U�H�S�U�H�V�H�Q�W�D�W�L�R�Q�� �W�K�H �V�O�L�S �S�O�D�Q�H �L�V �L�G�H�Q�W�L�I�L�H�G �E�\ �L�W�V

�Q�R�U�P�D�O �Y�H�F�W�R�U ���U�H�I�H�U�.�R�F�N�V �H�W �D�O������������������

����
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