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Rozdziaª 1

Wst¦p

W okresie ostatnich kilkunastu lat jeste±my ±wiadkami niezwykªego przeªomu informa-
tycznego i technologicznego dokonuj¡cego si¦ w »yciu codziennym, nauce i przemy±le. W
dniu dzisiejszym nie wyobra»amy ju» sobie »ycia bez komputerów, sterowników mikro-
procesorowych kontroluj¡cych dziaªanie urz¡dze« gospodarstwa domowego, przyrz¡dów
opartych na ukªadach póªprzewodnikowych, itp. U ¹ródeª nienotowanego dot¡d w historii
cywilizacji ludzkiej post¦pu, le»y powszechne wykorzystanie najnowszych zdobyczy tech-
niki i nauki, w tym komputerów umo»liwiaj¡cych przeprowadzenie zªo»onych oblicze«
i symulacji numerycznych. W±ród wielu dziedzin nauki i techniki, niezwykle skutecznie
i intensywnie wykorzystuj¡cych nowe mo»liwo±ci jakie niesie ze sob¡ post¦p techniczny
wskaza¢ mo»emy równie» mechanik¦ ciaªa staªego.
W urz¡dzeniach technicznych najnowszych generacji powszechnym zaczyna by¢ wyko-
rzystywanie efektów kwantowych, które odgrywaj¡ istotn¡ rol¦ gdy wymiary elementów
aktywnych w tych urz¡dzeniach staj¡ si¦ coraz to mniejsze i mniejsze, osi¡gaj¡c wymiary
rz¦du nm. Powszechna miniaturyzacja rodzi zapotrzebowanie na nowe modele teoretyczne
opisuj¡ce specy�czne efekty, charakterystyczne dla nanometrowych struktur póªprzewod-
nikowych, jak np. zmiany energii emisji w napr¦»onych studniach i kropkach kwantowych
InGaN/GaN. Post¦p techniczny jaki dokonuje si¦ w dziedzinie technik wytwarzania hete-
rostruktur poª¡czony jest jednocze±nie z rozwojem technik badawczych struktury, które to
osi¡gaj¡ dzi± rozdzielczo±¢ pojedynczego atomu, np. nowe odmiany mikroskopii elektrono-
wej (EDS, EELS, HAADF ). Ci¡gªy rozwój technologii wytwarzania heterostruktur gene-
ruje zapotrzebowanie na nowe, dokªadniejsze modele teoretyczne i narz¦dzia obliczeniowe
pozwalaj¡ce matematycznie uj¡¢ zachowanie si¦ urz¡dze« opartych na tego typu struktu-
rach krystalicznych podczas pracy. Zapotrzebowanie przemysªu stoi u podstaw znacz¡cego
post¦pu naukowego i technologicznego, wªa±nie dzi¦ki silnemu wzajemnemu sprz¦»eniu
zwrotnemu pomi¦dzy rozwojem technologii wytwarzania nanostruktur o nowych dosko-
nalszych wªa±ciwo±ciach �zycznych (ze szczególnym uwzgl¦dnieniem optoelektroniki), a
wiedz¡ na temat zjawisk zachodz¡cych w materiaªach w mikro- i nanoskali. Warunkiem
niezb¦dnym bowiem do opracowania nowych, jak równie» optymalizacji znanych ju» pro-
cesów technologicznych wytwarzania i eksploatacji heterostruktur s¡ interdyscyplinarne
badania podstawowe niezb¦dne dla zrozumienia mechanizmów rz¡dz¡cych zachowaniem
si¦ heterostruktur i uj¦cia ich w ±cisªe, matematyczne formuªy. Jedynie dzi¦ki takiemu
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komplementarnemu podej±ciu mo»liwe b¦dzie zaspokojenie lawinowo rosn¡cego popytu
na urz¡dzenia wykorzystuj¡ce najnowsze zdobycze techniki. Opis zachowania si¦ hete-
rostruktur o wymiarach rz¦du nanometrów, gdzie istotne jest uwzgl¦dnienie wzajemnych
oddziaªywa« komórek atomowych, czy nawet pojedynczych atomów wchodz¡cych w skªad
struktury stawia bowiem niezwykle wysokie wymagania nowym modelom teoretycznym.
W klasycznym podej±ciu, rozwa»aj¡c wpªyw mikrostruktury na zachowanie si¦ makrosko-
powego ciaªa pod obci¡»eniem, ±wiadomie zakªadamy caªkowit¡ przypadkowo±¢ w rozkªa-
dzie orientacji ziarn tworz¡cych ciaªo. To zaªo»enie prowadzi do wniosków, »e ciaªo ma
takie same wªa±ciwo±ci bez wzgl¦du na kierunek obci¡»enia. Zaªo»enie izotropii wªa±ciwo-
±ci �zycznych, doskonale upraszczaj¡ce opis matematyczny i sprawdzaj¡ce si¦ w praktyce
in»ynierskiej, zawodzi jednak gdy mamy do czynienia np. metalami po obróbce plastycz-
nej, szturmem zdobywaj¡cymi rynek w ostatnich latach kompozytami czy te» b¦d¡cymi
przedmiotem zainteresowania niniejszej pracy strukturami krystalicznymi. Struktury kry-
staliczne z bardzo maª¡ g¦sto±ci¡ dyslokacji (102 cm−2) lub wr¦cz wolne od defektów
(tzw. whiskersy) wraz z rozwojem technik ich wytwarzania s¡ coraz cz¦±ciej wykorzy-
stywane w technice. Ich podstawow¡ zalet¡ jest fakt, »e struktury takie zdolne s¡ do
deformacji spr¦»ystych daleko wykraczaj¡cych poza granice, które zwykli±my traktowa¢
jako maªe, zob. Crump i Mitchell (1970), Hill (1975). Deformacja krysztaªu w ogólnym
przypadku obci¡»enia jest niezwykle zªo»ona ze wzgl¦du na wyra¹n¡ anizotropi¦ wªa±ciwo-
±ci �zycznych i ró»ne zachowanie si¦ krysztaªu podczas rozci¡gania i ±ciskania. Powoduje
to powa»ne trudno±ci przy modelowaniu zachowania takiego materiaªu. Wpªyw efektów
zwi¡zanych ze specy�k¡ budowy krysztaªów, np. silny efekt piezoelektryczny, czy te» po-
laryzacja spontaniczna w krysztaªach o strukturze heksagonalnej dodatkowo komplikuje
problem. W przypadku modelowania heterostruktur, kiedy zale»y nam na uwzgl¦dnieniu
oddziaªywa« atomowych, czy te» wyznaczeniu kon�guracji atomowej naturalnym wydaje
si¦ u»ycie metod dyskretnych np. statyki i dynamiki molekularnej czy te» oblicze« ab-
initio. Do tego celu wykorzysta¢ mo»emy jeden z caªego szeregu potencjaªów atomowych
(np. Stillingera-Webera, Lenarda-Jonesa, Terso�a, Barafa, TB-SMA i wiele innych), z któ-
rych ka»dy ma specy�czne cechy predestynuj¡ce go do u»ycia dla ±ci±le okre±lonej grupy
materiaªów. Odmienne podej±cie do opisu oddziaªywa« atomowych prezentuje metoda
atomu osadzonego (tzw. EAM, MEAM ), wspomniane ju» metody oparte na pierwszych
zasadach (ab-initio) czy te» metody empiryczne (np. przybli»enie k*p). Mimo post¦puj¡-
cej miniaturyzacji póªprzewodnikowych urz¡dze« elektronicznych na ich struktur¦ ci¡gle
skªada si¦ ogromna liczba atomów, st¡d cech¡ charakterystyczn¡ oblicze« molekularnych
tego typu struktur jest ogromne zapotrzebowanie na moc obliczeniow¡. Dodatkowo je±li
zwi¦kszymy stopie« zªo»ono±ci oddziaªywa« atomowych, np. poprzez zaªo»enie istnienia
niecentralnych oddziaªywa« atomów czy zwi¦kszenie zasi¦gu tych oddziaªywa« (tzw. cut
o� potencjaªu) otrzymamy niezwykle zªo»ony i czasochªonny problem do rozwi¡zania. Z
tego te» powodu obliczenia takie napotykaj¡ na naturalne ograniczenie w postaci ilo±ci
atomów mog¡cych bra¢ jednocze±nie udziaª w symulacji. Jednym ze sposobów na omini¦cie
wspomnianego ograniczenia jest wykorzystanie metod mechaniki kontinuum do symulacji
zachowania si¦ homo- i heterostruktur lub stworzenie rozwi¡za« hybrydowych ª¡cz¡cych
w sobie dokªadno±¢ symulacji ruchu pojedy«czych atomów metodami dyskretnymi z efek-
tywno±ci¡ metod mechaniki o±rodków ci¡gªych. W celu geometrycznego powi¡zania kine-
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matyki, dyskretnej w swej naturze struktury krystalicznej z ci¡gªym kontinuum konieczne
jest przyj¦cie uproszczenia, idealizacji struktury krystalicznej, np. hipotezy Cauchy'ego-
Borna, zob. Born i Huang (1956), Ericksen (1984), Tadmor i in. (1996), Ortiz i Philips
(1999), Abeyarante i in. (2001). Matematyczny aparat mechaniki o±rodków ci¡gªych u»yty
do modelowania nanostruktur krystalicznych, musi uwzgl¦dnia¢ cechy charakterystyczne
krysztaªu, jak np. asymetri¦ pomi¦dzy procesem rozci¡gania i ±ciskania czy te» anizotropi¦
wªa±ciwo±ci �zycznych. W niniejszej pracy zostaª u»yty aparat anizotropowej hiperspr¦»y-
sto±ci opartej na uogólnionej mierze odksztaªcenia pozwalaj¡cy uwzgl¦dni¢ nieliniowo±ci
geometryczn¡ i �zykaln¡ krysztaªu, jak równie» anizotropi¦ jego wªa±ciwo±ci �zycznych.
Proces wytwarzania nanostruktur (np. heterostruktury epitaksjalne) jest czynnikiem ma-
j¡cym decyduj¡cy wpªyw na wªa±ciwo±ci eksploatacyjne urz¡dze« zbudowanych na ich
bazie. To wªa±nie w czasie wzrostu w heterostrukturach powstaj¡ napr¦»enia residualne,
których obecno±¢ spowodowana jest gªównie niedopasowaniem sieciowym i dezorientacj¡
sieci krystalogra�cznej podªo»a i hodowanej warstwy. Na poziom napr¦»e« residualnych, a
wi¦c na jako±¢ hodowanego krysztaªu, ma równie» wpªyw wiele innych czynników takich
jak, stopie« zdefektowania podªo»a - dyslokacje powielaj¡ si¦ w hodowanej strukturze,
typ wzrostu - wyspowy (Stranski-Krastanow) czy warstwowy (Frank-van der Merwe),
temperatura wzrostu, obróbka cieplno-mechaniczna heterostruktury i wiele innych. Wy-
korzystuj¡c matematyczny aparat anizotropowej hiperspr¦»ysto±ci w metodzie elementów
sko«czonych otrzymujemy nowe, efektywne narz¦dzie obliczeniowe pozwalaj¡ce wyzna-
cza¢ stan odksztaªcenia i napr¦»enia, rozkªady pól sprz¦»onych, np. rozkªad potencjaªu
elektrostatycznego w krysztaªach o symetrii heksagonalnej. Dzi¦ki znajomo±ci napr¦»e«
residualnych obecnych w heterostrukturach jeste±my w stanie okre±li¢ stopie« zdefekto-
wania struktury, opracowa¢ lub te» zwery�kowa¢ techniki redukcji napr¦»e« residualnych,
np. poprzez dobór innych materiaªów na podªo»e. Dzi¦ki znajomo±ci rozkªadu potencjaªu
elektrostatycznego bed¡cego wynikiem deformacji struktury o symetrii heksagonalnej je-
ste±my w stanie przewidzie¢ zmiany struktury pasmowej w urz¡dzeniach optoelektronicz-
nych.

Cel pracy. Celem pracy jest opracowanie efektywnego narz¦dzia obliczeniowego opar-
tego na matematycznym aparacie mechaniki kontinuum przeznaczonego do modelowania
stanu napr¦»enia i odksztaªcenia w zdefektowanych heterostrukturach epitaksjalnych. Aby
poprawnie opisa¢ mechaniczne zachowanie si¦ materiaªu o wymiarach rz¦du pojedynczej
komórki elementarnej krysztaªu wykorzystany zostaª aparat nieliniowej, anizotropowej hi-
perspr¦»ysto±ci i metoda elementów sko«czonych. Zaproponowany model matematyczny
opisuj¡cy sko«czone deformacje struktury krystalicznej uwzgl¦dnia nieliniowo±¢ zarówno
geometryczn¡, korzystaj¡c z uogólnionej miary odksztaªcenia, jak i nieliniowo±¢ �zykaln¡
wykorzystuj¡c staªe spr¦»ysto±ci wy»szych rz¦dów. Proponowany model zachowania si¦
ciaªa, w przeciwie«stwie do innych stosowanych w literaturze modeli np. hipospr¦»ystych,
bilansuje energi¦ na zamkni¦tych cyklach obci¡»enia. Przy modelowaniu anizotropii krysz-
taªu posªu»ono si¦ anizotropowymi staªymi sztywno±ci drugiego i trzeciego rz¦du ogólnie
dost¦pnymi w literaturze.

Zakres pracy. W niniejszej pracy przedstawiono metod¦ rozwi¡zywania zagadnie«
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brzegowych metod¡ elementów sko«czonych opart¡ na sko«czonych deformacjach nielinio-
wego anizotropowego hiperspr¦»ystego o±rodka. Przedstawiona w nast¦pnych rozdziaªach
metodyka wyznaczania stanu napre»e« residualnych w samonapr¦»onych nanostrukturach
zilustrowana zostaªa przykªadami oblicze« napr¦»e« niedopasowania w heterostrukturze
póªprzewodnikowej GaAs/ZnTe/CdTe oraz studium stanu napr¦»enia wokóª dyslokacji
kraw¦dziowej i dyslokacji Schockleya w krysztale miedzi. Procedura wyznaczania napr¦-
»e« residualnych skªada si¦ z nast¦puj¡cych etapów:

• Analiza danych eksperymentalnych, np. obrazów wysokorozdzielczego mikroskopu
elektronowego (HRTEM),

• Wybór materiaªu referencyjnego dla poszczególnych skªadników heterostruktury,
• Opis geometrii heterostruktury,
• Dyskretyzacja modelowanego obszaru heterostruktury,
• Identy�kacja skªadu chemicznego, parametrów sieci i staªych materiaªowych po-
szczególnych elementów sko«czonych,

• Przyj¦cie odpowiednich warunków brzegowych,
• Rozwi¡zanie tak sformuªowanego zadania brzegowego,
• Analiza wyników numerycznych.

Prezentowana, zintegrowana metoda oblicze« uwzgl¦dnia zarówno nieliniowo±¢ geome-
tryczn¡, jak i �zyczn¡ poprzez uwzgl¦dnie m. in. staªych spr¦»ysto±ci trzeciego rz¦du.
Zakres potencjalnych zastosowa« prezentowanej metody nie ogranicza si¦ wyª¡cznie do
pól mechanicznych, ale mo»e obejmowa¢ równie» pole elektryczne poprzez uwzgl¦dnienie
efektu piezoelektrycznego. Podej±cie takie pozwala na kompleksowe modelowanie zacho-
wania si¦ krysztaªów i ocen¦ wpªywu poszczególnych efektów.

Zawarto±¢ pracy. Praca skªada si¦ z 6-ciu rozdziaªów i 3-ch dodatków. Po krót-
kim wst¦pie, w rozdziale drugim przedstawiono krótki rys historyczny i wprowadzenie
do teorii spr¦»ysto±ci wraz z przegl¡dem istniej¡cych w literaturze modeli materiaªu hi-
perspr¦»ystego. Rozdziaª trzeci prezentuje proponowany hiperspr¦»ysty model zachowa-
nia krysztaªu i wyprowadzone zale»no±ci opisuj¡ce tensor napr¦»enia Cauchy'ego, przy
czym kinematyka o±rodka uwzgl¦dnia sko«czone deformacje ciaªa. W rozdziale czwartym
opisana zostaªa implementacja numeryczna prezentowanego sformuªowania oraz podano
ukªad równa« metody elementów sko«czonych. W rozdziale pi¡tym przedstawiono przy-
kªady zastosowania metody, opisano warunki brzegowe wraz z uzasadnieniem przyj¦cia
ich postaci oraz przedstawiona zostaªa dyskusja otrzymanych wyników. W podsumowaniu
zawarto wnioski z przeprowadzonej w pracy analizy. Dodatek A zawiera analiz¦ wpªywu
zmiany wspóªczynnika miary odksztaªcenia �m� przy zmianie miary odksztaªcenia na war-
to±ci staªych sztywno±ci trzeciego rz¦du. Dodatek B zawiera metod¦ wyznaczania dystorsji
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sieci koniecznych do poprawnego zde�niowania problemu napr¦»e« residualnych zdefek-
towanej heterostruktury. Dodatek C zawiera propozycj¦ doboru miary odksztaªcenia ze
wzgl¦du na warunek staªo±ci wspóªczynnika sztywno±ci obj¦to±ciowej.



Rozdziaª 2

Wprowadzenie

W otaczaj¡cym nas ±wiecie ciaªa staªe stanowi¡ niezwykle liczn¡ i ró»norodn¡ pod wzgl-
¦dem wªa±ciwo±ci �zyko-chemicznych grup¦ materiaªów. Poniewa» wi¦kszo±¢ materiaªów
konstrukcyjnych jest ciaªami staªymi o budowie krystalicznej, dlatego te» wydaje si¦ w
peªni uzasadnionym fakt, »e materiaªom tym po±wi¦ca si¦ ogromn¡ uwag¦ i stanowi¡ one
przedmiot bada« wielu naukowców na caªym ±wiecie. Z drugiej strony, poszukiwania no-
wych modeli opisuj¡cych zachowanie si¦ ciaª odksztaªcalnych w szerokim spektrum skali
wymiarowej (od makro-, poprzez mezo-, do mikro- i nanoskali) stanowi¡ staªy bodziec
rozwoju nie tylko mechaniki ale równie» wielu dziedzin z ni¡ zwi¡zanych, jak np. mate-
matyki, in»ynierii materiaªowej, technik badawczych oraz wielu innych.
Pierwszym historycznie modelem opisuj¡cym zachowanie si¦ ciaªa poddanego dziaªaniu
obci¡»e« zewn¦trznych jest model ciaªa spr¦»ystego. Model ten, jak wszystkie modele me-
chaniki, jest pewn¡ idealizacj¡ rzeczywistego zachowania si¦ ciaªa odksztaªcalnego. Wraz
z rozwojem techniki i metod badawczych oczywistym staªo si¦, »e w ±wiecie panuje wielka
ró»norodno±¢ i mniejsze lub wi¦ksze odst¦pstwa od tego modelu s¡ na porz¡dku dziennym.
Mimo to, teoria spr¦»ysto±ci pozostaje nadal efektywnym narz¦dziem, za pomoc¡ którego
jeste±my w stanie rozwi¡za¢ skomplikowane niejednokrotnie problemy, zapewniaj¡c przy
tym akceptowaln¡ zgodno±¢ wyników z eksperymentem. W przypadku praktyki in»ynier-
skiej teoria spr¦»ysto±ci oparta na maªych deformacjach do dzi± pozostaje podstawowym
narz¦dziem wykorzystywanym do oblicze« konstrukcji mechanicznych.
Cech¡ charakterystyczn¡ ciaª odksztaªcalnych jest to, »e w pewnym zakresie deformacji,
po ustaniu dziaªania obci¡»enia, ciaªa te powracaj¡ do pierwotnego, wolnego od odksztaª-
ce« i napr¦»e« stanu naturalnego. Ciaªa wykazuj¡ce t¡ cech¦ w caªym zakresie obci¡»enia
nazywami spr¦»ystymi w odró»nieniu od materiaªów plastycznych, dla których odwra-
calny proces odksztaªcenia spr¦»ystego zachodzi jedynie w pewnym sko«czonym, zwykle
niewielkim zakresie deformacji. I cho¢ dla niektórych rzeczywistych materiaªów zakres
spr¦»ysty jest mocno ograniczony, to jednak ze wzgl¦du na fakt, »e wi¦kszo±¢ konstruk-
cji mechanicznych pracuje wyª¡cznie w zakresie spr¦»ystym, to stosowanie powy»szego
modelu jest uzasadnione i mimo daleko posuni¦tej idealizacji do±¢ dobrze sprawdza si¦
w praktyce. Poj¦cie spr¦»ysto±¢ po raz pierwszy pojawiªo si¦ prawdopodobnie w pracy
Hooke'a (1676) sformuªowane za pomoc¡ ªaci«skiego anagramu ceiiinosssttuv - popular-
nej wówczas metody prezentacji odkry¢ za pomoc¡ rebusu sªownego maj¡cego skªoni¢ do
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zastanowienia innych badaczy. Wkrótce Hooke (1678) podaje rozwi¡zanie wspomnianego
rebusu w postaci sªownej:

Ut tensio sic vis ,
co tªumaczy si¦: siªa ciaªa spr¦»ystego jest proporcjonalna do jego wydªu»enia. Prawo to
daªo podstaw¦ matematycznej teorii spr¦»ysto±ci, która stanowi dzisiaj jedn¡ z wa»niej-
szych gaª¦zi mechaniki.
Niewiele wcze±niej Steno (1669) publikuje rozpraw¦, w której zawiera szczegóªow¡ analiz¦
przekrojów próbek krysztaªów kwarcu. Od tej»e pracy datuje si¦ pocz¡tek nauki o budowie
wewn¦trznej krysztaªów - krystalogra�i. Za nast¦pne kroki milowe krystalogra�i mo»na
uzna¢ prac¦ Haüy'a (1784) wprowadaj¡cego molécules intégrantes - pierwowzór komórki
elementarnej oraz Bravais'go (1848) de�niuj¡cego podziaª komórek krysztaªu ze wzgl¦du
na charakterysztyczne dla nich symetrie. Mechanika ciaª odksztaªcalnych powszechnie
czerpie dzi± inspiracj¦ i wery�kuje wyniki na podstawie rozwa»a« krystalogra�cznych.
Wiedza na temat budowy wewn¦trznej ciaª krystalicznych daje niezwykle cenne wytyczne
przy budowaniu fenomenologicznych teorii opisuj¡cych makroskopow¡ deformacj¦ ciaªa
krystalicznego i jest koniecznana do poprawnego opisu specy�cznych wªa±ciwo±ci �zycz-
nych krysztaªu.
Si¦gaj¡c wstecz odnajdziemy, »e jednym z wielu przyczynków do rozwoju mechaniki ciaª
odksztaªcalnych byªa potrzeba zrozumienia i opanowania zjawisk p¦kania budowli. Pierw-
szymi próbami rozwi¡zania problemu byªy koncepcje Galileusza dotycz¡ce proporcjonal-
no±ci obci¡»enia do powierzchni przekroju ciaªa i test rozci¡gania pr¦tów opracowany
przez Leonarda da Vinci, cho¢ przed odkryciem Hooke'a konstrukcje pod obci¡»eniem
byªy traktowane jak ciaªa idealnie sztywne, np. wspomniane podej±cie Galileusza, zob.
Westergaard (1952). Niezale»nie od Hooke'a, opieraj¡c si¦ na do±wiadczeniach ze zgina-
naniem belek Mariott'e (1680) dochodzi do podobnego wniosku, wyznaczaj¡c przy okazji
poªo»enie osi neutralnej w zginanej belce. Niedªugo pó¹niej pojawia si¦ poj¦cie b¦d¡ce
pierwowzorem napr¦»enia, wyra»one przez Leibniz'a (1684) w pogl¡dzie, »e w obci¡»o-
nych ciaªach istnieje napi¦cie dziaªaj¡ce prostopadle do powierzchni ciaªa. Pogl¡d ten
powtórzony zostaª nast¦pnie przez Bernoulli'ego (1705) proponuj¡cego opis obci¡»enia
ciaªa za pomoc¡ siªy na jednostk¦ powierzchni i opis deformacji za pomoc¡ rozci¡gni¦cia
jednostkowego wªókna materialnego ciaªa. Coulomb na bazie prac Bernoulli'ego i Euler'a
wyprowadza wzór na napr¦»enie w zginanej spr¦»y±cie belce, Parent (1713) wprowadza
poj¦cie napr¦»e« ±cinaj¡cych dla uzupeªnienia opisanych ju» napr¦»e« normalnych. Euler
(1727) proponuje liniow¡ zale»no±¢ pomi¦dzy napr¦»eniem a odksztaªceniem w postaci:

s = E e,
gdzie parametr materiaªowy E zwany jest dzi± moduªem Young'a. W roku 1744 Euler,
badaj¡c deformacj¦ zginanych belek, wprowadza poj¦cie g¦sto±ci energii odksztaªcenia,
któr¡ de�niuje jako energi¦ na jednostk¦ dªugo±ci zginanej belki. Jest ona kwadratow¡
funkcj¡ krzywizny i uwa»ana jest przez Eulera za analog energii potencjalnej w ukªadach
mechanicznych. W przeªomowym dla mechaniki klasycznej wieku XIX nast¦puje burz-
liwy rozwój teorii spr¦»ysto±ci. Brewster (1816) publikuj¡c wyniki swych prac kªadzie
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podwaliny dla nowej gaª¦zi nauki - elastooptyki. Metody tej u»ywano, jeszcze do nie-
dawna bardzo powszechnie do wyznaczania rozkªadu napr¦»e« w skomplikowanych geo-
metrycznie konstrukcjach in»ynierskich, np. w konstrukcjach lotniczych do wykrywania i
eliminowania punktów spi¦trzenia napr¦»e«. Dzisiaj, za spraw¡ szybkiego rozwoju metod
numerycznych wypierana jest z praktyki in»ynierskiej ze wzgl¦du na swoj¡ pracochªon-
no±¢ i wysokie koszty. Cauchy wprowadza fundamentalne poj¦cia napr¦»enie i odksztaª-
cenie zast¦puj¡ce pierwotn¡ siª¦ i wydªu»enie, formuªuj¡c jednocze±nie prawo Hooke'a w
znanej do dzi± formie czyli liniowej zale»no±ci mi¦dzy napr¦»eniami a odksztaªceniami.
Wprowadzaj¡c poj¦cie o±rodka ci¡gªego, b¦d¡cego zbiorem punktów identy�kowanych z
cz¡steczkami ciaªa tworz¡cymi obiekt geometryczny w przestrzeni euklidesowej tworzy
si¦ podwaliny pod now¡ gaª¡¹ nauki zwan¡ mechanik¡ o±rodka ci¡gªego. Rozró»nione zo-
staj¡ moduªy odpowiadaj¡ce jednoosiowemu rozci¡ganiu i skr¦caniu zde�niowany zostaje
moduª ±ci±liwo±ci objeto±ciowej. Navier (1826), Cauchy (1829) i Poisson (1829), ka»dy z
osobna, wyprowadzaj¡ równania opisuj¡ce kinematyk¦ deformacji ciaªa spr¦»ystego. Nie-
zale»nie od siebie zakªadaj¡, »e modelowe ciaªo jest jednorodne pod wzgl¦dem struktury
wewn¦trznej, izotropowe pod wzgl¦dem wªa±ciwo±ci spr¦»ystych, a przemieszczenia cz¡-
stek ciaªa s¡ na tyle maªe, »e mo»na przyj¡¢ liniow¡ zale»no±¢ pomi¦dzy napr¦»eniem a
odksztaªceniem. Pocz¡tkowo, rozwój teorii spr¦»ysto±ci ma na celu opis eteru - medium
zaproponowanego przez Fresnela dla wyja±nienia zjawiska rozchodzenia si¦ ±wiatªa. Teo-
ria maj¡ca na celu analityczny opis drga« poprzecznych w spr¦»ystym o±rodku zostaªa
natychmiast zaadoptowana do opisu zjawisk typowych dla praktyki in»ynierskiej, takich
jak: zginanie belek, skr¦canie pr¦tów, ugi¦cie pªyt, drgania mechaniczne, itp. Navier do
opisu wªa±ciwo±ci ciaª spr¦»ystych u»ywa jednej staªej, podczas gdy Cauchy i Poisson
u»ywaj¡ dwóch staªych: moduªu Younga i wspóªczynnika, zwanego dzisiaj wspóªczynni-
kiem Poissona. Warto±¢ drugiej, bezwymiarowej staªej materiaªowej szacowana np. przez
Cauchy'ego na podstawie analizy siª cz¡steczkowych wynosi 14 . Green (1839) publikuje
przeªomow¡ prac¦, w której wprowadza funkcj¦ wªa±ciwej energii odksztaªcenia b¦d¡cej
kwadratow¡ funkcj¡ odksztaªcenia. Dzi¦ki rozwa»aniom Greena mo»liwe staje si¦ wyzna-
czenie ilo±ci niezale»nych staªych sztywno±ci dla ogólnego przypadku anizotropii. Liczba
niezale»nych staªych sztywywno±ci ustalona zostaje na 21, podczas gdy model propono-
wany przez Cauchy'ego oparty na centralnych oddziaªywaniach cz¡steczkowych posiadaª
jedynie 15-cie niezale»nych staªych sztywno±ci. Lord Kelvin (1855) prowadz¡c badania
dotycz¡ce spr¦»ysto±ci na gruncie termodynamiki wykazuje, »e funkcja wªa±ciwej energii
odksztaªcenia musi istnie¢ dla odwracalnego, izotermicznego lub adiabatycznego procesu
deformacji. Lamé i Clapeyron (1833) w pracy po±wi¦conej wydr¡»onym cylindrom i kulom
dla materiaªu izotropowego u»ywaj¡ dwóch parametrów materiaªowych znanych dzisiaj
jako staªe Lamego. Airy (1862) wprowadza funkcj¦ napr¦»e« de�niuj¡c¡ napr¦»enia w sta-
nie równowagi, uogólnion¡ pó¹niej przez Maxwella. Castigliano (1870) formuªuje zaªo»enia
metody energetycznej wyznaczania stanu napr¦»enia konstrukcji spr¦»ystych - minimum
energii wewn¦trznej. Mohr wprowadza konstrukcj¦ geometryczn¡ gra�cznie przedstawia-
j¡c¡ stan napr¦»enia w ciele opart¡ na koªach, która pozwala wyznaczy¢ kierunki napr¦»e«
gªównych. Volterra (1907) wprowadza poj¦cie dyslokacji - pola odksztaªce« spr¦»ystych
spowodowanych przemieszczeniami w ciaªach, które zostaje szybko wykorzystane do wy-
ja±nienia ró»nic pomi¦dzy eksperymentem a teoretycznymi przewidywaniami wielko±ci
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napr¦»e« ±cinaj¡cych powoduj¡cych deformacj¦ plastyczn¡ krysztaªów. W wieku XX-tym
ro±nie zainteresowanie praktycznym zastosowaniem teorii spr¦»ysto±ci. Rozwój budownic-
twa i przemysªu maszynowego kªadzie nacisk na rozwój bada« eksperymentalnych. Voigt
(1889) podaje zestawy staªych spr¦»ystych dla ró»nych materiaªów. Bridgman bada za-
chowanie si¦ materiaªów pod ekstremalnie wysokim ci±nieniem. Zbadana i opisana granica
plastyczno±ci wprowadza dodatkowe ograniczenie stosowalno±ci teorii spr¦»ysto±ci oprócz
istniej¡cego ju» w praktyce in»ynierskiej ograniczenia do maªych deformacji i ugi¦¢. Roz-
wój technik numerycznych pod koniec XX-tego wieku caªkowice rewolucjonizuje praktyk¦
w wielu dyscyplinach wiedzy, w tym równie» w mechanice o±rodka ci¡gªego. Spo±ród wielu
stosowanych technik numerycznych na szczególne wyró»nienie zasªuguje metoda elemen-
tów sko«czonych, której pocz¡tków mo»na szuka¢ ju» w pierwszej poªowie XX-tego wieku.
Zaªo»enia tej metody sformuªowali Hrenniko� (1941) i Courant (1943), a rozwinieta i za-
stosowana praktycznie zostaªa w latach 50-tych do oblicze« struktur lotniczych przez
Turnera, Clougha, Martina i Toppa w Stanach Zjednoczonych oraz Argyrisa i Kelsey'a w
Europie. Metoda elementów sko«czonych jak i inne techniki numeryczne (metoda ró»nic
sko«czonych, metoda elementu brzegowego) przyczyniªa si¦ do zmian w wielu dziedzinach
praktyki in»ynierskiej. Dzi±, dzi¦ki narz¦dziom numerycznym jeste±my w stanie zmierzy¢
si¦ z niezwykle skomplikowanymi problemami natury matematycznej pojawiaj¡cymi si¦
na skutek stosowania bardziej wyra�nowanych modeli zachowania si¦ ciaªa. Dodatkowo,
zastosowanie metod numerycznych do oblicze« powoduje, »e grono bene�cjentów korzy-
staj¡cych ze zdobyczy nauki i techniki ro±nie nie ograniczaj¡c si¦, jak to byªo dot¡d, do
w¡skiej grupy wysoce wykwali�kowanych specjalistów.
Jednym z mo»liwych, nowych zastosowa« mechaniki kontinuum jest prze»ywaj¡ca ostat-
nimi laty rozkwit nanotechnologia. Jej celem jest analiza, projektowanie i rozwój mikro-
i nanometrycznych homo- i heterostruktur, które znajd¡ zastosowanie w komputerach
nowej generacji, urz¡dzeniach elektronicznych, fotonice, biomechanice, medycynie, astro-
nautyce i wielu innych dziedzinach techniki. Ze wzgl¦du jednak na znaczny stopie« skom-
plikowania, rozwój tej dziedziny stanowi nie lada wyzwanie dla caªej nauki. Nowe, nie-
zwykle zªo»one zjawiska zachodz¡ce w tego typu strukturach wymagaj¡ nowych, bardziej
wyra�nowanych modeli teoretycznych aby poprawnie przewidzie¢ i opisa¢ ich wªa±ciwo±ci.
Dlatego te» mocne podstawy teoretyczne i efektywne narz¦dzia numeryczne staj¡ si¦ nie-
odzowne przy projektowaniu tych»e urz¡dze«, b¦d¡c jednocze±nie pot¦»nym narz¦dziem
redukcji kosztów wytwarzania i wdro»enia do produkcji gotowych urzadze«. Bior¡c pod
uwag¦ dzisiejsze tempo post¦pu technicznego w tej dziedzinie mo»na przewidzie¢, »e ele-
menty aktywne urz¡dze« elektronicznych jutra b¦d¡ miaªy charakterystyczne rozmiary
rz¦du kilku nanometrów, wi¦c zrozumienie procesów zachodz¡cych w tak maªych struktu-
rach oprócz tego, »e b¦dzie kluczowe dla ich wykorzystania, pozwoli jednocze±nie uzyska¢
wysok¡ powtarzalno±¢ parametrów oraz zapewni dªugi czas pracy tych»e urz¡dze«. De-
fekty struktury powszechnie wyst¦puj¡ce w krysztaªach, na skutek ci¡gªego zmniejszania
si¦ wymiarów charakterystycznych urz¡dze« b¦d¡ odgrywaªy coraz istotniejsz¡ rol¦, mo-
dy�kuj¡c zarówno mechaniczne jak i optoelektroniczne parametry takich struktur. Mimo
wymaga« nanotechnologii, rozwój odpowiednich metod badania wªa±ciwo±ci mechanicz-
nych nanostruktur, celem potwierdzenia lub zanegowania przewidywa« teoretycznych, jest
mocno ograniczony do nanoindentacji, zob. Loubet i in. (1986), Wu i in. (1993), Suresh i



Klasyczna teoria spr¦»ysto±ci 13

in. (1999) czy dziaªania wysokich ci±nie«. Dla odmiany dobrze rozwini¦te s¡ metody ba-
da« po±rednich, np. pomiar napr¦»e« residualnych za pomoc¡ promieni Roentgena, zob.
James (1980), Segmueller i Murakami (1988) czy prze±wietleniowej i dyfrakcyjnej mikro-
skopii elektronowej, np. Kret i in. (2000), Gopal i in. (2001), H¸tch i in. (2003). Konieczne
jest zatem opracowanie nowych metod eksperymentalnego badania mikro- i nanostruk-
tur oraz nowych metod multidyscyplinarnego ich modelowania. Z pomoc¡ przychodzi tu
modelowanie numeryczne, które staje si¦ wiarygodnym i wygodnym uzupeªnieniem bada«
eksperymentalnych. W przypadkach gdy zrozumienie dualnego zachowania si¦ materiaªów
(kontynualnego w skali makro i dyskretnego w nanoskali) jest podstaw¡ do multidyscypli-
narnego modelowania krysztaªów zastosowanie modelowania numerycznego pozwala kom-
plementarnie analizowa¢ zjawiska zachodz¡ce w obu skalach wymiarów. Siª¡ analitycznych
metod obliczeniowych jest mo»liwo±¢ redukcji zªo»ono±ci zjawisk (defektów struktury, gra-
nic ziarn) do relatywnie prostych formuª ª¡cz¡cych przyczyn¦ ze skutkiem. Pomimo tych
niezaprzeczalnych zalet mechanika kontinuum nadal sªabo radzi sobie z opisem takich
zjawisk, jak np: dyslokacje, bifurkacje, nukleacje p¦kni¦¢ zm¦czeniowych, itp.

2.1 Klasyczna teoria spr¦»ysto±ci

Ciaªo idealnie spr¦»yste to takie, w którym stan napr¦»enia nie zale»y ani od skali czasu,
ani od historii deformacji, a zale»y jedynie od aktualnego stanu odksztaªcenia. Podczas
deformacji ciaªa spr¦»ystego nie zachodzi dyssypacja energii, a praca wykonana przez
obci¡»enie zewn¦trzne magazynowana jest przez deformuj¡ce si¦ ciaªo w postaci energii
odksztaªcenia. Energia odksztaªcenia mo»e zosta¢ zwrócona do otoczenia poprzez prac¦
wykonan¡ przez to ciaªo. Aby opisa¢ zachowanie si¦ ciaªa spr¦»ystego przypisujemy mu
nast¦puj¡ce wªa±ciwo±ci:

• ciaªo spr¦»yste posiada stan naturalny, wolny od odksztaªce« i napr¦»e«, do którego
powraca po ustaniu dziaªania obci¡»enia;

• odksztaªcenia mierzone s¡ od stanu naturalnego, w którym przyjmujemy »e warto±ci
napr¦»enia i odksztaªcenia s¡ równe zeru;

• zale»no±¢ ª¡cz¡ca napr¦»enie z odksztaªceniem jest lokalna w czasie i przestrzeni.
Ciaªo spr¦»yste bed¡ce przedmiotem naszych rozwa»a« jak i wszystkie o±rodki ci¡gªe, pod-
legaj¡ zasadom zachowania. Pomijaj¡c momenty masowe i powierzchniowe dla dowolnego
ciaªa i dowolnego procesu speªnione s¡ zwi¡zki, za Eringenem (1971):

• zasada zachowania masy
d
dt
∫
v
ρ dv = 0, (2.1)

• zasada zachowania p¦du
d
dt
∫
v
ρv dv =

∫
v
ρf dv +

∫
∂v
t(n) d(∂v), (2.2)
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• zasada zachowania momentu p¦du
d
dt
∫
v
ρx× v dv =

∫
v
ρx× f dv +

∫
∂v
x× t(n) d(∂v), (2.3)

• I prawo termodynamiki
d
dt
∫
v

1
2
ρv · v dv + d

dt
∫
v
ρψ dv =∫

v
ρf v dv +

∫
∂v
t(n)v d(∂v) +

∫
v
ρ r dv −

∫
∂v
q · νννννννν d(∂v), (2.4)

• II prawo termodynamiki
d
dt
∫
v
ρ η dv +

∫
∂v

1
T
q · νννννννν d(∂v)−

∫
v
ρ
r

T
dv  0, (2.5)

gdzie ρ, v, νννννννν , f , t(n), x, ψ, q, η, r oraz T oznaczaj¡ odpowiednio: g¦sto±¢ masy, wektor
pr¦dko±ci, wektor normalny do powierzchni, g¦sto±¢ siª masowych, wektor siª powierzch-
niowych, wektor poªo»enia cz¡stki, g¦sto±¢ energii wewn¦trznej, wektor strumienia ciepªa,
g¦sto±¢ entropii, wydajno±¢ ¹ródeª promieniowania i temperatur¦. Operatory �·� i �×�
oznaczaj¡ za± iloczyn skalarny i wektorowy. Równania powy»sze prowadz¡ do lokalnych
zasad zachowania i nierówno±ci Clausiusa-Duchema:

• równanie ci¡gªo±ci
ρ̇+ ρ div v = 0, (2.6)

• równania ruchu
div σσσσσσσσ + ρf = ρv̇, σσσσσσσσ = σσσσσσσσ T , (2.7)

• równanie bilansu energii
ρ ψ̇ = σσσσσσσσ : d− div q, (2.8)

• nierówno±¢ Clausiusa - Duhema
ρη̇ + div q

T
 0, (2.9)

gdzie d oznacza symetryczn¡ cz¦±¢ gradientu pr¦dko±ci:
d df=
1
2
(∇v +∇Tv). (2.10)

Cztery równania (2.6)-(2.9) s¡ uniwersalne dla dowolnego continuum materialnego, w
którym tensor napr¦»enia Cauchy'ego jest symetryczny. Ograniczaj¡c si¦ do procesów
odwracalnych mo»emy pomin¡¢ nierówno±¢ Clausiusa - Duhema. Przyjmuj¡c dodatkowe
ograniczenia dotycz¡ce rozwa»anych procesów, np. zaªo»enie adiabatyczno±ci procesu mo-
»emy w równaniu bilansu energii (2.8) pomin¡¢ czªon zwi¡zany ze strumieniem ciepªa q.
W przypadku pomini¦cia siª masowych i rozwa»ania procesów quasistatycznych dodat-
kowo upro±ci si¦ posta¢ równa« ruchu. W takim przypadku mo»emy zapisa¢ te równania
w nowej postaci:
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• równania równowagi
div σσσσσσσσ = 0, σσσσσσσσ = σσσσσσσσ T , (2.11)

• równanie bilansu energii
ρψ̇ = σσσσσσσσ : d, (2.12)

Równania równowagi (2.11) i zasada zachowania masy (2.6) stanowi¡ cztery równania
skalarne i s¡ niewystarczaj¡ce do peªnego opisu deformuj¡cego si¦ ciaªa, który wymaga
dziesi¦ciu zmiennych (6 skªadowych napr¦»enia, 3 wspóªrz¦dne poªo»enia i g¦sto±¢ masy).
Dodatkowo nie ma w tym opisie informacji o wªa±ciwo±ciach deformuj¡cego si¦ ciaªa -
nie rozró»nimy pªynu od ciaªa staªego, a gumy od stali. Brakuj¡ce równania uzupeªniane
s¡ poprzez prawo konstytutywne, które opisuje lokalne wªa±ciwo±ci ciaªa i reakcj¦ tego»
ciaªa na wymuszenie, ª¡cz¡c napr¦»enie Cauchy'ego z histori¡ deformacji ciaªa. Zale»no±¢
konstytutywna de�niuje napr¦»enie σσσσσσσσ w ka»dym punkcie ciaªa, w ka»dym momencie czasu
t dla zadanego ruchu ciaªa. Przyj¦ty model ciaªa, pomimo zaªo»onej mniej lub dalej id¡cej
idealizacji powinien mo»liwie wiernie oddawa¢ zachowanie si¦ ciaªa rzeczywistego dlatego
te» konstruowanie prawa konstytutywnego mo»na przeprowadzi¢ na ró»ne sposoby, zob.
Eringen (1967):

• w oparciu o podej±cie statystyczne, traktuj¡ce ciaªo jako zbiór molekuª poª¡czonych
wzajemnymi wi¦zami oddziaªywa« molekularnych, które opisywane s¡ przez prawa
mechaniki newtonowskiej lub relatywistycznej oraz teori¦ elektromagnetyzmu,

• na podstawie warunków stawianych przez aparat matematyczny materiaªowi spr¦-
»ystemu przy wykorzystaniu informacji wynikaj¡cych z rozwi¡zania problemu po-
cz¡tkowo - brzegowego,

• na bazie praw termodynamiki, z których wynikaj¡ ograniczenia, a które opisywany
proces deformacji musi speªnia¢,

• na podstawie �zyki procesu z wykorzystaniem wªa±ciwo±ci mikroskopowych mate-
riaªu i bada« eksperymentalnych.

Tworzone w ten sposób dodatkowe 6 równa« skalarnych domyka zestaw równa« (2.6)-(2.9).
Bardzo pomocne w tym momencie staj¡ si¦ badania eksperymentalne pozwalaj¡ce sfor-
muªowa¢ bardziej adekwatne do rzeczywisto±ci zwi¡zki konstytutywne lub wery�kuj¡ce
poprawno±¢ ju» istniej¡cych. W ramach matematycznego modelu ciaªa mo»na te» wpro-
wadzi¢ do zale»no±ci konstytutywnej dodatkow¡ informacj¦ o wpªywie mikrostruktury na
makroskopowe zachowanie sie ciaªa. Równania konstytutywne oprócz oczywistego wyma-
gania dotycz¡cego poprawnego opisu zjawiska musz¡ speªnia¢ pewne postulaty �zyczne.
Najwa»niejsze z nich wynikaj¡ z aksjomatów Nolla (1974):

• zasada oznaczono±ci ª¡cz¡ca zachowanie si¦ cz¡stki ciaªa (zwykle przez zachowanie
rozumiane jest napr¦»enie) w chwili t z histori¡ ruchu tego ciaªa;

• zasada lokalnego dziaªania pomijaj¡ca wpªyw ruchu pozostaªych cz¡stek ciaªa poªo-
»onych w sko«czonej odlegªo±ci na zachowanie si¦ badanej cz¡stki ciaªa;
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• zasada materialnej obiektywno±ci »¡daj¡ca aby dwaj niezale»ni od siebie obserwa-
torzy tego samego procesu wyci¡gali te same wnioski o stanie ciaªa podczas jego
deformacji.

Najcz¦±ciej stosowan¡ w mechanice zasad¡ jest ostatnia z wy»ej wymienionych, zwana
inaczej zasad¡ materialnej niezale»no±ci od ukªadu odniesienia. Równania konstytutywne
niezmiennicze wzgl¦dem zmiany ukªadu odniesienia speªniaj¡ powy»szy postulat. Dodat-
kowe matematyczne ograniczenia wynikaj¡ z samego procesu rozwi¡zywania problemu
brzegowego czy te» pocz¡tkowo - brzegowego. Ograniczenia takie najcz¦±ciej maj¡ form¦
nierówno±ci zwi¡zanych z warunkami istnienia rozwi¡zania speªniaj¡cego równania ró»-
niczkowe i zadane warunki brzegowe. W przypadku zadania brzegowego, spr¦»y±cie defor-
muj¡ce si¦ ciaªo poddane dziaªaniu siª zewn¦trznych i przepisanych przemieszcze« speªnia
równanie równowagi (2.11) przy czym dopuszczalne s¡ takie deformacje, które zgodne s¡
z zasad¡ zachowania masy (2.6), por. Ogden (1984). Aby jednoznacznie rozwi¡za¢ pro-
blem potrzeba dodatkowych informacji opisuj¡cych kon�guracj¦ ciaªa i jego powierzchni.
S¡ to warunki brzegowe, które mog¡ by¢ zadane w postaci przemieszczeniowej (warunki
Neumana), napr¦»eniowej (warunki Dirichleta) lub mieszanej:

ui = u0i dla v, σij = σ0ij dla ∂v. (2.13)
W przypadku zagadnie« pocz¡tkowo-brzegowych, gdzie problem zale»ny jest od czasu,
wprowadza si¦ dodatkowo odpowiednie informacje o pr¦dko±ciach, np:

u̇i = u̇0i . (2.14)
Klasyczna - liniowa teoria spr¦»ysto±ci opisuje zachowanie si¦ pewnej klasy materiaªów
przy zaªo»eniu geometrycznej i �zykalnej liniowo±ci modelu. Zaªo»enia te ograniczaj¡ sto-
sowalno±¢ modelu jedynie do maªych odksztaªce« i liniowego prawa konstytutywnego.
Dopuszczalne s¡ jedynie takie deformacje ciaªa, które w stosunku do jego wymiarów cha-
rakterystycznych s¡ maªe, przy czym problemem samym w sobie jest wyznaczenie granicy
rozdzielaj¡cej maªe deformacje od sko«czonych.
Ze wzgl¦du na poczynione zaªo»enie geometrycznej liniowo±ci modelu znika ró»nica po-
mi¦dzy opisem przestrzennym i materialnym a procesy deformacji opisujemy tensorem
maªych odksztaªce«:

εij =
1
2
(ui,j + uj,i). (2.15)

Fizykalna liniowo±¢ modelu oznacza »e zale»no±¢ konstytutywna ª¡cz¡ca napr¦»enie σσσσσσσσ z
odksztaªceniem εεεεεεεε , zgodnie z twierdzeniem o reprezentacji funkcji liniowych, zob. Rychlew-
ski (1969), ma posta¢:

σσσσσσσσ = c : εεεεεεεε. (2.16)
Równowa»na jej zale»no±¢ odwrotna wykorzystuj¡ca tensor podatno±ci s ma posta¢:

εεεεεεεε = s : σσσσσσσσ . (2.17)
gdzie c i s s¡ tensorami czwartego rz¦du, odpowiednio staªych sztywno±ci i podatno±ci
speªniaj¡cymi odpowiednie warunki narzucane na ich skªadowe, zob. np. Teodosiu (1982).
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Równanie (2.16) nazywane jest uogólnionym prawem Hooke'a, które w zapisie indeksowym
przyjmuje posta¢:

σij = cijkl εkl, (2.18)
W praktyce cz¦sto wykorzystujemy symetri¦ tensorów napr¦»enia i odksztaªcenia, stosu-
j¡c zapis skrócony, np. konwencj¦ Voigta (1910) upraszczaj¡c tym samym posta¢ prawa
Hooke'a (2.18). Mo»emy zapisa¢ je wtedy jako liniow¡ sze±ciowymiarow¡ transformacj¦:

σi = cij εj, (2.19)
lub w peªnym zapisie macierzowym:

σ1
σ2
σ3
σ4
σ5
σ6


=



c11 c12 c13 c14 c15 c16
c21 c22 c23 c24 c25 c26
c31 c32 c33 c34 c35 c36
c41 c42 c43 c44 c45 c46
c51 c52 c53 c54 c55 c56
c61 c62 c63 c64 c65 c66





ε1
ε2
ε3
2 ε4
2 ε5
2 ε6


, (2.20)

gdzie przej±cie od notacji czteroindeksowej do dwuindeksowej odbywa si¦ wg schematu:
11 → 1, 22 → 2, 33 → 3, 23 → 4, 13 → 5, 12 → 6. Prawo Hooke'a mo»emy wyrazi¢
przyjmuj¡c równie» inne notacje, np. za Mehrabadi i Cowin (1990), Cowin i in. (1999):

σ1
σ2
σ3√
2 σ4√
2 σ5√
2 σ6


=



c11 c12 c13
√
2 c14

√
2 c15

√
2 c16

c21 c22 c23
√
2 c24

√
2 c25

√
2 c26

c31 c32 c33
√
2 c34

√
2 c35

√
2 c36√

2 c41
√
2 c42

√
2 c43 c44 c45 c46√

2 c51
√
2 c52

√
2 c53 c54 c55 c56√

2 c61
√
2 c62

√
2 c63 c64 c65 c66





ε1
ε2
ε3√
2 ε4√
2 ε5√
2 ε6


(2.21)

Ró»nica pomi¦dzy powy»szymi notacjami sprowadza si¦ do wyst¦powania wspóªczynnika√
2 przy odpowiednich skªadowych napr¦»enia, odksztaªcenia i staªych sztywno±ci. Zapis

w formie indeksowej pozostaje taki sam jak poprzednio (2.19), ale dla zaznaczenia ró»nic
pomi¦dzy skªadowymi nowe macierze oznaczmy "∼", tj: σ̃σσσσσσσ = c̃ ε̃εεεεεεε . Symetryczne macierze
sztywno±ci c̃ i s̃ = c̃−1 s¡ reprezentacjami tensorów drugiego rz¦du w sze±ciowymiarowej
przestrzeni i transformuj¡ si¦ zgodnie z prawami transformacyjnymi:

c̃′ = Q̃ c̃ Q̃T , s̃′ = Q̃ s̃ Q̃T , (2.22)
podczas gdy tensory c i s = c−1 (2.16) nie posiadaj¡ takich wªa±ciwo±ci, zob. Mehrabadi
i Cowin (1990), Cowin i Mehrabadi (1995). Tensor drugiego rz¦du Q̃ reprezentuje orto-
gonaln¡ transformacj¦ w sze±ciowymiarowej przestrzeni i jest bezpo±rednio zwi¡zany z
ortogonalnym tensorem w przestrzeni trójwymiarowej.
Energi¦ zgromadzon¡ przez ciaªo w dowolnym procesie spr¦»ystej deformacji mo»na wy-
razi¢ wzorem, por. rys.(2.1):

ψ =
∫
σσσσσσσσ dε. (2.23)
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Po wykorzystaniu zale»no±ci pomi¦dzy napr¦»eniem a odksztaªceniem dla prawa Hooke'a,
zob. (2.16) lub (2.17), energi¦ spr¦»yst¡ ciaªa mo»emy wyrazi¢ jako kwadratow¡ funkcj¦
odksztaªcenia lub napr¦»enia:

ψ =
1
2
εεεεεεεε : c : εεεεεεεε =

1
2
σσσσσσσσ : s : σσσσσσσσ . (2.24)

Z faktu symetrii tensorów σσσσσσσσ i εεεεεεεε i symetrii wyra»enia na energi¦ odksztaªcenia (2.24)

Rysunek 2.1: Energia odksztaªcenia zmagazynowana w procesie deformacji ciaªa.

wynikaj¡ pewne ograniczenia nakªadane na posta¢ tensora staªych sztywno±ci c. Macierz
reprezentacji tensora cijkl w dowolnej bazie musi speªnia¢ nast¦puj¡ce warunki symetrii:

cijkl = cjikl = cijlk = cklij. (2.25)
Po uwzgl¦dnieniu symetrii tensorów napr¦»enia i odksztaªcenia z ogólnej liczby 81 skªado-
wych anizotropowego tensora czwartego rz¦du staªych sztywno±ci c istotnie ró»ne pozo-
staje jedynie 36 skªadowych. Ze wzgl¦du na odwracalno±¢ procesu deformacji spr¦»ystej
liczba ta redukuje si¦ do jedynie 21 niezaleznych staªych sztywno±ci, koniecznych do opisu
peªnej anizotropii materiaªu.
W przypadku liniowej teorii spr¦»ysto±ci bardzo cz¦stym zaªo»eniem dotycz¡cym mate-
riaªu jest zaªo»enie izotropii jego wªa±ciwo±ci spr¦»ystych. Do opisu wªa±ciwo±ci mechanicz-
nych o±rodka spr¦»ystego mo»na w takim przypadku przyj¡¢ dwa parametry materiaªowe
zwane staªymi Lamego, zob. Lamé i Clapeyron (1833):

cijkl = λδijδkl + µ(δikδjl + δilδjk). (2.26)
Prawo Hooke'a przyjmuje wtedy posta¢:

σσσσσσσσ = λtr(εεεεεεεε)I+ 2µεεεεεεεε. (2.27)
Z powy»szego równania wynika, »e brakowi odksztaªce« odpowiadaj¡ zerowe napr¦»enia
i odwrotnie. Jest wi¦c to stan naturalny od którego mierzone s¡ odksztaªcenia.



Klasyczna teoria spr¦»ysto±ci 19

Zamiast staªych Lamego mo»na wprowadzi¢ inne staªe, np: moduª Younga - E i moduª
Poissona - ν:

E =
µ(3λ+ 2µ)
λ+ µ

oraz ν =
λ

2(λ+ µ)
, (2.28)

oraz moduª ±ci±liwo±ci objeto±ciowej - K i moduª ±cinania - G:

K =
(3λ+ 2µ)
3

=
E

3(1− 2ν)
oraz G = µ =

E

2(1 + ν)
. (2.29)

Z rozwa»a« �zycznych wynikaj¡ nast¦puj¡ce ograniczenia na wprowadzone staªe materia-
ªowe, zob. np. Eringen (1971):

0 < µ ¬ ∞, −23µ < λ ¬ ∞,
0 < E ¬ 3 µ, -1 < ν ¬ 12 ,0 < K ¬ ∞, 0 < G ¬ ∞.

Je±li na materiaª narzucimy warunek nie±ci±liwo±ci otrzymamy, dodatkowe ograniczenia
na staªe materiaªowe:

ν =
1
2
, K =∞, λ =∞, (2.30)

i w takim przypadku zachowanie si¦ materiaªu mo»na opisa¢ jedn¡ staª¡ materiaªow¡ E,
µ lub G.
W przypadku maªych odksztaªce« sªuszne jest zaªo»enie ∇u � 1 z którego wynika rów-
nowa»no±¢:

d ≈ ε̇εεεεεεε. (2.31)
Wykorzystajmy zale»no±¢ (2.31) i w lokalnej zasadzie zachowania energii, zob. (2.12) wpro-
wad¹my zamiast gradientu pr¦dko±ci ε̇εεεεεεε . Otrzymujemy w ten sposób now¡ posta¢ bilansu
energi dla liniowego o±rodka spr¦»ystego:

ρψ̇ = σσσσσσσσ : ε̇εεεεεεε. (2.32)
W teorii spr¦»ysto±ci zakªada si¦, »e g¦sto±¢ energii wewn¦trznej ψ jest analityczn¡ funkcj¡
skªadowych tensora odksztaªcenia εεεεεεεε , st¡d:

ψ̇(εεεεεεεε) =
∂ψ

∂εij
ε̇ij. (2.33)

Porównuj¡c ze sob¡ wyra»enia (2.12) i (2.33) otrzymamy, »e dla dowolnego symetrycznego
tensora odksztaªcenia ε̇ij speªniona jest równo±¢:

σij = ρ
∂ψ

∂εij
. (2.34)

Je±li o±rodek jest jednorodny (ρ = const), to napr¦»enia σσσσσσσσ mo»emy opisa¢ wzorem:

σij =
∂(ρψ)
∂εij

, (2.35)
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gdzie wielko±¢ opisywana przez ρψ jest energi¡ odksztaªcenia na jednostk¦ obj¦to±ci i
stanowi potencjaª dla napr¦»e«. Zakªadaj¡c posta¢ funkcji opisuj¡cej energi¦ odksztaªcenia
w formie:

ψ =
λ

2
(trεεεεεεεε)2 + µ(tr2εεεεεεεε), (2.36)

po zró»niczkowaniu wzgledem εεεεεεεε otrzymamy prawo Hooke'a w formie równania (2.27).
Ze wzgl¦du na zaªo»on¡ liniowo±¢ geometryczn¡ i �zykaln¡, zale»no±¢ konstytutywna dla
procesów izotermicznych lub adiabatycznych mo»e by¢ wyra»ona w liniowej spr¦»ysto±ci
m.in. na nast¦puj¡ce, równowa»ne sobie sposoby:

σij = cijkl εkl,

σij = ρ
∂ψ

∂εij
, ψ =

1
2
cijkl εij εkl, (2.37)

σ∇ij = cijkl dkl,

gdzie tensor staªych sztywno±ci cijkl jest dodatnio okre±lony i nieosobliwy. Pochodna σσσσσσσσ∇
mo»e by¢ dowoln¡ pochodn¡ obiektywn¡, np. Zaremby-Jaumana (1911), Oldroyda (1950),
Truesdella (1952) i in. Staªe sztywno±ci cijkl s¡ niezale»ne od stanu napr¦»enia i odksztaª-
cenia, cho¢ w ogólnym przypadku mog¡ zale»e¢ od temperatury.

2.2 Anizotropowa spr¦»ysto±¢

Anizotropowa spr¦»ysto±¢ w przypadku maªych odksztaªce« byªa przedmiotem zainte-
resowania wielu autorów, zob. np. Green i Adkins (1960), Smith i in. (1963), Spencer
i Rivlin (1962), Spencer i Rivlin (1965), Eringen (1971), Teodosiu (1982), Christensen
(1994), Horgan i Baxter (1996), Ting i Lee (1997), Ting (1999). Bazuj¡ one na funkcji
wielomianowej nieredukowalnych niezmienników tensorowych. Inne podej±cie do anizotro-
pii materiaªu polega na u»yciu koncepcji tensorów strukturalnych, których idea polega na
opisie anizotropii materiaªu poprzez izotropow¡ funkcj¦ tensora odksztaªcenia i innych
niezmienniczych tensorów, które odzwierciedlaj¡ symetri¦ materiaªu, zob. np. Boehler
(1987), Betten (1991), Boehler i in. (1994), Zheng (1994), Hackl (1999). Trójwymiarowe
uogólnienie liniowej spr¦»ysto±ci opiera si¦ zwykle na mo»liwo±ci dekompozycji tensorów
drugiego rz¦du na cz¦±c kulist¡ i dewiatorow¡. Na tej podstawie Mehrabadi i Cowin (1990)
oraz Sutcli�e (1992) wyprowadzili tensory de�niuj¡ce stany wªasne anizotropowych sy-
metrii jak równie» ich niezmienniki. Sadegh i Cowin (1991) poªo»yli szczególny nacisk na
ortotropi¦, a dodatkowe warunki narzucane na funkcj¦ energii wewn¦trznej dla kilku grup
symetrii s¡ podane w pracy Mehrabadi i in. (1993). Na bazie liniowej teorii spr¦»ysto±ci
otrzymano wiele cennych wyników teoretycznych. Na szczególne podkre±lenie zasªuguje
tu pªaski stan odksztaªcenia i napr¦»enia dzi¦ki którego prostocie udaªo si¦ osi¡gn¡¢ wiele
doskonaªych wyników. Mimo w¡tpliwo±ci co do zasadno±ci jej stosowania w niektórych
przypadkach modelowania spr¦»ystego zachowania si¦ krysztaªów, stanowi do dzi± pod-
stawowe narz¦dzie u»ywane przez �zyków do kontynualnego modelowania zachowania si¦
struktur krystalicznych, zob. Hull (1965), Nabarro (1967), Hirth i Lothe (1982), O'Reilly
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(1989), Yu i in. (1992), Freund (1999), Ting (2000), H¸tch i in. (2003). Dzi¦ki teorii spr¦-
»ysto±ci mo»liwe byªo okre±lenie, z do±¢ dobr¡ dokªadno±ci¡, pól napr¦»e« i odksztaªce«
wokóª defektów sieci, energii zdefektowanej struktury, siª oddziaªywa« mi¦dzy defektami
i innych wa»nych cech struktur krystalicznych. Siª¡ tego modelu jest jego prostota, lecz
w wielu przypadkach staje si¦ ona jego sªab¡ stron¡, gdy» zbyt prosty model daje wyniki
nieadekwatne do rzeczywistego zachowania si¦ krysztaªów. Ograniczenia narzucane przez
model nastr¦czaj¡ wiele trudno±ci matematycznych np. przy badaniu wªa±ciwo±ci rdzeni
dyslokacji czy te» traktowanie krysztaªu jako materiaªu izotropowego. Zaniedbuj¡c wy-
ra¹n¡ na poziomie nanometrycznym ró»nic¦ w zachowaniu si¦ krysztaªu przy rozci¡ganiu
i ±ciskaniu model liniowy nie jest w stanie np. przewidzie¢ przyrostu obj¦to±ci materiaªu
wokóª rdzenia dyslokacji kraw¦dziowej, zob. Horodon i Averbach (1961), Hirth i Lothe
(1982), Dªu»ewski i in. (2001), Dªu»ewski i in. (2004) czy te» pochodz¡cych od dyslokacji
napi¦¢ powierzchniowych deformuj¡cych cienkie krysztaªy, np. Spaepen (2000), Dªu»ewski
i in. (2002a).

2.3 Symetria materiaªu

Teoria niezmienników odgrywa niezwykle wa»n¡ rol¦ w wielu dziedzinach matematyki i
�zyki, np. w mechanice ciaª odksztaªcalnych czy mechanice kwantowej. Teoria niezmienni-
ków algebraicznych w XIX wieku byªa szybko rozwijaj¡c¡ si¦ dziedzin¡ wiedzy i byªa ona
przedmiotem wielu prac, np. Grace i Young (1903), Elliot (1913), Weitzenböck (1923),
Weyl (1939). Zastosowanie niezmienników w mechanice ciaªa odksztaªcalnego datuje si¦
od prac Reiner (1945), Rivlin (1948a), Rivlin (1948b), Oldroyd (1950), Rivlin (1955),
Green i Adkins (1957), Noll (1958). Smith i Rivlin (1958) wykazali, »e wªa±ciwa energia
spr¦»ysta ψ jest niezmiennicza wzgl¦dem obrotów O+ nale»¡cych do grupy wªa±ciwych
ortogonalnych tensorów, je±li zale»y ona od odksztaªcenia ciaªa poprzez okre±lon¡ liczb¦
parametrów skalarnych I1, I2, ..., In, które s¡ niezmienne wzgl¦dem obrotu O+:

ψ = ψ(I1, I2, ..., In). (2.38)
Je±li zaªo»ymy funkcj¦ ψ w postaci wielomianu zale»nego od skªadowych tensora odksztaª-
cenia Greena E mo»emy wówczas równoznacznie wyrazi¢ j¡ jako funkcj¦ niezmienników
E, zob. Smith i Rivlin (1958), Smith (1962). Otrzymamy w ten sposób rozszerzony zestaw
niezmienników opisuj¡cych energi¦ krysztaªu o symetrii, np. kubicznej czy heksagonalnej,
które s¡ typowymi strukturami dla wielu powszechnie spotykanych zwi¡zków chemicznych.
Dla cz¦sto spotykanego w praktyce in»ynierskiej przypadku izotropii transwersalnej, za
Ericksenem i Rivlinem (1954), mo»emy napisa¢, »e energia odsztaªcenia ciaªa (preferowana
o± - x3) zale»y od:

ψ = ψ(I1, I2, I3, E3, E42 + E52), (2.39)
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gdzie:
I1 = tr E = E1 + E2 + E3, (2.40)
I2 =
1
2

[
(tr E)2 − tr E2

]
= E1E2 + E2E3 + E1E3 −

1
4

(
E4
2 + E52 + E62

)
, (2.41)

I3 = det E = E1E2E3 + 14
(
E4E5E6 − E1E42 − E2E52 − E3E62

)
, (2.42)

s¡ niezmiennikami podstawowymi tensora E, a E1, E2, ..., E6 oznaczaj¡ skªadowe tensora
odksztaªcenia w notacji Voigta. Materiaªy izotropowe w przeciwie«stwie do anizotropo-
wych nie posiadaj¡ wyró»nonych kierunków w stanie nieodksztaªconym, dlatego energi¦
odksztaªcenia takich ciaª mo»emy wyrazi¢ jako funkcj¦ jedynie niezmienników podstawo-
wych:

ψ = ψ(I1, I2, I3). (2.43)

2.4 Sko«czone deformacje

Poj¦cie sko«czonych deformacji, nierozerwalnie wi¡»¡ce si¦ z nieliniow¡ spr¦»ysto±ci¡, byªo
przedmiotem zainteresowania badaczy ju» w XIX w. Spo±ród pionierskich teorii dotycz¡-
cych sko«czonych deformacji zacytowa¢ mo»na prace Fingera (1894), Cosseratów (1896;
1909), Brillouina (1925; 1928), Murnagana (1937). Jednak»e wyodr¦bnione z klasycznej
teorii spr¦»ysto±ci zostaªo zupeªnie niedawno, gªównie na skutek znacz¡cych osiagni¦¢ w
latach 40, 50 i 60-tych XX wieku zwi¡zanych z pracami teoretycznymi Truesdella (1952),
Doyla i Ericksena (1956), Smitha i Rivlina (1958) podsumowuj¡cymi i krytycznie oce-
niaj¡cymi stan dotychczasowej wiedzy. Wtedy to intensywne badania nad zachowaniem
si¦ gumy i materiaªów polimerowych w zastosowaniach in»ynierskich nadaªy impet tej
dziedzinie, która szybko znalazªa zastosowanie do analizy deformacji nie tylko gum i ela-
stomerów ale równie» w ogólnym przypadku materiaªów zdolnych do du»ych odksztaªce«
spr¦»ystych, np. tworzyw sztucznych (polietylen PE, polipropylen PP), tkanek biologicz-
nych i wielu innych. Spo±ród wielu prac po±wi¦conych tej dziedzinie wiedzy mo»na tu
wymieni¢ najwa»niejsze z nich, takie jak: Green i Zerna (1954, 1968, 1992), Green i Ad-
kins (1960), Truesdell i Noll (1965), Green i Adkins (1970), Wang i Truesdell (1973),
Chadwick (1976), Marsden i Hughes (1988, 1994), Ogden (1984, 1997), Ciarlet (1988),
Antman (1995).

Przyjmijmy do rozwa»a« dowolny otwarty podzbiór B trójwymiarowej przestrzeni Eu-
klidesowej E3. Punkty le»¡ce w obr¦bie zbioru B nazywane s¡ punktami materialnymi.
Przy u»yciu jednoparametrowej rodziny odwzorowa« xt : B → E3 mo»na okre±li¢ prze-
ksztaªcenie punktów X ∈ B w punkty x→ E3 takie, »e:

x = x(X, t), (2.44)
oraz odworowanie odwrotne:

X = X(x, t), (2.45)
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zob. Truesdell i Toupin (1960). Stopie« ró»niczkowalno±ci funkcji (2.44) i (2.45) jest od-
powiedni dla dalszych przeksztaªce«. W przypadku specy�kowania czasu wyró»nimy dwie
kon�guracje zbioru B: pocz¡tkow¡ (Lagrange'a) dla t = 0, oraz aktualn¡ (Eulera) dla
czasu t, zob. rys. (2.2). Oprócz dwóch wymienionych kon�guracji ciaªa, na dalszych eta-

Rysunek 2.2: Ukªad wspóªrzednych.

pach analizy ruchu ciaªa wprowadza si¦ do opisu dodatkowe kon�guracje po±rednie, np.
kon�guracj¦ lokalnie odci¡»on¡ x̂, b¦d¡c¡ lokaln¡ kon�guracj¡ beznapr¦»eniow¡, zob. rys.
(3.2). Deformacj¦ ciaªa mo»emy opisywa¢ w oparciu o kon�guracje pocz¡tkow¡ X (opis
Lagrange'a - materialny) lub w oparciu o kon�guracj¦ aktualn¡ x (opis Eulera - prze-
strzenny). Ka»demu punktowi ciaªa B przypisany jest wektor wodz¡cy, który w globalnym,
kartezjanskim ukªadzie wspóªrz¦dnych Z dla punktu X przyjmuje posta¢:

RX = RI ZI , I = 1, 2, 3; (2.46)
gdzie RI oznacza i-t¡ wspóªrzedn¡ punktu X w ukªadzie z baz¡ ZI . Dla punktu x wektor
wodz¡cy ma analogiczn¡ posta¢:

rx = ri Zi, i = 1, 2, 3; (2.47)
gdzie ri oznacza wspóªrz¦dn¡ punktu x w bazie Zi. Po zró»niczkowaniu równa« (2.44) i
(2.45) w odpowiednim ukªadzie wspóªrz¦dnych otrzymamy gradient deformacji F zde�-
niowany jako:

F df=
∂x
∂X

, (2.48)
i jego odwrotno±¢:

F−1 df=
∂X
∂x

. (2.49)
Gradient deformacji mo»emy jednoznacznie rozªo»y¢ w polibazach:

F = F ij ei ⊗ ej = F ij ei ⊗ ej = Fij ei ⊗ ej = Fij ei ⊗ ej. (2.50)



Sko«czone deformacje 24

Wektor przemieszczenia u, bed¡cy ró»nic¡ wektorów wodz¡cych rx i RX okre±lony jest
jako:

u = rx −RX . (2.51)
Gradient deformacji i jego odwrotno±¢ mog¡ by¢ wyra»one poprzez odpowiednie gradienty
przemieszczenia w kon�guracji pocz¡tkowej i aktualnej jako:

F =
∂
(
u(X, t) +X

)
∂X

= GRAD u+ 1, (2.52)

F−1 =
∂
(
x− u(x, t)

)
∂x

= 1− grad u. (2.53)
Rezygnuj¡c w ten sposób z ogranicze« liniowej teorii spr¦»ysto±ci, dzi¦ki którym wyprowa-
dzono trzy równowa»ne sobie formuªy (2.37) otrzymamy w efekcie nierównowa»ne zwi¡zki
konstytutywne, b¦d¡ce trzema nowymi modelami spr¦»ystego zachowanie si¦ ciaªa, za
Truesdell'em zwanymi: spr¦»ysto±ci¡, hiperspr¦»ysto±ci¡ i hipospr¦»ysto±ci¡.

De�nicja 1 Materiaª jest spre»ysty (lub te» spr¦»ysty w sensie Cauchy'ego), je±li po-
siada jednorodny i wolny od napr¦»e« stan naturalny . Dodatkowo w otoczeniu tego stanu
zachodzi jednoznaczna zale»no±¢ mi¦dzy tensorem napr¦»enia Cauchy'ego σσσσσσσσ a tensorem
deformacji Cauchy'ego c:

σσσσσσσσ = f(c). (2.54)
Przy ograniczeniu si¦ tylko do ciaª izotropowych, zgodnie z twierdzeniem o reprezentacji
funkcji izotropowych, zwi¡zek (2.54) mo»emy przedstawi¢ w formie trójmianu kwadrato-
wego:

σσσσσσσσ = a0I+ a1c+ a2c2, (2.55)
gdzie a0, a1, a2 s¡ dowolnymi funkcjami skalarnymi, których posta¢ specy�kuje wªa±ciwo±ci
spr¦»yste ciaªa. Dla ciaª anizotropowych napr¦»enie σσσσσσσσ zale»y dodatkowo od bazy ukªadu
wspóªrz¦dnych w stanie naturalnym GK .

De�nicja 2 Materiaª jest hiperspr¦»ysty (lub te» spre»ysty w sensie Greena), je±li
istnieje dla niego funkcja wªa±ciwej (na jednostk¦ obj¦to±ci) energii odksztaªcenia ψ sta-
nowi¡ca potencjaª dla napr¦»e«. Potencjaª ψ jest analityczn¡ funkcj¡ tensora odksztaªce-
nia ε̂εεεεεεε odniesionego do jednorodnego, beznapi¦ciowego stanu naturalnego. W przypadku
procesu deformacji spr¦»ystej na bilans energii skªada si¦ przyrost energii odksztaªcenia
równowa»ony prac¡ wykonan¡ przez napr¦»enia:

ρψ̇ = σσσσσσσσ : d, (2.56)
gdzie ρ jest g¦sto±ci¡ masy w kon�guracji aktualnej, a d jest tensorem pr¦dko±ci defor-
macji, zob. (2.10).

De�nicja 3 Materiaª jest hipospr¦»ysty , je±li skªadowe pr¦dko±ci napr¦»e« zale»¡ od
pr¦dko±ci deformacji:

σσσσσσσσ∇ = f(d), (2.57)
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gdzie σσσσσσσσ∇ jest dowoln¡, obiektywn¡ pochodn¡ napr¦»enia, np. Zaremby-Jaumana, Ol-
droyda, Truesdella, a tensor d jest tensorem pr¦dko±ci deformacji. Aby materiaª hipo-
spr¦»ysty mo»na byªo traktowa¢ jako spr¦»ysty pr¦dko±¢ zmiany napr¦»enia powinna by¢
jednorodn¡ liniow¡ funkcj¡ skªadowych pr¦dko±ci deformacji, st¡d:

σσσσσσσσ∇ = C : d. (2.58)
Tensor czwartego rz¦du C mo»e zale»e¢ od tensora napr¦»enia ale nie zale»y od pr¦dko±ci
deformacji d.

Pierwsza z przedstawionych de�nicji opiera si¦ na podej±ciu Cauchy'ego i przyjmuje,
»e stan naturalny, w którym wszystkie skªadowe tensorów napr¦»enia i odksztaªcenia s¡
równe zeru jest stanem równowagi termodynamicznej. Zakªada jednoznaczn¡ zale»no±¢
mi¦dzy napr¦»eniem i odksztaªceniem, a po ustaniu dziaªania obci¡»enia ciaªo wraca do
stanu naturalnego. Druga z podanych de�nicji opiera si¦ na podej±ciu Greena. W warun-
kach adiabatycznych gdy speªnione jest prawo bilansu (2.56) temperatura T nie pojawia
si¦ jawnie, ale równie dobrze ψ mo»e istnie¢ w innych warunkach termodynamicznych i
koniecznym staje si¦ wtedy wyra»enie jej jako funkcji nie tylko skªadowych odksztaªcenia
ale i temperatury T . Stan odniesienia de�niuje si¦ jako wolny od napr¦»e« przy staªej
temperaturze T0 a skªadowe odksztaªcenia okre±la si¦ wzgl¦dem tego stanu. W przypadku
odksztaªce« sko«czonych na funkcj¦ energii ψ narzuca si¦ dodatkowe warunki wynika-
j¡ce np. z typu struktury krystalicznej i aksjomatów niezmienniczo±ci. Aby speªni¢ zasad¦
obiektywno±ci eliminujemy zale»no±¢ funkcji energii odksztaªcenia ψ od ruchu sztywnego
i obrotu ciaªa oraz zmiany ukªadu wspóªrz¦dych. Funkcja ψ zale»y wi¦c od poªo»enia
cz¡stki ciaªa w stanie naturalnym X, tensora b¦d¡cego miar¡ deformacji ciaªa (np. ten-
sory deformacji Cauchy-Greena C, c lub tensory odksztaªcenia Lagrange'a E i Eulera e)
oraz w przypadku anizotropii dodatkowo od bazy lokalnego ukªadu wspóªrzednych GK :

ψ = ψ1(X,GK ,C) = ψ2(X,GK , c) = ψ3(X,GK ,E) = ψ4(X,GK , e). (2.59)
Warto zwróci¢ tu uwag¦ na fakt, »e w literaturze tematu opartej na zaªo»eniach termody-
namicznych termin spr¦»ysto±¢ odnosi si¦ zwykle do hiperspr¦»ysto±ci, zob. Ogden (1984),
gdy» z punktu widzenia termodynamiki poddaje si¦ cz¦sto w w¡tpliwo±¢ poprawno±¢ i
sens istnienia materiaªów spr¦»ystych w sensie Cauchy'ego ze wzgl¦du na dopuszczaln¡
produkcj¦ i anihilacje energii przez ciaªo na zamkni¦tych cyklach deformacji. Jest to po-
wodem, dla którego materiaªy hiperspr¦»yste znajduj¡ coraz to szersze zastosowanie, a
pod wzgl¦dem aplikacyjnym wychodz¡ poza ramy tradycyjnie ju» przyj¦tych dziedzin za-
stosowania takich jak gumy i materiaªy gumopodobne, zob. np. Ortiz i Philips (1999),
Abeyarante i in. (2001), Fu i Ogden (2001), Dªu»ewski i in. (2004). Trzecia de�nicja
oparta jest na koncepcji przyrostów napr¦»enia, która de�niuje materiaª �pami¦taj¡cy�
stan, który wªa±nie min¡ª w przeciwie«stwie do innych modeli pami¦taj¡cych jedynie
swój stan naturalny. Poniewa» pochodna napr¦»enia po czasie ∂σij/∂t ani te» pochodna
materialna dσij/dt nie s¡ równe zeru dla ciaªa poruszaj¡cego si¦ jako bryªa sztywna (w
przeciwie«stwie do dobrze okre±lonego tensora pr¦dko±ci deformacji dij), nie mog¡ sªu»y¢
jako obiektywna miara przyrostu napr¦»enia. Jest to powód dla którego wprowadza si¦
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poj¦cie pochodnej obiektywnej, która speªnia warunek niezmienniczo±ci wzgl¦dem obro-
tów bryªy sztywnej. Istnieje kilka ró»nych de�nicji pochodnej obiektywnej napr¦»enia, zob
np. Jaumann (1911), Oldroyd (1950), Truesdell (1955), Cotter i Rivlin (1955) ale ró»nice
te nie s¡ istotne przy formuªowaniu prawa konstytutywnego w postaci (2.58). Spr¦»ysto±¢,
hiper- i hipospr¦»ysto±¢ nie s¡ wzajemnie równowa»ne sobie jakkolwiek dowodzi si¦, »e
izotropowy materiaª hiperspr¦»ysty jest szczególnym przypadkiem materiaªu spr¦»ystego
w sensie Cauchy'ego, a ten z kolei jest szczególnym przypadkiem materiaªu hipospr¦»y-
stego, zob. Eringen (1962). Równania konstytutywne w sko«czonych deformacjach dla
kilku szczególnych przypadków anizotropii materiaªu mo»na znale¹¢ w pracach np. Pip-
kina (1959), Boehlera (1987), Smitha (1994), Elata (1994).

2.5 Hiperspr¦»ysto±¢

Hiperspr¦»yste modele zachowania si¦ ciaª znajduj¡ coraz to wi¦cej zastosowa« praktycz-
nych, np. do modelowania zachowania tkanek mi¦kkich w biomechanice, deformuj¡cych si¦
krysztaªów. Mechaniczne wªa±ciwo±ci ciaª hiperspr¦»ystych opisywane s¡ poprzez funkcj¦
wªa±ciwej energii odksztaªcenia - potencjaªu dla napr¦»e«. Jedn¡ z cz¦sto podkre±lanych
w literaturze zalet hiperspr¦»ysto±ci, decyduj¡c¡ o zastosowaniu tego, a nie innego modelu
jest, np. ªatwo±¢ modelowania zjawiska umacniania si¦ materiaªów przy du»ych deforma-
cjach poprzez zadanie odpowiedniej postaci potencjaªu spr¦»ystego. W przypadku gum
zjawisko umocnienia zwi¡zane jest ±ci±le z budow¡ wewn¦trzn¡ tych materiaªów skªa-
daj¡cych si¦ z bezªadnie uªo»onych mikrowªókien, które zaczynaj¡ stawia¢ du»y opór w
momencie osi¡gni¦cia przez nie maksymalnego rozci¡gni¦cia. Spo±ród wielu modeli opisu-
j¡cych to zjawisko mo»na dla przykªadu poda¢ modele, np. Ogden (1984), Gent (1996),
Horgan i Saccomandi (2002). W przypadku tych materiaªów, przy konstruowaniu postaci
funkcji energii odksztaªcenia wykorzystuje si¦ zwykle fenomenologiczne podej±cie mecha-
niki kontinuum i u»ywa si¦ niezmienników odksztaªcenia. Nieco inaczej jest w przypadku
ciaª o budowie krystalicznej, gdzie zgodnie z rozkªadem potencjaªu oddziaªywa« cz¡stecz-
kowych w funkcji odlegªo±ci atomowych, patrz Rys.(2.3), sztywno±¢ materiaªu zmniejsza
si¦ przy rozci¡ganiu na skutek osªabienia siª oddziaªywa« mi¦dzyatomowych a wzmacnia
na skutek wzrostu siª odpychaj¡cych atomy przy ±ciskaniu. Wyra¹nie widoczna, w tym
przypadku asymetria w zachowaniu si¦ krysztaªu przy ±ciskaniu i rozci¡ganiu powoduje
»e w wielu wypadkach przyjmuje si¦ zale»no±¢ konstytutywna materiaªu hiperspr¦»ystego
opart¡ na potencjaªach atomowych opisuj¡cych oddziaªywania mi¦dzyatomowe, zob. Cu-
itino i Ortiz (1992), Ortiz (1996), Tadmor i in. (1996), Zhu i in. (2004). W takich przypad-
kach, funkcja energii odksztaªcenia opisuj¡ca stan ciaªa jest zwykle kwadratow¡ funkcj¡
odlegªo±ci mi¦dzyatomowych:

ψ = ψ(r2). (2.60)
Moc napr¦»e« na jednostk¦ obj¦to±ci, dla materiaªów spr¦»ystych w sensie Cauchy'ego,
mo»e by¢ wyra»ona za pomoc¡ I-szego tensora Pioli-Kirchho�a T, zob. Ogden (1984):

T : Ḟ = f(F) : Ḟ, (2.61)
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Rysunek 2.3: Zale»no±¢ energii potencjalnej wi¡zania ψ w zale»no±ci od wzajemnej
odlegªo±ci r cz¡stek w krysztale. Dw - energia wi¡zania, rw - odlegªo±¢ równowagowa

wi¡zania, ψod, ψp - skªadowe potencjaªu: odpychaj¡ca i przyci¡gaj¡ca.

gdzie f(F) oznacza funkcj¦ tensorow¡ argumentu tensorowego opisuj¡c¡ odpowied¹ ma-
teriaªu spr¦»ystego w sensie Cauchy'ego. W ogólno±ci nie istnieje funkcja ψ(F) taka, »e
speªniony jest warunek:

ψ̇ = f(F) : Ḟ, (2.62)
gdy» wyra»enie f(F) : dF nie jest poprawn¡ ró»niczk¡. W przypadku kiedy istnieje taka
skalarna funkcja ψ tensora gradientu deformacji F, »e:

ψ̇ =
∂ψ(F)
∂F

: Ḟ, (2.63)

i je±li skªadowe Ḟ s¡ niezale»ne dla materiaªu bez narzuconych ogranicze«, porównuj¡c
(2.62) z (2.63) mo»emy zapisa¢:

f(F) =
∂ψ(F)
∂F

, (2.64)
Potencjaª ψ reprezentuje g¦sto±¢ energii deformacji spr¦»ystej ciaªa na jednostke obj¦to-
±ci w ten zwany jest cz¦sto funkcj¡ energii odksztaªcenia, por. Ogden (1984). Pochodna
potencjaªu spr¦»ystego ψ̇ opisuje pr¦dko±c zmiany energii odksztaªcenia lub inaczej moc
napr¦»e« na jednostk¦ obj¦to±ci w kon�guracji odniesienia. Caªkowita energia spr¦»ysta
zmagazynowana przez ciaªo wynosi:∫

V
ψ dV =

∫
v
ψ detF−1 dv. (2.65)

Je±li dla danego ciaªa istnieje potencjaª spr¦»ysty zwany jest on spr¦»ystym w sensie
Greena lub hiperspr¦»ystym. Wªa±ciwo±ci mechaniczne takiego ciaªa reprezentowane s¡
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poprzez posta¢ potencjaªu spr¦»ystego ψ, a I-szy tensor Pioli-Kirchho�a zwi¡zany jest z
gradientem deformacji wzorem:

T =
∂ψ(F)
∂F

. (2.66)
W przypadku zde�niowania ψ na jednostk¦ masy praw¡ stron¦ wzoru (2.66) nale»y prze-
mno»y¢ przez skalarn¡ g¦sto±¢ ρ0. Je±li dla materiaªu hiperspr¦»ystego moc napr¦»e«
opisana jest wzorem (2.63), to wynika z tego, »e praca wykonana na drodze deformacji
od kon�guracji startowej B0 (stan naturalny - gradient deformacji jest równy F0 = I) do
stanu aktualnego opisanego gradientem deformacji F, jest równa:

ψ(F)− ψ(F0) =
∫
F0

F∂ψ(F)
∂F

: dFT . (2.67)

Zmiana energii jest wi¦c niezale»na zarówno od pr¦dko±ci deformacji, jak równie» od
±cie»ki deformacji pomi¦dzy kon�guracjami opisanymi poprzez gradient deformacji F0 i
F. Zmiana energii odksztaªcenia zale»na jest jedynie od ró»nicy warto±ci potencjaªu spr¦-
»ystego w stanie naturalnym i aktualnym, analogicznie jak w przypadku klasycznej energii
potencjalnej. Jednocze±nie napr¦»enie nominalne T i gradient deformacji F skoniugowane
s¡ ze sob¡ poprzez potencjaª spr¦»ysty, zob. (2.66). Moc napr¦»e« mo»e by¢ zapisana za
pomoc¡ dowolnej pary napr¦»enia i odksztaªcenia skoniugowanych ze sob¡, np:

T : Ḟ = σ̂σσσσσσσ (1) : U̇, (2.68)
gdzie σ̂σσσσσσσ (1) oznacza tensor napr¦»enia skoniugowany z miar¡ odksztaªcenia Biota - ε̂εεεεεεε (1) =
(U− 1), zob. (3.5). Mo»emy zatem zapisa¢, »e:

ψ̇ = σ̂σσσσσσσ (1) : U̇. (2.69)
Caªkuj¡c powy»sze równanie otrzymamy, »e potencjaª spr¦»ysty jest niezalezny od sztyw-
nego obrotu ciaªa R, a jest funkcj¡ jedynie tensora rozci¡gni¦cia U:

ψ(F) = ψ(U). (2.70)
Je±li dla materiaªu izotropowego moc napr¦»e« ψ̇ nie zale»y od obrotu ciaªa R, jest wi¦c
wielko±ci¡ obiektywn¡ speªniajac¡ warunek:

ψ(QF) = ψ(F). (2.71)
Warunek obiektywno±ci wymaga speªnienia równania (2.71) dla wszystkich wªa±ciwych
tensorów ortogonalnych Q i dowolnie przyj¦tej wªa±ciwej deformacji F. W przypadku
gdy F = I i przy takim wyborze kon�guracji odniesienia, »e odpowiada ona stanowi
naturalnemu otrzymamy, »e:

ψ(QI) = ψ(I) = ψ0, (2.72)
st¡d opis stanu ciaªa staje si¦ niejednoznaczny, gdy» tracimy informacj¦ o obrocie ciaªa.
Aby unikn¡¢ tej niejednoznaczno±ci mo»emy u»y¢ lagran»owskich tensorów odksztaªcenia
ε̂εεεεεεε :

σσσσσσσσ (m) =
∂ψ(ε̂εεεεεεε (m))

∂ε̂εεεεεεε (m)
, (2.73)
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gdzie m oznacza parametr przyj¦tej miary odksztaªcenia, zob. (3.5). Warto±¢ energii spr¦-
»ystej zmagazynowanej przez ciaªo nie zale»y od wyboru miary odksztaªcenia, gdy»:

ψ1(ε̂εεεεεεε (m)) = ψ2(U). (2.74)
Potencjaª spr¦»ysty ψ jest funkcj¡ sprz¦gaj¡c¡ napr¦»enieT(m) z odksztaªceniem εεεεεεεε (m) i tak
np. I-szy tensor Pioli-Kirchho�a T jest sprz¦»ony (przez prac¦) z gradientem deformacji F,
zob. (2.66). Tensory napr¦»enia Cauchy'ego σσσσσσσσ i Kirchho�a ττττττττ , opisuj¡ce stan napr¦»enia
w kon�guracji aktualnej i w kon�guracji odniesienia, otrzymamy korzystaj¡c z relacji
wi¡»¡cych je z I-szym tensorem Pioli-Kirchho�a:

ττττττττ = σσσσσσσσ detF =
∂ψ(F)
∂F

FT . (2.75)

Zakªadaj¡c posta¢ funkcji opisuj¡cej energi¦ odksztaªcenia ψ, jako funkcj¦ tensora od-
ksztaªcenia ε̂εεεεεεε nale»y zapewni¢ dostatecznie dobr¡ zgodno±¢ wyników oblicze« z ekspery-
mentem dla mo»liwie najszerszej gupy materiaªów i ró»nych kombinacji obci¡»enia. Dla
uproszczenia modelu i ograniczenia zakresu wymaganych do wery�kacji do±wiadczalnej
modelu bada« dokonuje si¦ wielu zaªo»e« upraszczaj¡cych, np:

• zakªada si¦ jednorodno±¢ materiaªu, parametry materiaªowe wyznaczane s¡ na pod-
stawie bada« próbek jednorodnych, ciaªa niejednorodne s¡ opisywane jako kombi-
nacja cz¦±ci lokalnie jednorodnych,

• wyznacza si¦ symetri¦ materiaªu, która pozwala na ograniczenie liczby niezale»nych
parametrów materiaªowych co zmniejsza pracochªonno±¢ bada« eksperymentalnych
potrzebnych do ich wyznaczenia a jednocze±nie upraszcza si¦ opis matematyczny
zachowania ciaªa,

• wprowadza si¦ ograniczenia wewn¦trzne, np. zaªo»enie nie±ci±liwo±ci materiaªu, które
dodatkowo upraszczaj¡ opis matematyczny ciaªa.

W przypadku przyj¦cia zaªo»enia o jednorodno±ci materiaªu, energia odksztaªcenia ψ,
która w ogólnym przypadku ma posta¢ (2.59), nie zale»y od wyboru kon�guracji od-
niesienia X. Je±li dodatkowo zaªo»ymy, »e materiaª jest izotropowy, to mo»emy pomi-
n¡¢ zale»no±¢ od bazy wektorowej GK . Mo»emy zatem zapisa¢, »e energia odksztaªcenia
izotropowego, jednorodnego ciaªa spr¦»ystego zale»y jedynie od lagran»owskiego tensora
odksztaªcenia:

ψ = ψ(ε̂εεεεεεε). (2.76)
Przyjmuj¡c za miar¦ deformacji ciaªa ró»ne tensory odksztaªcenia otrzymamy ró»ne po-
stacie równania ª¡cz¡cego napr¦»enie z odksztaªceniem:

• posta¢ Kelvina-Cosseratów otrzymujemy je±li zaªo»ymy, »e energia odksztaªcenia ψ
jest analityczn¡ funkcj¡ tensora odksztaªcenia Greena E, st¡d otrzymamy:

d
dtψ(E) =

∂ψ(E)
∂EKL

dEKL
dt , (2.77)



Funkcja energii odksztaªcenia 30

Po wykorzystaniu zale»no±ci:
σσσσσσσσ : d =

ρ

ρ0
S : Ė, (2.78)

gdzie S oznacza II tensor Pioli-Kirchho�a i po podstawieniu (2.77) do bilansu energii
(2.12) otrzymamy: (

SKL − ρ0
∂ψ(E)
∂EKL

)
∂EKL
∂t
= 0. (2.79)

Ze wzgl¦du na symetri¦ wyra»enia w nawiasie i niezale»no±¢ od pr¦dko±ci deformacji
otrzymamy zwi¡zek konstytutywny postaci:

SKL = ρ0
∂ψ(E)
∂EKL

; (2.80)

• posta¢ Boussinesque'a otrzymamy je±li tensor napr¦»enia Cauchy'ego σσσσσσσσ wyrazimy
poprzez drugi tensor Pioli-Kirchho�a S:

σij =
ρ

ρ0
FiKSKLFjL = ρFiK

∂ψ(E)
∂EKL

FjL; (2.81)

• posta¢ Neumanna-Kirchho�a otrzymamy gdy przyjmiemy, »e energia odksztaªcenia
ψ jest analityczn¡ funkcj¡ gradientu deformacji F:

σij =
ρ

ρ0
TiKFjK = ρ

∂ψ(F)
∂FiK

FjK , (2.82)

gdzie T oznacza I tensor Pioli-Kirchho�a;
• posta¢ Hamela otrzymamy dla energii odksztaªcenia b¦d¡cej funkcj¡ odwrotno±ci
gradientu deformacji F−1:

σij = −ρ
∂ψ(F−1)
∂F−1K,i

F−1K,j; (2.83)

2.5.1 Funkcja energii odksztaªcenia

W literaturze mo»na znale¹¢ wiele specy�cznych postaci energii odksztaªcenia opraco-
wanych specjalnie w celu opisu zachowania si¦ danego materiaªu. Cz¦sto s¡ to poten-
cjaªy dedykowane okre±lonemu typowi deformacji i warto tu dodatkowo nadmieni¢, »e
wi¦kszo±¢ z nich dotyczy materiaªu izotropowego. Próby opisu zachowania si¦ materiaªów
anizotopowych ograniczane s¡ zwykle do transwersalnej izotropii z jednym lub dwoma pre-
ferowanymi kierunkami, które odpowiadaj¡ cz¦sto spotykanym w praktyce in»ynierskiej
kompozytom z wªókien szklanych czy w¦glowych oraz tkankom bilologicznym. Mo»na tu
wymieni¢ dla przykªadu prace Smitha i Rivlina (1958), Greena i Adkinsa (1960,1970),
Spencera (1972,1984), Humpreya (1995) czy te» Ogdena (1997).
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Pierwsze prace, w których przeprowadzono rozwa»ania nad energi¡ spr¦»yst¡ deformo-
wanego krysztaªu datuj¡ si¦ na I-sz¡ poªow¦ XX-tego wieku. Mo»na tu poda¢ dla przy-
kªadu pionierskie prace Borna (1940) oraz Borna i Huanga (1956). Pocz¡tkowo energia
deformuj¡cego si¦ krysztaªu wyznaczana byªa przy u»yciu modelu dyskretnego oddziaªy-
wa« mi¦dzyatomowych. Born zauwa»yª, »e anizotropowe krysztaªy o strukturze kubicznej
(krysztaª monoatomowy - komórka prymitywna) speªniaj¡ dodatkowy warunek, zapropo-
nowany przez Cauchy'ego, dotycz¡cy symetrii staªych sztywno±ci:

cijkl = cikjl. (2.84)
Speªnianie powy»szego warunku redukuje ogóln¡ ilo±¢ niezale»nych staªych sztywno±ci
z 21 do 15. Wi¦kszo±¢ krysztaªów wieloatomowych niestety nie wykazuje takiej symetrii,
cho¢ mo»na poda¢ kilka wyj¡tków np. sole halogenków. Wielu badaczy np. Polanyi (1921),
Zwicky (1923), Born i Furth (1940), Girifalco i Weizer (1959), Thurston (1964), Tyson
(1966), Lincoln i in. (1967), Leamy (1967), Milstein (1971), Macmillan i Kelly (1972)
u»ywaªo potencjaªów atomowych (np. Morse'a, Borna-Mayera, Barafa, Terso�a) czy te»
pseudopotencjaªów empirycznych (Lennarda-Jones'a 6-12 ) do modelowania spr¦»ystego
zachowania si¦ krysztaªów idealnych pod obci¡»eniem. Starano si¦ w ten sposób wyzna-
czy¢ teoretyczne warto±ci wytrzymaªo±ci na rozci¡ganie, ±ciskanie, wspóªczynnik sztyw-
no±ci obj¦to±ciowej czy te» badano proces przemian fazowych struktury. Z drugiej strony
potencjaªy u»ywane s¡ z powodzeniem do modelowania efektów spr¦»ystych zwi¡zanych
z wyst¦powaniem w strukturze krystalicznej defektów budowy krystalicznej, np. defekty
punktowe, zob. Johnson (1964), Doyama i Cotteril (1965); dyslokacje, zob. Cotteril i Doy-
ama (1966), Gehlen i in. (1968) czy te» badania asymetrii wyst¦puj¡cej przy ±ciskaniu i
rozci¡ganiu krysztaªów, zob. Drechsler i Nicholas (1967). Zalety takiego podej±cia to:

• modele oddziaªywa« atomowych mimo stosunkowo prostego opisu (np. modele od-
dziaªywa« parowych) pozwalaj¡ do±¢ dokªadnie opisa¢ wiele cech charakterystycz-
nych krysztaªów;

• mo»liwo±¢ modelowania du»ej liczby atomów tworz¡cych struktur¦ przy zachowa-
niu dobrej dokªadno±ci (dokªadniejsze w stosunku do potencjaªów molekularnych
metody ab-initio ze wzgledu na trudno±ci obliczeniowe s¡ bezu»yteczne w tym przy-
padku);

• parametry potencjaªów s¡ tak dobierane, aby mo»liwie najdokªadniej opisa¢ rzeczy-
wiste zachowanie si¦ krysztaªów;

• mo»liwe jest uzyskanie jako±ciowego jak i ilo±ciowego opisu dowolnych deformacji
struktury.

Rozwój teorii fenomenologicznych anizotropowego materiaªu hiperspr¦»ystego jest przed-
miotem bada« ju» od kilku dekad. Formuªowanie zwi¡zków konstytutywnych dla materiaªu
izotropowego nierozdzielnie zwi¡zane jest z teori¡ niezmienników. W przypadku anizotro-
pii trudno±ci natury matematycznej spowodowane s¡ faktem, »e zwi¡zek pomi¦dzy napr¦-
»eniem a odksztaªceniem staje si¦ relacj¡ zespolon¡ na skutek ró»nic w kierunkach gªów-
nych tensora odksztaªcenia i napr¦»enia. Klasyczne podej±cie do modelowania ciaªa hiper-
spr¦»ystego polega na uwzgl¦dnieniu w funkcji energii spr¦»ystej tensorów strukturalnych
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(nios¡cych informacj¦ o symetrii materiaªu) poprzez wzbogacony zestaw niezmienników
odksztaªcenia. Energia odksztaªcenia ψ ciaªa izotropowego wyra»ana jest jako izotropowa
funkcja skalarna argumentu tensorowego U lub V. Energi¦ odksztaªcenia mo»na równie»
przedstawi¢ jako funkcj¦ niezmienników tensora rozci¡gni¦cia I1, I2 oraz I3:

ψ(U) = ψ(I1, I2, I3), (2.85)
lub równowa»nie, jako funkcj¦ warto±ci wªasnych tego» tensora λ1, λ2, λ3:

ψ(U) = ψ(λ1, λ2, λ3). (2.86)
Zwi¡zki ª¡cz¡ce niezmienniki z warto±ciami wªasnymi maj¡ posta¢:

I1 = λ1 + λ2 + λ3,
I2 = λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1, (2.87)
I3 = λ1λ2λ3.

Funkcja opisuj¡ca energi¦ odksztaªcenia ψ speªnia wi¦c, nast¦puj¡ce warunki symetrii:
ψ(λ1, λ2, λ3) = ψ(λ1, λ3, λ2) = ψ(λ3, λ1, λ2). (2.88)

Zmiana orientacji ciaªa bez zmiany warto±ci wªasnych tensora rozci¡gni¦cia nie powinna
powodowa¢ zmiany energii odksztaªcenia. W przypadku spr¦»ystych materiaªów izotro-
powych jedynym ograniczeniem matematycznym nakªadanym na posta¢ funkcji energii
odsztaªcenia jest wymóg aby energia odksztaªcenia ψ byªa symetryczn¡ funkcj¡ warto-
±ci wªasnych λ1, λ2, λ3. Dodatkowo, nale»y zapewni¢ znikanie potencjaªu spr¦»ystego dla
stanu naturalnego reprezentowanego przez λ1 = λ2 = λ3 = 1, co w efekcie spowoduje brak
napr¦»e«. Aby speªni¢ ten wymóg potencjaª ψ musi speªnia¢ nast¦puj¡ce warunki:

ψ(1, 1, 1) = 0, oraz ∂ψ(1, 1, 1)
∂λi

= 0, i = 1,2,3. (2.89)

�¡danie, by funkcja ψ byªa niesko«czenie wiele razy ró»niczkowalna wzgl¦dem I1, I2, I3
mo»emy speªni¢ buduj¡c potencjaª spr¦»ysty w postaci szeregu pot¦gowego, za Ogdenem
(1984):

ψ(I1, I2, I3) = Σcpqr(I1 − 3)p(I2 − 3)q(I3 − 1)r, (2.90)
gdzie p, q, r = 0, 1, 2, ... a cpqr oznacza parametry materiaªowe. Warunek zerowania si¦
potencjaªu w momencie gdy ciaªo zajmuje kon�guracj¦ odniesienia (wówczas niezmien-
niki I1 = I2 = 3; I3 = 1) jest speªniony poprzez przyj¦cie w szeregu (2.90) wspóªczynnika
c000 = 0. Istnienie stanu beznapr¦»eniowego zapewnione jest poprzez odpowiedni dobór
pozostaªych wspóªczynników tak aby: c100+2c010+ c001 = 0. Dobieraj¡c, odpowiedni¡ do
potrzeb modelowania spr¦»ystego zachowania si¦ ciaª, ilo±¢ wyrazów szeregu i pami¦taj¡c,
»e wpªyw kolejnych wyrazów szeregu jest mniejszy ni» poprzednich mo»emy uzyska¢ po-
sta¢ potencjaªów cz¦sto spotykanych w literaturze, np. Mooney'a-Rivlina, neo-Hookean,
Genta. Znajduj¡ one szerokie zastosowanie w nieliniowej spr¦»ysto±ci i wielu zastosowa-
niach praktycznych. Przyjmuj¡c sªuszno±¢ zaªo»enia o nie±ci±liwo±ci materiaªu (I3 = 1)
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otrzymujemy, »e potencjaª spr¦»ysty zale»y jedynie od dwóch niezale»nych niezmienników
deformacji. W praktyce (2.90) mo»emy zast¡pi¢ poprzez nast¦puj¡ce równanie:

ψ(I1, I2) = Σcpq(I1 − 3)p(I2 − 3)q, (2.91)
Pami¦taj¡c o wspomnianych powy»ej ograniczeniach nakªadanych na posta¢ potencjaªu
spr¦»ystego, przyjmuj¡c c00 = 0 i pomijaj¡c wyrazy wy»szych rz¦dów otrzymamy, np.
funkcj¦ energii odksztaªcenia dla materiaªu zwanego neo-Hookean:

ψ(I1, I2) = Σc10(I1 − 3), (2.92)
czy te» funkcj¦ energii odksztaªcenia materiaªu Mooney'a-Rivlina:

ψ(I1, I2) = Σc10(I1 − 3) + c01(I2 − 3). (2.93)
Posta¢ funkcji energii odksztaªcenia w krysztaªach mo»na sobie ªatwo wyobrazi¢ na przy-
kªadzie krysztaªu "jednowymiarowego", w którym siªy oddziaªywa« atomowych maj¡ kie-
runek zgodny z kierunkiem rozciagni¦cia struktury, za Hillem (1975) mo»emy zapisa¢:

ψ = f(a2) = f(1 + 2eijαiαj), (2.94)
gdzie eij jest tensorem odksztaªcenia Green'a, a oznacza za± dªugo±¢ zdeformowanego
wektora jednostkowego αi w kon�guracji beznapr¦»eniowej. Zgodne z warunkami (2.89)
funkcja f musi speªnia¢ nast¦puj¡ce warunki:

ψ(1) = ψ′(1) = 0. (2.95)
Ró»niczkuj¡c równanie (2.94) wzgl¦dem odksztaªcenia eij otrzymamy skoniugowane z od-
ksztaªceniem napr¦»enie i moduªy sztywno±ci w postaci:

tij = 2ψ′(a2)αiαj, cijkl = 4ψ′′(a2)αiαjαkαl. (2.96)
Funkcja wªa±ciwej energii odksztaªcenia ψ, opisuj¡ca ciaªo hiperspr¦»yste posiada pewne
charakterystyczne wªa±ciwo±ci wynikaj¡ce nie tylko z zaªo»enia istnienia stanu naturalnego

ψ(1) = 0, (2.97)
praw termodynamicznych, zasady obiektywno±ci

ψ(E) = ψ(Q E QT ) (2.98)
i budowy krystalicznej ciaªa

ψ(E,M) = ψ(Q E QT , Q M), (2.99)
gdzie QM oznacza obrót tensora parametrycznegoM, którego grupa symetrii jest równa
grupie symetrii materiaªu hiperspr¦»ystego. Dodatkowo funkcja ψ powininna speªnia¢
równie» ograniczenia wynikaj¡ce z intuicyjnego rozumienia reakcji ciaªa spr¦»ystego na
obci¡»enie, tj:
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• wzrost skªadowych odksztaªcenia powinien powodowa¢ wzrost zwi¡zanych z nimi
skªadowych napr¦»enia,

• ekstremalnym odksztaªceniom powinny towarzyszy¢ ekstremalne napr¦»enia,
• powinno istnie¢ rozwi¡zanie problemu pocz¡tkowo - brzegowego dla równa« ruchu,
• mo»liwo±¢ opisu zjawisk utraty stateczno±ci, np. wyboczenia,
• przewidywa¢ rozwi¡zania o charatkterze falowym,
• parametry materiaªowe powinny by¢ mo»liwe do okre±lenia za pomoc¡ nieskompli-
kowanych bada« laboratoryjnych,

• wyniki jako±ciowe i ilo±ciowe modelu powinny by¢ zgodne z badaniami do±wiadczal-
nymi.

Niektóre z powy»szych ogranicze« s¡ ªatwe do speªnienia m. in. dzi¦ki doborowi odpowied-
niej miary odksztaªcenia spo±ród wielu mo»liwych tensorów poprawnie opisuj¡cych od-
ksztaªcenie oraz napr¦»enia z nim skoniugowanego. Wypukªo±¢ funkcji energii spr¦»ystej,
zapewniaj¡ca speªnienie (dla izotropowego materiaªu podczas izotermicznej deformacji)
warunku:

σ̇σσσσσσσ ε̇εεεεεεε > 0, (2.100)
ma podstawowe znaczenie w zakresie nieliniowej spr¦»ysto±ci, zob. Hill (1970). Funkcja
energii spr¦»ystej ψ wyra»ona jako funkcja analityczna tensora rozci¡gni¦cia U lub jego
warto±ci wªasnych, ze wzgl¦du na (2.100) musi by¢ funkcj¡ wypukª¡. Mimo tego pojawia
si¦ wiele modeli opisuj¡cych materiaª hiperspr¦»ysty za pomoc¡ funkcji energii odksztaª-
cenia nie speªniaj¡cej warunku wypukªo±ci. Przypadki takie analizowaª Fosdick i Serrin
(1979). Brak wypukªo±ci funkcji w sensie Hilla (1970; 1975) jest z drugiej strony t¡ cech¡
funkcji energii odksztaªcenia, któr¡ z powodzeniem mo»emy wykorzysta¢ do modelowania,
np. niestabilno±ci krysztaªów - tworzenia i anihilacji defektów sieci czy przemian fazowych.

2.5.2 Materiaª St. Venanta-Kirchho�a

Model materiaªu spr¦»ystego zaproponowanego przez St Venanta (1844) i Kirchho�a
(1852) jest najprostszym spo±ród szerokiej gamy hiperspr¦»ystych modeli nieliniowych.
Model materiaªu hiperspr¦»ystego, nazywany dzisiaj materiaªem St Venanta-Kirchho�a
(SVK), jest szeroko stosowany w obliczeniach numerycznych ze wzgl¦du na nieskom-
plikowan¡ posta¢ funkcji energii odksztaªcenia i wymaga znajomo±ci jedynie dwu staªych
materiaªowych potrzebnych do opisu zachowania si¦ ciaª izotropowych. Funkcja energii od-
ksztaªcenia ψ modelu SVK jest funkcj¡ tensora odksztaªcenia Greena. Z warunku (2.98)
i twierdze« o reprezentacji skalarnej izotropowej funkcji tensorowej, zob. Wang (1969,
1970, 1971) wynika, »e energia odksztaªcenia ψ mo»e by¢ wyra»ona jako funkcja trzech
nieredukowalnych, izotropowych niezmienników tensora odksztaªcenia Greena:

ψ = ψ(E) = ψ(I1, I2, I3). (2.101)
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Przyjmuj¡c odpowiednio regularny potencjaª energia odksztaªcenia ψ dla materiaªu SVK
ma posta¢:

ψ = ψ(E) =
1
2
[λ (trE)2 + 2µ trE2]. (2.102)

Ró»niczkuj¡c powy»sze równanie wzgl¦dem odksztaªcenia otrzymamy zale»no±¢ konsty-
tutywn¡ w postaci:

SKL =
1
2
(
∂ψ

∂EKL
+

∂ψ

∂ELK
), (2.103)

lub w postaci najcz¦±ciej spotykanej w literaturze:
S = λ(trE)I+ 2µE. (2.104)

Do opisu wªa±ciwo±ci spr¦»ystych izotropowego materiaªu SVK konieczna jest znajomo±¢
dwóch staªych Lamego - λ i µ. Zamiast staªych Lamego mo»na wykorzysta¢ inne pary
staªych, np. (2.28) czy (2.29). Model SVK sprowadza sie do kwadratowej aproksymacji
funkcji energii odksztaªcenia wzgl¦dem tensora odksztaªcenia Greena E. Wszystkie izotro-
powe modele hiperspr¦»yste wy»szych rz¦dów w przybli»eniu kwadratowym sprowadzaj¡
si¦ wªa±nie do materiaªu SVK. Zapisuj¡c powy»sze równanie z wykorzystaniem izotro-
powego tensora czwartego rz¦du staªych sztywno±ci c otrzymamy równowa»n¡ do (2.104)
posta¢

Skl = cklmnEmn. (2.105)
Tensor c jest izotropowym, symetrycznym i dodatnio okre±lonym tensorem, zob. Gurtin
(1974), Pericak-Spector i Spector (1995) w postaci:

c = λI⊗ I+ 2µ1 = 3K(1
3
I⊗ I) + 2µ(1− 1

3
I⊗ I), (2.106)

gdzie 1 oznacza tensor jednostkowy czwartego rz¦du. Aby tensor staªych sztywno±ci c ma-
teriaªu izotropowego byª dodatnio okre±lony, zapewniaj¡c tym samym wypukªo±¢ funkcji
energii odksztaªcenia (2.102) konieczne jest speªnienie nast¦puj¡cego warunku:

3K  3λ+ 2µ, 2µ > 0. (2.107)
Moduªy K i µ stanowi¡ odpowiednio jednokrotn¡ i pi¦ciokrotn¡ warto±¢ wªasn¡ tensora
c, zob. Rychlewski (1983). Po zastosowaniu zapisu Voigta macierz reprezentacji tensora
staªych sztywno±ci przyjmuje posta¢ identyczn¡ z (2.20) dla liniowej teorii spr¦»ysto±ci. Ze
wzgl¦du na swoj¡ prostot¦ model SVK jest dzi± podstawowym hiperspr¦»ystym modelem
nieliniowym. Niestety w przypadku dostatecznie du»ych rozci¡gni¦¢ i odpowiednio wybra-
nej warto±ci ν mo»emy otrzyma¢ niespodziewan¡, ujemn¡ (!?) zmian¦ obj¦to±ci ciaªa. Ze
wzgl¦du na wspomniany niepoprawny opis spr¦»ystych wªa±ciwo±ci deformujacego si¦ ciaªa
przy znacznej zmianie obj¦to±ci, zastosowanie modelu SVK jest ograniczone do umiarko-
wych deformacji lub te» maªych deformacji i du»ych obrotów, zob. Jemioªo (2002). Mimo
swoich mankamentów, model SVK dzi¦ki prostocie (do opisu zachowania si¦ materiaªu
wystarcz¡ bowiem jedynie dwie staªe materiaªowe) jest cz¦sto stosowanym modelem hiper-
spr¦»ystym, ale z wyra¹nym ograniczeniem zakresu jego stosowalno±ci do umiarkowanie
du»ych deformacji lub sko«czonych obrotów. Staªe materiaªowe - staªe sztywno±ci s¡ iden-
tyczne jak w uogólnionym prawie Hooke'a czyli wyznaczane podczas standartowych prób
wytrzymaªo±ciowych.
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2.5.3 Materiaª Murnaghana

Model izotropowego, hiperspr¦»ystego materiaªu Murnaghana (1951) jest logicznym roz-
wini¦ciem modelu St. Venanta-Kirchho�a. Model Murnaghana (M) wynika z dokªadniej-
szej aproksymacji funkcji energii odksztaªcenia. W rozwini¦ciu w szereg Taylora wzgl¦dem
tensora odksztaªcenia Greena uwzgl¦dnione s¡ wyrazy rz¦du 3-go, co daje w efekcie posta¢
funkcji energii odksztaªcenia ψ:

ψ = ψ(E) =
1
2
λ (trE)2 + µ trE2 +

1
6
ν1 (trE)3 + ν2 trE trE2 +

4
3
ν3 trE3, (2.108)

gdzie νi - nazywane s¡ staªymi Murnaghana II-go rz¦du. Staªe Lamego λ, µ b¦d¡ce para-
metrami materiaªowymi w modelu SVK w tym modelu u»ywane s¡ jako staªe I-go rz¦du.
Liczba staªych materiaªowych opisuj¡ca spr¦»yste wªa±ciwo±ci materiaªu M, wynosi 5 (2
+ 3). Zwi¡zek konstytutywny ma nast¦puj¡c¡ posta¢:

S =
[(
λ+
1
2
ν1 trE

)
trE+ ν2 trE2

]
I+ 2(µ+ ν trE) E+ 4ν3 E2. (2.109)

Staªe materiaªowe modelu M dla wielu materiaªów mo»na znale¹¢, np. w pracy Lurie
(1990). W zastosowaniach praktycznych wprowadza si¦ pewne uproszczenia modelu M
polegaj¡ce na pomini¦ciu wyrazów wy»szych rz¦dów gradientu przemieszczenia, zob. Kle-
iber (1985). Poniewa» tensor odksztaªcenia Greena ma posta¢:

E = (∇̄U+ ∇̄TU+ ∇̄TU ∇̄U), (2.110)
gdzie operator ∇̄ oznacza gradient wzgl¦dem kon�guracji lagran»owskiej. Po podstawieniu
do (2.109) i pogrupowaniu wyrazów otrzymamy:

S = λ(trE) I+2µE+
[1
2
ν1 (trεεεεεεεε)2+ ν2 trεεεεεεεε 2

]
I+2ν2 (trεεεεεεεε) εεεεεεεε +4ν3 εεεεεεεε 2+O(∇U)3, (2.111)

gdzie εεεεεεεε oznacza tensor maªych odksztaªce«. Wyznaczenie staªych sztywno±ci II-go rz¦du
dla modeluM jest niezwykle kªopotliwe a uzyskane wyniki s¡ trudne do zwery�kowania,
gdy» brak im jednoznacznej interpretacji mechanicznej poza czysto teoretyczn¡, wynika-
j¡c¡ z aproksymacji wielomianowej potencjaªu spr¦»ystego. W przypadku metali, gdzie
zakres spr¦»ystej deformacji ciaªa jest niewielki, zale»no±¢ konstytutywna (2.111) stoso-
wana jest równie» do wyznaczania staªych spr¦»ystych, zob. Fukuoka i Toda (1977). Model
M jest szeroko stosowany w zªo»onych zagadnieniach falowych, jak równie» stanowi baz¦
do formuªowania modeli wykraczaj¡cych poza teori¦ hiperspr¦»ysto±ci. Porównuj¡c zacho-
wanie si¦ modeli SVK i M dochodzimy do wniosku, »e w przypadku rozciagni¦¢ rz¦du
1% wyniki przewidywa« obu modeli s¡ praktycznie identyczne, zob. Jemioªo (2002). Przy
rozci¡gni¦ciach rz¦du 10% sytuacja ulega diametralnej zmianie i przewidywania obu mo-
deli staj¡ si¦ jako±ciowo ró»ne. Dlatego te», mimo, »e model M wynika z dokªadniejszej
aproksymacji potencjaªu spr¦»ystego, ze wzgl¦du na regularno±¢ funkcji opisuj¡cej energi¦
spr¦»yst¡ modelu SVK (2.102) i trudno±ci w poprawnym wyznaczeniu staªych materiaªo-
wych II-go rz¦du dla modelu M sensowne wyniki dla wi¦kszego zakresu deformacji ciaªa
otrzymamy dla modelu SVK.
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2.5.4 Materiaª Ogdena

Przedstawione w poprzednich podrozdziaªach modele hiperspr¦»yste, ze wzgl¦du na trud-
no±ci w poprawnym okre±leniu dopuszczalnego zakresu stosowalno±ci (zwªaszcza w przy-
padku materiaªów maªo ±ci±liwych - ν ≈ 0.5) wymagaj¡ indywidualnego podej±cia, uwzgl¦d-
niaj¡cego specy�k¦ danego problemu in»ynierskiego, rodzaj modelowanego materiaªu jak i
samego sformuªowania zagadnienia brzegowego. Innym sposobem otrzymania poprawnej
funkcji opisuj¡cej energi¦ odksztaªcenia jest zaproponowanie szczególnej postaci poten-
cjaªu spr¦»ystego, np. w formie wielomianowej i sprawdzenie zgodno±ci takiego modelu
z eksperymentem. Rivlin w pracy (1948c) i pó¹niejszej (1949) zaproponowaª nast¦puj¡c¡
posta¢ funkcji opisujacej energi¦ odksztaªcenia materiaªu hiperspr¦»ystego:

ψ = ψ(Ii) =
∑

Aklm (I1 − 3)k(I2 − 3)l(I3 − 1)m, (2.112)
gdzie Aklm s¡ staªymi materiaªowymi, które wyznacza si¦ aproksymuj¡c wyniki ekspry-
mentalne. Trudno±¢ w zastosowaniu powy»szego modelu wynika z faktu, »e konsekwentny
wybór kolejnych wyrazów wy»szego rz¦du wielomianu (2.112) nie prowadzi do zadowala-
jacej zgodno±ci modelu z eksperymentem, co zauwa»yª, np. Ogden (1972a; 1972b). Przyj-
muj¡c w funkcji (2.112) niezerowe staªe:

A100 = µ, A010 = −
µ

2
, A200 =

1
24
(4µ+ 3K), (2.113)

otrzymamy w efekcie funkcj¦ energii spr¦»ystej materiaªu SVK. Podobnie post¦puj¡c,
mo»na otrzyma¢ funkcj¦ energii spr¦»ystej materiaªu M. Inne podej±cie zastosowaª Bar-
soum, zob. Voyadis i in. (1994), konstruuj¡c potencjaª spr¦»ysty w postaci:

ψ = ψ(Ii) =
∑

Bklm(I1akI2blI3cm − 3ak+bl). (2.114)
Parametry Bklm, ak, bl i cm wyznaczane s¡ metodami optymalizacji wyników eksperymen-
talnych celem otrzymania dodatnio okre±lonej energii odksztaªcenia dla dowolnie przyj¦tej
deformacji ciaªa. W porównaniu z modelem opisanym poprzez równanie (2.112) jej zalet¡
jest konieczno±¢ stosowania mniejszej ilo±ci wyrazów szeregu celem uzyskania tej samej
dokªadno±ci aproksymacji wyników do±wiadczalnych. Cz¦sto spotykanym w literaturze
potencjaªem spr¦»ystym bed¡cym funkcj¡ warto±ci wªasnych tensora wydªu»enia a wªa-
±ciwie ich logarytmów jest potencjaª energii odksztaªcenia postaci LN, zob. Bone i Woods
(1997), Bruhns i in. (2000):

ψ = ψ(λi) = µ
[
(lnλ1)2 + (lnλ2)2 + (lnλ3)2

]
+
λ

2
(lnJ)2, (2.115)

gdzie J oznacza zmian¦ obj¦to±ci ciaªa (J = λ1λ2λ3), wobec czego mo»emy zapisa¢, »e
lnJ = lnλ1 + lnλ2 + lnλ3. Parametry λ i µ s¡ za± staªymi Lamego identycznymi jak w
klasycznym prawie Hooke'a (2.19). Funkcja ta nie jest poliwypukªa dla J > e, gdzie e
jest postaw¡ logarytmu naturalnego, czyli jej zakres stosowania w przypadku deformacji
obj¦to±ciowych powinien by¢ ograniczony co najmniej do takich wªa±nie deformacji, zob.
Jemioªo (2002). Model ten mimo swej prostoty poprawnie opisuje wªa±ciwo±ci ±ci±liwych
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materiaªów hiperspr¦»ystych w zakresie umiarkowanie du»ych odksztaªce« (rz¦du kilku-
dziesi¦ciu procent), zob. Anand (1979, 1986). Funkcja (2.115) nie jest zgodna z hipotez¡
Valandisa i Landela (1967), która zakªada »e energia spr¦»ysta jest sum¡ niezale»nych
funkcji warto±ci wªasnych tensora rozci¡gni¦cia:

ψ = ψ(λi) = f1(λ1) + f2(λ2) + f3(λ3). (2.116)
Je±li zaªo»ymy, »e izotropowy materiaª jest nie±ci±liwy (ν = 0.5) to najprostszym modelem
hiperspr¦»ystym opisuj¡cym zachowanie si¦ takiego materiaªu jest neo-Hookean (NH)
zde�niowany za pomoc¡ nast¦puj¡cej funkcji energii:

ψ =
µ

2
(I1 − 3). (2.117)

W modelu tym, do opisu spr¦»ystych wªa±ciwo±ci materiaªu wystarcza jeden parametr
materiaªowy wyznaczony np. w próbie jednoosiowego rozci¡gania. Ze wzgl¦du na fakt,
»e warunek ν = 0.5 nie jest warunkiem wystarczaj¡cym, aby ka»da sko«czona defor-
macja byªa deformacj¡ izochoryczn¡ (jedynie dla maªych deformacji) wobec czego za-
kres stosowalno±ci tego modelu podobnie jak modelu SVK ogranicza si¦ do stosunkowo
maªych deformacji. Dodaj¡c do funkcji energii odksztaªcenia (2.117) czªon liniowy wzgle-
dem drugiego niezmiennika I2 otrzymamy model hiperspr¦»ystego nie±ci±liwego materiaªu
Mooney'a-Rivlina (MR), zob. Mooney (1940), Rivlin (1948c):

ψ = C10(I1 − 3) + C01(I2 − 3). (2.118)
Modele NH jak i MR jako±ciowo dobrze opisuj¡ proces jedoosiowego ±ciskania mate-
riaªu, ale ju» dla rozciagni¦cia zadowalaj¡ca zgodno±¢ z eksperymentem zachodzi jedynie
dla stosunkowo maªych wydªu»e«. Oba modele nie s¡ w stanie przewidzie¢ typowego np.
dla gumy zjawiska stopniowego umacniania si¦ materiaªu dla du»ych deformacji, rz¦du
kilkuset procent. Blatz i Ko (1962) zaproponowali na podstawie wªasnych bada« elasto-
merów funkcj¦ wªa±ciwej energii odksztaªcenia postaci:

ψ = ψ(Ii) =
1
2
cb
[
I1 +
1
a
(I3−a − 1)− 3

]
+
1
2
c(1− b)

[
I2I3

−1 +
1
a
(I3a − 1)− 3

]
, (2.119)

gdzie I1, I2, I3 s¡ podstawowymi niezmiennikami prawego tensora deformacji Cauchy-
Greena (C = FTF), za± parametry materiaªowe a, b, c maj¡ warto±ci:

a =
ν

1− 2ν
, b ∈ [0, 1], c = ν. (2.120)

Warto tu zauwa»y¢, »e dla ν = 0.5 model BK nie opisuje materiaªu nie±ci±liwego. Mo-
del materiaªu hiperspr¦»ystego Ogdena posiada potencjaª spr¦»ysty postaci, zob. Ogden
(1972b):

ψ = ψ(λi, J) =
∑ 2µm

am2

[(
λ1
am + λ2am + λ3am

)
+
1
bm

(
J−ambm − 1

)]
. (2.121)
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Mo»na zauwa»y¢, »e po przyj¦ciu jedynie dwóch wyrazów szeregu i przy odpowiednim
doborze paramterów materiaªowych a, µ:

a1 = 2, a2 = −2, µ1 = µb, µ2 = µ(1− b), (2.122)
otrzymamy posta¢ energii odksztaªcenia modelu BK.
W przypadku anizotropii materiaªu energia odksztaªcenia jest funkcj¡ nie tylko gradientu
deformacji, ale równie» zale»y od wektora jednostkowego M opisuj¡cego kierunek anizo-
tropii, st¡d mo»emy zapisa¢, »e:

ψ = ψ(F,M). (2.123)
Aby analitycznie wyrazi¢ posta¢ energii odksztaªcenia dla przypadku transwersalnej izo-
tropii czyli np. dla kompozytu wzomocnionego wªóknem w jednym z kierunków, konieczne
jest wyra»enie jej jako funkcji pi¦ciu niezmienników:

ψ = ψ(I1, I2, I3, I4, I5), (2.124)
gdzie I1, I2, I3 s¡ klasycznymi niezmiennikami podstawowymi tensora odksztaªcenia Cauchy-
Greena, za±:

I4 =M · (CM), I5 =M · (C2M) (2.125)
Po dokonaniu odpowiedniego ró»niczkowania otrzymamy, »e I-szy tensor Pioli-Kirchho�a
ma posta¢:

T = 2ψ1FT + 2ψ2(I1I−C)FT + 2I3ψ3F−1+
2ψ4M⊗ FM+ 2ψ5(M⊗ FCM+CM⊗ FM), (2.126)

gdzie ψi oznacza (∂ψ/∂Ii) dla i = 1, ..., 5. W przypadku wzmocnienia materiaªu wªóknem
w dwóch kierunkach funkcja energii odksztaªcenia zale»na b¦dzie ju» od dwóch wektorów
opisuj¡cych kierunki anizotropii i 8-miu niezmienników postaci:

I6 =M′ · (CM′), I7 =M′ · (C2M′), I8 =M · (CM′). (2.127)
Niezmiennik I8 opisuje interakcj¦ pomi¦dzy dwoma wyró»nionymi kierunkami deformacji.
Wzór opisuj¡cy napr¦»enia Pioli-Kirchho�a ma wówczas posta¢:

T = 2ψ1FT + 2ψ2(I1I−C)FT + 2I3ψ3F−1+
2ψ4M⊗ FM+ 2ψ5(M⊗ FCM+CM⊗ FM)+
2ψ6M′ ⊗ FM′ + 2ψ7(M′ ⊗ FCM′ +CM′ ⊗ FM′)+

ψ8(M′ ⊗ FM+M⊗ FM′). (2.128)
Jak wida¢ wraz ze wzrostem stopnia anizotropii nieproporcjonalnie szybkio ro±nie stopie«
skomplikowania wzorów analitycznych opisuj¡cych funkcj¦ wªa±ciwej energii odksztaªce-
nia.



Rozdziaª 3

Proponowany model materiaªu

spr¦»ystego dla krysztaªów

Zale»no±¢ wia»¡ca tensor napr¦»enia z tensorem odksztaªcenia, zwana zale»no±ci¡ konsty-
tutywn¡, stanowi dodatkowe 6 równa« brakuj¡cych do stworzenia zamkni¦tego ukªadu
równa« materiaªu spr¦»ystego, uzupeªniaj¡c równania (2.11) i (2.12). Dysponuj¡c caª¡
gam¡ urz¡dze« sªu»¡cych pomiarowi wªa±ciwo±ci mechanicznych i geometrii próbek bada-
nych materiaªów jeste±my w stanie dokªadnie zbada¢ i opisa¢ zachowanie deformowanego
ciaªa. Dzi¦ki badaniom eksperymentalnym jeste±my w stanie okre±li¢ zachowanie mate-
riaªu dla najró»niejszych kombinacji obci¡»enia w ró»nych temperaturach, przy ró»nych
pr¦dko±ciach deformacji i historii obci¡»enia. Testy pr¦tów o koªowym przekroju z pre-
cyzyjnym pomiarem ich wydªu»enia s¡ typowe dla metali, polimerów czy te» ceramiki
technicznej. Dla skaªy, gruntów czy betonu pracuj¡cych zwykle na ±ciskanie typowym te-
stem jest ±ciskanie próbki cylindrycznej wzdªu» osi symetrii. Cz¦sto ze wzgl¦du na brak
bezpo±rednich mo»liwo±ci pomiarów wykorzystuje si¦ pomiary po±rednie, których wyniki
dzi¦ki mechanicznej interpretacji pozwalaj¡ wyznaczy¢ niektóre parametry materiaªowe
wyst¦puj¡ce w równaniach konstytutywnych, np. pomiar twardo±ci metali pozwalaj¡cy
oszacowa¢ wytrzymaªo±¢ materiaªu, czy te» pomiar pr¦dko±ci rozchodzenia si¦ fal ultra-
d¹wi¦kowych, dzi¦ki którym obliczamy staªe sztywno±ci. W niektórych, szczególnych przy-
padkach zale»no±¢ pomi¦dzy napr¦»eniem a odksztaªceniem mo»e by¢ wyznaczona bez-
po±rednio z praw rz¡dz¡cych mikrostruktur¡ poprzez przej±cie ze skali mikro do makro,
np. w materiaªach kompozytowych. W skali mikro mo»emy traktowa¢ osnow¦ i wªókna
zbrojenia jako osobne materiaªy, ka»de z nich posiadaj¡ce indywidualne cechy opisane
przez zale»no±ci konstytutywne. W przypadku makroskopowych ciaª krystalicznych pod-
danych deformacji, zale»no±¢ konstytutywna otrzymywana jest po dokonaniu homogeni-
zacji przypadkowo zorientowanego agregatu polikrystalicznego. Innym przypadkiem jest
guma i elastomery, które zbudowane s¡ na bazie przypadkowo rozmieszczonych ªa«cuchów
molekuª. Dla takich materiaªów zale»no±¢ konstytutywna mo»e by¢ otrzymana stosuj¡c
podej±cie termodynamiki statystycznej i traktuj¡c materiaª jako sie¢ wzajemnie skrzy-
»owanych ªa«cuchów cz¡steczkowych deformuj¡cych si¦ pod obci¡»eniem. W przypadku
ciaª monokrysztalicznych, np. krzem, aluminium, stopy »arowytrzymaªe na ªopatki tur-
bin lotniczych, prawa rz¡dz¡ce zachowaniem komórki elementarnej w mikroskali mog¡
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by¢ bezpo±rednio przeniesione do skali makro. Rozwój metod obliczeniowych dyskretnych
struktur krysztaªu, jak np. metoda g¦sto±ci funkcjonaªu (DFT ), metody ab initio czy
potencjaªy atomowe pozwalaj¡ analitycznie przewidzie¢ i opisa¢ makroskopowe zachowa-
nie si¦ ciaªa krystalicznego przy zachowaniu informacji o pojedynczym atomie. Modeluj¡c
spr¦»yste zachowanie krysztaªu przyjmujemy, »e zwi¡zki mi¦dzy skªadowymi tensorów od-
ksztaªcenia i napr¦»enia s¡ niezale»ne od czasu i temperatury. W ten sposób tworzymy
równanie konstytutywne opisuj¡ce model wyidealizowanego w pewnym stopniu krysztaªu.

3.1 Nieliniowa anizotropia hiperspr¦»ysta

Rozwa»my zale»no±¢ konstytutywn¡, de�niuj¡c¡ tensor napr¦»enia Cauchy'ego, wycho-
dz¡c z bilansu energii (2.12). Z twierdzenia o rozkªadzie polarnym (biegunowym) do-
wolnego, nieosobliwego tensora drugiego rz¦du wynika, »e gradient deformacji F mo»na
jednoznacznie przedstawi¢ w postaci:

F = RU = VR, (3.1)
gdzie R, U, V oznaczaj¡ odpowiednio tensor obrotu, prawy i lewy tensor rozci¡gni¦cia.

De�nicja: Pod poj¦ciem uogólnionych tensorów odksztaªce«: Lagrange'a - ε̂εεεεεεε i Eulera -
εεεεεεεε rozumiemy odpowiednio, dwie izotropowe funkcje tensorowe postaci:

ε̂εεεεεεε = f(ui) ui ⊗ ui oraz εεεεεεεε = f(vi) vi ⊗ vi, (3.2)
gdzie ui, ui, vi, vi oznaczaj¡ odpowiednio i-t¡ warto±¢ i i-ty wektor wªasny prawego ten-
sora rozci¡gni¦cia U oraz i-t¡ warto±¢ i i-ty wektor wªasny lewego tensora rozci¡gni¦cia
V. Funkcja f(·) oznacza dowolnie wybran¡, monotonicznie rosn¡c¡ funkcj¦ klasy C1 speª-
niaj¡c¡ nast¦puj¡ce warunki:

f(x)
∣∣∣∣
x=1
= 0, (3.3)

df(x)
dx

∣∣∣∣
x=1
= 1, (3.4)

zob. Hill (1968). Warunki te zapewniaj¡ zgodno±¢ z liniow¡ teori¡ dla maªych deformacji.
Na podstawie tej de�nicji mo»na wprowadzi¢ caª¡ klas¦ tensorów symetrycznych, które
mog¡ by¢ przyj¦te za tensorow¡ miar¦ odksztaªce«, zob. Doyle i Ericksen (1956), Seth
(1964), Hill (1968), Ogden (1984). Tensory te mo»emy zapisa¢ w ogólnej postaci:ε̂εεεεεεε =

1
m
(Um − 1)

ε̂εεεεεεε = lnU
oraz

εεεεεεεε =
1
m
(Vm − 1) dla m 6= 0,

εεεεεεεε = lnV dla m = 0,
(3.5)

gdzie m jest rzeczywistym parametrem miary odksztaªcenia. Przedstawiona rodzina miar
odksztaªce« speªnia warunki (3.2)-(3.4). Dzi¦ki przyj¦ciu jednej ze zde�niowanych po-
wy»ej miar, jako miary odksztaªcenia otrzymujemy prosty zwi¡zek pomi¦dzy deformacj¡
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próbki a warto±ciami wªasnymi tensorów rozci¡gni¦cia U i V. Dodatkowo, dzi¦ki izotro-
powo±ci funkcji f(·), wektory wªasne tensorów odksztaªcenia i rozci¡gni¦cia zachowuj¡
wspóªosiowo±¢. Z punktu widzenia mechaniki continuum, powy»sze miary odksztaªcenia
s¡ poprawne, gdy» daj¡ si¦ zapisa¢ tensorowo, stosuj¡ si¦ do nich prawa transformacji, a
sztywny obrót ciaªa nie wpªywa na warto±ci odksztaªce« zarówno ε̂εεεεεεε jak i εεεεεεεε . Przedstawiona
de�nicja miar odksztaªcenia, jakkolwiek obejmuje bardzo du»¡ liczb¦ miar, w tym tych
najcz¦±ciej stosowane Hencky'ego, Greena, Almansiego, Biota, nie wyczerpuje zupeªnie
tematu mo»liwych miar odksztaªcenia. Mo»na bowiem zde�niowa¢ inne miary speªniaj¡ce
odpowiednie warunki dla odksztaªce«, np:

ε̂εεεεεεε =
1
4
U2 +

1
2
U− 3
4
1.

Stopie« nieliniowo±ci geometrycznej materiaªu zale»y od wyboru konkretnej miary od-
ksztaªcenia a wi¦c w przypadku (3.5) od przyj¦tego parametru m miary odksztaªcenia.
Na etapie analizy teoretycznej nie ma wyra¹nych powodów do wyró»nienia jednej z miar,
gdy» zwi¡zane s¡ ze sob¡ w sposób jednoznaczny poprzez tensor rozci¡gniecia U lub V, a
zakres ich stosowalno±ci powinien by¢ rozwa»any indywidualnie w zale»no±ci od rodzaju
materiaªu i typu problemu. Z drugiej strony przyj¦cie odpowiedniej warto±ci parametru
odksztaªcenia m mo»e by¢ pomocne przy uwzgl¦dnianiu niuansów zachowania si¦ ma-
teriaªu, np. zmiana obj¦to±ci krysztaªu w otoczeniu dyslokacji wynikaj¡ca z asymetrii
zachowania si¦ krysztaªu przy ±ciskaniu i rozci¡ganiu, zob. Dªu»ewski i in. (2004). Na
podstawie (3.5), podstawiaj¡c za parametr m dowoln¡ liczb¦ caªkowit¡ otrzymamy m.in.
nast¦puj¡ce miary odksztaªcenia:

m = −2 → ε̂εεεεεεε (−2)
df=
1
2
(1−U−2) - tensor odksztaªcenia Almansiego

m = −1 → ε̂εεεεεεε (−1)
df= (1−U−1) - tensor odksztaªcenia Swaingera

m = 0 → ε̂εεεεεεε (0)
df= lnU - tensor odksztaªcenia Hencky'ego

m = 1 → ε̂εεεεεεε (1)
df= (U− 1) - tensor odksztaªcenia Biota

m = 2 → ε̂εεεεεεε (2)
df=
1
2
(U2 − 1) - tensor odksztaªcenia Greena

Aby podkre±li¢ ró»nice mi¦dzy poszczególnymi miarami odksztaªcenia warto sprawdzi¢
jak zmieniaj¡ si¦ warto±ci odksztaªcenia dla wybranych miar odksztaªcenia przy tej samej
deformacji ciaªa, np. podczas testu jednoosiowego rozci¡gania, gdzie ε̂11 = f(u11). Ró»nice
te pokazane s¡ na rys.(3.1) a w tabeli (3.1) znajduj¡ si¦ warto±ci odksztaªce« próbki (w
%) dla kilku miar odksztaªcenia i kilku wydªu»e«. Wyra¹nie widoczne s¡ ró»nice wyst¦pu-
j¡ce pomi¦dzy poszczególnymi miarami odksztaªcenia, pogª¦biaj¡ce si¦ w miar¦ wzrostu
wydªu»enia/skrócenia próbki.
Ka»dy krysztaª skªada si¦ z atomów oddziaªywuj¡cych na siebie siªami elektromagne-
tycznymi, które zwane s¡ wi¡zaniami ª¡cz¡cymi ze sob¡ atomy i jony tworz¡c ciaªa staªe.
Analizuj¡c wykres energii potencjalnej wi¡zania, zob. rys.(2.3) przedstawiaj¡cy rozkªad
energii dla wi¡zania jonowego, dochodzimy do wniosku, »e krysztaª powinien inaczej za-
chowywa¢ si¦ podczas ±ciskania a inaczej przy rozci¡ganiu. Z wykresu tego wynika, »e
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Rysunek 3.1: Odksztaªcenie ε̂ jako funkcja rozci¡gni¦cia próbki u dla ró»nych
parametrów m miary odksztaªcenia podczas testu jednoosiowego rozci¡gania.

m = -2 -1 0 1 2
u = 0.5 -150% -100% -69.3% -50% -37.5%
u = 0.9 -11.73% -11.11% 10.54% -10% -9.5%
u = 1.1 8.68% 9.09% 9.53% 10% 10.5%
u = 2 37.5% 50% 69.3% 100% 150%

Tablica 3.1: Warto±¢ odksztaªcenia ε̂11 w zalezno±ci od parametru miary odksztaªcenia
m i wydªu»enia próbki dla jednoosiowego testu rozci¡gania.

rzeczywiste krysztaªy ªatwiej poddaj¡ sie rozci¡ganiu ni» ±ciskaniu ze wzgl¦du na osªa-
bienie siª wzajemnego oddziaªywania atomów wraz ze wzrostem odlegªo±ci mi¦dzy nimi
i gwaªtowny wzrost siª odpychaj¡cych atomy przy zbli»aniu si¦ do siebie. Dlatego te»
poprawnie dobrana miara odksztaªcenia powinna mo»liwie dokªadnie odda¢ t¡ cech¦ de-
formuj¡cego si¦ krysztaªu. W przypadku deformacji matriaªu hiperspr¦»ystego konieczne
jest zaªo»enie odpowiedniej postaci funkcji opisuj¡cej energi¦ odksztaªcenia ψ. Funkcja
opisuj¡ca ψ w krysztaªach, np. w heterostrukturach póªprzewodnikowych zale»e¢ mo»e od
wielu parametrów termodynamicznych, takich jak np. odksztaªcenie, temperatura, pola
elektryczne, magnetyczne, zmienny skªad chemiczny struktury, g¦sto±¢ defektów struktury
i wielu innych:

ψ = ψ(ε̂εεεεεεε, T, α̂ααααααα, x1, ... , xn,E,H...), (3.7)
gdzie ε̂εεεεεεε oznacza lagran»owski tensor odksztaªcenia, T - temperatur¦, α̂ααααααα - tensorow¡ miar¦
g¦sto±ci defektów, xi - molowe udziaªy pierwiastków w heterostrukturze, E, H - nat¦»enie
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pól elektrycznego i magnetycznego. Wszystkie wielko±ci wzgl¦dne (oznaczone ·̂ ), odnie-
sione s¡ do lokalnie odci¡»onej kon�guracji x̂. Kon�guracja x̂, zob. rys.(3.2), pojawia si¦
w sposób naturalny w przypadku heterostruktur, kiedy konieczne jest dokonanie wyboru
referencyjnego obszaru struktury do obliczania odksztaªce« sieci krystalicznej. Przyjmuj¡c
multiplikatywn¡ dekompozycj¦ gradientu deformacji otrzymamy:

F = FeFchFpl, (3.8)
gdzie tensor Fe oznacza spr¦»yst¡ cz¦±¢ deformacji, Fch - deformacj¦ chemiczn¡ wynika-
j¡c¡ ze zmian skªadu struktury i Fpl - deformacj¦ odpowiadaj¡c¡ plastycznej (trwaªej)
przebudowie krysztaªu. Powy»sze tensory deformacji, wyra»one w postaci gradientów od-
powiednich zmiennych maj¡ posta¢:

F =
∂x
∂X
= 1− ∂u

∂X
,

FeFch =
∂x
∂x̂
= 1− ∂û

∂x̂
, (3.9)

Fpl =
∂x̂
∂X
= 1− ∂(u− û)

∂X
.

Reprezentacja tensora deformacji chemicznej Fch dla krysztaªów, np. o symetrii kubicznej

Rysunek 3.2: Schemat wyodr¦bnionych kon�guracji ciaªa.

ma posta¢:

Fchkub =


a
aref

0 0
0 a

aref
0

0 0 a
aref

 , (3.10)
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a dla symetrii heksagonalnej, (o± �c� krysztaªu zorientowana wzdªu» osi X3 globalnego
ukªadu wspóªrz¦dnych):

Fchhex =


a
aref

0 0
0 a

aref
0

0 0 c
cref

 , (3.11)

gdzie a i c oznaczaj¡ odpowiednie staªe sieciowe krysztaªu a index ref oznacza staª¡
sieciow¡ odniesienia. Ze wzgl¦dów natury matematycznej przy rozwa»aniu �zycznej de-
formacji tego typu struktur uwzgl¦dniamy jedynie te efekty �zyczne, które maj¡ znacz¡cy
wpªyw na zachowanie si¦ struktury w danym przypadku obci¡»enia. I tak w przypadku
deformacji ciaªa jednorodnego mo»emy przyj¡¢, »e energia odksztaªcenia zale»y jedynie
od stanu odksztaªcenia tego» ciaªa i temperatury, dodatkowo przyj¦cie zaªo»enia quasista-
tyczno±ci deformacji skutkuje wyª¡czeniem temperatury jako parametru termodynamicz-
nego. W przypadku zdefektowanej heterostruktury konieczne jest uwzgl¦dnienie zmien-
no±ci skªadu chemicznego struktury i g¦sto±ci dyslokacji (w ogólno±ci defektów) pojawia-
j¡cych si¦ zwykle na interfejsie rozgraniczaj¡cym dwa ró»ne materiaªy jako parametrów
termodynamicznych. Kiedy ciaªo znajduje sie pod wpªywem pola elektromagnetycznego
konieczne bedzie uwzgl¦dnienie tych»e pól, zwªaszcza gdy ciaªo zbudowane jest z kryszta-
ªów o symetrii heksagonalnej (wurcyt), która charakteryzuje si¦ wyst¦powaniem silnego
efektu piezoelektrycznego.
W przypadku quasistatycznej, izotermicznej spr¦»ystej deformacji heterostruktury funkcj¦
wªa±ciwej energii odksztaªcenia ψ mo»emy wyrazi¢ jako funkcj¦ odksztaªcenia lagran»ow-
skiego:

ψ = ψ(ε̂εεεεεεε), (3.12)
st¡d po wykorzystaniu tej zale»no±ci w bilansie energii (2.12) (proces adiabatyczny - brak
zewnetrznych ¹ródeª ciepªa) otrzymamy:

ρ
∂ψ

∂ε̂εεεεεεε
: ˙̂εεεεεεεε = σσσσσσσσ : d. (3.13)

Mo»na dowie±¢, zob. Hill (1970), »e pochodna materialna tensora odksztaªcenia Lagrange'a
˙̂εεεεεεεε ma posta¢:

˙̂εεεεεεεε = Â : (RTdR), (3.14)
gdzie, tensor skaluj¡cy Â, walencji cztery, rozªo»ony w bazie wektorów wªasnych uk ten-
sora rozci¡gni¦cia U jest reprezentowany przez nast¦puj¡ce niezerowe skªadowe:

ÂIJIJ = ÂIJJI = ÂJIIJ =


δIJuIf

′(uI) dla uI = uJ oraz I = J,
1
2 δIJuIf

′(uI) dla uI = uJ oraz I 6= J,
uIuJ [f(uI)−f(uJ )]

u2I−u
2
J

dla uI 6= uJ ,
(3.15)

gdzie, f ′(u) = df(u)
du

∣∣∣
u=uI

, zob. Ogden (1984). Szczegóªowe wyprowadzenie wzoru (3.15)
przedstawiª Scheidler (1991), potwierdzone pó¹niej przez wielu innych autorów. Dla loga-
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rytmicznej miary odksztaªcenia skªadowe tensora Â przyjmuj¡ posta¢:

ÂIJIJ =


δIJ dla ε̂I = ε̂J oraz I = J,
1
2δIJ dla ε̂I = ε̂J oraz I 6= J,
2(ε̂I−ε̂J )

eε̂I−ε̂J−eε̂J−ε̂I dla ε̂I 6= ε̂J ,
(3.16)

Zale»no±¢ (3.14) odnotowaª Hill (1970), ale termodynamiczne konsekwencje tej relacji
wpªywaj¡ce na napr¦»enie w materiaªach anizotropowych zostaªy pomini¦te poprzez za-
stosowanie rozkªadu addytywnego:

d

dt
ε̂εεεεεεε = RTdR+O(E2), (3.17)

gdzie, O(E2) w przedziale 0.75 < λi
λj
< 1.25 jest pomijana jako czªon wy»szego rz¦du,

zob. Rice (1975), Hill (1978). Podstawiaj¡c pochodn¡ materialn¡ tensora odksztaªcenia
Lagrange'a w postaci (3.14) do bilansu energii (3.13) otrzymamy:

ρ

ρ̂
(ρ̂

∂ψ

∂ε̂εεεεεεε
) : Â : (RTdR)− σσσσσσσσ : d = 0, (3.18)

Powy»sza relacja musi by¢ speªniona dla dowolnie wybranej pr¦dko±ci deformacji d, st¡d
napr¦»enie Cauchy'ego σσσσσσσσ okre±lone jest wzorem:

σσσσσσσσ = R(Â : ρ̂
∂ψ

∂ε̂εεεεεεε
)RT detF−1, (3.19)

gdzie ρ/ρ̂ = detF−1. U»ywaj¡c napr¦»enia σ̂σσσσσσσ skoniugowanego z tensorem odksztaªcenia
Lagrange'a ε̂εεεεεεε mo»emy powy»sze równanie zapisa¢ w nowej postaci:

σσσσσσσσ = R(Â : σ̂σσσσσσσ )RT detF−1, (3.20)
gdzie napr¦»enie skoniugowane σ̂σσσσσσσ jest równe:

σ̂σσσσσσσ = ρ̂
∂ψ

∂ε̂εεεεεεε
, (3.21)

por. (2.33). Przy konstruowaniu postaci funkcji opisuj¡cej wªa±ciw¡ energi¦ spr¦»yst¡ ψ
nale»y uwzgl¦dni¢ warunek dodatniej okre±lono±ci stawiany na potencjaª spr¦»ysty - b¦-
d¡cy logiczn¡ konsekwencj¡ zaªo»enia istnienia stanu naturalnego. Dla dowolnego, ró»nego
od zera ε̂εεεεεεε speªniona powinna by¢ zatem nierówno±¢:

ψ > 0. (3.22)
Dla quasistatycznej, izotermicznej deformacji, dla której wªa±ciwa energia odksztaªcenia
jest funkcj¡ lagran»owskiego tensora odksztaªcenia ε̂εεεεεεε po przyj¦ciu zaªo»enia (3.12) w oko-
licy stanu naturalnego mo»emy rozwin¡¢ ψ w szereg pot¦gowy:

ψ(ε̂εεεεεεε) =
1
ρ̂

[ 1
2!
ĉ ijkl ε̂ij ε̂kl +

1
3!
Ĉ ijklmn ε̂ij ε̂kl ε̂kl + ...

]
, (3.23)
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gdzie ĉ ijkl i Ĉ ijklmn oznaczaj¡ staªe sztywno±ci, odpowiednio drugiego i trzeciego rz¦du,
wyznaczone dla danej miary odksztaªcenia ε̂εεεεεεε (m). Uwzgl¦dniaj¡c w rozwa»aniach jedynie
pierwszy wyraz rozwini¦cia i odrzucaj¡c wyrazy rz¦dów wy»szych otrzymamy funkcj¦
wªa±ciwej energii odksztaªcenia ψ materiaªu hiperspr¦»ystego w postaci:

ψ =
1
2ρ̂

ε̂εεεεεεε : ĉ : ε̂εεεεεεε. (3.24)

Przeprowadzaj¡c przepisane w równaniu (3.21) ró»niczkowanie otrzymujemy zale»no±¢
konstytutywn¡ ª¡cz¡c¡ skoniugowane napr¦»enie z odksztaªceniem:

σ̂ij = ρ̂
∂ψ

∂ε̂ij
= ĉ ijkl ε̂kl. (3.25)

Wykorzystuj¡c tensor podatno±ci materiaªu ŝ = ĉ−1 mo»emy zapisa¢ zale»no±¢ odwrotn¡:
ε̂ij = ŝ ijkl σ̂kl. (3.26)

Wstawiaj¡c zale»no±¢ (3.25) do równania (3.20) otrzymamy wyra»enie na napr¦»enia Cau-
chy'ego:

σσσσσσσσ = R(Â : ĉ : ε̂εεεεεεε)RT detF−1. (3.27)
Tensor napr¦»enia Kirchho�a ττττττττ opisujacy stan napr¦»enia przeskalowany do kon�guracji
odniesienia jest równy:

ττττττττ = σσσσσσσσdetF = R(Â : ĉ : ε̂εεεεεεε)RT . (3.28)
Zale»no±¢ powy»sza, wyra»ona za pomoc¡ wielko±ci w kon�guracji aktualnej ma posta¢:

ττττττττ = A : c : εεεεεεεε, (3.29)
gdzie:

Aijij = Ri
IRj

J ÂIJIJ , (3.30)
cklmn = RkKR

l
LR
m
MR

n
N ĉ KLMN , (3.31)

εij = Ri
IRj

J ε̂IJ . (3.32)
Zale»no±¢ konstytutywna (3.25) zakªada zale»no±¢ pomi¦dzy tensorem napr¦»enia i od-
ksztaªcenia. W tym przypadku mo»emy mówi¢ o zale»no±ci liniowej, por. Rychlewski
(1969). Z warunku symetrii tensorów σ̂σσσσσσσ i ε̂εεεεεεε oraz symetrii wyra»enia na energi¦ (3.24)
wynikaj¡ pewne matematyczne ograniczenia narzucone na skªadowe tensora sztywno±ci
ĉ. Macierz reprezentacji tensora ĉ − ĉ ijkl musi speªnia¢ nast¦puj¡ce warunki symetrii:

ĉ ijkl = ĉ jikl = ĉ ijlk = ĉ klij, (3.33)
Z powy»szych relacji symetrii wynika, »e spo±ród wszystkich - 81 skªadowych tensora
czwartego rz¦du ĉ jedynie 21 jest istotnie ró»nych i tyle wystarczy do opisu caªkowitej
anizotropii spr¦»ystej materiaªu.
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W przypadku konieczno±ci matematycznego uj¦cia �zykalnej nieliniowo±ci materiaªu hi-
perspr¦»ystego, np. po to by uwzgl¦dni¢ zmian¦ sztywno±ci materiaªu w trakcie procesu
deformacji uwzgl¦dniamy wyrazy wy»szych rz¦dów wyst¦puj¡ce w rozwini¦ciu (3.23). Po
odrzuceniu wyrazów szeregu stopnia wy»szego ni» trzeci funkcja ψ materiaªu hiperspr¦-
»ystego ma posta¢:

ψ =
1
2ρ̂

ĉijkl ε̂ij ε̂kl +
1
6ρ̂

Ĉijklmn ε̂ij ε̂kl ε̂mn. (3.34)

Po wykonaniu przepisanego równaniem (3.21) ró»niczkowania równania (3.34) otrzymu-
jemy zale»no±¢ konstytutywn¡ postaci:

σ̂ij = ĉ ijkl ε̂kl +
1
2
Ĉ ijklmn ε̂kl ε̂mn, (3.35)

a równanie opisuj¡ce napr¦»enia Cauchy'ego przyjmie posta¢:

σij = RiI
[
ÂIJKL(ĉ KLMN ε̂MN +

1
2
Ĉ KLMNOP ε̂MN ε̂OP )

]
Rj
J detF−1. (3.36)

Znaj¡c posta¢ funkcji ψ (3.24) oraz (3.34) mo»emy teraz, korzystaj¡c z warunku dodatniej
jej okre±lono±ci ((3.22)), zapisa¢, »e:

ĉ ijkl ε̂ij ε̂kl > 0, oraz ĉ ijkl ε̂ij ε̂kl + Ĉ ijklmn ε̂ij ε̂kl ε̂mn > 0. (3.37)
Dzi¦ki temu, »e pr¦dko±¢ rozchodzenia si¦ fal ultrad¹wi¦kowych w materiaªach zale»y od
ich chwilowej sztywno±ci dysponujemy wygodn¡ metod¡ eksperymentalnego wyznaczania
wyst¦puj¡cych w powy»szych równaniach staªych sztywno±ci trzeciego rz¦du. Dodatkowo
w ostatnich latach, dzi¦ki rozwojowi metod obliczeniowych bazuj¡cych na metodach ab
initio (np. ±rodowisko obliczeniowe CASTEP) mo»liwe staªo si¦ równie» analityczne wy-
znaczenie staªych sztywno±ci trzeciego rz¦du, zobacz prace np. Kato i Hama (1994), Wright
(1997), �epkowski i Majewski (2004).
W przypadku gdy posªugujemy si¦ dwiemia ró»nymi miarami odksztaªcenia, które jedno-
znacznie opisane s¡ poprzez parametr miary odksztaªcenia m i m':

ε̂εεεεεεε =
1
m
(Um − 1), oraz ε̂εεεεεεε ′ =

1
m′
(Um

′ − 1), (3.38)
mo»emy wyznaczy¢ funkcj¦ opisuj¡c¡ zale»no±¢ jednej miary odksztaªcenia od drugiej
poprzez tensor rozci¡gni¦cia U:

ε̂εεεεεεε(ε̂εεεεεεε ′) =
1
m
[(m′ε̂′i + 1)

m
m′ − 1]ui ⊗ ui. (3.39)

Po podstawieniu powy»szego wzoru do (3.23) otrzymamy posta¢ wªa±ciwej energii spr¦-
»ystej b¦d¡cej funkcj¡ miary odksztaªcenia z paramterem m':

ψ(ε̂εεεεεεε(ε̂εεεεεεε ′)) =
1
ρ̂
{ 1
2!
ĉ ijkl

1
m2
[(m′ε̂′ij + 1)

m
m′ − 1] [(m′ε̂′kl + 1)

m
m′ − 1] (3.40)

+
1
3!
Ĉ ijklmn

1
m3
[(m′ε̂′ij + 1)

m
m′ − 1] [(m′ε̂′kl + 1)

m
m′ − 1] [(m′ε̂′mn + 1)

m
m′ − 1] + ...}.
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Staªe sztywno±ci: drugiego ĉ′ i trzeciego rz¦du Ĉ′ materiaªu hiperspr¦»ystego s¡ odpo-
wiednio drug¡ i trzeci¡ pochodn¡ funkcji energii spr¦»ystej ψ wzgl¦dem odksztaªcenia
ε̂εεεεεεε ′:

ĉ′ =
ρ̂

2!
∂2ψ(ε̂εεεεεεε(ε̂εεεεεεε ′))
(∂ε̂εεεεεεε ′)2

oraz Ĉ′ = ρ̂

3!
∂3ψ(ε̂εεεεεεε(ε̂εεεεεεε ′))
(∂ε̂εεεεεεε ′)3

(3.41)
Wyznaczmy kolejne pochodne energii spr¦»ystej w postaci (3.40) wedªug wzorów (3.41).
Korzystaj¡c z wzorów na pochodn¡ tensorowej funkcji izotropowej wzgl¦dem symetrycz-
nego tensora drugiego rz¦du, zob. Ogden (1984) otrzymamy odpowiednio, »e staªe sztyw-
no±ci drugiego rz¦du nie zale»¡ od wyboru miary odksztaªcenia:

ĉ′ = ĉ,

za± staªe trzeciego rz¦du wraz ze zmian¡ miary odksztaªcenia zmieniaj¡ si¦ wedªug na-
st¦puj¡cych zale»no±ci (dla krysztaªu o symetrii blendy cynkowej - krysztaª kubiczny,
maj¡cego 6 niezale»nych staªych sztywno±ci trzeciego rz¦du):

Ĉ ′111 = Ĉ111 + 3(m−m′)ĉ11; Ĉ ′112 = Ĉ112 + (m−m′)ĉ12;

Ĉ ′123 = Ĉ123; Ĉ ′144 = Ĉ144 +
1
2
(m−m′)ĉ12; (3.43)

Ĉ ′155 = Ĉ155 +
1
4
(m−m′)

[
ĉ11 + ĉ12 + 4ĉ44

]
; Ĉ ′456 = Ĉ456 +

3
4
(m−m′)ĉ44.

por. Dªu»ewski (2000). Krysztaªy o symetrii heksagonalnej charakteryzuj¡ si¦ odmienn¡
budow¡ komórki elementarnej dlatego te», posiadaj¡ inn¡ liczb¦ niezale»nych staªych
sztywno±ci drugiego jak i trzeciego rz¦du. Dodatkowo jedna z niezale»nych staªych sztyw-
no±ci w krysztale kubicznym przestaje by¢ niezale»na dla krysztaªu heksagonalnego:

Ĉ 456 =
1
2
(Ĉ 155 − Ĉ 144). (3.44)

Korzystaj¡c z podobnego schematu obliczeniowego autor rozprawy otrzymaª dalsze (w
stosunku do krysztaªu kubicznego) wzory opisuj¡ce zmian¦ niezale»nych staªych sztywno-
±ci trzeciego rz¦du krysztaªu o symetrii wurcytu przy zmianie miary odksztaªcenia:

Ĉ ′ 113 = Ĉ 113 + (m−m′)ĉ 13; Ĉ ′ 133 = Ĉ 133 + (m−m′)ĉ 13;
Ĉ ′ 222 = Ĉ 222 + 3(m−m′)ĉ 11; Ĉ ′ 333 = Ĉ 333 + 3(m−m′)ĉ 33; (3.45)

Ĉ ′ 344 = Ĉ 344 +
1
4
(m−m′)

[
ĉ 13 + ĉ 33 + 2ĉ 44

]
.

Wedªug aktualnej wiedzy autora, wzory (3.45) przedstawione zostaªy po raz pierwszy.
Staªe sztywno±ci wyznaczane s¡ zwykle dla prawa konstytutywnego ª¡cz¡cego drugi ten-
sor Pioli-Kirchho�a - S z tensorem odksztaªcenia Greena - E(2) (m = 2), zob. prace m. in.
Huntington (1958), Brugger (1964), Thurston (1964), Hiki i Granato (1966), Walker i in.
(1985), dlatego te» przy korzystaniu z innej miary odksztaªcenia nale»y przeliczy¢ staªe
sztywno±ci wyst¦puj¡ce we wzorach (3.34)-(3.37) do u»ywanej aktualnie miary odksztaª-
cenia zgodnie z powy»szymi wzorami.
Dokªadniejsz¡ analiz¦ metodyki przeliczania staªych sztywno±ci przy zmianie miary od-
ksztaªcenia zamieszczono w dodatku A niniejszej pracy.
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3.2 Staªe sztywno±ci

Analizuj¡c zachowanie ciaªa pod dowolnie wybranym obci¡»eniem mo»na tak dobra¢ przy-
padek obci¡»enia, »e stan napr¦»enia nie zmienia si¦ w trakcie ruchu ciaªa. St¡d wa»n¡
kwesti¡ do rozwa»enia przy konstruowaniu zwi¡zku konstytutywnego jest metoda uj¦cia
symetrii materiaªu oraz wykorzystanie jej do ograniczenia ilo±ci staªych materiaªowych
opisuj¡cych spr¦»yste zachowanie si¦ ciaªa. Krysztaªy stanowi¡ tutaj doskonaªy przed-
miot bada« ze wzgledu na ±ci±le zde�niowan¡ budow¦ wewn¦trzn¡, której cechy cha-
rakterystyczne znajduj¡ swoje odzwierciedlenie w postaci tensorów staªych sztywno±ci
c i podatno±ci s opisuj¡cych anizotropowe wªa±ciwo±ci materiaªu. Ciaªa bezpostaciowe
(np. szkªo, stopiona i ochªodzona krzemionka, tworzywa sztuczne) to substancje, których
atomy, cz¡steczki lub jony nie s¡ rozmieszczone w regularnej sieci przestrzennej, a o ich
poªo»eniu decyduje przypadek. Substancje te, okre±lone cz¦sto jako ciecze przechªodzone o
du»ej lepko±ci wykazuj¡ niektóre cechy charakterystyczne dla ciaª staªych, takie jak twar-
do±¢ czy zdolno±¢ zachowywania swego ksztaªtu ale najªatwiej dostrzegaln¡ cecha �zyczn¡
odró»niaj¡c¡ ciaªo bezpostaciowe od krystalicznego jest brak ±ci±le okre±lonej temperatury
topienia. Ciaªa bezpostaciowe ogrzewane mi¦kn¡ i rozpªywaj¡ si¦ stopniowo wraz ze wzro-
stem temperaury podczas gdy ciaªa krystaliczne topi¡ si¦ w ±ci±le okre±lonej temperaturze.
Ze wzgl¦du na przypadkowo±¢ budowy molekularnej ciaªa bezpostaciowe s¡ zwykle izotro-
powe co oznacza, »e wykazuj¡ one we wszystkich kierunkach identyczn¡ sztywno±¢, wy-
trzymaªo±¢ mechaniczn¡, rozszerzalno±¢ ciepln¡, przewodnictwo elektryczne, itp. Krysz-
taªy wykazuj¡ w ±ci±le okre±lonych kierunkach przestrzeni regularne i powtarzaj¡ce si¦ pe-
riodycznie kombinacje atomów tworz¡cych sie¢ krystaliczn¡. Dzi¦ki swej uporz¡dkowanej
strukturze komórka elementarna krysztaªu przyjmuje ksztaªt wielo±cianu prawidªowego, o
pªaskich ±cianach. Rezultatem przestrzennej budowy komórki elementarnej krysztaªu jest
fakt, »e wi¦kszo±¢ krysztaªów wykazuje ró»ne wªa±ciwo±ci �zyczne w ró»nych kierunkach.
T¦ cech¦ krysztaªów nazywamy anizotropi¡ wªa±ciwo±ci �zycznych. Aby poprawnie opi-
sa¢ budow¦ wewn¦trzn¡ krysztaªu, wystarczy okre±li¢ kon�guracj¦ najprostszego elementu
przestrzennego tworz¡cego krysztaª - komórki elementarnej, której wielokrotne powielenie
tworzy idealny makroskopowy monokrysztaª. Wielko±¢ i geometria komórki elementarnej
opisane s¡ dªugo±ci¡ trzech jej kraw¦dzi a, b, c i trzema k¡tami α, β, γ mi¦dzy tymi
krawedziami. Komórki elementarne krysztaªu wykazuj¡ symetrie, które wpªywaj¡ na wªa-
±ciwo±ci �zyczne krysztaªu, m.in. na wªa±ciwo±ci spr¦»yste, redukuj¡c liczb¦ niezale»nych
staªych sztywno±ci cijkl (cij) potrzebnych do opisu spr¦»ystego zachowania si¦ krysztaªu.
Symetri¦ krysztaªów mo»na analizowa¢ ze wzgl¦du na:

• ±rodek symetrii,
• pªaszczyzn¦ symetrii,
• pªaszczyzn¦ obrotu,
• n-krotn¡ o± obrotu,
• n-krotn¡ o± ±rubow¡,
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• n-krotn¡ o± inversji.
Sprawdzenie wszystkich mo»liwych kombinacji daje w wyniku 230 grup przestrzennych
symetrii krysztaªu. Sprawdzaj¡c wspomniane grupy przstrzenne pod k¡tem symetrii w
otoczeniu punktu sieci mo»na wykaza¢, »e istniej¡ jedynie 32 klasy krystalogra�czne cha-
rakteryzuj¡ce makroskopowe elementy symetrii i orientacj¦ ±cian krysztaªu, zob. Teodosiu
(1982). Wspomniane 32 klasy krystalogra�czne zgrupowane zostaªy w 7 grup, na które
skªada si¦ jedena±cie ukªadów krystalogra�cznych zawieraj¡cych krysztaªy posiadaj¡ce
pewne cechy wspólne. Nale»¡ do nich:

• ukªad regularny (kubiczny) - cztery osie trójk¡tne uªo»one jak przek¡tne w sze±cianie
a = b = c, α = β = γ = 90o

• ukªad rombowy - trzy wzajemnie prostopadªe osie dwukrotne

a 6= b 6= c, α = β = γ = 90o

• ukªad jednosko±ny - jedna o± dwukrotna

a 6= b 6= c, α = γ = 90o 6= β

• ukªad trygonalny - jedna o± trzykrotna

a = b 6= c, α = β = 90o, γ = 120o

• ukªad tetragonalny - jedna o± czterokrotna

a = b 6= c, α = β = γ = 90o

• ukªad heksagonalny - jedna o± sze±ciokrotna

a = b 6= c, α = β = 90o, γ = 120o

• ukªad trójsko±ny - o± jednokrotna

a 6= b 6= c, α 6= β 6= γ

Komórk¦ elementarn¡, a zatem i sie¢ przestrzenn¡ z niej zbudowan¡, w której atomy le»¡
tylko w naro»ach komórki okre±la si¦ jako prost¡. W takich sieciach komórka elementarna
zawiera ±rednio tylko jeden atom, poniewa» ka»dy z 8-miu naro»nych atomów w jedna-
kowej mierze nale»y do o±miu s¡siaduj¡cych komórek elementarnych, które si¦ w tym
punkcie stykaj¡. Dalsze atomy w innych typach komórek elementarnych, poza naro»ami,
mog¡ znajdowa¢ si¦ m.in. na ±rodkach ±cian i w ±rodku objeto±ci komórki elementarnej.
Takie sieci nazywane s¡ odpowiednio pªasko i przestrzennie centrowanymi. Zbiór 14 mo»-
liwych kombinacji prostych, pªasko i przestrzennie centrowanych sieci krysztaªu nazywa
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si¦ sieciami translacyjnymi lub sieciami Bravais'go.
Ka»dy krysztaª posiada charakterystyczn¡ dla siebie symetri¦ struktury, na której bazuje
anizotropowa spr¦»ysto±¢. Krysztaªy nale»¡ce do tej samej grupy charakteryzuj¡ si¦ po-
dobnymi makroskopowymi wªa±ciwo±ciami spr¦»ystymi. Spo±ród wielu typów krysztaªów
krysztaªy o symetrii kubicznej posiadaj¡ najwy»szy mo»liwy stopie« symetrii, trójkli-
niczne za± najni»sz¡. Wªa±ciwo±ci spr¦»yste tych krysztaªów, przy zaªo»eniu liniowego
prawa konstytutywnego, opisuj¡ odpowiednio 3 i 21 niezale»nych staªych sztywno±ci, zob.
tab. (3.2). Pomi¦dzy tymi dwoma typami krysztaªów lokuj¡ si¦ krysztaªy, np. o syme-
trii heksagonalnej, którym do opisu wªa±ciwo±ci spr¦»ystych potrzeba 5-ciu niezale»nych
staªych sztywno±ci. Jak ju» wcze±niej pokazano (2.25) do opisu spr¦»ystych wªa±ciwo±ci
materiaªów izotropowych potrzeba jedynie 2-ch staªych. Je±li mówimy o izotropowym ma-
teriale na poziomie nanometrycznym mamy zwykle na my±li materiaªy amor�czne, które
nie wykazuj¡ uporz¡dkowania struktury lub klaster przypadkowo zorientowanych poli-
krysztaªów. Typ symetrii materiaªu, który charakteryzuje np. metale z tekstur¡, tkanki
biologiczne jest zwykle trudny do okre±lenia ze wzgledu na du»¡ przypadkowo±¢ tych struk-
tur. Chc¡c okre±li¢ staªe sztywno±ci dla takiego materiaªu, ze wzgl¦du na du»¡ liczb¦ nie-
zale»nych paramterów materiaªowych w ogólnym przypadku, ustalana jest zwykle przybli-
»ona repezentacja takiego materiaªu z ustalon¡ wcze±niej dopuszczaln¡ tolerancj¡. Innym
powa»nym problemem cz¦sto wyst¦puj¡cym w praktyce in»ynierskiej jest dobór odpowied-
nich warto±ci staªych sztywno±ci charakterystycznych dla wy»szej symetrii a opisuj¡cego
wªa±ciwo±ci spr¦»yste materiaªu o ni»szej symetrii. Stosowane w tym przypadku jest po-
dej±cie aproksymacji staªych sztywno±ci - Voigta (1910), Reussa (1929) lub Scattergooda
i Bacona (1974). Przykªadem mog¡ by¢ rozwa»ania nad warunkami aproksymacji sta-
ªych sztywno±ci materiaªu o symetrii trójklinicznej i ortotropowej w pracach Hilla (1952)
oraz Cowina i in. (1999). Wykorzystuj¡c analizowane anizotropowe wªa±ciwo±ci kryszta-
ªów mo»emy skutecznie ograniczy¢ ilo±¢ staªych materiaªowych koniecznych do ich opisu
wªa±ciwo±ci spr¦»ystych krysztaªów opisywanych przez tensor staªych sztywno±ci ĉ, zob.
Rychlewski (1995), Teodosiu (1982), Sutcli�e (1992).
Z matematycznych rozwa»a« nad hipersp¦»ystym zachowaniem krysztaªu oraz ze wzgl¦du
na fakt nieujemno±ci potencjaªu spr¦»ystego (3.22) wynika, »e warto±¢ staªych sztywno±ci
nie mo»e by¢ dowolna. Przykªadowo dla krysztaªu nale»¡cego do klasy regularnej staªe
sztywno±ci powinny speªnia¢ warunek:

c11 + 2c12 > 0, c11 > |c12|, c44 > 0, (3.53)
a dla krysztaªu heksagonalnego:

(c11 + c12)c33 > 2c132, c11 > |c12|, c44 > 0. (3.54)
Reprezentacja tensorów napr¦»enia i odksztaªcenia w normalnej postaci jest macierz¡
kwadratow¡ 3 × 3. Mo»emy je jednak potraktowa¢ jako dziwi¦ciowymiarowe wektory
postaci:

ε = {ε11, ε22, ε33, ε23, ε13, ε12, ε32, ε31, ε21}; (3.55)
dla odksztaªcenia. W tej notacji reprezentacja tensora staªych sztywno±ci ma posta¢ ma-
cierzy 9 × 9. Poniewa» napr¦»enie i odksztaªcenie s¡ tensorami symetrycznymi wi¦c 3 z
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izotropia regularny heksagonalny tetragonalny rombowy jednosko±ny trygonalny

c11 λ+ 2µ 11 11 11 11 11 11
c12 λ 12 12 12 12 12 12
c13 λ 12 13 13 13 13 13
c14 0 0 0 0 0 0 14
c15 0 0 0 0 0 0 15
c16 0 0 0 0 0 16 16
c22 λ+ 2µ 11 11 11 22 22 22
c23 λ 12 13 13 23 23 23
c24 0 0 0 0 0 0 24
c25 0 0 0 0 0 0 25
c26 0 0 0 0 0 26 26
c33 λ+ 2µ 11 33 33 33 33 33
c34 0 0 0 0 0 0 34
c35 0 0 0 0 0 0 35
c36 0 0 0 0 0 36 36
c44 µ 44 44 44 44 44 44
c45 0 0 0 0 0 45 45
c46 0 0 0 0 0 0 46
c55 µ 44 44 44 55 55 55
c56 0 0 0 0 0 0 56
c66 µ 44 1

2(11-12) 66 66 66 66
2 3 5 6 9 13 21

Tablica 3.2: Niezale»ne staªe sztywno±ci dla ró»nych klas symetrii krysztaªu.

9-ciu warto±ci wªasnych tensora sztywno±ci, zapisanego w takiej postaci, s¡ równe zero.
Pozostaªe 6 warto±ci wªasnych, ze wzgl¦du na dodatni¡ okre±lono±¢ tensora sztywno±ci, s¡
rzeczywiste i dodatnie. Korzystamy z rozkªadu spektralnego tensora staªych sztywno±ci,
zob. np. Rychlewski (1983), Sutcli�e (1992) i mo»emy zapisa¢:

c = λIwI ⊗wI + λIIwII ⊗wII + ...+ λVwV ⊗wV + λV IwV I ⊗wV I , (3.56)
gdzie λi jest i-tym moduªem sztywno±ci a tensor wi - i-tym spr¦»ystym stanem wªasnym.
Dla przykªadu krysztaªy o symetrii kubicznej posiadaj¡ trzy niezale»ne stany wªasne o
warto±ciach:

λ1 = c11 + 2c12, λ2 = λ3 = λ4 = c11 − c12, λ5 = λ6 = 2c44. (3.57)
Wektory wªasne dla tych stanów maj¡ nast¦puj¡c¡ posta¢:

w1 = 1√
3

 1 0 00 1 0
0 0 1

 ; (3.58)
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w2 = 1√
2

 0 1 01 0 0
0 0 0

 , w3 = 1√
2

 0 0 10 0 0
1 0 0

 , w4 = 1√
2

 0 0 00 0 1
0 1 0

 ; (3.59)

w5 = 1√
6

 −1 0 0
0 −1 0
0 0 2

 , w6 = 1√
2

 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 . (3.60)

Krysztaªy o symetrii heksagonalnej posiadaj¡ cztery niezale»ne stany wªasne o warto-
±ciach:

λ1, λ2, λ3 = λ4, λ5 = λ6. (3.61)
Wektory wªasne dla tych stanów maj¡ posta¢:

w1 = k1
 0 0 00 0 0
0 0 1

+ k2√
2

 1 0 00 1 0
0 0 0

 ; (3.62)

w2 = k2
 0 0 00 0 0
0 0 1

− k1√
2

 1 0 00 1 0
0 0 0

 ; (3.63)

w3 = 1√
2

 −1 0 00 1 0
0 0 0

 , w4 = 1√
2

 0 1 01 0 0
0 0 0

 ; (3.64)

w5 = 1√
2

 0 0 10 0 0
1 0 2

 , w6 = 1√
2

 0 0 00 0 1
0 1 0

 . (3.65)

W pocz¡tkowym okresie rozwoju nowoczesnej teorii spr¦»ysto±ci Navier, Poisson, Cauchy
oraz wielu innych zakªadaªo, »e ciaªo spr¦»yste ma budow¦ molekularn¡, zob. Todhunter
(1960), st¡d przyj¦cie odpowiedniego typu oddziaªywa« pomi¦dzy molekuªami tworz¡cymi
ciaªo pozwala wyznaczy¢ dodatkowe 6 zale»no±ci pomi¦dzy 21 niezale»nymi skªadowymi
tensora sztywno±ci opisuj¡cego ciaªo anizotropowe, zob. Cauchy (1830). Dzi± zale»no±ci te
zwane s¡ zwi¡zkami Cauchy'ego, a podej±cie zakªadaj¡ce sªuszno±¢ zwi¡zków Cauchy'ego
i wymagaj¡ce do kompletnego opisu ciaªa anizotropowego jedynie 15-tu niezale»nych sta-
ªych sztywno±ci zwana jest teori¡ rari-constant . Za Schoutenem (1989), mo»emy zwi¡zki
te zapisa¢:

cijkl = c(ijkl) → cijkl = cikjl, (3.66)
gdzie (·) oznacza caªkowit¡ symetri¦ tensora staªych sztywno±ci c po dowolej parze in-
deksów. Dla odró»nienia teoria u»ywaj¡ca 21 niezale»nych staªych sztywno±ci zwana jest
teori¡ multi-constant . Wyniki teoretycznych rozwa»a« nad wzajemnym oddziaªywaniem
pomi¦dzy atomami lub molekuªami, zob. Leibfried (1955) dotycz¡cymi prostych krysz-
taªów, gdzie mo»na stosowa¢ podej±cie siª centralnych, np. sól kuchenna NaCl dowodzi,
»e zwi¡zki Cauchy'ego dla tych krysztaªów s¡ speªnione. W ogólnym przypadku, zwªasz-
cza dla krysztaªów o bardziej skomplikowanym skªadzie chemicznym i budowie, zwi¡zki
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Cauchy'ego nie s¡ speªnione, zob. Haussühl (1967). Dla przypadku izotropii speªnienie
zwi¡zków Cauchy'ego prowadzi do warunku λ = µ co dla wi¦kszo±ci izotropowych mate-
riaªów sp¦»ystych nie jest speªnione, zob. Hehl i Itin (2002). Sama informacja o speªnianiu
lub nie zwi¡zków Cauchy'ego mo»e by¢ wa»n¡ wskazówk¡ na temat mo»liwo±ci stosowania
takiego czy innego modelu oddziaªywa« molekularnych do opisu danego krysztaªu.



Rozdziaª 4

Metoda elementów sko«czonych

Korzenie metody elementów sko«czonych (MES ) si¦gaj¡ lat 40-tych ubiegªego wieku.
Pierwsze wysiªki przy tworzeniu podstaw teoretycznych metody skupiaªy si¦ na popra-
wieniu algorytmów w celu osi¡gni¦cia zadowalaj¡cej zbiezno±ci, dobrej dokªadno±ci i wy-
sokiej sprawno±ci, zob. rys historyczny metody w pracach Johnsona (1987), Zienkiewicza
(1994), Huebnera (1995). Jednocze±nie z rozwojem metody elementów sko«czonych rosªa
zªo»ono±¢ i wielko±¢ rozwi¡zywanych zada« m.in. zagadnie« brzegowych mechaniki kon-
tinuum. �ledz¡c trendy w aktualnej literaturze tego tematu oczywistym staje si¦ fakt, »e
metoda elementów sko«czonych na staªe znalazªa swoje miejsce jako wiarygodne narz¦dzie
w praktyce in»ynierskiej. MES jest dzi± efektywnym narz¦dziem rozwi¡zywania zªo»onych
ukªadów równa« ró»niczkowych budowanych przez aparat mechaniki kontinuum. Rozwo-
jowi tej metody towarzyszy pogªebianie wiedzy na temat wzajemnych relacji pomi¦dzy
modelem teoretycznym, dyskretyzacj¡ a wynikami rozwi¡zania. Za pomoc¡ metody ele-
mentów sko«czonych rozwi¡zywane s¡ liniowe jak i nieliniowe ukªady równa«, zob. Simo i
Taylor (1984), uwzgl¦dniane s¡ wi¦zy kinematyczne, zob. Engelman i in. (1982), nast¦puje
rozwój w kierunku wykorzystania przetwarzania równolegªego a wszystko to ma na celu
rozwi¡zywanie coraz to wi¦kszych, bardziej zªo»onych problemów z jednoczesnym zwi¦k-
szeniem dokªadno±ci, nawet w przypadkach które do tej pory pozwalaªy jedynie na analiz¦
jako±ciow¡. Jednym z kierunków, na który aktualnie kªadziony jest wielki nacisk jest do-
kªadniejsza analiza struktury wewn¦trznej materiaªu i zde�niowanie wªa±ciwo±ci materiaªu
na poziomie mikro. Jeszcze innym kierunkiem rozwoju metody elementów sko«czonych
jest poª¡czenie procesów projektowania i wytwarzania urz¡dze« (CAD/CAM ) usprawnia-
j¡ce procesy technologiczne. Oczekiwania co doMES s¡ ogromne, czego przykªadem mo»e
by¢ rozwój narz¦dzi obliczeniowych zwi¡zanych z plastyczno±ci¡, tarciem, przepªywem cie-
pªa i dyfuzj¡, zob. Chenot i in. (1992), Shen i Dawson (1995), Teodosiou (1997), Huetink i
Baaijens (1998), Dawson (2000). Pojawiªy si¦ modele uwgl¦dniaj¡ce struktur¦ wewn¦trzn¡
materiaªu przy modelowaniu makroskopowego zachowania ciaªa, jak równie» przewiduj¡ce
ewolucj¦ struktury. Mo»liwe jest uwzgl¦dnienie dendrytów, granic ziarn, dyslokacji i ich
struktury, pustek czy te» inkluzji. Obecne wysiªki skierowane s¡ na rozwój metod ª¡-
cz¡cych struktur¦ wewn¦trzn¡ materiaªu z makroskopowym zachowaniem ciaªa. Zakres
mo»liwej do uwzgl¦dnienia struktury materiaªu rozci¡ga si¦ od poziomu atomów a» do
makroskopowych wymiarów ciaªa czyli kilka poziomów wymiarów charakterystycznych.
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Celem tych zabiegów jest stworzenie i rozwój narz¦dzia obliczeniowego tzw. multiscale
modeling , który opisywaªby makroskopowo zachowanie materiaªu poprzez konsekwentny
opis materiaªu na ró»nych poziomach wymiarów. Id¡c od najmniejszej cz¡stki materii
- atomu, poprzez informacj¦ o ich uªo»eniu w pojedy«cze krysztaªy, kolumny atomowe,
poszczególne fazy materiaªu docieraj¡c a» do makroskopowych wymiarów ciaªa. Reak-
cja materiaªu w mikroskali u±redniana jest zwykle do mezoskali by da¢ opis materiaªu
na tym i wy»szych poziomach, podczas gdy kinematyka jest "przenoszona"w odwrotnym
kierunku - na ni»szy poziom wymiarowy. Modele takie powinny uwzgl¦dnia¢ defekty struk-
tury oraz ich orientacj¦ przestrzenn¡. Defekty struktury wy»szego poziomu mog¡, cho¢
nie musz¡ nakªada¢ si¦ na defekty ni»szego poziomu, np. granice ziarn mog¡ nakªada¢ si¦
na wakansy i dyslokacje. Kierunki rozwoju, formalizm i konwencje jak dotad jeszcze nie
okrzepªy. Cz¦±¢ koncepcji, zwªaszcza w mikroskali jest czysto intuicyjna, dlatego te» pre-
cyzyja w terminologii potrzebna jest aby ±cislej powi¡za¢ ró»ne metodologie stosowane na
ró»nych poziomach modelowania, zob. Dawson (2000). Jakkolwiek warto nadmieni¢, »e na
dzie« dzisiejszy dopracowane modele mechaniki kontinuum pozwalaj¡ modelowa¢ obszary
zawieraj¡c¡ tysi¡ce komórek elementarnych krysztaªu wraz z granicami ziarn. Obszar ten
jednak, ci¡gle jest znacz¡co wi¦kszy w porównaniu z mo»liwo±ciami metod dyskretnych,
które umo»liwiaj¡ modelowanie obszarów porównywalnych z dªugo±ci¡ wektora Burgersa
dyslokacji. W tym obszarze (tzn. makro i mezoskali) MES oparty na modelach mechaniki
kontinuum ma niew¡tpliw¡ przewag¦ nad modelami dyskretnymi, które ograniczone s¡ do
stosunkowo niewielkich obszarów struktury. Silnym bod¹cem rozwoju metod numerycz-
nych jest konieczno±¢ przezwyci¦»enia barier prostych, cho¢ na pewnym etapie oczekiwa«
doskonale speªniaj¡cych swoje zadanie, makroskopowych teorii. Pierwsze podej±cie do
tematu modelowania numerycznego struktury ograniczone byªo do teorii geometrycznie
i �zykalnie liniowych, stopniowy wzrost zªo»ono±ci sformuªowa« usuwa to ograniczenie.
Dzi± wyzwaniem staje si¦ poprawny opis anizotropowych wªa±ciwo±ci materiaªu czy jego
silnie nieliniowego zachowania si¦ przy du»ych deformacjach.
Metoda elementów sko«czonych znalazªa dzi± wiele ró»norodnych zastosowa« w wielu ga-
ª¦ziach przemysªu. Jest stosowana wsz¦dzie tam, gdzie modelowanie zachodz¡cego procesu
speªnia niezwykle wa»n¡ rol¦, jak np. w przypadku obróbki plastycznej metali gdzie sy-
mulacje numeryczne pozwalaj¡ przewidzie¢ zachowanie materiaªu w trakcie formowania.
Dzi¦ki temu jeste±my w stanie tak prowadzi¢ proces deformacji plastycznej aby unika¢
uszkodze« materiaªu. Innym przykªadem mo»e by¢ modelowanie niezwykle wolno zacho-
dz¡cych procesów, jak np. migracja pustek, inicjacja p¦kni¦¢ zm¦czeniowych i wiele in-
nych. Jeszcze innym problemem gdzie MES znajduje zastosowanie jest modelowanie umoc-
nienia plastycznego materiaªów gdzie rozkªad i ilo±¢ dyslokacji odgrywa gªówn¡ rol¦. Do-
kªadny opis przestrzennego rozkªadu dyslokacji tworz¡cych ±ciany czy bariery, w stosunku
do u±rednionej g¦sto±ci dyslokacji daje w efekcie lepszy opis umocnienia materiaªu. Metoda
elementów sko«czonych obok metod dynamiki molekularnej przyj¦ªa si¦ jako narz¦dzie do
wyznaczania napr¦»e« residualnych w samonapr¦»onych heterostrukturach póªprzewodni-
kowych. Dzi¦ki szerokiej dost¦pno±ci i elastyczno±ci pakietów komercyjnych MES stanowi
doskonaªe narz¦dzie do rozwi¡zywania problemów ze skomplikowan¡ geometri¡ i warun-
kami brzegowymi. Zdecydowana wi¦kszo±¢ oblicze« samonapr¦»onych heterostruktur nie
uwzgl¦dnia nieliniowo±ci geometrycznej i �zycznej charakterystycznej dla krysztaªów. O
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ile uj¦cie nieliniowo±ci �zycznej ze wzgl¦du na du»¡ rozbie»no±¢ w danych eksperymental-
nych mo»na przyj¡¢ za usprawiedliwione wzgl¦dami natury technicznej o tyle pomijanie
nieliniowo±ci geometrycznej w przypadku wyznaczania napr¦»e« i kon�guracji równowa-
gowej dyslokacji w heterostrukturach epitaksjalnych stanowi wg autora zbyt daleko id¡ce
uproszczenie modelu, zob. Hu (1997), Van Mieghiem i in. (1994), Jain i in. (1995), Schwarz
i Chidambarrao (1999), Zang i Bower (1999). Niemniej jednak, podej±cie takie jest po-
wszechne i stanowi u»yteczne technologicznie rozwi¡zanie.
Przy opracowywaniu modelu numerycznego krysztaªu nale»y pami¦ta¢ o tym, »e za po-
moc¡ elementów sko«czonych modelujemy materiaª o wymiarach charakterystycznych
znacznie mniejszych ni» wymiar pojedy«czego elementu sko«czonego. Dlatego te», nale»y
zachowa¢ daleko id¡c¡ ostro»no±¢ przy uwzgl¦dnianiu struktury wewn¦trznej materiaªu
przy opisie zjawisk, takich jak warstwy z wtr¡ceniami czy w okolicach kraw¦dzi p¦kni¦cia,
zob. Cuitino i Ortiz (1992), Ortiz (1996), dodatkowo zapewniaj¡c poprawno±¢ rozwi¡za-
nia numerycznego, zob. Hutchinson (1976), Berveiller i Zaoui (1978), Prantil i in. (1995),
Barton i in. (1999). Wysokie wymagania sprz¦towe i dªugi czas oblicze« na razie mocno
ograniczaj¡ mo»liwo±ci takiego podej±cia.
Metoda elementów sko«czonych u»yta do komputerowej symulacji du»ych deformacji spr¦-
»ystych powinna speªnia¢ kilka fundamentalnych zaªo»e«. Równania konstytutywne po-
winny zapewnia¢ zachowawczo±¢ energii dla dowolnie wybranego zamkni¦tego cyklu spr¦-
»ystej deformacji. Wiele modeli konstytutywnych uwzgl¦dnia zmiany kon�guracji ale igno-
ruje t¡ podstawow¡ zasad¦, por. modele hipospr¦»yste. U»ywaj¡c wspomnianych modeli
do symulacji procesów zachodz¡cych na zamkni¦tych p¦tlach deformacji otrzymamy nic
wi¦cej jak perpetuum mobile produkuj¡ce lub anihiluj¡ce (w zale»no±ci od kierunku cy-
klu obci¡»enia) energi¦. Aby unikn¡¢ tak nierzeczywistego zachowania modeli materiaªu
spr¦»ystego mo»na zastosowa¢ model hiperspr¦»ysty oparty na zaªo»eniu istnienia poten-
cjaªu spr¦»ystego opisuj¡cego wªa±ciw¡ energi¦ odksztaªcenia, zmagazynowan¡ podczas
deformacji.

4.1 Podstawy algorytmu MES

Wykorzystywany w pracy algorytm MES oparty jest na caªkowaniu lokalnej postaci rów-
nania równowagi (2.11), w kon�guracji aktualnej:

σij,j = 0. (4.1)
gdzie tensor napr¦»enia Cauchy'ego σ jest nieliniow¡ funkcj¡ przemieszczenia u, gradientu
przemieszczenia ∇u oraz dystorsji sieci ββββββββ i ich gradientu ∇ββββββββ zwi¡zanych z trwaª¡ reor-
ganizacj¡ sieci krystalicznej. Stosuj¡c zasad¦ prac przygotowanych mno»ymy powy»sze
równanie przez przemieszczenie przygotowane δu, a nast¦pnie caªkujemy po obj¦to±ci
ciaªa w kon�guracji aktualnej: ∫

v
δu divσσσσσσσσ dv = 0. (4.2)

Caªkuj¡c przez cz¦±ci otrzymujemy:∫
v
div(δu σσσσσσσσ ) dv −

∫
v
∇(δu) σσσσσσσσ dv = 0, (4.3)
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po czym pierwsz¡ z powy»szych caªek objeto±ciowych zamieniamy na caªk¦ powierzch-
niow¡: ∫

∂v
δu σσσσσσσσ d(∂v)−

∫
v
∇(δu) σσσσσσσσ dv = 0. (4.4)

Wprowadzamy funkcj¦ wagow¡ Nu dla przemieszczenia przygotowanego, która okre±lana
jest lokalnie dla ka»dego elementu z osobna:

δu = Nui δui, (4.5)
gdzie indeks i oznacza numer kolejny w¦zªa elementu sko«czonego. Mo»emy zatem (4.4)
zapisa¢ w nowej postaci:∫

∂v
Nui δu

i σσσσσσσσ d(∂v)−
∫
v
∇(Nui δui) σσσσσσσσ dv = 0, (4.6)

i wyª¡czy¢ przemieszczenie przygotowane spod caªek:[∫
∂v
Nu σσσσσσσσ d(∂v)−

∫
v
∇Nu σσσσσσσσ dv

]
δu = 0. (4.7)

Poniewa» przemieszczenie przygotowane mo»e przyjmowa¢ dowolne warto±ci, zatem speª-
nienie warunku (4.7) wymaga speªnienia równania:∫

∂v
Nu σσσσσσσσ d(∂v)−

∫
v
∇Nu σσσσσσσσ dv = 0. (4.8)

Powy»szy ukªad równa« zapisany jako macierzowe równanie algebraiczne przyjmuje po-
sta¢:

f = P(u), (4.9)
gdzie f oznacza wektor siª obci¡»enia zewn¦trznego:

fi =
∫
∂v
Nui σσσσσσσσ d(∂v), (4.10)

a P(u) oznacza wektor siª wewn¦trznych:
Pi(u) =

∫
v
∇Nui σσσσσσσσ dv. (4.11)

Równanie powy»sze rozwi¡zujemy iteracyjnie metod¡ Newtona-Raphsona (NR), zob. Ra-
kowski i Kacprzyk (1993), Zienkiewicz i Taylor (1994) wykorzystuj¡c poni»szy schemat
rozwi¡zania:

P(uω+1) = P(uω) +
∂P(uω)
∂u

(uω+1 − uω), (4.12)
gdzie pochodna cz¡stkowa ∂P(u)

∂u jest macierz¡ sztywno±ci K ukªadu. Macierz sztywno±ci,
zwana te» macierz¡ styczn¡ przyjmuje posta¢:

K =
∂P(u)
∂u

=
∂
∫
v∇N σσσσσσσσ dv
∂u

=
∂
∫
V ∇N σσσσσσσσ dvdV dV

∂u
=
∫
V

∂
[
∇N σσσσσσσσ dvdV

]
dV

∂u

=
∫
v

∂∇N
∂u

σσσσσσσσ dv +
∫
v
∇N ∂(σσσσσσσσ detF)

∂F
∂F
∂u

detF−1 dv. (4.13)
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Wyst¦puj¡ce w powy»szym równaniu dwie caªki zwiazane z pochodnymi cz¡stkowymi
mo»emy zinterpretowa¢ jako cz¦±¢ geometryczn¡ ∂∇N

∂a macierzy stycznej, która zale»y od
geometrii elementu sko«czonego, oraz cz¦±¢ konstytutywn¡ ∂(σσσσσσσσ detF)

∂F zale»n¡ od przyj¦tego
modelu konstytutywnego. Ze wzgl¦du na fakt, »e cz¦±¢ macierzy stycznej ukªadu zwi¡zana
ze zmianami funkcji ksztaªtu w porównaniu do cz¦±ci konstytutywnej nie wnosi istotnego
wkªadu do globalnej macierzy stycznej oraz nie wpªywa w zauwa»alny sposób na proces
zbie»no±ci oblicze«, przyjmowana jest przybli»ona macierz styczna postaci:

K ∼=
∫
v
∇N ∂(σσσσσσσσ detF)

∂F
∂F
∂u

detF−1 dv. (4.14)

Rozpisuj¡c równanie (4.14) w postaci indeksowej oraz wykorzystuj¡c zale»no±¢:
∂F iJ
∂uk
= N ik,J (4.15)

otrzymamy posta¢ macierzy stycznej:

Kmn =
∫
v
Nij,m

∂(σij detF)
∂F kL

Nkn,L detF−1 dV. (4.16)

Podstawiaj¡c za napr¦»enie Cauchy'ego (3.27) i dokonuj¡c przepisanego równaniem (4.16)
ró»niczkowania otrzymamy:
∂(σij detF)

∂F aA
=
(
∂RiI
∂F aA

RjJ +RiI
∂RjJ
∂F aA

)
ÂIJKL ĉ

KLMN ε̂MN

+RiIRjJ

(
∂ÂIJKL
∂UPR

ĉ KLMN ε̂MN + ÂIJKL ĉ KLMN
∂ε̂MN
∂UPR

)
∂UPR
∂F aA

. (4.17)

Otrzymana w ten sposób analityczna posta¢ pochodnej ∂(σσσσσσσσ detF)
∂F jest kªopotliwa do imple-

mentacji numerycznej gªównie za spraw¡ czasochªonno±ci oblicze« kolejnych pochodnych
cz¡stkowych. Nale»y zwróci¢ uwag¦ na niezwykª¡ zªo»ono±¢ powy»szych formuª, np. po-
chodna ∂Â

∂U jest tensorem 6-tego rz¦du. Dodatkowo tak obliczon¡ pochodn¡ nale»y obróci¢
z ukªadu wektorów wªasnych tensora rozci¡gni¦cia do globalnego ukªadu wspóªrz¦dnych
próbki, z którym zwi¡zany jest tensor staªych sztywno±ci ĉ. Wi¡»e si¦ to ze »mudnymi ob-
liczeniami, st¡d autor po analizie porównanawczej zbie»no±ci oblicze« przy u»yciu pochod-
nej analitycznej i oblicze« przy wykorzystaniu metody ró»nicowej ∆(σσσσσσσσ detF)∆F wykorzystaª
t¦ drug¡ metod¦. Uzyskano w ten sposób znacz¡cy przyrost szybko±ci dziaªania programu
FEAP bez zauwa»alnego pogorszenia procesu zbie»no±ci. Do oblicze« metod¡ ró»nicow¡
parametr ∆Fij przyjmowany jest zwykle równy 10−6. Proces iteracji jest prowadzony do
momentu, kiedy zmiana energii ukªadu na kolejnym kroku oblicze« b¦dzie mniejsza ni»
»¡dana tolerancja rozwi¡zania, która zwykle wynosi 10−16.
Algorytm numeryczny dyskutowany powy»ej zostaª zastosowany przez autora w progra-
mie FEAP - Zienkiewicz i Taylor (1994) w postaci elementów u»ytkownika 2D i 3D, tzw.
user elements .
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4.2 Pochodna ∂∇N
∂u

Poszukujemy zwi¡zków opisuj¡cych pochodn¡ cz¡stkow¡ gradientu funkcji ksztaªtu ∇N
po przemieszczeniach w¦zªowych elementu sko«czonego u. Dla danego punktu Gaussa
mo»emy zapisa¢:

∂Nm,k
∂uij

=
∂

∂uij

(
Nm,K

−1
F
K
k

)
= Nm,K

∂
−1
F Kk
∂uij

, (4.18)
gdzie m oznacza numer w¦zªa elementu sko«czonego a i numer stopnia swobody j-tego
w¦zªa. W celu wyznaczenia poszukiwanej pochodnej rozpiszmy na wst¦pie równanie:

∂(F−1F)
∂u

=
∂F−1

∂u
F+ F−1

∂F
u
= 0, (4.19)

i wyznaczmy poszukiwan¡ pochodn¡ cz¡stkow¡:

∂
−1
F Kk
∂uij

= −
−1
F
K
l
∂F lL
∂uij

−1
F
L
k. (4.20)

Analizuj¡c wzór (4.20) mo»emy napisa¢, »e w elemencie sko«czonym zachodzi relacja:
F lL = I lL + ul,L ⇒ F lL = I lL + uli Ni,L (4.21)

st¡d wynika, »e:
∂F lL
∂uij

=
∂(ulk Nk,L)

uij
= Nk,Lδli δkj. (4.22)

Mo»emy zatem powy»sz¡ zale»no±¢ wstawi¢ do wzoru 4.18 i zapisa¢, »e poszukiwana
pochodna ma posta¢:

∂Nm,k
∂uij

= −Nm,K
−1
F
K
l
∂F lL
∂uij

−1
F
L
k = −Nm,K

−1
F
K
l Nn,L δ

l
i δn

j −1
F
L
k. (4.23)

Upraszczaj¡c powy»sze równanie otrzymamy w efekcie wzór opisuj¡cy zmiany funkcji
ksztaªtu elementu jako funkcji zmiennych wezªowych, stanowi¡cy cz¦±¢ macierzy stycznej:

∂Nm,k
∂uij

= −Nm,l Nn,k δli δnj. (4.24)
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Przykªady numeryczne

W idealnej sieci krysztaªu wszystkie atomy zajmuj¡ swoje ±ci±le okre±lone poªo»enia prze-
strzenne. W strukturze zachodzi równowaga siª mi¦dzy atomami i stan napr¦»enia wywo-
ªany jest jedynie dziaªaniem zewn¦trznego obci¡»enia. Rzeczywistym krysztaªom daleko
jednak do wspomnianego ideaªu. Defekty struktury b¦d¡ce �zycznymi obiektami, wpro-
wadzaj¡ lokalne zaburzenia porz¡dku idealnej struktury krystalicznej. Defekty punktowe,
liniowe, powierzchniowe i obj¦to±ciowe s¡ czynnikami, które zaburzaj¡ regularne poªo»e-
nia atomów w strukturze czego nast¦pstwem s¡ napr¦»enia residualne. Defekty wyst¦puj¡
we wszystkich krysztaªach, nawet dªugotrwale wy»arzane krysztaªy zawieraj¡ sie¢ dyslo-
kacji. Nieliczne, sztucznie hodowane krysztaªy nitkowe (wiskers) i sporadycznie krysztaªy
krzemu nie zawieraj¡ defektów sieci. Typowa g¦sto±¢ dyslokacji dla dobrze wy»arzonych
metali wynosi zazwyczaj 106 ÷ 108 cm−2, zob. Hull (1965). W przypadku typowych póª-
przewodnikowych heterostruktur epitaksjalnych g¦sto±¢ dyslokacji wynosi 108÷1010 cm−2,
zob. Ruterana i in. (2003). Poprzez dobranie optymalnych warunków wzrostu, zastoso-
wanie odpowiedniego podªo»a i wreszcie odpowiedni¡ obróbk¦ termiczn¡ wyhodowanej
próbki jeste±my w stanie otrzyma¢ krysztaªy o g¦sto±ci dyslokacji rz¦du 106 cm−2.
Podstawowym ¹ródªem defektów sieci jest sam proces hodowli krysztaªów. Defekty sieci
zawarte w podªo»u i przecinaj¡ce powierzchni¦ wzrostu bez przeszkód przechodz¡ do hodo-
wanego krysztaªu. Z drugiej strony w hodowanych krysztaªach defekty struktury powstaj¡
jako wynik specy�ki procesu wzrostu krysztaªu np. podczas ª¡czenia si¦ przypadkowo za-
rodkowanych i swobodnie rosn¡cych wysp krysztaªu, np. wzrost typu Stranski-Krastanow .
Najprostszym z defektów sieci jest defekt punktowy, ze wzgledów geometrycznych trak-
towany jako defekt zerowymiarowy. Powstaje na skutek braku atomu na odpowiedniej
pozycji w sieci krystalicznej lub te» z nadmiarowym atomem w poªo»eniu mi¦dzyw¦zªo-
wym. Z tego wzgl¦du defekty punktowe lokalizuj¡ si¦ gªównie w pobli»u w¦zªów sieci
krystalicznej i rozró»niamy nast¦puj¡ce ich typy:

• wakans - brak atomu w danym w¦¹le sieci,
• atom mi¦dzyw¦zªowy - dodatkowy atom rodzimy w poªo»eniu mi¦dzyw¦zªowym,
• atom podstawieniowy - obcy atom zajmuj¡cy miejsce atomu rodzimego w pozycji
w¦zªowej,



Przykªady numeryczne 63

• mi¦dzyw¦zªowy atom obcy - zajmuj¡cy pozycj¦ mi¦dzyw¦zªow¡.
W przypadku krysztaªów o wi¡zaniach jonowych generowanie defektu punktowego zwi¡-
zane jest z powstawaniem lokalnego, nierównowa»onego ªadunku elektrycznego st¡d aby
caªy krysztaª zachowaª równowag¦ elektryczn¡ defekty punktowe powinny powstawa¢ jako
pary dwóch defektów o przeciwnych ªadunkach. St¡d, dodatkowo mo»emy wyró»ni¢:

• defekt Frenkla - wakans z jonem mi¦dzyw¦zªowym o tym samym znaku ªadunku,
• defekt Schottky'ego - para wakansów o przeciwnych znakach ªadunku.

Powstawanie defektów punktowych spowodowane jest:
• dziaªaniem promieniowania - cz¡stki o du»ej energii wybijaj¡ atomy z ich poªo»e«
w¦zªowych, powstaj¡ca ilo±¢ wakansów równa jest liczbie atomów mi¦dzyw¦zªowych,

• odksztaªceniem plastycznym - powoduje wzrost wakansów jak i atomów mi¦dzyw¦-
zªowych,

• temperatur¡ - jej wzrost powoduje wzrost energii krysztaªu i zwi¦kszenie amplitudy
drga« cieplnych.

Ze wzgl¦du na fakt, »e wakanse w porównaniu z atomami mi¦dzyw¦zªowymi maj¡ do±¢
nisk¡ energi¦ nukleacji (∼ 1[eV ]) dominuj¡ w warunkach równowagowych i z tego wzgl¦du
gªównie one s¡ no±nikami dyfuzji w metalach. Wzrost pr¦dko±ci dyfuzji wraz ze wzrostem
temperatury jest ±ci±le zwi¡zany ze wzrostem ilo±ci wakansów w strukturze.
Koncepcja liniowego defektu sieci krystalicznej zwana dyslokacj¡ powstaªa pierwotnie przy
badaniu procesów deformacji plastycznej. Wielko±ci¡ opisuj¡c¡ dyslokacje jest wektor Bur-
gersa. Jest to wektor konieczny do zamkni¦cia konturu Burgersa - p¦tli ª¡cz¡cej atomy
wokóª dyslokacji, zob. rys.(5.1). Ze wzgl¦du na orientacj¦ wektora Burgersa w stosunku
do linii dyslokacji rozró»niamy:

• dyslokacje kraw¦dziowe - wektor Burgersa jest prostopadªy do linii dyslokacji,
• dyslokacj¦ ±rubow¡ - wektor Burgersa jest równolegªy do linii dyslokacji,
• dyslokacj¦ mieszan¡ - wektor Burgersa z lini¡ dyslokacji tworzy k¡t z zakresu 0÷90◦.

Powierzchnie czy te» granice ziarn w krysztale s¡ równie» defektami idealnej, niesko«-
czonej z zaªo»enia sieci atomów. Granice tworzone s¡ na powierzchniach rozdziaªu ziarn
krysztaªu o ró»nej orientacji, gdzie powstaj¡ szeregi dyslokacji o cz¦sto±ci wyst¦powania
proporcjonalnej do k¡ta dezorientacji mi¦dzy ziarnami. Innymi ciekawymi defektami po-
wierzchniowymi sieci s¡ bli»niaki, powstaj¡ce przez dowoln¡ transformacj¦ sieci atomów
le»¡cych poni»ej pewnej linii. Najprostsze do zobrazowania jest lustrzane odbicie, a po-
niewa» poªo»enia atomów na granicy bli¹niaka odpowiadaj¡ w¦zªom sieci idealnej nadal
mamy do czynienia z struktur¡ niskoenergetyczn¡.
Poprzez odpowiedni dobór odksztaªce« heterostruktury jeste±my w stanie zmody�kowa¢
szeroko±¢ przerwy energetycznej struktury pasmowej póªprzewodnika. Podej±cie takie,
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Rysunek 5.1: Kontur Burgersa w krysztale zawieraj¡cym dyslokacj¦: a) dyslokacja
kraw¦dziowa, b) dyslokacja ±rubowa, wg Hull (1965).

zwane band engineering polegaj¡ce na mody�kacji istniej¡cych czy te» wprowadzeniu no-
wych napr¦»e« residualnych do struktury póprzewodnikowej odgrywa znacz¡c¡ w procesie
projektowania i pracy urz¡dzenia póªprzewodnikowego. Dlatego te», wa»na jest znajomo±¢
warto±ci napr¦»e« residualnych i ich wpªywu na charakterystyk¦ pracy urz¡dzenia. Mo-
»emy odpowiednio sterowa¢ procesem wytwarzania heterostuktur poprzez dobór materia-
ªów na interfejs, co ma kluczowy wpªyw na stopie« wzajemnego niedopasowania warstw
epitaksjalnych a przez to na efekty kwantowe. Wpªyw niejednorodnego pola napr¦»e« resi-
dualnych w heterostrukturach póªprzewodnikowych na ich wªa±ciwo±ci optoelektroniczne
dla niskowymiarowych struktur (kropki, druty i studnie kwantowe) jest obecnie przedmio-
tem intensywnych bada« ze wzgl¦du na doniosªy wpªyw na charakterystyki pracy urz¡dze«
oparych na ich bazie, zob. np. O'Reilly (1989), Yang i in. (1991), Yu i in. (1992), Freund
(1999), Johnson i Freund (2001). Modelowanie zachowania dyslokacji w krysztale stanowi
powa»ne wyzwanie dla mechaniki kontinuum ze wzgl¦du na skal¦ zjawiska zachodz¡cego
na poziomie komórki elementarnej. W przypadku klasycznych rozwa»a« dotycz¡cych po-
jedy«czej dyslokacji przyjmuje si¦, »e obszar rdzenia obejmuje swym zasi¦giem obszar
o promieniu ok. 5-ciu wektorów Burgersa dyslokacji, a dopiero w odlegªo±ci ok. 104 b
mo»na zaniedba¢ wpªyw dyslokacji na struktur¦ i traktowa¢ ten obszar krysztaªu jako
niezaburzony, zob. np. Hull (1965), Hirth i Lothe (1982). Z drugiej strony w póªprzewod-
nikowych warstwach epitaksjanych bez trudu mo»na wskaza¢ obszary, gdzie dyslokacje
poªo»one s¡ w odlegªo±ciach rz¦du kilku staªych sieciowych, por. rys.(5.3) gdzie odlegªo±¢
mi¦dzy dyslokacjami wynosi ok. 7-miu staªych sieciowych. Mimo, »e dyslokacje byªy i s¡
nadal przedmiotem wielu bada«, rdze« dyslokacji nadal stanowi powa»ny problem przy
modelowaniu metodami kontynualnymi, zob. np. Cottrell (1953), Seeger i Schoeck (1953),
Teutonico (1962), Teutonico (1963), Duncan i Kuhlmann-Wilsdorf (1966), Head (1964),
Nabarro (1967), Kret i in. (2000), Dªu»ewski i in. (2002a), Nabarro (2003), Dªu»ewski i
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in. (2004), Maciejewski i Dªu»ewski (2004), Roy i Acharaya (2005). W tym przypadku
z pomoc¡ przychodz¡ metody statyki i dynamiki molekularnej, zob. np. Lepinoux i Ku-
bin (1987), Guluoglu i in. (1989), Lubarda i in. (1993), Barts i Carlsson (1995), Wang i
LeSar (1995), Lepinoux i in. (2000). Innym podej±ciem do modelowania zjawisk zachodz¡-
cych w mikroskali s¡ metody mechaniki statystycznej, zob. np. Walgraef i Aifantis (1985),
Gregor i Kratochvil (1990), Kratochvil i Saxlo�va (1992), Saxlo�va i in. (1997), Hähner i
in. (1998), Zaiser i in. (1998), Thomson i in. (2002), El-Azab (2000). Analizuj¡c ukªady
dyslokacji wyst¦puj¡cych w heterostrukturach epitaksjalnych mo»na doj±¢ do wniosku, »e
takie struktury mo»liwe s¡ do analizy jedynie przy pomocy metod dyskretnych. Niestety
symulacje dyskretnych struktur atomowych ograniczone s¡ jak dot¡d przez maksymaln¡
liczb¦ atomów, które mo»na uwzgl¦dni¢ podczas symulacji. W chwili obecnej symulacje
statyk¡ i dynamik¡ molekularn¡ przeprowadzane s¡ dla obszarów o wymiarach charak-
terystycznych mniejszych ni» 100 nm i skali czasu poni»ej nanosekund, zob. Ghoniem i
in. (2003). W tym przypadku wydaje si¦, »e nieliniowa spr¦»ysto±¢ mo»e znale¹¢ tu swe
zastosowanie jako kompromis pomi¦dzy dokªadno±ci¡ metod dyskretnych a elastyczno±ci¡
i szybko±ci¡ metod kontynualnych. Dzi¦ki uwzgl¦dnieniu nieliniowo±ci mo»liwe staje si¦
przezwyci¦»enie ogranicze« klasycznego podej±cia pozwalaj¡c na analiz¦ struktur o du»ej
g¦sto±ci dyslokacji. Dopóki g¦sto±¢ defektów jest kilka rz¦dów ni»sza ni» g¦sto±¢ upako-
wania atomów jeste±my w stanie opisa¢ oddziaªywania pomi¦dzy defektami poprzez siªy
oddziaªywa« nieliniowej spr¦»ysto±ci. Problem mechaniczny struktury z defektami mo»e
by¢ dodatkowo uproszczony, gdy» przemieszczenia wszystkich atomów w krysztale nie s¡
tak istotne jak przemieszczenie atomów w rdzeniu dyslokacji ijego okolicach. Dzi¦ki temu
liczba stopni swobody koniecznych do analizy zdefektowanej struktury krysztaªu gwaª-
townie maleje. Ze wzgl¦du na gwaªtowny rozwój metod numerycznych w ci¡gu ostatnich
kilku dekad podej±cie to z czysto teoretycznych rozwa»a« przeszªo do praktycznych za-
stosowa«. Pionierzy próbujacy uj¡¢ w matematyczne formuªy natur¦ defektów struktury,
zob. Eshelby (1957), Kröner (1958), Mura (1968) skupiali si¦ na opisie pól spr¦»ystych
wokóª nieruchomych defektów, podczas gdy dzi± modelowanie numeryczne rzeczywistych
struktur próbuje opisa¢ ewolucj¦ defektów czy nawet caªych grup defektów. Oprócz ba-
da« prowadzonych od wielu lat dotycz¡cych wpªywu defektów struktury na podstawowe
wªa±ciwo±ci mechaniczne materiaªów, ostatnimi czasy powa»nym wyzwaniem dla badaczy
staje si¦ zbadanie wpªywu defektów na wªa±ciow±ci optoelektroniczne ukªadów póªprze-
wodnikowych. Przykªadem mo»e by¢ oddziaªywanie pola napr¦»e« zwi¡zane z obecno±ci¡
defektu struktury na no±niki ªadunku elektrycznego a obserwowane ju» w stosunkowo du-
»ych odlegªo±ciach od defektów, patrz np. Alexander i Teichler (2000), SIA (2002). St¡d
znajomo±¢ dokªadnego rozkªadu odksztaªce« i napr¦»e« sieci krystalicznej wokóª defektu,
uwzgl¦dniaj¡cego specy�czne wªa±ciwo±ci krysztaªów, takich jak nieliniowo±¢ spr¦»ystej
deformacji czy te» anizotropi¦ wªa±ciow±ci spr¦»ystych, pozwoli na dokªadniejszy opis
mechanicznych i optoelektronicznych wªa±ciwo±ci struktur krystalicznych. Podstawow¡
metod¡ bezpo±redniej obserwacji defektów struktury jest prze±wietleniowa mikroskopia
elektronowa (TEM ), która w ci¡gu ostatnich lat znacznie zwi¦kszyªa nasze mo»liwo±ci
badania struktur krystalicznych w skali atomowej. Osi¡gana dzisiaj dokªadno±¢ pomiaru
przemieszcze« kolumn atomowych przy pomocy HRTEM wynosi 0.03 Ȧ, zob. H¸tch i
in. (2003). Pomimo ogromnych mo»liwo±ci jakie daj¡ nam coraz dokªadniejsze badania
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eksperymentalne, kontynualne modele obliczeniowe, którymi dysponujemy do symulacji
zjawisk zwi¡zanych z oddziaªywaniem defektów na struktur¦ sieci krystalicznej opieraj¡
si¦ w wi¦kszo±ci na analitycznych rozwi¡zaniach otrzymanych na bazie liniowej teorii
spr¦»ysto±ci, np. Hirth i Lothe (1982). Z drugiej strony ogromna ilo±c symulacji nume-
rycznych badaj¡cych zachowanie si¦ struktur krystalicznych wykorzystuje techniki statyki
i dynamiki molekularnej oparte na tzw. potencjaªach atomowych, zob. np. Born i Huang
(1956), Macmillan i Kelly (1972), Milstein (1971), Angello i Mills (1995). Metody te do-
skonale sprawdzaj¡ si¦ w przypadku badania przej±¢ fazowych, symulacji pojedy«czych
defektów lecz w przypadku du»ych obszarów ze wzgl¦du na konieczno±¢ uwzgl¦dnienia
ogromnej ilo±ci atomów i wzajemnych oddziaªywa« pomi¦dzy nimi konieczne jest tworze-
nie metod hybrydowych ª¡cz¡cych statyk¦ i dynamik¦ molekularn¡ z metod¡ elementów
sko«czonych, zob. np. Rao i in. (1998). Defekty struktury krystalicznej i ich wpªyw na
zjawiska zachodz¡ce w krysztaªach, np. pole odksztaªce« i napr¦»e« bliskiego i dalekiego
zasi¦gu, wzrost energii krysztaªu zwi¡zany z obecno±ci¡ defektów, aktywacja zjawiska
transportu w krysztaªach czy te» oddziaªywania pomi¦dzy defektami s¡ niezwykle wa»-
nym zagadnieniem na drodze do zrozumienia zasad rz¡dz¡cych zachowaniem krysztaªu na
poziomie komórki elementarnej. Dlatego te», sformuªowanie nowego numerycznego algo-
rytmu obliczeniowego wykorzystuj¡cego aparat mechaniki kontinuum i uwzgl¦dniaj¡cego
wspomnian¡ ju» specy�k¦ krysztaªów staje si¦ potrzeb¡ chwili.

5.1 Dyslokacje niedopasowania w heterostrukturze

GaAs/ZnTe/CdTe

Do wyznaczania napr¦»e« w heterostrukturach póªprzewodnikowych za pomoc¡ metod
analizy kontynualnej najcz¦±ciej stosuje si¦ metod¦ elementów sko«czonych, zob. Crist�eld
(1997), Belytschko i in. (2000). Wyznaczanie odksztaªce« sieci krystalicznej na podstawie
analizy obrazów wysokorozdzielczej transmisyjnej mikroskopii elektronowej HRTEM byªo
w ostatnich latach przedmiotem wielu bada«, zob. np. Kisielowski i in. (1997), Dªu»ewski
i in. (2002b), H¸tch i in. (2003). Ze wzgl¦du na obrazowanie poªo»e« kolumn atomowych,
obrazy mikroskopowe s¡ doskonaªym ¹ródªem informacji na temat pól odksztaªce« sieci
w skali atomowej. Analiza obrazów mikroskopowych okazaªa si¦ szczególnie przydatna w
odniesienu do póªprzewodnikowych warstw pseudomor�cznych czy koherentnych wysp,
zob. np. Bayle i in. (1993), Bierwolf i in. (1993), Robertson i in. (1995), H¸tch i in.
(1998), Kret i in. (1998), Snoeck i in. (1998), Möbus i Wagner (1999). Poª¡czenie MES
z analiz¡ obrazów HRTEM pozwala wyznaczy¢ warto±¢ napr¦»e« residualnych w hete-
rostrukturach. Wykorzystanie dystorsji sieci jako danych wej±ciowych przy wyznaczaniu
napr¦»e« residualnych i kon�guracji równowagowej w zdefektowanej strukturze krysta-
licznej byªo przedmiotem prac, np. Dªu»ewski i in. (2002b), Maciejewski i Dªu»ewski
(2004), Dªu»ewski i in. (2004). Jedn¡ z metod analizy obrazów mikroskopowych jest me-
toda fazy geometrycznej zaproponowana przez H¸tcha (1997), w której przemieszczenia
sieci krystalicznej mierzone s¡ lokalnie, jako skªadowe pr¡»ków obrazu mikroskopowego
w przestrzeni Fouriera, zob. H¸tch i in. (1998). Technika ta jest niezwykle pomocna w
pomiarach silnie zdefektowanych sieci, np. wokóª dyslokacji. Inn¡ u»yteczn¡ technik¡ jest
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metoda peak �nding , czyli analiza u±rednionych wzdªu» grubo±ci próbki poªo»e« kolumn
atomowych poprzez lokalizacj¦ na obrazach mikroskopowych obszarów o maksymalnej in-
tensywno±ci. Przy analizie tej zakªadane jest istnienie bezpo±redniego zwi¡zku pomi¦dzy
maksimum intensywno±ci na obrazie a poªo»eniem kolumny atomowej. Zmierzona mapa
odlegªo±ci pomi¦dzy kolumnami atomowymi porównywana jest z map¡ idealnej struk-
tury krystalicznej dzi¦ki czemu otrzymujemy pole przemieszcze« sieci pomi¦dzy idealn¡
a rzeczywist¡ struktur¡ krysztaªu poddanego analizie. Analiz¦ obrazu mikroskopowego
przeprowadza si¦ zwykle za pomoc¡ dedykowanych procedur gra�cznych w rozbudowa-
nych ±rodowiskach gra�cznych, np. OPTIMAS (1999).
W tym przypadku analizie poddano obraz mikroskopowy struktury GaAs/ZnTe/CdTe,

Rysunek 5.2: Obraz HRTEM heterostruktury GaAs/ZnTe/CdTe z zaznaczonym
obszarem oblicze« MES.

widoczny na rys.(5.2) zarejestrowany kamer¡ cyfrow¡. Do analizy trójwymiarowego stanu
napr¦»enia w heterostrukturze przyj¦to grubo±¢ próbki równ¡ 2 staªym sieciowym krysz-
taªu GaAs, przyjetego jako krysztaª referencyjny. Dodatkowo ze wzgl¦dów technicznych
analiz¦ numeryczn¡ ograniczono do obszaru zaznaczonego na rysunku biaª¡ ramk¡. Ogra-
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niczenie obszaru analizy wynika zarówno ze specy�ki samej metody fazy geometrycznej
jak i mo»liwo±ci technicznych przeprowadzenia oblicze« numerycznych w rozs¡dnym prze-
dziale czasowym. Oryginalny rozmiar obrazu wynosi 1024× 1024 pikseli wobec 820× 820
pikseli obszaru roboczego. Na podstawie analizy obrazu mikroskopowego heterostruktury
wyznaczone zostaªy cztery skªadowe tensora dystorsji sieci ββββββββHRTEM , które nast¦pnie prze-
skalowano do innego ukªadu sieciowego (wymaganego przez algorytmMES ), zob. rys.(5.3).
Pomi¦dzy dystorsjami sieci w ró»nych ukªadach zachodzi relacja:

β̂βββββββ = (1− ββββββββHRTEM)−1 − 1. (5.1)
Przyj¦to zaªo»enie, »e pojedynczy element sko«czony odpowiada obszarowi 9 × 9 pik-

Rysunek 5.3: Warto±ci skªadowych tensora dystorsji ¹ródªowych β̂βββββββ .

seli na obrazie mikroskopowym i na takim te» obszarze dokonano u±redniania dystorsji
sieci dla w¦zªów naro»nych elementu sko«czonego. Warto±ci w w¦zªach po±rednich wyzna-
czone zostaªy stosuj¡c liniow¡ interpolacj¦ β̂βββββββ wzdªu» kraw¦dzi elementu. Na podstawie
analizy zmian kontrastu obrazu, poªo»enia defektów oraz zaburze« sieci wyznaczono roz-
kªad skªadników struktury, zob. rys.(5.4). Mimo, »e metoda wyznaczania skªadu chemicz-
nego heterostruktury nie jest ±cisªa, konieczne jest mo»liwie precyzyjne okre±lenie skªadu
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chemicznego struktury ze wzgl¦du na fakt, »e rozkªad ten znacz¡co wpªywa na wyniki
oblicze«. Pomi¦dzy podªo»em (GaAs) i hodowanym krysztaªem (CdTe) wyst¦puje niedo-

Rysunek 5.4: Przyjeta do oblicze« siatka elementów sko«czonych wraz rozkªadem
materiaªu i orientacj¡ krystalogra�czn¡.

pasowanie sieciowe rz¦du 14.5%. Poniewa» ró»nica ta mogªaby utrudni¢ proces wzrostu
epitaksjalnego, aby go uªatwi¢ posªu»ono si¦ tzw. warstw¡ buforow¡ (ZnTe) o po±redniej w
stosunku do obu krysztaªów staªej sieciowej. Z drugiej strony, w niektórych przypadkach
mo»liwe jest wyhodowanie heterostruktury nawet przy 20% niedopasowaniu pomi¦dzy
skªadnikami. W prezentowanym trójskªadnikowym ukªadzie GaAs/ZnTe/CdTe niedopa-
sowanie sieciowe wynosi odpowiednio 8% oraz 6.1% pomi¦dzy poszczególnymi warstwami,
co znacz¡co zmniejsza stopie« zdefektowania takiej struktury.
Do oblicze« przyj¦to nast¦puj¡ce parametry materiaªowe:
staªe sieciowe

• GaAs - a = 5.65325 Å, Tu i in. (1992);
• ZnTe - a = 6.1037 Å, Lee (1970);
• CdTe - a = 6.4770 Å, Walker i in. (1985).

staªe sztywno±ci
• GaAs - c11 = 119.0 GPa, c12 = 53.8 GPa, c44 = 59.5 GPa, Tu i in. (1992);



Dyslokacje niedopasowania w heterostrukturze ... 70

• ZnTe - c11 = 71.1 GPa, c12 = 40.7 GPa, c44 = 31.3 GPa, Lee (1970);
• CdTe - c11 = 53.7 GPa, c12 = 37.3 GPa, c44 = 16.4 GPa, Walker i in. (1985).

Do oblicze« przyj¦to nast¦puj¡c¡ posta¢ energii swobodnej materiaªu z dyslokacjami:
ψ = ψ(ε̂εεεεεεε, α̂ααααααα), (5.2)

gdzie ε̂εεεεεεε jest tensorem odksztaªcenia spr¦»ystego, w tym przypadku przyjeto logarytmiczn¡
miar¦ odksztaªcenia (3.5), a α̂ααααααα jest tensorem g¦sto±ci dyslokacji, za Dªu»ewskim (2004):

α̂ααααααα = curl Flt−1Flt−Tdet Flt, (5.3)
gdzie tensor Flt = FeFch oznacza odwracaln¡ cz¦±¢ deformacji struktury, zob. (3.8) i
(3.9). Poniewa» α̂ααααααα zale»y od tensora deformacji spr¦»ystej Fe, por. Dªu»ewski i in. (2004)
mo»emy zatem zapisa¢:

ψ = ψ
(
ε̂εεεεεεε(Fe), α̂ααααααα(grad Fe)

)
. (5.4)

Ze wzgl¦du na obecno±¢ defektów struktury w analizowanym obszarze, posta¢ energii
swobodnej (3.23) zmody�kowano tak, aby uwzgl¦dni¢ osªabienie materiaªu wprowadzane
przez defekty:

ψ(ε̂εεεεεεε) =
1
ρ̂

[ 1
2!
ĉ ijklα ε̂ij ε̂kl +

1
3!
Ĉ ijklmnα ε̂ij ε̂kl ε̂kl + ...

]
. (5.5)

Do oblicze« przyj¦to jedynie pierwszy wyraz szeregu (5.5) a zast¦pczy tensor sztywno±ci
ĉα ma posta¢:

ĉα = erα̂ĉ, (5.6)
gdzie r oznacza parametr osªabienia materiaªu w rdzeniu dyslokacji, a α̂ skalarn¡ miar¦
g¦sto±ci dyslokacji postaci:

α̂ =
√
α̂ 2xz + α̂ 2yz + α̂ 2zz. (5.7)

Dzi¦ki tej mody�kacji rozró»niamy obszar krysztaªu idealnego, którego sztywno±c nie
jest zaburzona obecno±ci¡ defektu od obszaru o mniejszej sztywno±ci odpowiadaj¡cemu
rdzeniowi dyslokacji. Parametr osªabienia materiaªu r na podstawie dyskusji w pracy Dªu-
»ewski i in. (2004) przyj¦to równy 20. Pozostawienie swobodnego brzegu próbki poprzez
przyj¦cie statycznie wyznaczalnych warunków brzegowych, zob. rys.(5.4), zapewnia brak
wpªywu tych»e na wielko±¢ napr¦»e« residualnych w heterostrukturze. Przyj¦cie takiego
modelu warunków brzegowych skutkuje równie» mniejsz¡ wra»liwo±ci¡ napr¦»e« w struk-
turze na niedokªadno±ci przy wyznaczaniu rozkªadu skªadników heterostruktury.
Na podstawie analizy pªaskiego obrazu mikroskopowego (5.2) mo»liwe jest wyznaczenie
jedynie 4-ch skªadowych: β̂xx, β̂yx, β̂xy, β̂yy z ogólnej liczby 9-ciu skªadowych tensora
dystorsji sieci β̂βββββββ . Z drugiej strony wiadomo, »e na interfejsie heterostruktury tworz¡ si¦
dyslokacje niedopasowania: pojedyncze 60o oraz kraw¦dziowe o wektorze Burgersa 12 [11̄0],dysocjuj¡ce na dwie dyslokacje 60o o wektorach Burgersa odpowiednio: 12 [101̄] i 12 [01̄1] lubte» 12 [101] i 12 [01̄1̄]. Poniewa» nie dysponujemy informacj¡, na podstawie której mo»liwa
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Rysunek 5.5: Warto±ci skªadowych tensora napr¦»enia Cauchy'ego σσσσσσσσ .

jest identy�kacja z jakim wariantem dysocjacji dyslokacji mamy do czynienia, przyjmu-
jemy arbitralnie do oblicze« wariant pierwszy. Wektor Burgersa dyslokacji 60o mo»na
rozªo»y¢ na skªadowe:

1
2
[101̄] =

1
4
[11̄0] +

1
2
[001̄] +

1
4
[110], (5.8)

1
2
[01̄1] =

1
4
[11̄0]− 1

2
[001̄]− 1

4
[110]. (5.9)

Skªadow¡ na kierunku �z� wektora Burgersa dla dyslokacji mieszanej mo»emy wyznaczy¢
wi¦c z liniowej relacji:

β̂z =

√
2
2

β̂y. (5.10)
Wykorzystuj¡c t¡ zale»no±¢ mo»emy uzupeªni¢ skªadowe tensora dystorsji sieci β̂βββββββ do
nast¦puj¡cej postaci:
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Rysunek 5.6: Skalarna g¦sto±¢ dyslokacji α̂.


β̂xx β̂xy 0
β̂yx β̂yy 0√
2
2 β̂yx

√
2
2 β̂yy 0

 .
Tak przyj¦ta reprezentacja tensora dystorsji sieci prowadzi do nast¦puj¡cej zale»no±ci
pomi¦dzy skªadowymi tensora gesto±ci dyslokacji:

α̂zz =

√
2
2

α̂yz, (5.11)

Rozkªad skªadowych β̂11, β̂21, β̂12 i β̂22 tensora dystorsji ¹ródªowych β̂βββββββ przyjety do oblicze«
przedstawiony zostaª na rys.(5.3). W wyniku przeprowadzonych oblicze« otrzymano roz-
kªady napr¦»e« residualnych σσσσσσσσ obecnych w heterostrukturze. Przedstawiono je na rys.(5.5)
a skalarna g¦sto±¢ dyslokacji α̂ opisana równaniem (5.7) przedstawiona jest na rys.(5.6).
Plik wej±ciowy do oblicze« MES zawiera 16200 elementów 27-mio w¦zªowych (elementy
lagran»owskie) co daje w efekcie 163805 w¦zªów. Zadanie rozwi¡zane zostaªo na kompute-
rze klasy PC i wymagaªo, wraz z zapotrzebowaniem systemu operacyjnego 1 Gb pami¦ci
operacyjnej. Czas trwania oblicze« wynosiª ok. 48 godzin.

5.2 Dyslokacja kraw¦dziowa w krysztale miedzi

Wiele czystych metali m.in. mied¹ ma struktur¦ regularn¡ ±ciennie centrowan¡ (FCC ). W
strukturze takiej najbardziej prawdopodobne wektory Burgersa dyslokacji to 12 [110] i [001].
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Poniewa» energia dyslokacji jest proporcjonalna do kwadratu dªugo±ci wektora Burgersa,
zob. Frank (1949), st¡d energetycznie bardziej prawdopodobna jest dyslokacja 12 [110], por.Hull (1965). Ka»dy defekt sieci wprowadza zaburzenie do idealnej struktury krystalicznej,
atomy przemieszczaj¡ si¦ ze swoich poªo»e« równowagowych co doprowadza do wytwo-
rzenia si¦ pola przemieszcze« rozci¡gajacego si¦ na caªy krysztaª. Przemieszczenia sieci
krystalicznej generuj¡ z kolei pole napr¦»e«. W przypadku dyslokacji kraw¦dziowej, obszar
zawieraj¡cy dodatkow¡ póªpªaszczyzn¦ atomów b¦dzie znajdowa¢ si¦ w stanie ±ciskania,
podczas gdy obszar poªo»ony po przeciwnej stronie pªaszczyzny po±lizgu bedzie rozci¡gany
w celu dopasowania struktury do wi¦kszej ilo±ci pªaszczyzn atomowych, zob. rys.(5.7). W
niniejszym podrozdziale przedstawiona zostanie trójwymiarowa symulacja numeryczna
pola odksztaªce« i napr¦»e« w strukturze miedzi wywoªanych obecno±ci¡ prostoliniowej
dyslokacji kraw¦dziowej o wektorze Burgersa 12 [110]. Podczas wst¦pnej analizy przyj¦to

Rysunek 5.7: Typowa dyslokacja kraw¦dziowa w krysztale o strukturze regularnej
±ciennie centrowanej, wektor Burgersa b= 1

2 [110], wg Seeger (1957).

koncepcj¦ przeprowadzenia oblicze« numerycznych przy u»yciu siatki krystalogra�cznej.
Wybór dyslokacji kraw¦dziowej o wektorze Burgersa równym 1

2 [110] oznacza w tym przy-
padku konieczno±¢ podziaªu siatki na kierunku [110] na elementy sko«czone o wymiarze
równym

√
2
2 staªej sieciowej krysztaªu miedzi. Dodatkowo w celu wzajemnego powi¡za-

nia poªo»e« w¦zªów siatki elementów sko«czonych z dyskretnymi poªo»eniami atomów
konieczne jest uwzgl¦dnienie periodyczno±ci sieci na pozostaªych kierunkach, tj. [1̄11] i
[11̄2], zob. rys.(5.7). Rozwa»aj¡c periodyczno±¢ struktury w zadanych kierunkach kry-
stalogra�cznych dochodzimy do wniosku, »e wymiar pojedy«czego elementu sko«czonego
krystalogra�cznjes siatki powinien by¢ równy

√
2
2 ×
√
3×

√
6
2 staªej sieciowej, zob. rys.(5.8) i

(5.9). Do oblicze« metod¡ elementów sko«czonych przyj¦to próbk¦ skªadaj¡c¡ si¦ z siatki
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Rysunek 5.8: Orientacja siatki elementów sko«czonych w strukturze miedzi (FCC ) z
zaznaczonymi pozycjami atomów w obszarze √2×√3×√6 a. Czarny kolor oznacza

atom w poªo»eniu naro»nym komórki elementarnej, czerwony - ±rodek ±ciany.

3232 elementów przedstawionych na rys.(5.9) co, bior¡c pod uwag¦ wymiar elementów
daje obszar ∼ 11 × 12 × 1.8 nm. W trakcie przygotowywania próbki dokonano mody-
�kacji regularnej pocz¡tkowo siatki celem stworzenia kontynualnego modelu dyslokacji
kraw¦dziowej. W tym celu usunieto jedn¡ warstw¦ elementów sko«czonych a nast¦pnie
sklejono pozostaªe elementy ze sob¡ zwi¦kszaj¡c w tym celu ich wymiar, zob. rys.(5.10).
Powstaª¡ w rdzeniu dyslokacji �pustk¦� wypeªniono 18-to w¦zªowymi elementami pryzmo-
wymi (kliny). Oba ww. typy elementów wykorzystywaªy kwadratow¡ (odpowiednio 27 i 21
p-któw Gaussa) aproksymacj¦ przemieszcze« i liniow¡ (odpowiednio 8 i 6 p-któw Gaussa)
aproksymacj¦ dla napr¦»e«. Staªe materiaªowe u»yte podczas oblicze« przedstawione s¡
w tab.(5.1). Poniewa» podczas oblicze« u»ywana byªa logarytmiczna miara odksztaªce«,

a c11 c12 c44 C111 C112 C123 C144 C155 C456

3.6151 166.1 119.9 75.6 -1271 -814 -50 -3 -780 -95
Tablica 5.1: Parametr sieci ( 
A) i staªe sztywno±ci (GPa) drugiego c i trzeciego rz¦du C

(miara Greena) dla miedzi, wg Teodosiu (1970).

zob. (3.5), konieczne byªo przeliczenie staªych sztywno±ci trzeciego rz¦du C za pomoc¡
równa« (3.43). Po przeliczeniu otrzymujemy zestaw staªych sztywno±ci trzeciego rz¦du
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Rysunek 5.9: Zastosowany do oblicze« element sko«czony wraz z wymiarami i orientacj¡
zapewniaj¡c¡ warunki sklejenia atomów w poprawn¡ struktur¦ FCC wraz z

naniesionymi poªo»eniami atomów.

C dla logarytmicznej miary odksztaªcenia przedstawiony w tab.(5.2). Poprzez usuni¦cie
C111 C112 C123 C144 C155 C456

-275 -574 -50 -3 -628 19
Tablica 5.2: Staªe sztywno±ci trzeciego rz¦du C przeliczone dla logarytmicznej miary

odksztaªcenia.

cz¦±ci elementów i pó¹niejsze sklejenie pozostaªych elementów sko«czonych siatki MES
otrzymali±my siatk¦ krystalogra�czn¡. Aby symulowa¢ obecno±¢ dyslokacji w strukturze
konieczne jest wprowadzenie do próbki dystorsji ¹ródªowych β̂βββββββ w taki sposób, aby zdefor-
mowana kon�guracja próbki odpowiadaªa rzeczywistej, zdefektowanej strukturze krysz-
taªu miedzi. Ró»nica w dªugo±ciach konturu Burgersa dla siatki lagran»owskiej i siatki w
kon�guracji równowagowej (aktualnej), por. rys.(5.10), musi odpowiada¢ dªugo±ci wektora
Burgersa modelowanej dyslokacji kraw¦dziowej:

b =

√
2
2

a =
∮
Fpl−1 dx̂, (5.12)



Dyslokacja kraw¦dziowa w krysztale miedzi 76

Rysunek 5.10: Zaªo»ona do oblicze« siatka elementów sko«czonych a) pocz¡tkowa
kon�guracja lagran»owska X, b) zdeformowana kon�guracja aktualna x. Czerwonym

kolorem oznaczono elementy 27-mio w¦zªowe, zielonym 18-to w¦zªowe.

Na podstawie zale»no±ci:
Fpl−1 = 1+ β̂βββββββ , (5.13)

zob. Dªu»ewski i in. (2004), wyznaczone zostaªy warto±ci dla zaªo»onego piªoksztaªtnego
rozkªadu dystorsji ¹ródªowych β̂βββββββ modeluj¡cych dyslokacj¦, zob. rys.(5.11). Do oblicze«
przyj¦to liniowy wzdªu» kraw¦dzi elementów rozkªad dystorsji, dzi¦ki czemu mo»emy za-
mieni¢ caªk¦ okr¦»n¡ (5.12) na caªk¦:

b =
∫
A

B

Fpl−1 dx̂, (5.14)
a nast¦pnie, po uwzgl¦dnieniu (5.13), na sum¦ pól dwóch trójk¡tów o podstawie równej
szeroko±ci elementu sko«czonego w lokalnie odci¡»onej kon�guracji x̂ i wysoko±ci równej
co do warto±ci β̂βββββββ .

b =

√
2
4

a = 2
1
2
x̂ β̂xx, (5.15)

Otrzymana deformacja plastyczna na elementach 27-mio w¦zªowych daje w efekcie warto±¢
wektora Burgersa modelowanej dyslokacji. Rozkªad dystorsji ¹ródªowych - β̂xx przedsta-
wiony jest na rys.(5.11). Warto±¢ dystorsji ¹ródªowych w rdzeniu dyslokacji (elementy
18-to w¦zªowe) nale»y dobra¢ tak, aby w lokalnie odci¡»onej kon�guracji x̂ uzyska¢ regu-
larn¡ siatk¦ z liniowym rozkªadem dystorsji wzdªu» kraw¦dzi elementu. W rdzeniu dyslo-
kacji wstawiony zostaª element 18-to w¦zªowy, wiec caªk¦ okr¦»n¡ (5.12) zamieni¢ mo»na
dodaj¡c do (5.15) dodatkowe pole prostok¡ta wynikaj¡ce z obecno±ci elementu 18-to w¦-
zªowego, zob. rys.(5.11). St¡d wektor Burgersa w obszarze rdzenia dyslokacji jest równy:

b =

√
2
2

a =
∫
C

D

Fpl−1 dx̂ = 2
1
2
x̂1 β̂xx + x̂2 β̂xx, (5.16)
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Rysunek 5.11: Zaªo»ony rozkªad dystorsji ¹ródªowych na kon�guracji aktualnej x.

Rysunek 5.12: Izolinie napr¦»e« wokóª prostoliniowej dyslokacji kraw¦dziowej dla
klasycznej teorii spr¦»ysto±ci i o±rodka izotropowego, za Hirth i Lothe (1982).

gdzie x̂1 i x̂2 oznaczaj¡ szeroko±ci odpowiednio elementów 27-mio i 18-to w¦zªowych na
linii ª¡cz¡cej p-kty �C� i �D�, zob. rys.(5.11). Utrzymuj¡c w mocy zaªo»enie o liniowym
rozkªadzie dystorsji sieci wzdªu» kraw¦dzi elementów pozostaje jeszcze wyznaczy¢ poªo-
»enia geometryczne w¦zªów siatki deformowanych plastycznie elementów sko«czonych tak
aby uzyska¢ wspomniany liniowy rozkªad dystorsji w kon�guracji odcia»onej x̂ . Do tego
celu skorzystamy ze wzorów (B.10) i (B.17) wyprowadzonych przez autora i podanych w
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zaª¡czniku B niniejszej pracy.
Na rys.(5.12) przedstawione s¡ izolinie napr¦»e« wokóª prostoliniowej dyslokacji kraw¦-

Rysunek 5.13: Rozkªady napr¦»e« wokóª dyslokacji kraw¦dziowej dla staªych sztywno±ci
2-go rz¦du zob. tab.(5.1).

dziowej, wyznaczone na podstawie liniowej teorii spr¦»ysto±ci, zob. Hirth i Lothe (1982).
W wielu przypadkach wyznaczone w ten sposób pole odksztaªce« i rozkªad napr¦»enia
w sieci krystalicznej z dostateczn¡ dokªadno±ci¡ (pomijaj¡c rdze« dyslokacji) opisuj¡ za-
chowanie si¦ struktury z defektami. Mo»emy porówna¢ je z rozkªadami napr¦»e« wy-

Rysunek 5.14: Rozkªady napr¦»e« wokóª dyslokacji kraw¦dziowej wyznaczone z
uwzgl¦dnieniem staªych spr¦»ysto±ci 3-go rz¦du, zob. tab.(5.2).

znaczonymi metod¡ elementów sko«czonych za pomoc¡ anizotropowej hiperspr¦»ysto±ci
i logarytmicznej miary odksztaªce«. Do oblicze« wykorzystano staªe spr¦»ysto±ci 2-go
rz¦du, zob. rys.(5.13) oraz staªe 3-go rz¦du, zob. rys.(5.14). Zastosowanie staªych 3-go
rz¦du powoduje spadek warto±ci maksymalnych napr¦»e« residualnych wokóª modelowa-
nej dyslokacji co jest energetycznie korzystne dla struktury przy czym charakter rozkªadu
napr¦»e« nie ulega zmianie. W porównaniu z klasycznym podej±ciem mo»na zauwa»y¢
wyra¹ni¡ asymetri¦ maksymalnych warto±ci napr¦»e« ±ciskaj¡cych i rozci¡gaj¡cych jak i
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obszar zasi¦gu tych napr¦»e« - dzi¦ki czemu jeste±my w stanie opisa¢ fenomen zmiany
objeto±ci materiaªu wokóª dyslokacji, zob. Hirth i Lothe (1982), Dªu»ewski i in. (2004).

5.3 Dyslokacja 60o w krysztale miedzi

Na podstawie rys.(5.7) mo»emy stwierdzi¢, »e w celu aktywacji po±lizgu dyslokacji kraw¦-
dziowej na kierunku <110> konieczne jest jednoczesne przesuni¦cie dwóch dodatkowych
póªpªaszczyzn atomowych (110) dyslokacji. Prosty eksperyment my±lowy polegaj¡cy na

Rysunek 5.15: Mechanizm dysocjacji dyslokacji w krysztaªach FCC , wg Cottrell (1953).

zast¡pieniu atomów le»¡cych w pªaszczyznach g¦stego upakowania ukªadem sztywnych
kul le»¡cych w poªo»eniach A i B, zob. rys.(5.15) sugeruje, »e ruch dyslokacji (wektor b1)
ªatwiejszy jest do zrealizowania je±li dyslokacj¦ kraw¦dziow¡ rozdzielimy na dwie dysloka-
cje cz¦±ciowe i ruch przeprowadzimy poprzez po±rednie pªo»enie C. Pierwsza z dyslokacji
ma wektor Burgersa b2 a druga b3. Mamy zatem do czynienia z dysocjacj¡ jednostkowej
dyslokacji kraw¦dziowej na dwie cz¡stkowe dyslokacje Shockleya, opisan¡ wzorem:

1
2
[110] =

1
6
[211] +

1
6
[121]. (5.17)

Stosuj¡c reguª¦ Franka (1949) wiemy, »e dyslokacja jednostkowa ma energi¦ proporcjo-
naln¡ do b12 = 12a2 podczas gdy suma energii dwu dyslokacji cz¡stkowych jest proporcjo-
nalna do b22 + b32 = 13a2. Rozszczepienie dyslokacji jest zatem korzystne pod wzgl¦dem
energetycznym. Ze wzgl¦du na fakt, »e wektory b2 i b3 nie s¡ wzajemnie prostopadªe,
dyslokacje cz¦±ciowe b¦d¡ si¦ odpycha¢ i powstanie pomi¦dzy nimi wst¦ga bª¦du uªo»enia
podnosz¡ca energi¦ caªkowit¡ struktury, co z kolei powoduje wzajemne przyci¡ganie si¦
dyslokacji cz¦±ciowych. W przypadku krysztaªów miedzi wzajemna równowaga siª dzia-
ªaj¡cych na dyslokacje cz¦±ciowe zachodzi gdy ich odlegªo±¢ od siebnie wynosi d0 ∼= 4
wektory Burgersa dyslokacji jednostkowej, zob. rys.(5.16). W celu modelowania dysloka-
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Rysunek 5.16: Dysocjacja dyslokacji kraw¦dziowej na dwie cz¡stkowe dyslokacje
Shockleya oddzielone bª¦dem uªo»enia, wg Seeger (1957).

cji 60o, obecnej w krysztale miedzi za pomoc¡ metody elementów sko«czonych konieczne
jest, podobnie jak w poprzednim podrozdziale, przyj¦cie do oblicze« odpowiedniej, krysta-
logra�cznej siatki elementów sko«czonych pozwalaj¡cej na dokonanie operacji �usuni¦cia�
póªpªaszczyzny elementów sko«czonych w celu modelowania skªadowej kraw¦dziowej oraz
przesuni¦cia elementów wzgl¦dem siebie koniecznego do modelowania skªadowej ±rubowej
dyslokacji Schockleya. Podziaª próbki na elementy sko«czone determinowany jest przez
geometryczne zale»no±ci opisuj¡ce wektor Burgersa dyslokacji, która w ortonormalnym
ukªadzie wspóªrz¦dnych o osiach [110][1̄11][11̄2] przyjmuje skªadowe:

1
6
[211] = x1 [110] + y1 [1̄11] + z1 [11̄2], (5.18)

oraz podobnie dla drugiej dyslokacji Schockleya
1
6
[121̄] = x2 [110] + y2 [1̄11] + z2 [11̄2]. (5.19)

Rozwi¡zaniem s¡ dwie trójki liczb:

[
1
4
, 0,
1
12
] oraz [1

4
, 0,− 1
12
], (5.20)

de�niuj¡ce skªadowe wektora Burgersa dyslokacji cz¦±ciowych w zadanym ukªadzie krysta-
logra�cznym. Aby zapewni¢ mo»liwo±¢ �sklejenia� siatki elementów sko«czonych konieczne
jest aby elementy sko«czone miaªy wymiary bed¡ce caªkowit¡ krotno±ci¡ skªadowych wek-
tora Burgersa dyslokacji Schockleya, a zatem:

√
2
4 ×
√
3 ×

√
6
12 staªej sieciowej krysztaªu
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Rysunek 5.17: Poªo»enia atomów w komórce translacji
√
2
2 ×
√
3×

√
6
2 staªej sieciowej, z

naniesionymi elementami o wymiarach
√
2
4 ×
√
3×

√
6
12 staªej sieciowej.

miedzi. Na rys.(5.18) przedstawiona jest krystalogra�czn¡ siatka elementów sko«czonych
w kon�guracji lagran»owskiej, któr¡ otrzymano usuwaj¡c dwie póªpªaszczyzny elementów
sko«czonych (o szeroko±ci

√
2
4 ka»da) odpowiadaj¡ce wielko±ci¡, skªadowym kraw¦dziowym

dyslokacji Schockleya. Dodatkowo obszar próbki pomi¦dzy usuni¦tymi elementami zostaª
przemieszczony wzgl¦dem pozostaªych elementów siatki na kierunku skªadowej ±rubowej
dyslokacji. Otrzymano w ten sposób podwójny uskok o warto±ci ±

√
6
12 staªej sieciowej -

charakterystyczny dla modelowanych dyslokacji Schockleya. Pozostaje teraz dobra¢ od-
powiednie warto±ci dystorsji ¹ródªowych koniecznych do zadania deformacji plastycznej
tak otrzymanej siatki elementów sko«czonych. W przypadku obu dysocjuj¡cych dyslokacji
Schockleya, skªadowa kraw¦dziowa dyslokacji ma wektor Burgersa równy:

b̂ 1x = b̂
2
x =
1
4
[110]. (5.21)

Podobnie jak w poprzednim przykªadzie, deformacj¦ plastyczn¡ elementów sko«czonych
modeluj¡c¡ skªadow¡ kraw¦dziow¡ dyslokcji generuje skªadowa β̂xx tensora dystorsji sieci.
Mo»emy zatem zapisa¢, »e deformacja plastyczna materiaªu z zaªo»onym polem dystor-
sji sieci odpowiada co do warto±ci skªadowej kraw¦dziowej wektora Burgersa dyslokacji
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Rysunek 5.18: Krystalogra�czna siatka elementów sko«czonych ukªadu dyslokacji
Schockleya w kon�guracji a) lagran»owskiej X, b) aktualnej x.

Schockleya i wynosi:
b̂ 1x = b̂

2
x =

∫
A

B

Fpl−1dx̂ =
√
2
4
a. (5.22)

Korzystaj¡c z zaªo»enia o liniowym rozkªadzie dystorsji sieci wzdªu» kraw¦dzi elementu,
powy»sz¡ caªk¦ mo»emy zamieni¢ na sum¦ pól dwóch trójk¡tów o podstawie równej szero-
ko±ci elementu sko«czonego i wysoko±ci równej warto±ci dystorsji β̂xx, zob rys.(5.19). Po
podstawieniu odpowiednich warto±ci otrzymujemy warto±¢ β̂xx = 1. Z rozwa»a« geome-
trycznych wynika, »e do wywoªania deformacji postaciowej przeciwnej do wyst¦puj¡cego
w siatce elementów sko«czonych uskoku na kierunku �z� konieczne jest zadanie niezerowej
warto±ci skªadowej dystorsji β̂xz, takiej aby speªniony byª warunek:

b̂ 1z = −b̂ 2z =
∫
A

B

Fpl−1dx̂ =
√
6
12
a. (5.23)

Po zamianie caªki na pole trójk¡ta i podstawieniu odpowiednich warto±ci, zob. rys.(5.19),
otrzymamy: √

6
12

a = 2
1
2

√
2
4

a β̂xz. (5.24)
Warto±¢ dystorsji ¹ródªowych wynosi wi¦c

√
3
3 . Taka warto±¢ dystorsji �przywraca� pier-

wotn¡ geometri¦ elementu sko«czonemgo. Rozkªad przestrzenny dystorsji plastycznych,
zarówno β̂xx jak i β̂xz pokazany jest na rys.(5.19). Sprawd¹my jeszcze czy speªnione s¡
warunki geometryczne, które powinny zachodzi¢ pomi¦dzy skªadowymi dyslokacji Schoc-
kleya:

b̂ 2x
b̂ 2z
= − b̂

3
x

b̂ 3z
=
β̂xx

β̂xz
. (5.25)

Po podstawieniu warto±ci skªadowych wektora Burgersa pojedy«czej dyslokacji Schockleya
oraz dystorsji sieci odpowiednio

√
2
4 , ± 12√6 oraz 1 i

√
3
3 otrzymamy, »e warunki geometryczne
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Rysunek 5.19: Zaªo»ony rozkªad dystorsji ¹ródªowych naniesiony na kon�guracj¦
lagran»owsk¡ X a) skªadowa kraw¦dziowa - β̂xx, b) skªadowa ±rubowa - β̂xz.

pomi¦dzy skªadowymi dyslokacji Schockleya s¡ speªnione. Warto±ci pozostaªych danych
materiaªowych jak, np. staªe sztywno±ci 2-go rz¦du przyj¦to identyczne z tymi w poprzed-
nim przykªadzie. Otrzymany w efekcie rozwi¡zania problemu brzegowego rozkªad napr¦»e«
wokóª dyslokacji Schockleya przedstawiony jest na rys.(5.20). Na rysunku (5.21) przed-

Rysunek 5.20: Rozkªad napr¦»e« residualnych wokóª dyslokacji Schockleya.

stawiono rozkªad gesto±ci dyslokacji α̂ααααααα . Skªadowe α̂xz obu dyslokacji, tak jak skªadowe
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kraw¦dziowe tych dyslokacji maj¡ te same warto±ci. Skªadowe α̂zz maj¡ znaki przeciwne,
co wynika ze zwrotów skªadowej ±rubowej ka»dej z dyslokacji Schockleya. Widoczny te»
jest uskok na siatce elementów sko«czonych odpowiadaj¡cy bª¦dowi uªo»enia pomi¦dzy
dyslokacjami.

Rysunek 5.21: Skªadowe tensora g¦sto±ci dyslokacji, skªadowa kraw¦dziowa α̂xz i
±rubowa α̂zz. Widoczny na rysunku obszar jest wycinkiem próbki ograniczonym do

okolic dyslokacji.

5.4 Okre±lanie koncentracji indu w studniach kwanto-

wych InxGa1−xN/GaN

Skªad chemiczny heterostruktury póªprzewodnikowej jest niezwykle wa»ny z punktu wi-
dzenia wªa±ciwo±ci �zycznych struktury a w przypadku póªprzewodników azotkowych jest
kluczem do wyja±nienia zjawiska fotoemisji, zob. Nakamura i Fazol (1997), Narukawa i
in. (1997), Singh i in. (1997), Mceluskey i in. (1998). W literaturze tematu znale¹¢ mo»na
opis wielu metod okre±lania skªadu chemicznego heterostruktury, zob. np. Ole± (1998), Ki-
sielowski i in. (1997), Gerthsen i in. (2000), Ruterana i in. (2002), Watanabe i in. (2003).
Spo±ród wielu technik, ze wzgl¦du na wysok¡ dokªadno±¢ pomiaru na wzmiank¦ zasªuguj¡
takie techniki, jak EDS - energorozdzielcza spektroskopia promieniowania RTG, EELS -
spektroskopia strat energii elektronów czy te» HAADF - metoda wysoko-k¡towych pier-
±cieni ciemnego pola, które jednak»e ograniczone s¡ wielko±ci¡ badanej próbki do obszarów
o wymiarach rzedu kilku nm. Inne stosowane techniki wykorzystuj¡, np. efekt powsta-
wania lokalnych ró»nic (wzorków) na wysokorozdzielczych obrazach mikroskopowych na
skutek dynamicznej interakcji pomi¦dzy ugi¦tymi wi¡zkami elektronów do których zali-
czy¢ mo»emy DFTEM - mikroskopi¦ ciemnego kontrastu, pozwalaj¡c¡ uchwyci¢ zmiany w
obrazie mikroskopowym przy przej±ciu pomi¦dzy warstwami o ró»nym skªadzie chemicz-
nym. Problem spr¦»ystej relaksacji heterostruktury byª przedmiotem studiów analitycz-
nych, np. Gibbson i in. (1985), Treacy i Gibbson (1986) oraz analizy numerycznej metod¡
elementów sko«czonych, np. Tillmann i in. (2000), Kret i in. (2003). W tym przykªa-
dzie przeprowadzona zostanie analiza numeryczna spr¦»ystej relaksacji heterostruktury
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epitaksjalnej InGaN/GaN celem porównania otrzymanych wyników z obrazami ekspery-
mentalnymi HRTEM.
Dzi¦ki wzgl¦dnej prostocie pomiaru i braku szczególnych wymaga« co do jako±ci obrazu

Rysunek 5.22: Obraz HRTEM studni kwantowych InxGa1−xN (zaznaczone strzaªkami) w
próbce MOCVD GaN. Dzi¦ki uprzejmo±ci dr S. Kreta, IFPAN.

mikroskopowego du»¡ popularno±¢ zdobyªa metoda okre±lania skªadu chemicznego ukªa-
dów trójskªadnikowych na podstawie pomiarów tetragonalnych dystorsji sieci krystalicz-
nej. Metoda ta polega na wyznaczeniu poªo»e« kolumn atomowych (lub przestrzeni mi¦-
dzyatomowych - zale»nie od warunków obrazowania - normalny lub odwrócony kontrast)
na obrazie mikroskopowym i na podstawie zmian odlegªo±ci miedzyatomowych okre±la
si¦ dwuwymiarow¡ map¦ odksztaªce« sieci, de�niuj¡c¡ skªad chemiczny krysztaªu. Wy-
korzystuje si¦ zwykle w tym celu gotowe ±rodowiska obliczeniowe, np. OPTIMAS (1999)
z zaimplementowanymi algorytmami poszukiwania poªo»e« kolumn atomowych na wyso-
korozdzielczych obrazach mikroskopowych, zob. np. metoda peak-�nding , zob. Bierwolf i
in. (1993). Wykorzystuj¡c t¦ metod¦ mo»liwe jest wyznaczenie skªadu chemicznego prak-
tycznie na dowolnym elektronowym mikroskopie transmisyjnym bez konieczno±ci przysto-
sowywania mikroskopu do wykonywania specjalnych obrazów HRTEM, co jest konieczne
przy stosowaniu innych metod. Dodatkowo atutem tej metody jest niewielka wra»liwo±¢
na zaszumienie obrazu nieodª¡cznie towarzysz¡ce obrazom wysokiej rozdzielczo±ci, które
cz¦sto powoduje, »e nie mo»emy wykorzysta¢ innej metody badania skªadu chemicznego
struktury. Jest to du»a zaleta tej metody, st¡d jej powszechne wykorzystywanie w wielu
laboratoriach na caªym ±wiecie. Mierz¡c bezpo±rednio na obrazie mikroskopowym lokalne
zmiany odlegªo±ci pomi¦dzy kolumnami atomowymi (a − aref ) wyznaczamy, u±rednion¡
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po grubo±ci próbki, map¦ odksztaªce« wzgl¦dnych sieci krystalicznej, odniesionych do
arbitralnie wybranej sieci referencyjnej aref :

ε =
a− aref
aref

. (5.26)
Znaj¡c warto±ci parametrów materiaªowych skªadników bazowych AC i BC mo»emy wy-

Rysunek 5.23: Odksztaªcenia sieci εzz [0001], wyznaczone dla obszaru na rys.(5.22).
Wyra¹nie widoczne kolorowe studnie kwantowe z lokalnymi koncentracjami In. W tle

widoczny czarno-biaªy obraz HRTEM. Dzi¦ki uprzejmo±ci dr S. Kreta, IFPAN.

znaczy¢ paramtery materiaªowe ukªadu trójskªadnikowego pierwiastków AxB1−xC. Wyko-
rzystujemy w tym celu liniowe prawo Vegarda, zakªadaj¡ce:

aAxB1−xC = aAC + x(aBC − aAC), (5.27)
gdzie a oznacza dowolny parametr materiaªowy np. staªa sieciowa, wspóªczynniki sztyw-
no±ci a x ∈ (0, 1) oznacza udziaª jednego ze skªadników ukladu. Dysponuj¡c zmierzonym
rozkªadem odksztaªce« sieci krystalicznej np. εzz, zob. rys.(5.23) oraz znaj¡c parametry
materiaªowe krysztaªu odniesienia mo»liwe jest okre±lenie skªadu chemicznego w hetero-
strukturze na podstawie wzoru:

x =
εzzaref
a− aref

, (5.28)
gdzie aAC oznacza staª¡ sieci materiaªu referencyjnego. Dokªadno±¢ metody zale»y od
wielu czynników, np: geometrii próbki (grubo±¢ próbki, zmiany grubo±ci zwi¡zane z pro-
cesem preparacji próbki), parametrów materiaªowych krysztaªu (staªych sztywno±ci), kie-
runku pomiaru odksztaªce« sieci i wielu innych. Poniewa» odksztaªcenia sieci wyzna-
czane s¡ w oparciu o obszar referencyjny sieci, wi¦c jego poprawny wybór na obrazie
HRTEM ma podstawowe znaczenie dla dokªadno±ci wyników. W celu zwi¦kszenia precyzji
metody nale»y uwzgl¦dni¢ wpªyw efektów towarzysz¡cych relaksowanu si¦ niejednorod-
nej próbki podczas procesu przygotowania jej do obrazowania w mikroskopie elektrono-
wym. Przykªadem takiej analizy jest oznaczenie skªadu chemicznego w studniach kwan-
towych CdTe/ZnTe czy te» MnTe/CdTe, badanie procesu dyfuzji na interfejsie ukªadów
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ZnxCd1−xSe/ZnSe czy studni kwantowych CdxMn1−xTe/CdTe, zob. Ruterana i in. (2003).
W okresie ostatniej dekady przedmiotem intensywnych bada« staªy sie póªprzewodniki na
bazie zwi¡zków azotu, w szczególno±ci GaN, InN oraz AlN. Z wymienionymi zwi¡zkami
azotu krystalizuj¡cymi w ukªadzie heksagonalnym wi¡zane s¡ wielkie nadzieje w przemy±le
optoelektronicznym. Ju» dzi±, na bazie wielokrotnych studni kwantowych InxGa1−xN/GaN
budowane s¡ diody i lasery o barwie niebieskiej pracuj¡ce w temperaturze pokojowej. Na
razie lasery takie maj¡ nisk¡ sprawno±¢ i trwaªo±¢, ale trwaj¡ intensywne badania wspo-
mnianych struktur maj¡ce na celu wyja±nienie procesów rz¡dz¡cych fotoemisj¡. Przepro-
wadzone dotychczas badania ww. struktur dowodz¡ istnienia w studniach kwantowych
obszarów silnej koncentracji indu, dochodz¡cej do 80% o wymiarach rz¦du 1÷5 nm, pod-
czas gdy nominalna koncentracja In w studni kwantowej wynikaj¡ca z warunków wzrostu
epitaksjalnego wynosi 10-20%. Wydzielenia indu, zachowuj¡ si¦ jak kropki kwantowe i
wedªug wielu badaczy odpowiedzialne s¡ za doskonaªe parametry optoelektroniczne urz¡-
dze« zbudowanych na ich bazie, zob. Narukawa i in. (1997). Efektywno±¢ ±wiecenia studni
kwantowych stoi bowiem w sprzeczno±ci z wysokim stopniem zdefektowania struktury
(wzrost na sza�rze Al2O3) si¦gaj¡cym 108 − 1010m−2, który zwykle obni»a sprawno±¢
±wiecenia. Natura i sposób tworzenia si¦ tych wydziele« jest jak na razie nierostrzygnieta.
Cz¦±¢ bada« eksperymentalnych wi¡»e proces tworzenia si¦ wydziele« indu z procesem
wzrostu, zob. Singh i in. (1997) podczas gdy inni twierdz¡, »e segregacja indu nast¦puje
podczas wygrzewanie i normalizacji próbki, zob. Mceluskey i in. (1998). W celu zrozumie-
nia mechanizmu rz¡dz¡cego tworzeniem si¦ obszarów aktywnych optycznie w studniach
kwantowych InxGa1−xN/GaN konieczne jest precyzyjne ustalenie koncentracji indu w wy-
dzieleniach i ich geometrii. Wykorzystana zostanie do tego celu analiza skªadu chemicznego
na podstawie pomiarów odksztaªce« sieci na wysokorozdzielczych obrazach mikroskopo-
wych wraz z modelowaniem spr¦»ystego procesu relaksacji heterostruktur epitaksjalnych.
Podczas procesu przygotowania próbki do bada« mikroskopowych TEM polegaj¡cego

Rysunek 5.24: Przyj¦ty do oblicze« model geometrii wydzielenia wraz z koncentracj¡
indu - x w studni kwantowej.
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pocz¡tkowo na mechanicznym a nast¦pnie jonowym ±cienianie próbki, obecno±¢ obszarów
o wysokiej koncentracji indu powoduje siln¡ lokaln¡ relaksacj¦ struktury. Wynika to ze
znacznej ró¹nicy w staªych sieciowych skªadników heterostruktury, zob. tab.(5.3). Zjawi-
sko to ma szczególne znaczenie w przypadku cienkich folli lub wydziele« znajduj¡cych si¦
tu» przy powierzchi próbki. Spr¦»ysta relaksacja struktury skutkuje zakrzywieniem ko-
lumn atomowych wokóª wydziele« indu obserwowanych na obrazie HRTEM . Aby zbada¢

a c c11 c12 c13 c33 c45
GaN 5.185 3.189 374.2 141.4 98.1 388.6 98.3
InN 5.72 3.52 223.0 115.0 92.0 224.0 48.0

Tablica 5.3: Parametry materiaªowe heksagonalnych krysztaªów GaN i InN, staªe
sieciowe ( 
A) i staªe sztywno±ci (GPa), wg Reeber i Wang (2001).

wpªyw efektów relaksacji w ciekich foliach (próbki mikroskopowe) wykorzystany zostaª
aparat nieliniowej anizotropowej spr¦»ysto±ci poª¡czony z metod¡ elementów sko«czo-
nych i symulacj¡ obrazów HRTEM . Porównuj¡c obrazy struktury otrzymane na drodze
symulacji numerycznej procesu spr¦»ystej relaksacji materiaªu wokóª wydziele« indu z rze-
czywistym obrazem mikroskopowym struktury mo»emy wyznaczy¢ poprawk¦ koryguj¡c¡
skªad chemiczny wyznaczony za pomoc¡ metody pomiaru na podstawie odksztaªce« sieci.
Analiz¦ dwuwymiarowego procesu relaksacji w studniach kwantowych InxGa1−xN/GaN
mo»na znale¹¢ w pracy Ruterana i in. (2002) w której zaªo»ony skªad chemiczny poszcze-
gólnych obszarów heterostruktury, tj. bariery GaN, studni kwantowej InxGa1−xN, wydzie-
lenia InyGa1−yN (y>x) jest staªy. Tak przyj¦ty model obliczeniowy prowadzi w efekcie do
wzorów empirycznych na koncentracj¦ indu jako funkcji zmierzonych odksztaªce« sieci
wyznaczonych na bazie obrazów HRTEM:

x[%] = 650 εzz dla próbek MOCVD, (5.29)
x[%] = 720 εzz dla próbek MBE, (5.30)

gdzie x oznacza koncentracj¦ indu a εzz - odksztaªcenie sieci na kierunku [0001]. Wybór
odksztaªce« sieci na kierunku [0001] do wyznaczenia skªadu chemicznego nie jest przy-
padkowy, gdy» na podstawie wielu pomiarów porównawczych okazaªo si¦, »e odksztaª-
cenia sieci na tym kierunku najdokªadniej oddaj¡ charakter zmian skªadu chemicznego
struktury. W przypadku struktury widocznej na rys.(5.22) mo»na stwierdzi¢ »e typowa
koncentacja indu w wydzieleniu wynosi ok. 20%, podczas gdy maksymalna koncentacja
w wydzieleniach wynosi ok. 40%, zob. rys.(5.23) i por. (5.28). Analizuj¡c wst¦pne wyniki
symulacji procesu relaksacji heterostruktury i porównuj¡c je do wyników eksperymental-
nych, mo»na stwierdzi¢, »e wspomniany model jest nieodpowiedni ze wzgl¦du zani»on¡
koncentracj¦ indu w wydzieleniach. Pomin¦cie efektu peªnego zakrzywienia si¦ kolumn ato-
mowych wokóª wydziele« jak i zmienno±¢ skªadu chemicznego skutkuje niedoszacowaniem
koncentracji indu wyznaczonego na podstawie (5.29) i (5.29). Aby zbada¢ wpªyw przyje-
tych uproszcze« na wyniki oblicze« przeprowadzona zostaªa symulacja trójwymiarowego
(3D) modelu wydzielenia indu w studni kwantowej uwzgl¦dniaj¡cego efekty nieliniowej
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Rysunek 5.25: Zaªo»ony model wydzielenia - poszczególne kolory oznaczaj¡ ró»n¡
koncentracj¦ indu, zob. rys.5.24.

Rysunek 5.26: Przemieszczenia sieci (powi¦kszone x10) w zrelaksowanej próbce z
kulistym wydzieleniem In w studni kwantowej InxGa1−xN/GaN wg modelu z Rys.5.25.
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spr¦»ystej relaksacji jak i wpªyw zmiennego skªadu chemicznego struktury. Na podstawie
analizy wyników uzyskanych za pomoc¡ modelu 2D ustalona zostaªa wyj±ciowa geome-
tria i skªad chemiczny studni kwantowej InxGa1−xN/GaN z pojedy«czym, sferycznym
wydzieleniem indu, która przedstawiony jest na rys.(5.24). Wymiary próbki przyj¦tej do
oblicze« wynosz¡ 14×14×8 nm, podczas gdy grubo±¢ studni kwantowej wynosi 9 staªych
sieciowych �c� krysztaªu GaN, por. tab.(5.3). Do oblicze« obszar próbki podzielony zostaª
na 8-mio w¦zªowe elementy sko«czone. Wymiar pojedy«czego elementu sko«czonego jest
caªkowit¡ krotno±ci¡ staªej sieciowej struktury referencyjnej - krysztaªu GaN. Zapewnia
to zgodno±¢ poªo»e« w¦zªów siatki MES z rzeczywistymi poªo»eniami atomów tworz¡-
cymi struktur¦ krystaliczn¡. W obszarze studni kwantowej zastosowano g¦stszy podziaª
na elementy maj¡cy na celu mo»liwie dokªadne odwzorowanie kulistego ksztaªtu wydzie-
lenia jak i zaªo»onego zmiennego skªadu chemicznego wydzielenia i studni kwantowej. W
tym celu obszar próbki podzielono na 9 podobszarów odpowiadaj¡cych ró»nej koncentra-
cji indu. Podziaªu próbki na elementy sko«czone wraz z zaªo»onym skªadem chemicznym
przedstawia rys.(5.25). Dzi¦ki symetrii tak przyj¦tego modelu mo»liwe byªo przeprowa-

Rysunek 5.27: Napr¦»enia residualne w zrelaksowanej próbce z kulistym wydzieleniem w
studni kwantowej. Skªad chemiczny i wymiary wg rys.5.25.

dzenie oblicze« jedynie na 18 -mej cz¦±ci próbki, wprowadzaj¡c na pªaszczyznach symetrii
odpowiednie warunki brzegowe. Dodatkowo, w celu symulacji periodyczno±ci struktury na
zewn¦trznych powierzchniach próbki, prostopadªych do kierunku [11̄00] wprowadzone zo-
staªy warunki brzegowe typu MPC. Pozostaªe powierzchnie zewn¦trzne próbki (prostopa-
dªe do kierunku wi¡zki elektronowej - [112̄0] oraz kierunku swobodnego wzrostu warstwy -
[0001]) pozostaªy powierzchniami swobodnymi. Dane materiaªowe dla poszczególnych ob-
szarów, wyznaczone zostaªy przy u»yciu prawa Vegarda, zob. (5.27) na podstawie danych
z tab.(5.3). W efekcie symulacji numerycznej otrzymujemy rozkªad napr¦»e« residualnych
i przemieszcze« w¦zªowych w zrelaksowanej strukturze, zob. rys.(5.26). Przemieszczenia
w¦zªów siatki MES w dalszym etapie oblicze« przypisane s¡ do odpowiadaj¡cej im su-
perkomórki krysztaªu. Dla atomów le»¡cych pomi¦dzy w¦zªami siatki MES wyznaczane
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jest u±rednione poªo»enie na podstawie przemieszcze« s¡siednich w¦zªów, korzystaj¡c z
hipotezy Cauchy'ego-Borna, zob. Born i Huang (1956), Ericksen (1984), Tadmor i in.
(1996). Koncentracja indu w strukturze zamieniana jest na prawdopodobie«stwo wyst¡-
pienia atomu In lub Ga w strukturze superkomórki i stosowana jest zamiast klasycznego
wspóªczynnika obsadzenia. Symulowany obraz HRTEM otrzymujemy korzystaj¡c z po-
mocy pakietu obliczeniowego EMS, zob. Stadelmann (1987), wykorzystuj¡cego metod¦
fal Blocha. Parametry obrazowania przyj¦te do symulacji odpowiadaªy parametrom mi-

Rysunek 5.28: Symulowane obrazy HRTEM kulistych wydziele« In w studniach
kwantowych InxGa1−xN/GaN dla parametru rozogniskowania δ = 0, 40, 80 nm.

kroskopu �Topcon 0002B� pracuj¡cemu przy napi¦ciu 200 kV, tj:
• wspóªczynnik abberacji sferycznej Cs = 0.5 nm,
• zbie»no±¢ wi¡zki α = 0.8 mrad,
• rozkªad rozogniskowania Ds = 8 nm,
• apertura obiektywu A = 12 nm−1.

U»yteczne obrazy do pomiarów odksztaªce« sieci za pomoc¡ procedur peak �nding otrzy-
mane zostaªy dla parametrów rozogniskowania (defocus) w zakresach δ = 5-15 nm dla
kontrastu normalnego oraz δ = 55-70 nm dla kontastu odwróconego. Przykªadowe symu-
lowane obrazy HRTEM modelowanej struktury przedstawione s¡ na Rys.5.28. Porównuj¡c
obraz struktury uzyskany na drodze symulacji numerycznej z eksperymentalnym obra-
zem HRTEM dochodzimy do wniosku, »e zaªo»ona wst¦pnie koncentracja indu w badanej
strukturze jest niedostateczna aby wywoªa¢ widoczne na obrazach eksperymentalnych
odksztaªcenia sieci. Odksztaªcenia sieci dla symulowanej struktury s¡ znacz¡co ni»sze w
porównaniu z tymi z obrazów experymentalnych. Zwi¦kszenie udziaªu indu w skªadzie
chemicznym wydzielenia do poziomu 80%, a w niektórych przypadkach nawet do 100%,
zob. rys.(5.23), przy jednoczesnym zwi¦kszeniu ±rednicy wydzielenia, por. rys.(5.29), jest
konieczne dla osi¡gni¦cia zgodno±ci pomi¦dzy wynikami numerycznymi a eksperymentem.
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Rysunek 5.29: Geometria i koncentracja In w wydzieleniu daj¡ca na symulowanych
obrazach HRTEM odksztaªcenia sieci porównywalne z eksperymentem.

Model wydzielenia indu z koncentracj¡ indu na poziomie 80% daje w wyniku odksztaªce-
nia sieci porównywalne z typowymi wynikami odksztaªce« sieci wyliczonymi na podsta-
wie eksperymentalnego obrazu HRTEM. Na podstawie porównania warto±ci i rozkªadu
odksztaªce« sieci na symulowanych obrazach heterostruktury z jej rzeczywistym obrazem
mo»emy stwierdzi¢, »e typowe wydzielenie indu ma koncentracj¦ ok. 80% i ±rednic¦ ok.
3-4 nm, por. rys.(5.30). Warto zwróci¢ uwag¦ na ró»nic¦ pomi¦dzy odksztaªceniem sieci
wyliczonym bezpo±rednio z przemieszcze« w¦zªowych zrelaksowanej siatki MES oraz z sy-
mulowanego obrazu HRTEM, zob. rys.(5.30). Symulowany obraz mikroskopowy wyliczony
zostaª na podstawie przemieszcze« sieci MES, a ró»nica pomi¦dzy nimi powstaªa podczas
samego procesu symulacji obrazu HRTEM. Zaªo»enie parametrów obrazowania odpowia-
daj¡cych rzeczywistemu mikroskopowi, a odzwierciedlaj¡cych bªedy jego wykonania s¡
powodem powstania przekªama« obrazu struktury.

5.5 Dyskusja otrzymanych wyników

Przedstawiony w poprzednich rozdziaªach algorytm pozwala na obliczanie napr¦»e« w he-
terostrukturach krystalicznych. Przy wyznaczaniu kon�guracji równowagowej struktury
brana jest pod uwag¦ nieliniowo±¢ geometryczna oraz �zyczna krysztaªu. Ze wzgl¦du na
specy�k¦ wªa±ciwo±ci mechanicznych krysztaªu niezwykle wa»ne jest uj¦cie anizotropii
spr¦»ystej charakterystycznej dla krysztaªów, poprzez przyj¦cie odpowiedniej postaci ma-
cierzy reprezentacji tensora sztywno±ci c. Ró»nice w staªych sieciowych dla poszczególnych
warstw materiaªu w prezentowanym modelu zadawane s¡ bezpo±rednio, z pomini¦ciem
szeroko stosowanych w literaturze wspóªczynników rozszerzalno±ci temperaturowej krysz-
taªów, por. Kret i in. (1999), Tillmann i in. (2000). Otwiera to mo»liwo±ci dalszego rozwoju
algorytmu o analiz¦ i uwzgl¦dnienie wpªywu na heterostruktur¦ zmian temperatury wy-
st¦puj¡cych w procesie jej hodowli. Otrzymane wyniki stanowi¡ kontynualne przybli»enie
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Rysunek 5.30: Odksztaªcenia sieci: a) struktury rzeczywistej, b) symulowany na
podstawie zrelaksowanej siatki MES, c) na podstawie symulacji obrazu HRTEM.

±cisªego rozwi¡zania dla samonapr¦»onych heterostruktur epitaksjalnych. Krytycznym pa-
rametrem przedstawionych oblicze« jest zaªo»ony rozkªad przestrzenny skªadników struk-
tury, oparty na przesªankach technologicznych. W pierwszym z przedstawionych przy-
kªadów numerycznych wyznaczony zostaª na podstawie poªo»e« dyslokacji niedopasowa-
nia i odpowiada w przybli»eniu interfejsowi heterostruktury. Ze wzgl¦du na tak przyjete
uproszczenie nie mo»e on by¢ uznany za pomiar ostateczny. Aby uzyska¢ mo»liwie bliski
rzeczywistemu rozkªad materiaªu w próbce nale»aªoby przeprowadzi¢ dªugotrwaª¡ proce-
dur¦ optymalizacji rozkªadu skªadników struktury ze wzgl¦du na napr¦»enia residualne.
Id¡c krok dalej, w oparciu o hipotez¦ Cauchy - Borna przedstawione wyniki kontynualne
mo»na wykorzysta¢ jako wst¦pn¡, przybli»on¡ kon�guracj¦ struktury z defektami dla dal-
szych oblicze« metodami dyskretnymi, które pozwoliªyby uzyska¢ znacznie dokªadniejsze
wyniki w obr¦bie rdzeni dyslokacji. Mo»emy to uzyska¢ przyjmuj¡c, »e atomy krysztaªu
�zwi¡zane� s¡ sztywno z w¦zªami elementu sko«czonego (s¡ w nim �zamro»one�) i tak
samo jak elemenent kontynualny deformuj¡ si¦. Konieczny jest wi¦c odpowiednio przy-
j¦ty podziaª na elementy sko«czone pozwalajacy na podstawie przemieszcze« w¦zªowych
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siatki elementów sko«czonych wyznaczy¢ dyskretne poªo»enia atomów w zdeformowanej
obecno±ci¡ dyslokacji strukturze, zob. rys. (5.9) i (5.17) a nast¦pnie wykorzystuj¡c je jako
dane wej±ciowe do modelowania struktury statyk¡/dynamik¡ molekularn¡ czy te» symulo-
wania obrazów HRTEM. Uzyskujemy w ten sposób mo»liwo±¢ wery�kacji eksperymental-
nej otrzymanych wyników numerycznych. W przypadku trójwymiarowej analizy defektów
sieci na interfejsie heterostruktury, za pomoc¡ przedstawionego algorytmu mo»liwe byªo
uwzgl¦dnienie wpªywu skªadowych ±rubowych dyslokacji na kon�guracj¦ równowagow¡
struktury i poziom napr¦»e« residualnych, por. Dªu»ewski i in. (2002b), Dªu»ewski i in.
(2004). Podobnie jak w cytowanej pracy, ze wzgl¦du na wysokie gradienty przemieszcze«
w okolicy defektów otrzymane wyniki dla napr¦»e« charakteryzuj¡ si¦ bardzo wysokim
ich poziomem, rz¦du kilku GPa. Dzi¦ki wykorzystaniu przedstawionego modelu do ana-
lizy odksztaªce« supersieci mo»liwa jest ocena skªadu chemicznego tych»e struktur. Dzi¦ki
uzupeªnieniu algorytmu o model oddziaªywa« piezoelektrycznych mo»liwe s¡ równie» ob-
liczenia zmian struktury pasmowej heterostruktur wykorzystywanych w optoelektronice,
zob. Jurczak i in. (2005).
Przy badaniu wpªywu efektów relaksacji cienkiej folii (próbki) mikroskopowej na kon�gu-
racj¦ równowagow¡ sieci zastosowano opisany model anizotropowej, nieliniowej relaksacji
spr¦»ystej krysztaªu. Przemieszczenia w¦zªów siatki elementów sko«czonych przypisane
zostaªy atomom idealnej struktury krystalicznej GaN a koncentracja indu przeliczona zo-
staªa na prawdopodobie«stwo wyst¡pienie atomu indu lub galu. Dzi¦ki obliczeniom prze-
prowadzonym metod¡ elementów sko«czonych dla trójwymiarowego, kulistego wydziele-
nia indu w studni kwantowej GaN otrzymali±my rozkªad �hipotetycznych� przemieszcze«
atomów zaªo»onej struktury krystalicznej. Tak uzyskana kon�guracja struktury pozwala
odtworzy¢ obraz HRTEM heterostruktury. Na podstawie porównania odksztaªce« sieci
eksperymentalnego i symulowanego obrazu mikroskopowego mo»emy zwery�kowa¢ ocen¦
skªadu chemicznego oraz poprawi¢ dokªadno±¢ w porównaniu z metodami opartymi np. o
kombinacj¦ HRTEM i interferometrii optycznej. Porównuj¡c otrzymane wyniki oblicze«
trójwymiarowych struktur z podobnymi symulacjami 2D tych»e samych struktur, zob.
Ruterana i in. (2002), mo»emy zauwa»y¢ podobie«stwa jako±ciowe dotycz¡ce odksztaªce«
sieci krystalicznej. W obu przypadkach mamy do czynienia ze ±ciskaniem struktury w
obr¦bie studni kwantowej charakteryzuj¡cej si¦ wysok¡ koncentracj¡ indu i lokalnym roz-
ci¡ganiem obszarów na granicy studnia - bariera. Jakkolwiek nale»y tu podkre±li¢ znaczne
ró»nice w otrzymanych warto±ciach odksztaªce« sieci. Warto±ci odksztaªce« sieci s¡ znacz-
nie ni»sze w przypadku symulacji w peªni trójwymiarowych obiektów przestrzennych ja-
kimi s¡ wydzielenia indu (w przypadku symulacji 2D wydzielenie odpowiada geometri¡
walcowi a nie kuli czy elipsoidzie). Jest to spowodowane faktem uj¦cia peªnej geometrii
obszaru wzbogaconego indem oraz kompletnym opisem procesu relaksacji takiego obiektu.
Na podstawie analizy wyników symulacji 2D oparto przypuszczenie liniowej zale»no±ci po-
mi¦dzy koncentracj¡ indu a lokalnym poziomem odksztaªcenia sieci, zob. równ. 5.28. Na
podstawie przedstawionej zale»no±ci koncentracja indu dla odksztaªcenia sieci εzz = 0.03
wynosi 20% podczas gdy podobne warto±ci odksztaªce« sieci wyznaczane s¡ dla trójwy-
miarowego modelu kropki z 80% koncentracj¡ indu, por. rys. 5.30c. Na tej podstawie
oczywistym jest, »e dwuwymiarowy model wydzielenia indu w studni kwantowej nie opi-
suje w peªni analizowanego zjawiska czego efektem jest otrzymanie poszukiwanego skªadu
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chemicznego obarczonego znacznym bª¦dem. W celu poprawy dokªadno±ci prezentowanej
metody analizy skªadu chemicznego nale»y dokªadnie ustali¢ grubo±¢ folii, gdy» parametr
ten ma decyduj¡cy wpªyw na dokªadno±¢ uzyskiwanych wyników. Przedstawiona me-
toda pozwala uzyska¢ informacj¦ na temat skªadu chemicznego bardzo cienkich próbek,
porównywaln¡ z wymiarem wydziele« i cz¦±ciowo rozwi¡zuje problemy podczas interpre-
tacji obrazów HRTEM. Powa»nym problemem wpªywaj¡cym na dokªadno±¢ oblicze« jest
wyst¦puj¡cy w procesie przygotowywania danych wej±ciowych brak dokªadnych narz¦dzi
analizy skªadu chemicznego heterostruktury na podstawie wyników eksperymentalnych.
Dodatkowym ograniczeniem jest brak peªnej, trójwymiarowej informacji o strukturze. Do-
st¦pne dzi± wyniki eksperymentalne (obrazy HRTEM) ograniczaj¡ si¦ jedynie do dwóch
wymiarów a rozwi¡zanie tego problemu przy obecnym poziomie zaawansowania technik
badawczych jest praktycznie niemo»liwe. W przypadku struktur z defektami prezento-
wana metoda stanowi¢ mo»e doskonaªe narz¦dzie uzupeªniaj¡ce metody dyskretne obli-
cze« struktur krystalicznych dostarczaj¡c �wst¦pnej� informacji o kon�guracji równowa-
gowej atomów przy jednoczesnym zachowaniu akceptowalnej dokªadno±ci poza rdzeniami
defektów.

Prezentowany algorytm obliczeniowy zastosowany do oblicze« napr¦»e« residualnych
w zdefektowanych strukturach krystalicznych zapewnia uzyskanie zbie»no±ci rozwi¡zania
(δ = 10−16, zob. (4.12)) ju» po ok. 6-8 iteracjach metod¡ NR, przy czym po przekroczeniu
tolerancji rz¦du 10−6 zmiany kon�guracji jak i napr¦»e« residualnych s¡ ju» niezauwa»alne.
Liczba iteracji i czas oblicze« zale»¡ ±ci±le od przyj¦tego schematu rozwi¡zania - metod¡
NR, zmody�kowan¡ metod¡ NR lub te» kombinacj¡ obu tych metod. W przypadku sto-
sowania zmody�kowanej metody NR w celu osi¡gni¦cia po»¡danej zbie»no±ci, konieczne
jest przeprowadzenie wi¦kszej, ni» wymieniona wy»ej, liczby iteracji. Warto tu nadmie-
ni¢, i» z do±wiadczenia autora wynika, »e zmody�kowana metoda NR nie we wszystkich
wypadkach jest u»yteczna. Ponadto jej stosowanie wymaga rozwagi, gdy» w przypadku
znacz¡cych zmian kon�guracji ciaªa metoda ta nie prowadzi do rozwi¡zania problemu.
Zastosowanie podczas oblicze« przybli»onej macierzy stycznej nie wpªyn¦ªo w istotny
sposób na przebieg procesu iteracji. Liczba iteracji koniecznych do uzyskania zbie»no±ci
w obu przypadkach jest podobna. Podczas wielu oblicze« testowych okazywaªo si¦ wr¦cz,
»e pochodna wyznaczona w sposób ±cisªy powoduje pogorszenie si¦ procesu zbie»no±ci -
dotyczy to szybkozmiennego czªonu ∂∇N

∂a w (4.13), który byª gªównym ¹ródªem zaburze«.
Wspomniane tu znaczne zmiany kon�guracji ciaªa (zob. dyslokacje w krysztale miedzi -
deformacja cz¦±ci elementów wynosi 33%) stanowi¡ powa»ny problem podczas oblicze«.
W wielu przypadkach konieczny jest podziaª procesu oblicze« na dwa etapy - obliczenia
kon�guracji wstepnej (deformacja rz¦du 50-70% deformacji docelowej), a nast¦pnie start
z tak obliczonej kon�guracji do kon�guracji docelowej.
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Podsumowanie

W ramach niniejszej pracy opracowany zostaª nowy algorytm numeryczny oparty na
aparacie nieliniowej anizotropowej hiperspr¦»ysto±ci i metodzie elementów sko«czonych
pozwalaj¡cy wyznacza¢ ko�guracj¦ równowagow¡ i napr¦»enia residualne w heterostruk-
turach krystalicznych, a po uwzgl¦dnieniu oddziaªywa« termodynamicznych równie» w
heterostrukturach z defektami. Model anizotropowej hiperspr¦»ysto±ci bazuje na uogól-
nionej mierze odksztaªcenia pozwalaj¡c w ten sposób uwzgl¦dni¢ w obliczeniach nielinio-
wo±¢ geometryczn¡ materiaªu. Dobór parameteru miary odksztaªcenia pozwala uzyska¢
wymagany w danym przypadku stopie« nieliniowo±ci. Dzi¦ki temu, mo»liwe jest dopaso-
wanie modelu do �zyki zjawiska co z punktu widzenia oblicze« struktur krystalicznych
jest niezwykle istotne, gdy» stopie« ich nieliniowo±ci mo»e by¢ istotnie ró»ny. Nieliniowo±¢
�zyczna uwzgl¦dniana jest poprzez u»ycie staªych sztywno±ci rz¦dów wy»szych ni» drugi.
Anizotropia wªa±ciwo±ci spr¦»ystych krysztaªu uj¦ta jest poprzez przyj¦cie odpowiedniej
dla danego krysztaªu postaci reprezentacji tensorów sztywno±ci. Algorytm metody ele-
mentów sko«czonych oparty jest na caªkowaniu równania równowagi w kon�guracji ak-
tualnej. Opracowany algorytm wykorzystany zostaª praktycznie na potrzeby projektów
badawczych:

• MRTN-CT-2004-005583 Interfacial Phenomena at Atomic Resolution and multiscale
properties of novel III-V Semiconductors (PARSEM),

• KBN 7 T07A 015 17Wykorzystanie logarytmicznej miary odksztaªcenia w hiperspr¦-
»ystej anizotropii materiaªów. Termodynamika, równania konstytutywne i kompute-
rowa symulacja metod¡ elementów sko«czonych,

• KBN PBZ-KBN-096/T08/2003 Technologia wytwarzania wyrobów z metali i stopów
o strukturze nanometrycznej,

• KBN T11F 00 825 Model numeryczny azotkowych struktur kwantowych do badania
sprz¦»onych wªasno±ci elastycznych i optycznych,

• KBN 8 T07A 010 26 Wpªyw warunków wzrostu epitaksjalnego na samonapr¦»enia,
p¦kanie i formowanie si¦ kropek kwantowych w warstwach azotkowych.



Spis rysunków 97

Dzi¦ki oryginalno±ci zastosowanej metody oraz mo»liwo±ci aplikacji przy analizie wielu
problemów mo»liwe staªo si¦ nawi¡zanie wspóªpracy w wieloma renomowanymi laborato-
riami badawczymi m.in:

• CRISMAT/SIFCOM Caen, Francja;
• Centre d'Etudes de Chimie Métallurgique CNRS, Vitry-sur-Seine, Francja;
• Universidad de Kadiz, Hiszpania;
• Nordic Hysitron Laboratory Helsinki, Finlandia;
• Aristotle University of Thessaloniki, Grecja.

Wyniki symulacji numerycznych struktur krystalicznych opublikowane zostaªy w:
• Materials Science Forum, (2002) 404-405:141�146;
• Computational Material Science, (2004) 29:379�395;
• Physica status solidi (b), (2004) 1-4;
• Jornal of Alloys and Compounds, (2004) 38 2:10�16;
• Physica status solidi (c), (2005) 2(3):972�975;

Oryginalne cechy prezentowanego algorytmu:
• mo»liwo±¢ doboru stopnia nieliniowo±ci modelu zwi¡zanego z mo»liwo±ci¡ wyboru
miary odksztaªcenia i u»ywanych staªych sztywno±ci,

• ªatwo±¢ modelowania nieliniowo±ci �zycznej poprzez przyj¦cie staªych sztywno±ci
wy»szych rz¦dów,

• bezpo±rednie uwzgl¦dnienie skªadu chemicznego struktury poprzez przyj¦cie ró»nych
staªych sieciowych krysztaªów,

• mo»liwo±¢ obliczania napr¦»e« residualnych wywoªanych defektami struktury,
• mo»liwo±¢ wyznaczenia kon�guracji równowagowej oraz napr¦»e« residualne w ide-
alnych i zdefektowanych strukturach krystalicznych,

• mo»liwo±¢ wzbogacenia modelu o dodatkowe zadania sprz¦»one z polem odksztaªce«
spr¦»ystych dzi¦ki moduªowej budowie macierzy stycznej.

W ramach niniejszej pracy, w ramach metody elementów sko«czonych, opracowane zostaªy
numeryczne i teoretyczne modele dyslokacji kraw¦dziowej i dyslokacji ±rubowej (dysloka-
cje cz¡stkowe Schockleya). Wyznaczono trójwymiarowy rozkªad napr¦»e« residualnych w
heterostrukturze epitaksjalnej CdTe/ZnTe/GaAs powstaªych na skutek istnienia ukªadu
dyslokacji niedopasowania na interfejsie. Dokonano analizy porównawczej heterostruktury
InGaN/GaN celem wery�kacji jej skªadu chemicznego. Szereg przedstawionych w niniej-
szej pracy równa«, m. in. (A.26), (B.9)-(B.13), (B.17), (C.8) wg aktualnej wiedzy autora
publikowane s¡ po raz pierwszy.
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Dodatek A

Przeliczanie staªych sztywno±ci przy

zmianie miary odksztaªcenia

Wykorzystuj¡c staªe sztywno±ci stopnia wy»szego ni» 2-gi, wªa±ciw¡ energi¦ odksztaªcenia
materiaªu hiperspr¦»ystego, zgodnie z równaniem (3.23), mo»emy opisa¢ wzorem:

ψ(ε̂εεεεεεε) =
1
ρ̂

{
1
2
ĉ ijklε̂ij ε̂kl +

1
6
Ĉ ijklmnε̂ij ε̂klε̂mn

}
. (A.1)

Przy zmianie parametru odksztaªcenia �m� funkcja energii odksztaªcenia przyjmie posta¢:
ψ = ψ(ε̂εεεεεεε(ε̂εεεεεεε)′). (A.2)

W celu otrzymania zale»no±ci opisuj¡cych staªe sztywno±ci dla ró»nych miar odksztaªcenia
dokonajmy operacji dwukrotnego i trzykrotnego ró»niczkowania, odpowiednio dla staªych
sztywno±ci drugiego i trzeciego rzedu:

ĉ′ = ρ̂
∂2ψ(ε̂εεεεεεε(ε̂εεεεεεε ′))
∂ε̂εεεεεεε ′∂ε̂εεεεεεε ′

oraz Ĉ′ = ρ̂
∂3ψ(ε̂εεεεεεε(ε̂εεεεεεε ′))
∂ε̂εεεεεεε ′∂ε̂εεεεεεε ′∂ε̂εεεεεεε ′

. (A.3)
Kolejne pochodne funkcji energii spr¦»ystej wzgl¦dem odksztaªcenia s¡ równe:

∂ψ(ε̂εεεεεεε(ε̂εεεεεεε ′))
∂ε̂′pq

=
1
ρ̂

{
1
2
ĉ ijkl

[
Lij
pqε̂kl + ε̂ijLklpq

]

+
1
6
Ĉ ijklmn

[
Lij
pqε̂klε̂mn + ε̂ijLklpqε̂mn + ε̂ij ε̂klLmnpq

]}
, (A.4)

∂2ψ(ε̂εεεεεεε(ε̂εεεεεεε ′))
∂ε̂′pq∂ε̂

′
rs

=
1
ρ̂

{
1
2
ĉ ijkl

[
Lij
pqrsε̂kl + LijpqLklrs + LijrsLklpq + ε̂ijLklpqrs

]

+
1
6
Ĉ ijklmn

[
Lij
pqrsε̂klε̂mn + LijpqLklrsε̂mn + Lijpqε̂klLmnrs

+ LijrsLklpqε̂mn + ε̂ijLklpqrsε̂mn + ε̂ijLklpqLmnrs

+ Lijrsε̂klLmnpq + ε̂ijLklrsLmnpq + ε̂ij ε̂klLmnpqrs
]}
, (A.5)
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∂3ψ(ε̂εεεεεεε(ε̂εεεεεεε ′))
∂ε̂′pq∂ε̂

′
rs∂ε̂

′
tu

=
1
ρ̂

{
1
2
ĉ ijkl

[
Lij
pqrstuε̂kl + LijpqrsLkltu + LijpqtuLklrs + LijpqLklrstu

+ LijrstuLklpq + LijrsLklpqtu + Lij tuLklpqrs + ε̂ijLklpqrstu
]

+
1
6
Ĉ ijklmn

[
Lij
pqrstuε̂klε̂mn + LijpqrsLkltuε̂mn + Lijpqrsε̂klLmntu

+ LijpqtuLklrsε̂mn + LijpqLklrstuε̂mn + LijpqLklrsLmntu

+ Lijpqtuε̂klLmnrs + LijpqLkltuLmnrs + Lijpqε̂klLmnrstu

+ LijrstuLklpqε̂mn + LijrsLklpqtuε̂mn + LijrsLklpqLmntu

+ Lij tuLklpqrsε̂mn + ε̂ijLklpqrstuε̂mn + ε̂ijLklpqrsLmntu

+ Lij tuLklpqLmnrs + ε̂ijLklpqtuLmnrs + ε̂ijLklpqLmnrstu

+ Lijrstuε̂klLmnpq + LijrsLkltuLmnpq + Lijrsε̂klLmnpqtu

+ Lij tuLklrsLmnpq + ε̂ijLklrstuLmnpq + ε̂ijLklrsLmnpqtu

+ Lij tuε̂klLmnpqrs + ε̂ijLkltuLmnpqrs + ε̂ij ε̂klLmnpqrstu
]}
, (A.6)

gdzie:

Lij
pq =

∂ε̂ij(ε̂εεεεεεε ′)
∂ε̂′pq

, Lij
pqrs =

∂2ε̂ij(ε̂εεεεεεε ′)
∂ε̂′pq∂ε̂

′
rs

oraz Lij
pqrstu =

∂3ε̂ij(ε̂εεεεεεε ′)
∂ε̂′pq∂ε̂

′
rs∂ε̂

′
tu

, (A.7)

s¡ pochodnymi izotropowej funkcji argumentu tensorowego wzgl¦dem symetrycznego ten-
sora drugiego rz¦du, zob. Ogden (1984). Poniewa» funkcj¦ energii spr¦»ystej ψ(ε̂εεεεεεε) roz-
wini¦to w szereg pot¦gowy w okolicy stanu naturalnego (gdzie ε̂ij → 0), dlatego mo»na
upro±ci¢ posta¢ wyra»e« (A.5) i (A.6) (wra»enie (A.4) przyjmuje warto±¢ równ¡ 0 - brak
napr¦»e«):

∂2ψ(ε̂εεεεεεε(ε̂εεεεεεε ′))
∂ε̂′pq∂ε̂

′
rs

=
1
ρ̂

{
1
2
ĉ ijkl

[
Lij
pqLkl

rs + LijrsLklpq
]}
, (A.8)

∂3ψ(ε̂εεεεεεε(ε̂εεεεεεε ′))
∂ε̂′pq∂ε̂

′
rs∂ε̂

′
tu

=
1
ρ̂

{
1
2
ĉ ijkl

[
Lij
pqrsLkl

tu + LijpqtuLklrs + LijpqLklrstu

+ LijrstuLklpq + LijrsLklpqtu + Lij tuLklpqrs
]

+
1
6
Ĉ ijklmn

[
Lij
pqLkl

rsLmn
tu + LijpqLkltuLmnrs + LijrsLklpqLmntu

+ Lij tuLklpqLmnrs + LijrsLkltuLmnpq + Lij tuLklrsLmnpq
]}
. (A.9)

Po uwzgl¦dnieniu symetrii ĉ ijkl = ĉ klij mo»emy staªe sztywno±ci drugiego rz¦du c, w
zale»no±ci od wybranej miary odksztaªcenia, przeliczy¢ wg wzoru:

ĉ′ pqrs = ĉ ijklLijpqLklrs. (A.10)
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Korzystaj¡c ze wzorów podanych przez Ogdena, zob. Ogden (1984), niezerowe skªadowe
tensora Lijpq w bazie wektorów wªasnych ε̂i maj¡ warto±ci:

Liiii = f ′(ε̂i) dla i = 1,2,3;

Lijij =


1
2
f ′(ε̂i) dla i 6= j, ε̂i = ε̂j;

1
2

{
f(ε̂j)− f(ε̂i)

}
/(ε̂j − ε̂i) dla i 6= j, ε̂i 6= ε̂j.

Dla (ε̂ij → 0) pochodna funkcji tensorowej (f') równa jest 1, st¡d w dowolnej, ortonor-
malnej bazie reprezentacja tensora Lijpq przyjmie posta¢:

Lijkl =
1
2
(δikδjl + δilδjk). (A.11)

Podstawiaj¡c do wzoru (A.8) odpowiednie wielko±ci otrzymamy:
ĉ′ ijkl = ĉ mnopLmnijLopkl, (A.12)

st¡d dla krysztaªów o symetrii kubicznej staªe sztywno±ci rz¦du drugiego, przy zmianie
miary odksztaªcenia, przeliczymy wg wzorów:

ĉ′ 11 = ĉ′ 1111 = ĉ ijklLij11Lkl11,

ĉ′ 12 = ĉ′ 1122 = ĉ ijklLij11Lkl22, (A.13)
ĉ′ 44 = ĉ′ 2323 = ĉ ijklLij23Lkl23.

Niezerowe skªadowe tensora Lijpq wyst¦puj¡ce w powy»szych wzorach maj¡ warto±ci:

L11
11 = L2222 = 1 oraz L23

23 = L3223 =
1
2
. (A.14)

Wynika st¡d, »e staªe sztywno±ci drugiego rz¦du krysztaªu kubicznego nie zale»¡ od wy-
boru miary odksztaªcenia. Podobnie post¦puj¡c mo»emy przeliczy¢ staªe sztywno±ci dla
krysztaªów o symetrii heksagonalnej, które oprócz staªych ĉ 11, ĉ 12 i ĉ 44 charakteryzuj¡
si¦ posiadaniem dodatkowych niezale»nych staªych ĉ 13 i ĉ 33:

ĉ′ 13 = ĉ′ 1133 = ĉ ijklLij11Lkl33,

ĉ′ 33 = ĉ′ 3333 = ĉ ijklLij33Lkl33. (A.15)
Niezerowe skªadowe tensora Lij

pq wyst¦puj¡ce w powy»szych wzorach maj¡ warto±ci
równe:

L11
11 = L3333 = 1, (A.16)

co oznacza, »e staªe sztywno±ci drugiego rz¦du dla krysztaªów o powy»szych symetriach
nie zale»¡ od wyboru miary odksztaªcenia!

ĉ′ ij = ĉ ij. (A.17)
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Przeliczenie staªych sztywno±ci trzeciego rz¦du do nowej miary odksztaªcenia odbywa si¦
wg wzoru:

Ĉ ′ pqrstu =
1
2
ĉ ijkl

[
Lij
pqrsLkl

tu + LijpqtuLklrs + LijpqLklrstu

+ LijrstuLklpq + LijrsLklpqtu + Lij tuLklpqrs
]

+
1
6
Ĉ ijklmn

[
Lij
pqLkl

rsLmn
tu + LijpqLkltuLmnrs + LijrsLklpqLmntu

+ Lij tuLklpqLmnrs + LijrsLkltuLmnpq + Lij tuLklrsLmnpq
]
. (A.18)

Podobnie jak skªadowe pierwszej pochodnej funkcji izotropowej Lijkl, skªadowe drugiej po-
chodnej Lijklmn mo»emy wyrazi¢ w ortonormalnej bazie wektorów wªasnych, które przyjm¡
posta¢:

Lijklmn =
1
8

[
δikδjmδln + δikδjnδlm + δilδjmδkn + δilδjnδkm

+ δimδjkδln + δimδjlδkn + δinδjkδlm + δinδjlδkm
]
f”(ε̂εεεεεεε), (A.19)

gdzie f”(ε̂εεεεεεε) dla ε̂ij → 0 równe jest (m-m'). Krysztaªy o symetrii kubicznej posiadaj¡
sze±¢ niezale»nych staªych sztywno±¢i trzeciego rz¦du opisuj¡cych anizotropowe wªa±ciwo-
±ci materiaªu:

Ĉ 111, Ĉ 112, Ĉ 123, Ĉ 144, Ĉ 155, Ĉ 456.

Podstawiaj¡c odpowiednie wielko±ci do wzoru (A.9) i uwzgl¦dniaj¡c symetri¦ tensora
Ĉ ijklmn otrzymamy:

Ĉ ′ 111 = Ĉ ′ 111111 = Ĉ ijklmnLij11Lkl11Lmn11 + 3 ĉ ijklLij1111Lkl11,

Ĉ ′ 112 = Ĉ ′ 111122 = Ĉ ijklmnLij11Lkl11Lmn22 + ĉ ijklLij1111Lkl22,

Ĉ ′ 123 = Ĉ ′ 112233 = Ĉ ijklmnLij11Lkl22Lmn33

+ ĉ ijkl(Lij1122Lkl33 + Lij1133Lkl22 + Lij2233Lkl11),

Ĉ ′ 144 = Ĉ ′ 112323 = Ĉ ijklmnLij11Lkl23Lmn23

+ ĉ ijkl(Lij2323Lkl11 + 2 Lij1123Lkl23), (A.21)
Ĉ ′ 155 = Ĉ ′ 111313 = Ĉ ijklmnLij11Lkl13Lmn13

+ ĉ ijkl(Lij1313Lkl11 + 2 Lij1113Lkl13),

Ĉ ′ 456 = Ĉ ′ 231312 = Ĉ ijklmnLij23Lkl13Lmn12

+ ĉ ijkl(Lij2313Lkl12 + Lij2312Lkl13 + Lij1312Lkl23).

Niezerowe skªadowe pierwszej pochodnej funkcji izotropowej Lijkl s¡ równe:
L11
11 = L2222 = L3333 = 1

oraz L1212 = L2112 = L1313 = L3113 = L2323 = L3223 = 12 . (A.22)
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Niezerowe skªadowe drugiej pochodnej Lijklmn wyst¦puj¡ce w (A.21) s¡ równe:

L11
1111 = 1, L222323 = L332323 = L111313 = L331313 = L131113 = L311113 =

1
4
,

L12
2313 = L212313 = L132312 = L312312 = L231312 = L321312 =

1
8
. (A.23)

Po podstawieniu do wzorów (A.21) otrzymamy zale»no±ci opisuj¡ce zmian¦ staªych sztyw-
no±ci trzeciego rz¦du w zale»no±ci od wyboru miary odksztaªcenia, por. Dªu»ewski (2000):

Ĉ ′ 111 = Ĉ ′ 111111 = Ĉ 111111 + 3(m−m′)ĉ 1111,
Ĉ ′ 112 = Ĉ ′ 111122 = Ĉ 111122 + (m−m′)ĉ 1122,
Ĉ ′ 123 = Ĉ ′ 112233 = Ĉ 112233,

Ĉ ′ 144 = Ĉ ′ 112323 = Ĉ 112323 +
1
2
(m−m′)ĉ 1122, (A.24)

Ĉ ′ 155 = Ĉ ′ 111313 = Ĉ 111313 +
1
4
(m−m′)(ĉ 1111 + ĉ 1122 + 4ĉ 2323),

Ĉ ′ 456 = Ĉ ′ 231312 = Ĉ 231312 +
3
4
(m−m′)ĉ 2323.

Krysztaªy o symetrii heksagonalnej (wurcytu) w porównaniu z krysztaªami kubicznymi
oprócz ró»nicy dla staªej sztywno±ci C 456, która w tym wypadku jest funkcj¡ innych
staªych i ma posta¢:

Ĉ 456 =
1
2
(Ĉ 155 − Ĉ 144), (A.25)

dodatkowo posiadaj¡ pi¦¢ dalszych, niezale»nych staªych sztywno±ci trzeciego rz¦du opi-
suj¡cych nieliniowe zachowanie spr¦»yste krysztaªu (w sumie 10):

Ĉ 113, Ĉ 133, Ĉ 222, Ĉ 333, Ĉ 344.

Po podstawieniu odpowiednich warto±ci pochodnych funkcji izotropowej Lijkl i Lijklmn do
wzorów (A.9) otrzymamy, »e powy»sze staªe po zmianie miary odksztaªcenia przyjmuj¡
warto±¢:

Ĉ ′ 113 = Ĉ ′ 111133 = Ĉ 111133 + (m−m′)ĉ 1133,
Ĉ ′ 133 = Ĉ ′ 113333 = Ĉ 113333 + (m−m′)ĉ 1133,
Ĉ ′ 222 = Ĉ ′ 222222 = Ĉ 222222 + 3(m−m′)ĉ 1111, (A.26)
Ĉ ′ 333 = Ĉ ′ 333333 = Ĉ 333333 + 3(m−m′)ĉ 3333,

Ĉ ′ 344 = Ĉ ′ 332323 = Ĉ 332323 +
1
4
(m−m′)(ĉ 1133 + ĉ 3333 + 2ĉ 2323).

Tablice (A.1) i (A.2) zawieraj¡ staªe sztywno±ci drugiego i trzeciego rz¦du dla kilku wy-
branych materiaªów o symetrii kubicznej i heksagonalnej.
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m c11 c12 c44 C111 C112 C123 C144 C155 C456

GaAs 2 119 54 60 -675 -402 -4 -70 -320 -69
1 - - - -318 -348 -4 -43 -217 -24
0 - - - 39 -294 -4 -16 -113 21

CdTe 2 54 37 16 -213 -210 -42 14 -65 5
1 - - - -51 -173 -42 33 -26 17
0 - - - 111 -136 -42 51 13 29

Al 2 106 60 28 -1076 -315 36 -23 -340 -30
1 - - - -758 -255 36 7 -271 -9
0 - - - -440 -195 36 37 -201 12

Cu 2 166 120 76 -1271 -814 -50 -3 -780 -95
1 - - - -773 -694 -50 57 -633 -38
0 - - - -275 -574 -50 117 -485 19

Tablica A.1: Staªe sztywno±ci drugiego c i trzeciego rz¦du C wybranych krysztaªów o
symetrii kubicznej przeliczone z miary Greena (m = 2) do miary Biota (m = 1) i

Hencky'ego (m = 0). Dane wg Drabble i Brammer (1966), Walker i in. (1985), Thomas
(1968) i Hiki i Granato (1966).

m c11 c12 c13 c33 c44

GaN 2 374 141 98 389 98

InN 2 223 115 92 224 48

Tablica A.2: Staªe sztywno±ci drugiego c rz¦du azotku galu i azotku indu
krystalizuj¡cych w ukªadzie heksagonalnym. Dane wg Wright (1997) oraz Reeber i Wang

(2001).



Dodatek B

Wyznaczanie dystorsji ¹ródªowych

B.1 Regularna siatka w kon�guracji lagran»owskiej

Dystorsje ¹ródªowe, otrzymywane za pomoc¡ metody fazy geometrycznej, zob. H¸tch i in.
(1998) wyznaczane s¡ podczas procesu cyfrowej obróbki obrazu TEM w oparciu o kon�-
guracj¦ struktury widoczn¡ na obrazie mikroskopowym, zob. Dªu»ewski i in. (2002a). Tak
wyznaczone dystorsje ββββββββHRTEM przeliczane s¡ nast¦pnie do lokalnie odci¡»onej kon�guracji
struktury x̂ przy uzyciu wzoru, zob. rys.(3.2):

β̂βββββββ = (1− ββββββββHRTEM)−1 − 1. (B.1)
Warto±¢ dystorsji β̂βββββββ podczas oblicze« metod¡ elementów sko«czonych pozostaje staªa a
zmienia si¦ kon�guracja ciaªa, konieczne jest zatem takie przyj¦cie ich warto±ci w kon�gu-
racji lagran»owskiej X, aby rozkªad w kon�guracji x̂ byª liniowy (w ogólnym przypadku o
rz¡d ni»szy ni» stopie« funkcji opisuj¡cej pole przemieszcze«) wzdªu» kraw¦dzi elementu
sko«czonego. Oznacza to, »e w trakcie procesu przygotowywania danych wej±ciowych do
oblicze«, przy zadawaniu dystorsji w w¦zªach elementu sko«czonego nale»y uwzgl¦dni¢
zmiany kon�guracji próbki. Trudno±¢ polega na tym, »e odci¡»ona kon�guracja x̂ zale»y
wªa±nie od warto±ci dystorsji β̂βββββββ . Problemem jest poprawne okre±lenie dystorsji w wezªach
le»¡cych na kraw¦dzi i ±rodku elementu umo»liwiaj¡ce uzyskanie zaªo»onego rozkªadu
dystorsji w elemencie. Niezachowanie odpowiedniego rozkªadu dystorsji sieci w elemencie
skutkuje powstaniem niepo»¡danych koncentracji napr¦»e«. Zalet¡ proponowanego podej-
±cia jest uzyskanie niezmienniczo±ci dystorsji wzgl¦dem deformacji, tzn. na ka»dym kroku
oblicze« MES, mimo zmian kon�guracji aktualnej x, wielko±¢ β̂βββββββ zwi¡zana z kon�guracj¡
odci¡»on¡ x̂ pozostaje staªa. Aby zapewni¢ liniowy rozkªad dystorsji β̂ na kraw¦dziach
elementu konieczne jest wyznaczenie poªo»e« w¦zªów po±rednich w kon�guracji lokanie
odci¡»onej x̂ - wezeª x̂3 na rys.(B.1). Wiemy, »e zmiana odlegªo±ci pomi¦dzy punktami
w kon�guracji lagran»owskiej X przy przej±ciu do kon�guracji lokalnie odci¡»onej x̂ (lub
odwrotnie), po uwzgl¦dnieniu dystorsji ¹ródªowych jest opisana wzorem:

X12 =
∫
x̂1

x̂2
Fpl−1dx̂. (B.2)
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Rysunek B.1: Zmiana kon�guracji oraz zmiana poªo»enia w¦zªa po±redniego x̂3 i
warto±ci Fpl−1 w tym w¦¹le.

Jednocze±nie wiemy, »e Fpl−1 jest liniow¡ funkcj¡ β̂βββββββ :
Fpl−1 = 1+ β̂βββββββ , (B.3)

st¡d wynika, »e rozkªad Fpl−1 wzdªu» elementu równie» jest liniowy, wi¦c:

X =
∫
(ax̂+ b)dx̂ =

1
2
ax̂2 + bx̂, (B.4)

gdzie a i b s¡ wspóªczynnikami równania liniowego opisuj¡cego zmiany Fpl−1 wzdªu»
kraw¦dzi elementu, które nale»y wyznaczy¢ rozwi¡zuj¡c nast¦puj¡cy ukªad równa«:

Fpl1
−1 = ax̂1 + b = 1+ β̂βββββββ 1 dla x̂1; (B.5)

Fpl2
−1 = ax̂2 + b = 1+ β̂βββββββ 2 dla x̂2. (B.6)

Lokalnie, w ka»dym elemencie mo»emy zaªo»y¢: X1 = x̂1 = 0, st¡d wspóªczynniki a i b
s¡ wi¦c równe:

a =
Fpl2

−1 − Fpl1
−1

x̂2
=
β̂βββββββ 2 − β̂βββββββ 1
x̂2

; (B.7)
b = Fpl1

−1 = 1+ β̂βββββββ 1. (B.8)
Podstawiaj¡c do (B.4) a i b w postaci (B.7) i (B.8) dla X2 otrzymamy:

X2 =
1
2
β̂βββββββ 2 − β̂βββββββ 1
x̂2

x̂22 + (1+ ββββββββ 1)x̂2, (B.9)

st¡d wyliczamy zale»no±c odwrotn¡:

x̂2 =
2X2

β̂βββββββ 1 + β̂βββββββ 2 + 2
. (B.10)
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Podstawiaj¡c znalezione x̂2 do wzoru (B.7) otrzymamy, »e:

a =
(1+ β̂βββββββ 2)

2 − (1+ β̂βββββββ 1)2

2X2
. (B.11)

Aby wyznaczy¢ poszukiwane poªo»enie x̂3 nale»y wi¦c znale¹¢, odpowiedni pierwiastek
nast¦puj¡cego równania kwadratowego:

X3 =
1
2
(1+ β̂βββββββ 2)

2 − (1+ β̂βββββββ 1)2

2X2
x̂23 + (1+ β̂βββββββ 1)x̂3. (B.12)

Wyst¦puj¡ce w powy»szym równaniu X3 jest znane, bowiem wynika z dokonanego na
wst¦pie zaªo»enia, »e siatka elementów sko«czonych w kon�guracji lagran»owskiej jest
regularna, wi¦cX3 = X2/2. Znaj¡c teraz dªugo±ci x̂2 i x̂3 mo»emy wyznaczy¢ poszukiwan¡
warto±¢ β̂3 w w¦¹le po±rednim:

β̂βββββββ 3 = β̂βββββββ 1 + (β̂βββββββ 2 − β̂βββββββ 1)
x̂3
x̂2
. (B.13)

B.2 Regularna siatka w kon�guracji lokalnie odci¡»onej

Zaªó»my, »e mamy tak przygotowan¡ siatk¦ elementów sko«czonych, »e w lokalnie odci¡-
»onej kon�guracji x̂ siatka ta jest regularna, tzn:

x̂3 =
x̂2
2
, (B.14)

co kapitalnie upraszcza wyznaczenie warto±ci dystorsji w w¦¹le po±rednim x̂3:

β̂βββββββ 3 =
(β̂βββββββ 1 + β̂βββββββ 2)
2

. (B.15)

Dodatkowym atutem takiego zaªo»enia jest fakt, »e otrzymana w ten sposób kon�guracja
x̂ jest regularna pod wzgl¦dem geometrycznym a rozkªad dystorsji ¹ródªowych β̂βββββββ jest
liniowy. Korzystaj¡c z warunku geometrycznego (B.14) oraz z zale»no±ci (B.10) x̂2 mo»emy
znale¹¢ poszukiwane teraz poªo»enie w¦zªa X3 podstawiaj¡c odpowiednie wielko±ci do
równania (B.9):

X3 =
1
2
β̂βββββββ 2 − β̂βββββββ 1
x̂2

(
1
2
x̂2)2 + (1+ β̂βββββββ 1)(

1
2
x̂2). (B.16)

W efekcie otrzymujemy zale»no±¢ opisuj¡c¡ poªo»enie w¦zªa po±redniego w kon�guracji
lagran»owskiej X3:

X3 =
1
4
X2
(1+ β̂βββββββ 2) + 3(1+ β̂βββββββ 1)

(1+ β̂βββββββ 2) + (1+ β̂βββββββ 1)
, (B.17)

koniecznego dla uzyskania regulanej siatki elementów sko«czonych w lokalnie odci¡»onej
kon�guracji x̂.
Jeszcze inne podej±cie polega na wyznaczeniu warto±ci dystorsji bior¡c pod uwag¦ jedynie
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kon�guracj¦ lagra»owsk¡, co przy regularnej siatce (równe odlegªo±ci pomiedzy w¦zªami
- typowy przypadek) daje w efekcie prosty sposób na wyznaczenie dystorsji β̂. Wad¡
tego rozwi¡zania jest brak liniowo±ci dystorsji β̂ wzdªu» kraw¦dzi elementu w lokalnej dla
caªego elementu kon�guracji odci¡»onej. Jest to proste podej±cie lecz z punktu widzenia
napr¦»e« generuje ono sztuczne napr¦»enia residualne, np. w rdzeniach dyslokacji i wynika
z faktu wzgl¦dnie du»ych ró»nic w poªo»eniach w¦zªów kraw¦dziowych w kon�guracji
lagran»owskiej X i lokalnie odci¡»onej x̂, zob. rys.(B.1).



Dodatek C

Wybór parametru miary odksztaªcenia

Dokonanie poprawnego wyboru jednej z wielu uogólnionych miar odksztaªcenia nie jest
trywialne. Wybór taki powinien odpowiedzie¢ na pytanie, która z miar odksztaªcenia
jest najwªa±ciwsza w danym przypadku obci¡»enia i warunków brzegowych do modelo-
wania zachowania si¦ ciaªa. Jednym z wielu kryteriów wyboru mo»e by¢ minimalizacja
wspóªczynnika ±ci±liwo±ci obj¦to±ciowej B, zob. rów.(2.29). Poprawnie wybrana miara od-
ksztaªcenia powinna zapewnia¢ staª¡ jego warto±¢ w caªym zakresie deformacji obj¦to-
±ciowych. Sprawd¹my zatem jak wybór parametru miary odksztaªcenia �m� wpªywa na
zmian¦ wspóªczynnika ±ci±liwo±ci i wybierzmy tak¡ miar¦ odksztaªcenia dla której B nie
zale»y od zmian obj¦to±ciowych. Dla krysztaªów o symetrii kubicznej wspóªczynnik ±ci-
±liwo±ci obj¦to±ciowej ma posta¢:

B =
c11 + 2 c12
3

. (C.1)

Na podstawie (3.34) i (3.41) mo»emy zapisa¢:
c′11(ε̂εεεεεεε) = c011 + C11i ε̂i, (C.2)
c′12(ε̂εεεεεεε) = c012 + C12i ε̂i, (C.3)

Poniewa» rozwa»amy deformacj¦ objeto±ciow¡ st¡d wynika, »e:
ε̂1 = ε̂2 = ε̂3 = ε̂, (C.4)

a z symetrii tensorów sztywno±ci trzeciego rz¦du krysztaªów kubicznych wynika, »e:
C112 = C113, C121 = C122, oraz C114 = C115 = C116 = C124 = C125 = C126 = 0. (C.5)

Po dokonaniu odpowiednich przeksztaªce« równanie (C.1) mo»emy wyrazi¢ w postaci:

B = B0 +B(ε̂) =
c011 + 2 c012

3
+
C111 + 6 C112 + 2 C123

3
ε̂. (C.6)

Na podstawie (3.43) wiemy, »e staªe sztywno±ci trzeciego rzedu C111, C112 oraz C123 zale»¡
od wyboru miary odksztaªcenia. Po podstawieniu odpowiednich formuª otrzymamy waru-
nek doboru parametru miary odksztaªcenia pod k¡tem staªo±ci wspóªczynnika ±ci±liwo±ci
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obj¦to±ciowej B:

B(ε̂) = 0 ⇔ C111 + 3(m−m′)c11 + 6
(
C112 + (m−m′)c12

)
+ 2C123 = 0. (C.7)

Po przeksztaªceniu powy»szego wzoru otrzymamy, »e parametr miary odksztaªcenia za-
pewniaj¡cy staªo±¢ wspóªczynnika sztywno±ci objeto±ciowej ma warto±¢:

m′ =
C111 + 3mc11 + 6C112 + 6mc12 + 2C123

3c11 + 6c12
. (C.8)

W tabeli (C.1) podane s¡ paramtery miary odksztaªcenia �m� zapewniaj¡ce staªo±¢ wspóª-

Rysunek C.1: Wpªyw wyboru parametru miary odksztaªcenia �m� na zmian¦ warto±ci
wspóªczynnika ±ci±liwo±ci obj¦to±ciowej B(ε̂). Staªe sztywno±ci wg tab.(A.1).

m
GaAs -2.5
CdTe -2.0
Al -2.25
Cu -3.1

Tablica C.1: Parametr miary odksztaªcenia �m� zapewniaj¡cy staªo±¢ wspóªczynnika
sztywno±ci objeto±ciowej B.
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czynnika sztywno±ci obj¦to±ciowej �B� podczas deformacji. W prezentowanych przypad-
kach s¡ to wielko±ci ujemne z przedziaªu (-3.1;-2). Z drugiej strony, taka warto±¢ parametru
odksztaªcenia powoduje, »e zakªadamy siln¡ nieliniowo±¢ materiaªu objawiaj¡c¡ si¦ siln¡
asymetri¡ podczas ±ciskania i rozci¡gania - zgodn¡ z przewidywaniami modeli dyskretnych
(np. potencjaª Stillinger - Weber) i rozkªadem siª oddziaªywa« atomowych, por. rys.(2.3)
i (3.1).
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