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Rozdziaª 1

Wst¦p

Tarcie jest jednym z najbardziej powszechnych zjawisk towarzysz¡cych wszelkiemu ru-
chowi i bezruchowi. Wyst¦puje w przyrodzie w ró»nych o±rodkach i dotyczy ciaª we
wszystkich stanach skupienia. Interesuj¡cym nas rodzajem tarcia, ze wzgl¦du na tarcie
w maszynach, jest tarcie suche. Nieodª¡cznie towarzyszy ono wytwarzaniu i eksplo-
atacji ukªadów mechanicznych i w sposób szczególny wpªywa na ich niezawodno±¢,
trwaªo±¢ i prac¦. Tarcie mo»emy postrzega¢ w ró»nych aspektach: pozytywnych lub
negatywnych. Do cech po»ytecznych zaliczamy zdolno±¢ poruszania si¦ pojazdów, chód
czªowieka, przenoszenie nap¦du przez elementy cierne (sprz¦gªa, hamulce), wzbudzanie
drga« strun w instrumentach smyczkowych, obróbk¦ materiaªów, procesy skrawania,
tªumienie drga« przy pomocy tªumików tarciowych [53]. Do cech negatywnych na-
tomiast zaliczymy zu»ycie elementów wspóªpracuj¡cych ciernie, generowanie haªasu,
wywoªywanie nieprzewidywanych zachowa« ukªadów mechanicznych ze wzgl¦du na
zmienn¡ siª¦ oporów, która w istotny sposób wpªywa na zjawiska dynamiczne i sam¡
dynamik¦ ukªadów mechanicznych. Tarcie zwykle tªumi drgania, jednak w pewnych
warunkach mo»e by¢ ¹ródªem ich powstawania. Mówimy wówczas o samowzbudno±ci
generowanej tarciem. Szkodliwe zjawisko drga« samowzbudnych zwi¡zane jest z okre-
sowym dopªywem energii ze ¹ródªa o dziaªaniu ci¡gªym. Dopªyw sterowany jest ruchem
ukªadu przez sprz¦»enie zwrotne. W ten sposób pomimo strat w ukªadzie mechanicz-
nym mog¡ pojawi¢ si¦ niezanikaj¡ce drgania okresowe.

Samowzbudno±¢ wywoªywana tarciem mo»e równie» pojawi¢ si¦ w transporcie dro-
gowym i lotniczym. W przypadku transportu drogowego pojawia si¦ w obszarze kon-
taktu bie»nika koªa z drog¡, a w przypadku kolei, w miejscu kontaktu koªa pojazdu
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Rysunek 1.1: Widok korugacji na szynie i kole kolejowym.

szynowego z szyn¡. Zjawisko takie mo»e wywoªa¢ bardzo szybkie zu»ycie, a nawet
uszkodzenie wspóªpracuj¡cych powierzchni. Przykªadem mo»e by¢ niekorzystne faliste
zu»ycie warstwy powierzchniowej kóª i szyn (rys. 1.1, 1.2).

Kolejnym przykªadem wpªywu tarcia na drgania samowzbudne jest zaburzenie pªyn-
no±ci ruchu wzgl¦dnego. Wywoªywane jest ono gwaªtown¡ zmian¡ pr¦dko±ci po±lizgu
elementów tr¡cych, b¦d¡cych w kontakcie (zjawisko utwierdzenie�po±lizg, ang. stick�
slip). Znaczenie tego zjawiska wzrasta wraz ze wzrostem pr¦dko±ci pojazdów drogo-
wych i kolejowych. Tarcie, które sprzyja powstaniu ww. efektu, charakteryzuje si¦
maksymaln¡ siª¡ w chwili utraty przyczepno±ci. Znacznie przewy»sza ona siª¦ pod-
czas po±lizgu przy maªej pr¦dko±ci wzgl¦dnej elementów. Wpªywa to z kolei na wzrost
zu»ycia wspóªpracuj¡cych elementów, m.in. korugacj¦ kóª i szyn kolejowych, oraz ge-
nerowanie haªasu. W niektórych przypadkach mo»e wywoªa¢ zaburzenie stateczno±ci
ruchu pojazdu.

Wzrastaj¡ce wymagania stawiane przez u»ytkowników maszynom, urz¡dzeniom
i technologiom produkcji, zwi¡zane s¡ z potrzeb¡ zapewnienia wysokiej dokªadno±ci,
cichobie»no±ci, trwaªo±ci, niezawodno±ci i stabilnej eksploatacji. Z tego powodu po-
jawia si¦ potrzeba pogª¦bienia wiedzy i do±wiadczenia na temat procesów i zjawisk
�zycznych towarzysz¡cych ruchowi, a tym samym wyst¦puj¡cego tam tarcia.

Innym efektem wyst¦puj¡cym w rzeczywisto±ci, wywoªanym drganiami samowzbud-
nymi, jest zjawisko w¦»ykowania pojazdu, tzw. chybotanie kóª (efekt shimmy). Tor
jazdy koªa ma ksztaªt sinusoidalny wzgl¦dem toru jazdy caªego pojazdu. Efekt ten cha-
rakteryzuje si¦ niepo»¡danymi drganiami samowzbudnymi ogumionego koªa pojazdu
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Rysunek 1.2: Widok korugacji zmierzonych na powierzchni szyny [28].

w kierunku prostopadªym do kierunku jazdy. Mo»e on wyst¦powa¢ w samolotach
(drgania samonastawnego podwozia przednich i tylnych kóª przy starcie, l¡dowaniu
lub koªowaniu), w motocyklach i rowerach (wibracje przedniego zawieszenia wzgl¦dem
osi gªówki ramy) oraz w samochodach (drgania przedniego zawieszenia). Objawia si¦
to �myszkowaniem� zawieszenia (np. w motocyklu) lub wibracjami odczuwalnymi na
kierownicy samochodu. Zjawisko to w zasadzie mo»e pojawia¢ si¦ w warunkach usta-
lonego lub wolnozmiennego ruchu.

Zjawisko w¦»ykowania o niewielkiej amplitudzie nie jest niebezpieczne. Przy wzro-
±cie amplitudy powy»ej warto±ci krytycznej ruch pojazdu staje si¦ niestabilny. Przy-
czyn¡ powstawania zjawiska w¦»ykowania mo»e by¢: geometria zawieszenia, pr¦dko±¢,
najechanie na nierówno±¢ lub kolein¦, odci¡»enie przedniego koªa.

Zjawisko w¦»ykowania badane byªo ju» w latach 40�tych. W pracach [108, 68, 15]
autorzy zajmowali si¦ rozwa»aniem teoretycznym problemu przy podwoziu skªadaj¡-
cym si¦ z dwóch kóª poª¡czonych wspóln¡ osi¡. Badacze w pracy [15] wykorzystali
formalizm Lagrange'a, wprowadzaj¡c nieliniowe równania o czterech stopniach swo-
body. Opisywaªy one ruch obrotowy podwozia wokóª osi obrotu, sztywno±¢ boczn¡
i skr¦tn¡ goleni oraz sztywno±¢ obwodow¡ kóª. W równaniach nieliniowo±¢ uzyskali
przez zaªo»enie du»ych odksztaªce«. W pracach tych toczenie odbywaªo si¦ bez po±li-
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zgu.
Segal w pracy [98] rozpatrywaª dwa modele oddziaªywania koªa ogumionego (opony)

z podªo»em. Pierwszy z nich to obci¡»ona belka spoczywaj¡ca na spr¦»ystym podªo»u,
drugi to ªa«cuch, równie» podparty spr¦»y±cie. �a«cuch w drugim modelu symulo-
waª równole»nik opony. Porównuj¡c oba modele autor przedstawiª niewielk¡ ró»nic¦
w wynikach. Dzi¦ki temu udowodniª, »e bez wi¦kszej straty jako±ci wyników, do analizy
mo»na zastosowa¢ prosty model ªa«cucha. Model ten opisuje odksztaªcon¡ lini¦ równo-
le»nikow¡ opony w stre�e kontaktu z podªo»em. Segal okre±liª moment oraz siª¦ boczn¡
przy wybranym poªo»eniu ±ladu opony w stosunku do ±rodka jej osi. Uzyskany model
mo»na wykorzysta¢ do badania zjawiska w¦»ykowania. Autor, upraszczaj¡c problem,
pomin¡ª po±lizg przy opisie toczenia.

Pacejka [83, 84, 85] stworzyª teori¦ opisuj¡c¡ zjawisko shimmy, wprowadzaj¡c efekt
po±lizgu. Zaªo»yª, »e opona w pewnej stre�e kontaktu z podªo»em przemieszcza si¦
wzgl¦dem niego. Takie podej±cie nie zostaªo zaakceptowane przez innych badaczy.
Powodem byªa trudno±¢ w okre±leniu warto±ci du»ej liczby parametrów oraz skompli-
kowany opis zjawiska.

Ho i Lai w pracy [57] zaprezentowali model o dwóch stopniach swobody, z któ-
rych jednym byªo wychylenie koªa, a drugim sztywno±¢ goleni. W analizie zaªo»yli
niewywa»enie koªa i przy takim podej±ciu wyznaczyli pr¦dko±¢ krytyczn¡ tocz¡cego si¦
koªa.

W latach 1971 i 1972 Rogers opublikowaª prace [93, 94], w których sformuªowaª ró»-
nicowe równania wi¦zów, opisuj¡ce opon¦ tocz¡c¡ si¦ po podªo»u. Równania powstaªy
dzi¦ki porównaniu charakterystyk cz¦stotliwo±ciowych, otrzymanych z rozwi¡za« teore-
tycznych i z eksperymentu. Rogers stwierdziª, »e model zaproponowany przez Pacejk¦
[83] jest zbyt skomplikowany do analizy i badania zjawiska shimmy w przypadku prak-
tycznych zastosowa«.

Rosyjscy badacze Nejmark i Fufajew w jednym z rozdziaªów monogra�i [80] opisali
badania stateczno±ci ruchu tocz¡cych si¦ ukªadów. Wykorzystuj¡c metod¦ Kieªdysza
badali ruch takich ukªadów jak: podwozie samolotu, przednie zawieszenie samochodu
i motocykla oraz widelec roweru.

Na koªo tocz¡ce si¦ po drodze lub torze dziaªaj¡ zªo»one obci¡»enia. Zjawiska dy-
namiczne powoduj¡ zmiany w relacjach poszczególnych skªadowych. Niektóre siªy
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dziaªaj¡ w sposób zbli»ony do stacjonarnego, inne w sposób oscylacyjny, lub krót-
kookresowy, np. przy przeje¹dzie przez nierówno±ci. Napr¦»enia wypadkowe w stre�e
kontaktu koªa i szyny, przy niekorzystnym naªo»eniu si¦ wielu czynników, mog¡ osi¡-
ga¢ i przekracza¢ granic¦ plastyczno±ci. W takich przypadkach mo»e dochodzi¢ do
trwaªych deformacji, szybszego zu»ycia, a nawet uszkodze«. Jednym ze zjawisk dziaªa-
j¡cych oscylacyjnie i dªugookresowo jest wªa±nie toczenie si¦ koªa z po±lizgiem bocznym.
W tym zjawisku tarcie odgrywa rol¦ decyduj¡c¡.

1.1 Cel i zakres pracy

Z uwagi na znaczenie tarcia oraz trudno±ci zwi¡zane z opisem matematycznym zja-
wisk, niniejsza praca ma charakter eksperymentalno�teoretyczny. Ma na celu ekspery-
mentalne zbadanie zjawiska drga« w ruchu obrotowym koªa z wpªywem siªy bocznej.
W pracy zaj¦to si¦ analiz¡ dynamiczn¡ zjawisk towarzysz¡cych toczeniu koªa po drodze
lub torze, przy jednoczesnym oddziaªywaniu czynników wywoªuj¡cych po±lizg w kie-
runku prostopadªym do kierunku toczenia. Przypadki takie wyst¦puj¡ przy toczeniu si¦
koªa kolejowego po szynie na odcinkach prostych w przypadku oddziaªywania wiatru,
a tak»e w przypadku drga« wywoªanych odksztaªcalno±ci¡ zestawów koªowych i szyn.
Wyst¦powanie po±lizgów bocznych przy je¹dzie po ªukach spowodowane jest ró»nic¡
promieni krzywizn obu szyn oraz oscylacjami obrotowymi zestawu koªowego w pªasz-
czy¹nie toru. Na skutek uko±nego ustawienia pªaszczyzn kóª wzgl¦dem chwilowego
kierunku toczenia dochodzi do bocznych po±lizgów w stre�e kontaktu koªa z drog¡ lub
szyn¡ (rys. 1.3). Oscylacje te niekorzystnie wpªywaj¡ na zu»ycie koªa i szyny oraz
powoduj¡ haªas [20]. Uwzgl¦dniaj¡c oscylacyjny charakter wy»ej wzmiankowanych
drga« i naªo»enie si¦ siª w stre�e kontaktu tocznego koªo�nawierzchnia z obwodowymi
napr¦»eniami wªasnymi w kole kolejowym, oszacujemy ich wpªyw na trwaªe zu»ycie
i deformacje powierzchni koªa. Deformacje te mog¡ powsta¢ w wyniku przekroczenia
granicy plastyczno±ci w kole lub szynie.

Celem pracy jest zbadanie zjawiska oddziaªywania koªa z drog¡ w trakcie toczenia,
z uwzgl¦dnieniem po±lizgów bocznych. Zamiarem byªo wykazanie oscylacyjnego ruchu
koªa, poprzecznie do kierunku toczenia. Oscylacje te w pewnych warunkach mog¡
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Rysunek 1.3: Uko±ne ustawienie pªaszczyzny koªa kolejowego i ogumionego wzgl¦dem
kierunku jazdy (toczenia).

zwi¦ksza¢ trwaªe faliste zu»ycie powierzchni tocznych kóª i szyn. Praca ma równie» na
celu potwierdzenie tej hipotezy.

Gruntowne badania zjawisk dynamicznych zachodz¡cych w stre�e kontaktu wyma-
gaªyby skomplikowanej i kosztownej aparatury pomiarowej. Tak¡ nie dysponowano.
Badania dynamiczne dotyczyªy modelu koªa i drogi. Z uwagi na do±wiadczenia Za-
kªadu, w którym realizowano badania, szczególn¡ uwag¦ po±wi¦cono toczeniu si¦ koªa
kolejowego po szynie. Cz¦±¢ bada« symulacyjnych odniesiono do obiektów rzeczywi-
stych.

W drugim rozdziale pracy przedstawione zostan¡ zjawiska dynamiczne zwi¡zane
z toczeniem si¦ koªa kolejowego po szynie, oraz powstawanie falistego zu»ycia (ko-
rugacji). Wyznaczono oddziaªywanie dynamiczne mi¦dzy koªem a szyn¡ oraz wpªyw
skªadowych napr¦»e«, w tym wywoªanych siªami bocznymi, na odksztaªcenia trwaªe.
Cz¦±¢ zagadnie« zostaªa opracowana na podstawie wªasnych analiz i oblicze«, a wnio-
ski pªyn¡ce z analizy spowodowaªy potrzeb¦ dalszego gruntownego zbadania zjawisk
wywoªanych bocznymi siªami i bocznymi po±lizgami. Przedstawiony równie» zostanie
problem propagacji fali bie»¡cej w kole ogumionym, który równie» wywoªuje niestabil-
no±¢ ruchu podczas jazdy.

W rozdziale trzecim dokonano przegl¡du literatury dotycz¡cej tarcia w uj¦ciu ma-
kroskopowym i mikroskopowym. Przytoczono wiele prac badaczy zajmuj¡cych si¦ mo-
delowaniem zjawiska tarcia. Przedstawiono modele �zyczne i matematyczne ukªadów
mechanicznych z tarciem. Poruszono równie» temat tarcia tocznego i sposobu jego
opisu. Sklasy�kowano teorie i hipotezy tarcia w trzech grupach: mechaniczne, mole-
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kularne i molekularno�mechaniczne.
Rozdziaª czwarty opisuje zjawisko samowzbudno±ci drga«. Podano w nim metody

bada« drga« samowzbudnych. Przedstawiono posta¢ matematyczn¡ przykªadowych
modeli opisuj¡cych drgania samowzbudne z udziaªem tarcia. Odniesiono je do przykªa-
dowych rezultatów z symulacji, przeprowadzonych z udziaªem analizowanych modeli,
zaczerpni¦tych z literatury.

W rozdziale pi¡tym opisano stanowisko badawcze i bezstykowy system pomiarowy,
wykorzystany do bada« eksperymentalnych. Przedstawiono przyj¦te do bada« rzeczy-
wiste pary cierne oraz ich wªasno±ci materiaªowe i parametry geometryczne.

Rozdziaª szósty omawia wyniki pomiarów eksperymentalnych. Wyniki te przedsta-
wiaj¡ charakterystyki dynamiczne, fazowe i widmowe, uzyskane z u»yciem danych par
ciernych. Na podstawie tych informacji oszacowany zostaª wpªyw k¡ta pªaszczyzny
bocznej koªa, pr¦dko±ci toczenia oraz siªy pionowej, na zmiany jako±ciowe i ilo±ciowe
wyników.

Rozdziaª siódmy przedstawia teoretyczny model ruchu, opisuj¡cy obroty i prze-
mieszczenia boczne tocz¡cego si¦ koªa. Przedstawia on wyniki symulacji numerycznej
uzyskanej z wykorzystaniem zaproponowanego modelu oraz porównania z wynikami
bada« eksperymentalnych.

Rozdziaª ósmy prezentuje spostrze»enia wynikaj¡ce z bada« eksperymemtalnych
i numerycznych oraz nasuwaj¡ce si¦ na ich podstawie wnioski i jest podsumowaniem
pracy.

W pracy wykazano, »e w czasie toczenia koªa po drodze, zmiana uko±nego ustawienia
pªaszczyzny koªa α wzgl¦dem kierunku jazdy wywoªuje drgania o charakterze okre-
sowym. Z tych drga« mo»na wyodr¦bni¢ dwa dominuj¡ce okresy drga«. Oscylacje te
powstaj¡ w kierunku osiowym tocz¡cego si¦ koªa. Zbadano zale»no±¢ przebiegów wy»ej
wymienionych drga« od zmiany k¡ta α, nacisku pionowego N oraz pr¦dko±ci toczenia.

Z bada« eksperymentalnych wynika, »e wraz ze wzrostem pr¦dko±ci jazdy nast¦puje
zmniejszenie amplitudy drga« o wy»szej cz¦stotliwo±ci, w przeciwie«stwie do drga«
o ni»szej cz¦stotliwo±ci, których amplitudy niewiele si¦ zmieniaj¡. Wzrost pr¦dko±ci
jazdy wywoªuje tak»e zwi¦kszenie siªy bocznej dziaªaj¡cej na koªo. Objawia si¦ to prze-
suni¦ciem amplitud drga« w kierunku wi¦kszych warto±ci. Zmiana k¡ta α ma równie»
znacz¡cy wpªyw na generowane drga« osiowych. Jego wzrost wpªywa na zwi¦kszenie
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warto±ci przemieszczenia osiowego, podobnie jak w przypadku wzrostu pr¦dko±ci jazdy
v. Przy maªym k¡cie α i pr¦dko±ci jazdy v pojawia si¦ zjawisko przylegania�po±lizgu,
które zanika ze wzrostem obu parametrów. Zmiana siªy pionowej N wywoªuje z kolei
przesuni¦cie fazowe mi¦dzy dwoma dominuj¡cymi okresami drga«, przy danej parze
ciernej. Innym efektem jest oddalanie si¦ przemieszcze« od poªo»enia równowagi wraz
ze wzrostem siªy nacisku pionowego oraz wzrost amplitudy przemieszczenia w kierunku
osiowym, tak jak w przypadku wzrostu pr¦dko±ci jazdy i k¡ta α.

Wa»ne spostrze»enie dotyczy zale»no±ci cz¦sto±ci drga« osiowych od bezwªadno-
±ci obrotowej koªa. Zmiana stosunku bezwªadno±ci obrotowej do liniowej wpªywa na
zmian¦ stosunku dwóch skªadowych cz¦sto±ci drga«.

Wnioski z przeprowadzonych bada« mo»na wykorzysta¢ w praktyce do ograniczenia
zu»ycia kóª, obni»enia poziomu haªasu oraz zmniejszenia dokuczliwych dla czªowieka
drga« o cz¦stotliwo±ciach 20÷ 30 Hz, przenoszonych na otaczaj¡ce obiekty budowlane.
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Rozdziaª 2

Zjawiska towarzysz¡ce toczeniu

Toczenie si¦ koªa po sztywnym lub odksztaªcalnym podªo»u jest procesem bardzo
zªo»onym. Przede wszystkim wyst¦puj¡ w nim zjawiska dynamiczne, falowe, które,
wraz z obci¡»eniem statycznym, powoduj¡ zu»ycie lub uszkodzenie kóª oraz podªo»a.
Ukªady mechaniczne zwykle projektuje si¦ do przenoszenia obci¡»e« statycznych, po-
wi¦kszonych o wpªyw efektów dynamicznych w formie pewnych dynamicznych nadwy-
»ek. Rzadko na etapie projektowania uwzgl¦dnia si¦ wpªyw efektów dynamicznych,
wynikaj¡cych bezpo±rednio z analizy zjawisk. W dalszej cz¦±ci poka»emy, ze zjawiska
dynamiczne bardzo mocno wpªywaj¡ na ko«cowy stan napr¦»e« w trakcie eksploatacji.
Zjawisko oscylacyjnego ruchu bocznego koªa jest dodatkowym czynnikiem, sumuj¡cym
si¦ z pozostaªymi czynnikami wpªywaj¡cymi na zu»ycie. W praktyce warto±¢ siª pozio-
mych wynikaj¡cych z bocznych po±lizgów w trakcie toczenia mo»e osi¡gn¡¢ liczbowo
znaczn¡ cz¦±¢ warto±ci obci¡»enia pionowego.

W niniejszym rozdziale zaprezentowane zostan¡ stany obci¡»e« wyst¦puj¡ce w kole
i nawierzchni oraz stre�e ich kontaktu. Rozpatrzymy poziom napr¦»e« wªasnych w kole,
w wybranych sytuacjach eksploatacyjnych, oraz wpªyw skªadowych siª dziaªaj¡cych
w stre�e kontaktu koªa i szyny na zmiany napr¦»e« wªasnych. Badania przeprowadzono
na podstawie symulacji komputerowych oraz rozwa»a« analitycznych. Wykazano, »e
ka»da ze skªadowych siª w stre�e kontaktu (rys. 2.1) przyczynia si¦ do powstania lub
utrwalenia niekorzystnych zjawisk.
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2.1 Obci¡»enia w stre�e kontaktu

Celem analizy jest okre±lenie wpªywu obci¡»e« powstaj¡cych podczas eksploatacji
ukªadu koªo�szyna na zu»ycie jego elementów. W wyniku dziaªaj¡cych obci¡»e« nast¡-
pi¢ mo»e uplastycznienie materiaªu w stre�e kontaktu, wywoªuj¡ce powstanie trwaªych
nierówno±ci na powierzchni tocznej koªa i w gªówce szyny. Wynika to z faktu, »e na
ukªad pojazd szynowy�tor dziaªaj¡ wielorakiego typu obci¡»enia. Mo»emy je podzieli¢
na nast¦puj¡ce grupy:

• obci¡»enie pionowe Fp, wywoªane ci¦»arem wªasnym pojazdu szynowego oraz
obci¡»enie dynamiczne wywoªane oscylacyjnym ruchem pionowym; obci¡»enie
pionowe mo»e zwi¦kszy¢ si¦ w wyniku przejazdu przez lokalne nierówno±ci,

• obci¡»enie poziome Fw w kierunku jazdy, wywoªane rozp¦dzaniem si¦ b¡d¹ ha-
mowaniem pojazdu,

• obci¡»enie poziome Fb prostopadªe do kierunku jazdy, wywoªane parciem wiatru
na pojazd szynowy, siªami od±rodkowymi przy je¹dzie po ªukach, oporem toru
w oscylacyjnym ruchu bocznym wagonów, oddziaªywaniem podczas mijania si¦
dwóch jad¡cych poci¡gów,

• napr¦»enia wewn¦trzne w materiale: napr¦»enia wªasne, powstaªe w kole lub
szynie podczas procesu produkcyjnego lub eksploatacji.

Rysunek 2.1: Wektory rozpatrywanych obci¡»e«, dziaªaj¡cych w stre�e kontaktu.

Obci¡»enie pionowe. Statyczne obci¡»enia pionowe wywoªane pojazdem szynowym
mieszcz¡ si¦ w zakresie 100 ÷ 225 kN na o± (tramwaj, wagon towarowy). Mog¡ one
wzrasta¢ na skutek niedoskonaªo±ci powierzchni tocznej szyny i koªa oraz wyst¦powania
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maªych nierówno±ci powierzchni o amplitudzie kilkunastu mikrometrów [72, 38, 37,
39]. Wªa±nie te lokalne nierówno±ci mog¡ wywoªywa¢ impulsy o du»ych warto±ciach
przy±piesze« i siª w stre�e wspóªpracy koªa z szyn¡ (rys. 2.2). Warto±ci tych siª
s¡ znaczne, porównywalne z siªami statycznego nacisku koªa na szyn¦. W efekcie
mog¡ podwaja¢ napr¦»enia normalne w stre�e kontaktu, w porównaniu z napr¦»eniami
wynikaj¡cymi z obci¡»e« statycznych [12]. Na rysunku 2.2 lin¡ przerywan¡ zaznaczono
falist¡ nierówno±¢ szyny o amplitudzie 0,1 mm. Cienk¡ lini¡ ci¡gª¡ zaznaczono siª¦
normaln¡ uzyskan¡ z symulacji komputerowej. Osi¡ga ona chwilow¡ warto±¢ 370 ÷
380 kN, mimo stosunkowo niskiej pr¦dko±ci przejazdu. Przy wy»szych pr¦dko±ciach
warto±ci te znacznie rosn¡.

Rysunek 2.2: Przykªadowe wykresy siª w stre�e kontaktu koªa z szyn¡ przy pr¦dko±ci
jazdy 9 m/s [72].

Toczenie idealnego koªa po niesko«czenie sztywnym podªo»u wywoªuje oscylacyjny
ruch materiaªu w obszarze koªa. Wynikiem jest chwilowa poligonizacja obwodu, a to
z kolei zwi¦ksza siªy w stre�e kontaktu. Zjawisko przebiega w sposób zbli»ony do omó-
wionego wcze±niej toczenia koªa z trwaªymi nierówno±ciami. Z prac [10, 11] wynika,
»e toczenie wywoªuje w takim przypadku oscylacyjny ruch masy w kierunku obwodo-
wym oraz powstanie fal typu Rayleigha (rys. 2.3). Mimo »e ruch ±rodka koªa przebiega
w sposób stacjonarny, obserwujemy znaczne oscylacje siªy kontaktu (rys. 2.4).

W podrozdziale 2.2.1 przedstawione zostan¡ wyniki wªasnych oblicze« symulacyj-
nych, potwierdzaj¡cych wcze±niejsze wnioski.

Obci¡»enia poziome w kierunku jazdy. Obci¡»enia te wyst¦puj¡ wprawdzie
okresowo, ale mog¡ równie» znacz¡co oddziaªywa¢ na zjawiska w stre�e kontaktu przy
hamowaniu. Przykªadem pojawienia si¦ takiego obci¡»enia jest np. zjazd poci¡gu na
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Rysunek 2.3: Pole pr¦dko±ci w tocz¡cym si¦ kole.

Rysunek 2.4: Zmiana siªy normalnej w stre�e kontaktu podczas toczenia [10].
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dªugim odcinku zbocza o niewielkim pochyleniu. W takim przypadku w wyniku dªu-
gotrwaªego hamowania powstaje skªadowa pozioma siªy, sumuj¡ca si¦ z pozostaªymi
skªadowymi. Obci¡»enie to wyst¦puje zarówno w konstrukcjach z klockami dociska-
nymi do obr¦czy kóª, jak i w przypadku hamulców tarczowych. Zbli»ony efekt otrzy-
mujemy podczas rozbiegania pojazdu. Zwrot siªy w takim przypadku jest przeciwny
do opisanego powy»ej.

W pracach [10, 11, 13] potwierdzono wpªyw zjawiska fali bie»¡cej na powstanie
oscylacyjnych siª stycznych w stre�e kontaktu koªo�szyna. W wyniku analizy zagad-
nie« kontaktowych z wykorzystaniem modelowania numerycznego potwierdzono wyniki
zwi¡zane ze zmianami skªadowych siª w stre�e kontaktu w kierunku stycznym.

Obci¡»enia poziome boczne. Nast¦pn¡ skªadow¡ obci¡»enia, dziaªaj¡c¡ w stre�e
kontaktu, jest siªa boczna. Kierunek dziaªania tej siªy zwrócony jest prostopadle do
kierunku jazdy. Obci¡»enie to mo»e by¢ wywoªane kilkoma czynnikami:

• dziaªaniem wiatru na powierzchni¦ boczn¡ poci¡gu,

• ró»nic¡ pr¦dko±ci k¡towych prawego i lewego koªa, wywoªan¡ ró»nymi promie-
niami krzywizn obu szyn na ªuku,

• drganiami wywoªanymi odksztaªcalno±ci¡ zestawów koªowych i szyn,

• napr¦»eniami wªasnymi, wpªywaj¡cymi na zmian¦ k¡ta pªaszczyzny tocznej w stre-
�e kontaktu.

Oddziaªywanie wiatru na pojazd wywoªuje boczne przemieszczenie koªa wzgl¦dem
szyny. Osi¡gaj¡c skrajn¡ pozycj¦, koªo obrze»em uderza w szyn¦ po której si¦ porusza.
Nast¦puje ruch w kierunku przeciwnym do kierunku wiatru, wywoªuj¡cy oscylacj¦.

Z bada« na stanowisku eksperymentalnym zaobserwowano zjawisko ruchu oscyla-
cyjnego w kierunku poprzecznym do kierunku jazdy. Oscylacje te wywoªywane s¡ uko-
±nym ustawieniem pªaszczyzny koªa w stosunku do tymczasowego kierunku toczenia.
Zjawisko to zostanie dokªadnie omówione w rozdziale pi¡tym, a wyniki przedstawione
w rozdziale szóstym pracy.

Napr¦»enia wªasne. Z de�nicji napr¦»enia wªasne s¡ napr¦»eniami równowa»¡-
cymi si¦ wewn¡trz elementu, na który nie oddziaªuj¡ »adne obci¡»enia zewn¦trzne.
Mo»na powiedzie¢, »e s¡ miar¡ energii spr¦»ystej zgromadzonej w okre±lonym obszarze
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ciaªa i stanowi¡ dodatkowe obci¡»enia elementu stalowego. Szereg wyników obserwa-
cji i eksperymentów wskazuje, i» napr¦»enia wewn¦trzne mog¡ mie¢ negatywny lub
pozytywny wpªyw na koªa i szyny kolejowe. Do niepo»¡danych zaliczy¢ mo»na roz-
wój p¦kni¦¢ lub zm¦czenie materiaªu. W pracach [27, 103] wykazano wpªyw napr¦»e«
na uszkodzenia szyn i kóª, przy±pieszaj¡cy rozwój typowych defektów wyst¦puj¡cych
w tych elementach. Efekt po»¡dany to zwi¦kszenie wytrzymaªo±ci materiaªu na po-
wierzchni, wynikaj¡cy z obecno±ci napr¦»e« ±ciskaj¡cych w stalowych elementach.

Napr¦»enia wªasne powstaj¡ ju» w trakcie procesu produkcyjnego szyn i kóª kole-
jowych oraz przy eksploatacji (rys. 2.6). W czasie produkcji szyn napr¦»enia te mog¡
pojawi¢ si¦ w wyniku ksztaªtowania na zimno (rys. 2.5), obróbki cieplnej (napr¦»enia
termiczne), jak równie» mog¡ by¢ wywoªane przemianami fazowymi o niejednorodnym
charakterze, np. przemiany austenitu w ferryt i perlit.

Prostowanie szyn w hucie polega na przechodzeniu ksztaªtowników szynowych przez
pi¦cio lub siedmiorolkowe prostownice, celem nadania im okre±lonego ksztaªtu. Napr¦-
»enia pojawiaj¡ce si¦ w wyniku prostowania osi¡gaj¡ warto±ci okoªo 200 MPa (rys. 2.5).

Rysunek 2.5: Rozkªad napr¦»e« wªasnych w osi przekroju poprzecznego przed i po
procesie prostowania [76].

Podczas eksploatacji napr¦»enia powstaj¡ce w koªach kolejowych i szynach mog¡
wynika¢ ze zgniotu w stre�e kontaktu. Zgniot ten wywoªuje redystrybucj¦ napr¦»e«
wªasnych w stre�e przypowierzchniowej gªówki szyny oraz w wie«cu koªa. Czynnikami
wpªywaj¡cymi na rozkªad napr¦»e« wªasnych mog¡ by¢: du»y przebieg eksploatacyjny,
gwaªtowne hamowanie lub przy±pieszanie. Wpªyw takich czynników w przypadku koªa
ilustruj¡ przedstawione rozkªady napr¦»e« (rys. 2.6). Zwykle w wie«cu nowo wyprodu-
kowanego koªa napr¦»enia wªasne ±ciskaj¡ce maj¡ rozkªad jak na rysunku 2.6a. Podczas
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Rysunek 2.6: Napr¦»enia wªasne w wie«cu kóª kolejowego: a) stan przed eksploatacj¡,
koªo nowe, b) po przebiegu okoªo 200 000 km, c) po intensywnym hamowaniu, d) po
intensywnym hamowaniu i dalszej eksploatacji [104].

normalnej eksploatacji, wskutek du»ych nacisków na powierzchniach kontaktu koªo�
szyna, nast¦puje narastaj¡cy zgniot plastyczny w warstwie powierzchniowej i w efek-
cie od powierzchni tocznej rozbudowuj¡ si¦ obszary napr¦»e« ±ciskaj¡cych (rys. 2.6b).
W przypadku wyst¡pienia nagªego hamowania przy du»ej szybko±ci lub dªugiego, ci¡-
gªego hamowania, np. przy zje¹dzie z pochyªo±ci w terenach górskich, nast¦puje znaczne
nagrzanie wie«ca koªa i w konsekwencji powstanie w nim napr¦»e« rozci¡gaj¡cych
(rys. 2.6c), mog¡cych powodowa¢ p¦kni¦cia. Dalsza eksploatacja bez intensywnego
hamowania prowadzi do ponownego narastania zgniotu plastycznego przy powierzchni
tocznej oraz powstania obwodowych napr¦»e« ±ciskaj¡cych. Mog¡ one by¢ otoczone
pozostaªymi po udarze cieplnym napr¦»eniami rozci¡gaj¡cymi, co jest widoczne na
rysunku 2.6d.

Obecno±¢ wewn¦trznych napr¦»e« mo»e wywoªywa¢ w wielu przypadkach nieprze-
widywalne zachowanie konstrukcji.
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Rysunek 2.7: Wykres wzdªu»nych napr¦»e« wªasnych w nieeksploatowanych szynach
wykonanych ze stali szynowej ró»nych gatunków oraz przykªad rozkªadu napr¦»e« wªa-
snych w przekroju szyny [27, 47].

2.2 Analiza numeryczna

Metody numeryczne s¡ wygodnym narz¦dziem w badaniu zjawisk mechaniki, gdy»
umo»liwiaj¡ stosunkowo szybkie i dokªadne uzyskanie wyników oraz powtórzenie obli-
cze« przy zmienionych parametrach. W zwi¡zku z tym wst¦pna analiza numeryczna
uªatwia uzyskanie wyobra»enia o przebiegach zªo»ono±ci analizowanych zjawisk. Me-
tody dyskretne opieraj¡ce si¦ na dyskretyzacji podobszarów, jak metoda elementów
sko«czonych (MES), czy metoda ró»nic sko«czonych (MRS), uªatwiaj¡ analiz¦ zada«
trudnych do rozpatrywania na drodze czysto analitycznej. Mamy tu na my±li zadania
o nieregularnym ksztaªcie, o skomplikowanym ukªadzie obci¡»e« i zªo»onych warunkach
brzegowych. W przypadku takich zada« mo»liwe jest uzyskanie cho¢by pogl¡dowych
wyników przy stosunkowo maªym nakªadzie pracy, w przeciwie«stwie do metod ana-
litycznych, których stosowanie ogranicza si¦ do w¡skiej klasy zada«. Metoda elemen-
tów sko«czonych, bardzo popularna w rozwi¡zywaniu zada« z �zyki matematycznej,
stosowana jest obecnie niemal we wszystkich typach zada« in»ynierskich. W naszym
przypadku dotyczy to statyki i dynamiki konstrukcji. Idea metody elementów sko«czo-
nych (MES) polega na dyskretyzacji obszaru konstrukcji na podobszary, tzw. elemety
sko«czone. W zale»no±ci od charakteru postawionego zadania, statycznego lub dyna-
micznego, prowadzi do rozwi¡zania ukªadu równa« algebraicznych lub ci¡gu ukªadów
równa« [110, 59]. Zadania dynamiczne rozwi¡zuje si¦ jako ci¡g zada« statycznych.
Klasyczne podej±cie do rozwi¡zywania zada« dynamiki konstrukcji metod¡ elementów
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sko«czonych polega na oddzieleniu zmiennych przestrzenych od zmiennej czasu. Zada-
nie dyskretyzowane w przestrzeni, sprowadzane jest do ukªadu równa« algebraicznych.
Równania te zawieraj¡, jako niewiadome, przy±pieszenia, pr¦dko±ci i przemieszczenia.
Pochodne z kolei poddawane s¡ caªkowaniu metodami numerycznymi (Rungego�Kutty,
Newmarka). W ten sposób otrzymuje si¦ rozwi¡zania w zdyskretyzowanym czasie,
w kolejnych chwilach t1, t2, t3, ....tn. MES charakteryzuje si¦ stacjonarno±ci¡ dyskrety-
zacji konstrukcji, a to narzuca pewne ograniczenia. Wady tej pozbawiona jest metoda
czasoprzestrzennych elementów sko«czonych (MECz) [10, 8, 7, 67, 66]. Metoda ta roz-
wijana byªa w ostatnim czasie równie» w Zakªadzie Sterowania i Dynamiki Ukªadów
IPPT i zastosowana do dynamicznych zagadnie« kontaktowych. Cech¡ charaktery-
styczn¡ metody jest mo»liwo±¢ zastosowania niestacjonarnego podziaªu konstrukcji.
Szczególnie w zagadnieniach kontaktowych, gdy zjawiska zwi¡zane z kontaktem odgry-
waj¡ istotn¡ rol¦ w ko«cowych wynikach, MECz z niestacjonarnym podziaªem kon-
strukcji wykazuje swoje zalety. Umo»liwia ci¡gªy w czasie opis charakterystycznych
zjawisk (w naszym przypadku warunków kontaktu i tarcia). Wa»n¡ zalet¡ metody jest
mo»liwo±¢, w sposób ci¡gªy, zag¦szczania i rozrzedzania podziaªu siatki w zale»no±ci
od przebiegu zjawiska. Zaleta ta wykorzystywana jest w szczególno±ci przy przemiesz-
czaniu si¦ strefy kontaku, wokóª której oczekujemy rozwi¡zania ze zwi¦kszon¡ dokªad-
no±ci¡. W przeciwie«stwie do tego, MES umo»liwia jedynie nieci¡gª¡ zmian¦ siatki
w czasie.

W dalszej cz¦±ci rozdziaªu przedstawiona zostanie analiza dynamiczna MECz zja-
wisk wyst¦puj¡cych w trakcie toczenia si¦ koªa po niesko«czenie sztywnym podªo»u.
Nast¦pnie przedstawiona b¦dzie statyczna analiza MES rozkªadu napr¦»e« wewn¦trz-
nych w kole kolejowym, ze szczególnym uwzgl¦dnieniem kontaktu koªa z szyn¡. Opro-
gramowanie do analizy dynamicznej MECz zostaªo wykonane we wªasnym zakresie. Ze
wzgl¦du na zakres pracy, ograniczono si¦ tu do analizy zada« pªaskiego stanu napr¦-
»enia. Bardziej zbli»on¡ do rzeczywistej geometri¦ koªa umo»liwiªa analiza pakietem
ANSYS. Z jego u»yciem wykonano trójwymiarowy model koªa, jednak ze wzgl¦du na
ograniczenia istniej¡ce w tym pakiecie analiz¦ ograniczono do zagadnienia statycznego.
Zagadnienie dynamicznego toczenia w pakiecie Ansys nie jest mo»liwe do zrealizowania
w prosty sposób.
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Rysunek 2.8: Obszary przestrzenne ograniczaj¡ce obszar czasoprzestrzenny.

2.2.1 Analiza dynamiczna metod¡ elementów czasoprzestrzen-
nych

Metoda elementów czasoprzestrzennych jest uogólnieniem metody elementów sko«czo-
nych. Jak wspomniano we wprowadzeniu do rozdziaªu 2.2, dzi¦ki funkcjom interpola-
cyjnym (funkcjom ksztaªtu) opisanym w przestrzeni rzeczywistej x, y, z i w czasie t,
mo»emy stosowa¢ niestacjonarn¡ dyskretyzacj¦ konstrukcji. Elementy sko«czone mog¡
zmienia¢ w pewnym zakresie swoj¡ geometri¦ w kolejnych krokach obliczeniowych (rys.
2.8). W metodzie elementów czasoprzestrzennych interpolacja warto±ci funkcji na pod-
stawie parametrów w¦zªowych mo»e by¢ zapisana nast¦puj¡co:

q(x, t) = N(x, t)qe , (2.1)

w odró»nieniu od metody elementów sko«czonych, w której zmienne przestrzenne i czas
s¡ rozseparowane:

q(x, t) = N(x) ·T(t)qe . (2.2)

N(x,t), N(x) i T(t) s¡ funkcjami interpolacyjnymi, zale»nymi od odpowiednich argu-
mentów, a qe jest wektorem parametrów w¦zªowych. W szczególnym przypadku (2.1)
mo»e mie¢ posta¢ (2.2).

Swobodne ksztaªtowanie siatki podziaªu czasoprzestrzeni jest szczególnie przydatne
w zagadnieniach kontaktowych [10]. Mo»na lokalnie zag¦±ci¢ siatk¦ podziaªu w czasie
i tym samym uzyska¢ mo»liwo±¢ umieszczenia w¦zªa przestrzennego siatki w sposób
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Rysunek 2.9: Jednowymiarowy obszar przestrzenny w kontakcie z przeszkod¡ � rozwój
siatki czasoprzestrzennej w stre�e kontaktu.

speªniaj¡cy warunki brzegowe (rys. 2.9). Punkty t1 i t2 ograniczaj¡ obszar kontaktu
w czasie. Punkt t1 mo»na ªatwo wyznaczy¢ maj¡c odpowiednie przemieszczenia i pr¦d-
ko±ci w¦zªów. Punkt t2 wyznaczany jest iteracyjnie, cho¢ nie wymaga si¦ tu wysokiej
dokªadno±ci wyznaczenia chwili t2.

W dalszej cz¦±ci przedstawimy sformuªowanie metody elementów czasoprzestrzen-
nych w przypadku pªaskiego stanu napr¦»enia oraz wyniki oblicze«, wykazuj¡ce falowy
charakter zjawisk towarzysz¡cych toczeniu.

Pªaski stan napr¦»enia w metodzie elementów czasoprzestrzennych
Wyprowadzenie odpowiednich macierzy charakterystycznych metody caªkowania rów-
nania ró»niczkowego ruchu uzyskamy wykorzystuj¡c podobne wyprowadzenia zaczerp-
ni¦te z literatury [9].

Odksztaªcenia ε okre±lamy jako

ε = Du , (2.3)

gdzie D jest operatorem ró»niczkowym

D =
1

2
(grad + gradT ) , (2.4)

a napr¦»enia σ jako
σ = Eε , (2.5)

oraz przyjmiemy dystrybucj¦ wirtualnych pr¦dko±ci v∗. Wówczas równanie pracy wir-
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tualnej, wyra»one w pr¦dko±ciach, przyjmie nast¦puj¡c¡ posta¢:
∫

Ω
(v∗)T ρ

∂v

∂t
dΩ +

∫

Ω
(ε̇∗)T σdΩ +

∫

Ω
(v∗)T ηzv dΩ = 0 . (2.6)

Przemieszczenie u(t) okre±la si¦ caªk¡ pr¦dko±ci, z uwzgl¦dnieniem przemieszczenia
pocz¡tkowego w kroku obliczeniowym, jako staªej caªkowania

u(t) = u0 +
∫ t

0
v dt . (2.7)

Po uzwgl¦dnieniu (2.3), (2.5) i (2.7) otrzymamy:
∫

Ω
(v∗)T ρ

∂v

∂t
dΩ +

∫

Ω
(Dv∗)TEDu0dΩ +

∫

Ω

[
(Dv∗)T ED

∫ t

0
v dt

]
dΩ + (2.8)

+
∫

Ω
(v∗)T ηzv dΩ = 0 .

Wprowadzamy formuªy interpolacyjne:

v = Nq̇ i v∗ = N∗q̇ , (2.9)

i ostatecznie otrzymujemy:
{∫

Ω

[
(DN∗)T ED

∫ t

0
N dt

]
dΩ +

∫

Ω
(N∗)T ρ

∂N

∂t
dΩ +

∫

Ω
(N∗)T ηz N dΩ

}
q̇ + (2.10)

+
∫

Ω
(DN∗)T E ε0 dΩ = 0 .

Funkcj¦ pr¦dko±ci wirtualnej mo»na przyj¡¢ w ró»nej postaci. Tu zastosowano funkcje
jako dystrybucje Diraca [9], z argumentem w chwili t= α h. Mo»emy sterowa¢ wªasno-
±ciami procedury za pomoc¡ parametru α.

W przypadku równania (2.10) obszary caªkowania upraszczaj¡ si¦ z obj¦to±ci cza-
soprzestrzennej Ω do powierzchni czasoprzestrzennej (obj¦to±ci rzeczywistej) V (αh).
Pierwsza caªka zawiera skªadnik caªkowany w granicach [0, t]. Z uwagi na powy»-
sze wnioski dotycz¡ce caªki z dystrybucji, pozostaje dokona¢ caªkowania w granicach
[0, αh]. Przyj¦cie liniowych funkcji podcaªkowych N pozwala wyznaczy¢ ±redni¡ war-
to±¢ podcaªkow¡ przy t = αh/2 i przemno»y¢ przez dªugo±¢ przedziaªu αh. Wówczas
macierz sztywno±ci, bezwªadno±ci i wektor napr¦»e« pocz¡tkowych, opisuj¡ce element
czasoprzestrzenny maj¡ posta¢ nast¦puj¡c¡:

K =
∫ ∫

Vαh

(DNαh(x))T E DN(x, αh/2) dV · αh , (2.11)
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M =
∫ ∫

Vαh

NT
αh(x) ρ

∂N(x, αh)

∂t
dV , (2.12)

Z =
∫ ∫

Vαh

NT
αh(x) ηz N(x, αh) dV , (2.13)

s =
∫ ∫

Vαh

(DNαh(x))T E ε0 dV . (2.14)

Vαh oznacza przekrój elementu czasoprzestrzennego w chwili t = αh. Nαh jest macie-
rz¡ funkcji interpoluj¡cych, okre±lonych na powierzchni Vαh, N(x, ·) za± jest macierz¡
funkcji interpoluj¡cych w obj¦to±ci Ω, wyznaczonych w okre±lonej chwili. Zmiana gra-
nic caªkowania daje jeszcze ªatwiejsze do numerycznych oblicze« formuªy okre±laj¡ce
macierze charakterystyczne. Macierze (2.11), (2.12) i (2.13) maj¡ wymiar N × 2N (N
� caªkowita liczba stopni swobody). Wi¡»¡ one chwile ti i ti+1.

W przypadku szczególnym stacjonarnej dyskretyzacji macierze powy»sze uprasz-
czaj¡ si¦ do nast¦puj¡cych wynikowych macierzy:

M =
ρb

h
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C = ηb
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 = [(1− α)Cstat | αCstat] (2.17)

Ko«cowa posta¢ równania ruchu opisuje równowag¦ siª na brzegu obszaru Ω. Wektor
w¦zªowych pr¦dko±ci q̇ zawiera pr¦dko±ci q̇a w chwili pocz¡tkowej t = 0 oraz q̇p w chwili
ko«cowej t = h

(M + C + K)





q̇a

q̇p





+ e = 0 . (2.18)

Otrzymujemy równanie macierzowe, w którym niewiadom¡ jest q̇p. Mstat, Cstat i Kstat

s¡ statycznymi macierzami bezwªadno±ci, tªumienia i sztywno±ci. Dotyczy to szcze-
gólnego przypadku stacjonarnego podziaªu konstrukcji na przestrzenne elementy sko«-
czone. Program komputerowy oparty na sformuªowaniu czasoprzestrzennym wyko-
rzystano do analizy toczenia si¦ koªa z tarciem, po sztywnym podªo»u. Obliczenia
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Rysunek 2.10: Przebiegi pól pr¦dko±ci w trakcie pierwszego i ósmego obrotu, na pod-
stawie symulacji komputerowej.

dotyczyªy zadania podobnego do przedstawionego w pracy [11], lecz uwzgl¦dniaªy tar-
cie w stre�e kontaktu.

Przedstawione zostan¡ wybrane wyniki numerycznej symulacji toczenia si¦ koªa, opi-
sanego w pªaskim stanie napr¦»enia, po niesko«czenie sztywnym podªo»u. Przyj¦to
jednostronne warunki kontaktu z podªo»em oraz zastosowano prawo tarcia suchego
w stre�e kontaktu. Rys. 2.10 pokazuje pola pr¦dko±ci w dwóch wybranych chwilach.
Rys. 2.11 przedstawia pr¦dko±¢ styczn¡ w stre�e kontaktu bez uwzgl¦dnienia tarcia
oraz z tarciem suchym. W pierwszym przypadku obserwujemy efekt oscylacyjnego
obrotu materiaªu koªa wokóª osi obrotu. Skutkiem tego jest równie» oscylacja pr¦d-
ko±ci w stre�e kontaktu, uwidoczniona na rysunku w postaci pasm. W przypadku
uwzgl¦dniaj¡cym tarcie obserwowane zjawisko w stre�e kontaktu jest bardziej zªo»one.
Poszczególne podobszary przemieszczaj¡ si¦ z ró»n¡ pr¦dko±ci¡ i dochodzi do lokalnych
zmian rozkªadu pr¦dko±ci. Efekt ten potwierdza fakt, »e w przypadku toczenia istotny
wpªyw na zjawiska w stre�e kontaktu maj¡ efekty dynamiczne wywoªane tarciem.
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Rysunek 2.11: Pr¦dko±¢ styczna w stre�e kontaktu a) bez tarcia (o± pozioma � nr
obrotu koªa, o± pionowa � wspóªrz¦dna strefy kontaktu), b) w przypadku nieliniowego
modelu tarcia.

2.2.2 Analiza statyczna metod¡ elementów sko«czonych

Dokonano numerycznej analizy stanu napr¦»e« w kole w stre�e kontaktu koªa z szyn¡.
Analiz¦ przeprowadzono metod¡ elementów sko«czonych. Do symulacji wykorzystano
program ANSYS oraz jego moduª obliczeniowy pod nazw¡ ANSYS/Mechanical1. Pa-
kiet ten jest narz¦dziem programistycznym przeznaczonym do analiz wytrzymaªo±ciowo�
termicznych. Oprogramowanie udost¦pnia peªen zestaw liniowych oraz nieliniowych
elementów sko«czonych i modeli materiaªowych [105, 43].

W metodzie elementów sko«czonych, jako stan pocz¡tkowy, zada¢ mo»na pewne
pole napr¦»e«, wynikaj¡ce z napr¦»e« wewn¦trznych w obszarze koªa. Teoretycznie
mo»liwe jest wprowadzenie pocz¡tkowych napr¦»e« w ka»dym elemencie sko«czonym.
Jest to jednak trudne do zrealizowania w prosty sposób w ukªadzie globalnym (x,
y, z). Dyskretyzacja koªa na trójwymiarowe elementy sko«czone mo»e by¢ wprawdzie
ªatwo zrealizowana w ukªadzie biegunowym, jednak w takim ukªadzie w systemie Ansys
nie mo»na zada¢ napr¦»e« pocz¡tkowych. Jest to powa»nym ograniczeniem systemu
w zastosowaniu do zada« przez nas realizowanych. Praktycznie niewykonalne byªoby
wprowadzanie napr¦»e« pocz¡tkowych w ukªadzie kartezja«skim, element po elemencie.
Wobec tego podj¦to prób¦ zast¡pienia zadania zadaniem równowa»nym, w którym
napr¦»enia wewn¦trzne o rozkªadzie biegunowym wprowadzane s¡ przez napr¦»enia
wywoªane zadanym rozkªadem temperatur.

Przy budowie trójwymiarowego modelu numerycznego koªa zastosowano dyskre-
tyzacj¦ elementami czworo±ciennymi o kwadratowej zmienno±ci funkcji ksztaªtu (rys.

1Grant obliczeniowy MEiN/SGI2800/PAN/096/2006, realizowany w ACK Cyfronet AGH
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Rysunek 2.12: Dyskretyzacja koªa kolejowego oraz element zastosowany w dyskretyzacji
modelu numerycznego.

2.12). Zapewniaj¡ one stosunkowo wysok¡ dokªadno±¢ oblicze« mimo niewielkiej liczby
elementów. Przy dyskretyzacji przyj¦to kilka wariantów siatek o ukªadzie zbli»onym do
prezentowanej na rysunku 2.12. Liczba w¦zªów wynosiªa tu 75433, a liczba elementów
48044. Przyj¦to materiaª charakteryzuj¡cy si¦ nast¦puj¡cymi parametrami: moduª
Younga E=2, 1 · 1011 N/m2, liczba Poissona ν = 0, 3, wspóªczynnik rozszerzalno±ci
termicznej w kierunkach x i y λ = 1, 2 · 10−5 1/K.

Istnienie obwodowych napr¦»e« uwzgl¦dniono przez wprowadzenie do wn¦trza koªa
obci¡»onych termicznie warstw w formie pier±cieni (rys. 2.13). Warstwy te zostaªy
obci¡»one temperaturami: T1 = 17◦, T2 = 50◦, T3 = 60◦, by symulowa¢ napr¦»enie
wewn¦trzne o warto±ci 100 MPa, a w przypadku napr¦»enia 400 MPa, odpowiednio:
T1 = 67◦, T2 = 200◦, T3 = 237◦. Taka metoda wprowadzenia wewn¦trznych napr¦»e«
jest pewnym uproszczeniem, ze wzgl¦du na równomierny rozkªad napr¦»e« na obwodzie,
co nie odpowiada ±ci±le rzeczywisto±ci.

Obci¡»enia dynamiczne dziaªaj¡ce na koªo w stre�e kontaktu przyj¦to jako quasi�
statyczne, przez wprowadzenie wspóªczynnika dynamicznego. W naszym przypadku
dawaª on warto±¢ dwukrotnie wi¦ksz¡ od warto±ci obci¡»enia statycznego.

Wyniki bada« numerycznych
Po przeprowadzeniu bada« numerycznych uzyskano wyniki okre±laj¡ce zmiany ze-

wn¦trznej geometrii i wewn¦trznego stanu napr¦»e«. Na tej podstawie okre±lono zmian¦
k¡ta nachylenia powierzchni tocznej koªa kolejowego φ oraz rozkªad napr¦»e«. Analiz¦
rozkªadu napr¦»e« wewn¦trznych wykonano z uwzgl¦dnieniem granicy plastyczno±ci
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Rysunek 2.13: Przekrój modelu koªa z jednym pier±cieniem oraz podziaª wie«ca na
warstwy obci¡»ane termiczne.

Rysunek 2.14: Ukªad siª dziaªaj¡cych na obr¦cz koªa w stre�e kontaktu, wykorzystany
do symulacji numerycznej obci¡»e« statycznych i dynamicznych.

w przyj¦tym modelu materiaªu koªa.
Przyj¦to nast¦puj¡cy schemat oblicze«. Pierwszy etap dotyczyª koªa nieobci¡»onego

siªami zewn¦trznymi. Zbadano wpªyw zmian warto±ci napr¦»e« wªasnych w zakresie
0�400 MPa, z przyrostem co 100 MPa. W nast¦pnym etapie obci¡»ono koªo siª¡ pio-
now¡ o warto±ci Fp = Fs = 60 kN (gdzie: Fs � obci¡»enie statyczne przy postoju)
i siª¡ boczn¡ wynikaj¡c¡ ze wspóªczynnika tarcia, o warto±ci Fb = 24 kN. Ostatnim
etapem byªo wprowadzenie obci¡»e« w stre�e kontaktu, wywoªanych oddziaªywaniem
dynamicznym Fp = Fdyn koªa z drog¡ podczas jazdy. Zaªo»ono, »e obci¡»enie dyna-
miczne ma warto±¢ dwukrotnie wi¦ksz¡ od obci¡»enia statycznego, czyli Fdyn = 120 kN.
Po zako«czeniu poszczególnych etapów symulacji wyznaczono przyrost k¡ta obrotu φ

obr¦czy koªa, odpowiadaj¡cy powy»szym przypadkom obci¡»e«. Zmiany kata φ po-
wierzchni tocznej obr¦czy koªa okre±lono ±ledz¡c dwa charakterystyczne w¦zªy na tej
powierzchni (rys. 2.15 a).

Rysunek 2.15 b pokazuje, »e wraz ze wzrostem obwodowych napr¦»e« wªasnych
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Rysunek 2.15: Zmiana pochylenia pªaszczyzny tocznej koªa wywoªana zmian¡ obwo-
dowych napr¦»e« wªasnych: a) schemat pomiaru przyrostu k¡ta φ, b) skr¦cenie wie«ca
� wynik symulacji w przypadku napr¦»e« obwodowych równych 200 MPa oraz siªy
pionowej 60 kN i bocznej 24 kN.

wzrasta obrót wie«ca koªa kolejowego. Zjawisko to jest zwi¡zane z niesymetrycznym
ksztaªtem przekroju poprzecznego wie«ca koªa oraz wpªywem siªy pionowej Fp i bocznej
Fb w stre�e kontaktu (rys. 2.14).

Rysunek 2.16: Wpªyw warto±ci obci¡»enia Fp oraz obwodowych napr¦»e« wªasnych na
k¡t pochylenia powierzchni tocznej koªa.

Na rysuneku 2.16 pokazana jest zmiana k¡ta powierzchni tocznej koªa przy ob-
ci¡»eniach zewn¦trznych Fp = 0 kN, Fp = 60 kN i Fp = 120 kN oraz jednocze±nie
wpªyw zmian obwodowych napr¦»e« wªasnych. Z wykresów wida¢, »e wzrost napr¦»e«
wªasnych w przyj¦tym zakresie wywoªuje zmian¦ pochylenia powierzchni tocznej koªa
w przedziale od −0, 025◦ do 0, 065◦. Siªy zewn¦trzne przyªo»one w stre�e kontaktu
w analizowanym przypadku przeciwdziaªaj¡ odchyleniu powierzchni tocznej. Wynika
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Rysunek 2.17: Pola napr¦»e« I2 wywoªane napr¦»eniami wªasnymi o intensywno±ci
a) 100 MPa, b) 200 MPa, c) 300 MPa, d) 400 MPa.

to z lokalizacji strefy kontaktu. Gdyby strefa ta ulokowana byªa bli»ej obrze»a koªa, siªy
kontaktowe Fp i Fb wywoªywaªyby odchylenia pªaszczyzny tocznej w kierunku zgodnym
z kierunkiem odchyle« wywoªanych napr¦»eniami wªasnymi. Warto±ci zmiany k¡ta φ

s¡ maªe, ale maj¡ wpªyw na lokalizacj¦ strefy kontaktu koªo�szyna.
Po okre±leniu wpªywu zewn¦trznych siª oraz napr¦»e« wªasnych na zmiany poªo»e-

nia pªaszczyzny tocznej koªa, wyznaczono rozkªad napr¦»e«. Wykresy przedstawione
na rys. 2.17 ilustruj¡ rozkªady pól napr¦»e« wywoªane tylko napr¦»eniami wªasnymi.
Wida¢ na nich warstwowy rozkªad napr¦»e«, których eksperymentalne potwierdzenie
ilustruje zaczerpni¦ty z literatury rysunek 2.18 [18]. Wyniki eksperymentalne uzy-

Rysunek 2.18: Napr¦»enia wªasne w wie«cu koªa zmierzone metod¡ inwazyjn¡ z wyko-
rzystaniem ukªadu tensometrów [18].
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skane zostaªy metod¡ inwazyjn¡. Pomiaru napr¦»e« wªasnych dokonano w przekroju
poprzecznym koªa kolejowego, na którym naklejono tensometry. Nast¦pnie wykonano
naci¦cia w kierunkach pionowym i poziomym w celu �odpuszczenia� napr¦»e«. Prze-
biegi naci¦¢ zbli»one byªy do siatki pomiarowej pokazanej na rys. 2.18. W wyniku
naci¦¢ materiaª zrelaksowaª si¦ i na tensometrach pojawiªy si¦ odksztaªcenia wywoªane
napr¦»eniami zgromadzonymi w wie«cu koªa. Jako±ciowa zgodno±¢ wyników pozwo-
liªa zaªo»y¢, »e zaproponowany model jest poprawny i mo»na go zastosowa¢ w dalszej
analizie uwzgl¦dniaj¡cej siªy zewn¦trzne.

Rysunek 2.19: Rozkªad drugiego niezmiennika napr¦»e« I2 wywoªanego obci¡»eniem
pionowym statycznym Fstat = 60 kN oraz bocznym Fb = 24 kN w punkcie kontaktu
oraz napr¦»eniami wªasnymi o intensywno±ci a) 100 MPa, b) 200 MPa, c) 300 MPa,
d) 400 MPa.

Wykresy prezentowane na rysunku 2.19 ilustruj¡ rozkªad napr¦»e« w wie«cu koªa
przy statycznym obci¡»eniu zewn¦trznym Fp = 60 kN i Fb = 48 kN w stre�e kontaktu
oraz przy obwodowych napr¦»eniach wewn¦trznych. Siªa w stre�e kontaktu charakte-
ryzuje si¦ niezmienn¡ warto±ci¡, a zmienia si¦ jedynie obwodowe napr¦»enie wªasne,
wzrastaj¡ce co 100 MPa. Zakres zmian wynosi od 0 do 400 MPa, jak w poprzednim
przypadku. Z wyników przedstawionych na rys. 2.19 wida¢, »e w »adnym przypadku
napr¦»enia nie osi¡gaj¡ warto±ci przekraczaj¡cej granic¦ plastyczno±ci.
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W przypadku kolejnych wyników, przy zaªo»eniu obci¡»enia dynamicznnego Fp =

120 kN i Fb = 48 kN oraz wpªywu obwodowych napr¦»e« wewn¦trznych od 0 do 300
MPa, napr¦»enia w wie«cu koªa równie» mieszcz¡ si¦ w bezpiecznym zakresie poni-
»ej granicy plasytyczno±ci (rys. 2.20 a, b, c). W przypadku ±ciskaj¡cych, obwodowych
napr¦»e« wªasnych w wie«cu warto±ci o 400 MPa (rys. 2.20 d) w stre�e kontaktu
wyst¦puje wyra¹ny obszar, w którym nast¦puje przekroczenie granicy plastyczno±ci.
Oznaczono go kolorem czerwonym.

Rysunek 2.20: Rozkªad drugiego niezmiennika napr¦»e« I2, wywoªany obci¡»eniem
dynamicznym pionowym Fdyn = 120 kN oraz bocznym Fb = 48 kN w punkcie kon-
taktu i obwodowymi napr¦»eniami wªasnymi o warto±ciach a) 100 MPa, b) 200 MPa,
c) 300 MPa, d) 400 MPa.

W analizowanym przypadku zastosowano uproszczenia. Do nich mo»emy zaliczy¢
punkt przyªo»enie siªy w obszarze kontaktu. W praktyce strefa ta ma ksztaªt elipsy, na
powierzchni której obci¡»enie rozªo»one jest nierównomiernie. W naszym przypadku s¡
to trzy warto±ci siª przyªo»one do w¦zªów siatki. Z tego powodu rozkªad siª mo»e odbie-
ga¢ od rzeczywistego. Kolejnym uproszczeniem s¡ napr¦»enia wewn¦trzne, narastaj¡ce
w rzeczywisto±ci ªagodnie wraz z promieniem koªa. W rzeczywisto±ci rozkªad ich jest
nierównomierny, w przeciwie«stwie do analizowanego modelu, w którym równomiernie
rozªo»one pier±cienie obrazowaªy oddziaªywanie napr¦»e« wªasnych.

Ze wzgl¦du na oscylacyjny charakter obci¡»e« zewn¦trznych oraz nierównomierny
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rozkªad napr¦»e«, mo»liwe jest wyst¡pienie zjawisk niepo»¡danych. Przekroczenie kry-
tycznych warto±ci ±ciskaj¡cych napr¦»e« obwodowych mo»e mie¢ du»y wpªyw na pro-
ces falistego zu»ycia powierzchni tocznej, poligonalizacj¦ kóª kolejowych oraz korugacj¦
szyn (rys. 1.1, 1.2), jak równie» zu»ycie plastyczne.

Kolejnym uproszczeniem jest przyj¦cie rozkªadu napr¦»e« wewn¦trznych równo-
miernie wzdªu» obwodu koªa. W rzeczywsto±ci rozkªad ten zale»y od wielu czynników
i nie jest równomierny. Metoda bada« oraz wyniki uzyskane w wyniku analizy nume-
rycznej znalazªy praktyczne wykorzystanie przy ocenie wpªywu wybranych parametrów
na zu»ycie kóª w wagonach Metra Warszawskiego.

2.3 Zagadnienie falowe w kole ogumionym

Zjawiska podobne do opisanych w rozdziale 2.1, a przedstawione na rysunkach 2.2, 2.3,
obserwuje si¦ tak»e podczas toczenia si¦ koªa ogumionego. Poni»ej dokonana zostanie
analiza zjawiska powstawania fali bie»¡cej w oponie. W przypadku tym dochodzi do
zwi¦kszonych deformacji i przy±pieszonego zu»ycia ogumienia. W rzeczywisto±ci jest
ono bardziej zªo»one, z uwagi na sko«czon¡ odksztaªcalno±¢ opony, zªo»one zjawiska
zachodz¡ce w stre�e kontaktu z podªo»em oraz zªo»one zwi¡zki konstytutywne. W dal-
szej cz¦±ci wyka»emy jedynie, »e do wspomnianego efektu falowego doj±¢ mo»e przy
zwykªej eksploatacji ogumionych kóª.

Ogumienie pojazdu samochodowego jest elementem, który znajduje si¦ w bezpo-
±rednim kontakcie z nawierzchni¡ drogi i przenosi obci¡»enie wynikaj¡ce z wymuszenia
kinematycznego pojazdu. Wªa±ciwo±ci opony pojazdu samochodowego wpªywaj¡ bez-
po±rednio na bezpiecze«stwo czynne kierowcy oraz pasa»erów. St¡d ogumienie ci¡gle
stanowi przedmiot bada« i prac rozwojowych, czego wynikiem jest wprowadzanie no-
wych materiaªów i technologii wytwarzania, prowadz¡cych do poprawienia wªa±ciwo±ci
jezdnych i eksploatacyjnych, jak np. zmniejszenia masy opony, zu»ycia i odksztaªce«.
Ruch toczny koªa wywoªuje dyssypacj¦ energii zwi¡zan¡ z tarciem po±lizgowym w ªo»y-
skach, tªumienie postaciowe zwi¡zane z uginaniem si¦ opony oraz straty wentylacyjne.
Po osi¡gni¦ciu pewnej granicznej pr¦dko±ci toczenia zaczyna mocno wzrasta¢ energia
dyssypowana. Zjawisko to jest spowodowane generowaniem fal bie»¡cych w oponie (rys.
2.21). Pr¦dko±¢, przy której zaczyna propagowa¢ si¦ fala bie»¡ca w oponie nazywana
jest pr¦dko±ci¡ krytyczn¡ (w literaturze mo»na spotka¢ okre±lenie �fala stoj¡ca� [36],
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Rysunek 2.21: Fala bie»¡ca w oponie � widoczne deformacje promieniowe [36].

które nie jest poprawne, gdy» ksztaªt zaburze« jest niezmienny wzgl¦dem otoczenia
i nie ma w¦zªów). Propagacja fal w oponie wpªywa na przyczepno±¢ i stabilno±¢ ru-
chu pojazdu. Wskutek ruchu falowego powstaj¡ niepo»¡dane drgania koªa. Powoduj¡
one uszkodzenie opony i przenosz¡ si¦ na nadwozie pojazdu. Nadmierne odksztaªcania
bie»nika wywoªuj¡ szybkie nagrzewania si¦ opony, mog¡ce prowadzi¢ do rozwarstwie-
nia. Poprawne okre±lenie pr¦dko±ci krytycznej oraz oszacowanie wpªywu parametrów
opony na t¡ wielko±¢ jest wa»nym zagadnienie w budowie opon. Pr¦dko±¢ krytyczn¡
mo»na wyznaczy¢ do±wiadczalnie. Na ogóª jednak jest to badanie sprawdzaj¡ce, które
wi¡»e si¦ z powa»nymi kosztami, a uzyskane wyniki bada« dotycz¡ wówczas konkret-
nych rozwi¡za« opony samochodowej. Bardziej uniwersalnym rozwi¡zaniem wydaje
si¦ budowa modelu �zycznego i matematycznego oddziaªywania opony z drog¡. Przy
pomocy tych modeli mo»na oszacowa¢ wªa±ciwo±ci dynamiczne opon w funkcji ró»nych
parametrów.

Model ogumienienia koªa pojazdu samochodowego. Przyj¦ty model oblicze-
niowy powinien mo»liwie dokªadnie odzwierciedla¢ obiekt rzeczywisty, a jednocze±nie
powinien by¢ prosty. Rozpatruj¡c koªo samochodu uwzgl¦dni¢ nale»y tak»e fakt,
»e sztywno±¢ opony jest znacznie mniejsza od sztywno±ci obr¦czy. W analizie od-
ksztaªce« promieniowych koªa mo»na wpªyw odksztaªce« obr¦czy pomin¡¢. Opona
radialna zbudowana jest z dwóch charakterystycznych elementów. Element czoªowy
opony stanowi¡: opasanie, ekran i bie»nik, tworz¡ce sztywny pas materiaªu opony,
pracuj¡cy przede wszystkim na zginanie, oraz spr¦»ysty bok wykonany z materiaªu
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Rysunek 2.22: a) Belka prosta modelu Bernoulliego�Eulera na spr¦»ystym podªo»u
Winklera i b) charakterystyka tego podªo»a modelu dwustronnego (linia ci¡gªa) i mo-
delu jednostronnego (linia przerywana).

osnowy pokrytego gum¡. Przyjmujemy na podstawie pracy [21], »e ró»nica w wyni-
kach koªa opisanego zakrzywion¡ belk¡ w stosunku do modelu opisanego belk¡ pro-
st¡ wynosi¢ mo»e okoªo 10%. Zakªadamy, »e pas czoªowy opony (bie»nik) b¦dzie
opisany belk¡ prost¡ (rys. 2.22 a) typu Bernoulliego�Eulera. Parametrami belki s¡:
I � moment bezwªadno±ci przekroju poprzecznego, A � pole powierzchni przekroju
poprzecznego, E � moduª Younga materiaªu bie»nika, r � g¦sto±¢ materiaªu. Belka
prosta Bernoulliego�Eulera dobrze odzwierciedla wªa±ciwo±ci rzeczywistego elementu
w analizie statycznej oraz przy wymuszeniach o cz¦stotliwo±ciach poni»ej 500 Hz. Jest
to zakres wystarczaj¡cy w przypadku koªa samochodu. Bok opony i dziaªanie ci±nienia
przedstawimy jako spr¦»yste podªo»e Winklera o staªym wspóªczynniku sztywno±ci c.
Tak wi¦c uproszczonym modelem opony b¦dzie belka prosta typu Bernoulliego�Eulera
na spr¦»ystym podªo»u Winklera [21, 81]. W oddziaªywaniu koªa z drog¡ uwzgl¦d-
niamy wi¦zy jednostronne.

Równanie ruchu w przypadku modelowania bie»nika opony prost¡ belk¡
Bernoulliego-Eulera. Równanie drga« swobodnych w przypadku przyj¦tego modelu
belki ma posta¢ nast¦puj¡c¡

EI
∂4y

∂x4
− P

∂2y

∂x2
+ cy + ρA

∂2y

∂t2
= 0, (2.19)

gdzie: EI � sztywno±¢ na zginanie, P � siªa obwodowa, c � wspóªczynnik spr¦»ysto±ci
boku opony, ρ � g¦sto±¢ masy, A � przekrój poprzeczny pasa bie»nika. Rozwi¡zanie
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Rysunek 2.23: Schematy rozkªadu ci±nienia p i siª masowych P i Po w bie»niku opony.

równania (2.19) przyjmujemy w postaci falowej

y(x, t) = Beik(x−vt), (2.20)

gdzie: B � oznacza amplitud¦ fali, k � jest liczb¡ falow¡, v � oznacza pr¦dko±¢ fazow¡
fali, t � czas. Podstawiaj¡c (2.20) do równania (2.19) otrzymujemy

(EIk4 + Pk2 − ρAv2k2 + c)(Beik(x−vt)) = 0. (2.21)

Wówczas, równanie charakterystyczne przyjmuje posta¢

(EIk4 + Pk2 − ρAv2k2 + c) = 0. (2.22)

Z powy»szego równania wyznaczymy pr¦dko±¢ fazow¡ fali w bie»niku opony. Aby okre-
±li¢ parametry równania (2.22) nale»y wyznaczy¢ siª¦ obwodow¡ dziaªaj¡c¡ w oponie.
Odpowiadajaca jej siªa wzdªu»na P w przekroju poprzecznym przyj¦tegi modelu opony
wywoªana jest skªadow¡ obwodow¡ ci±nienia dziaªaj¡cego w kierunku radialnym oraz
siª¡ od±rodkow¡ dziaªaj¡c¡ na elementy opasania i bie»nika (rys. 2.23). Siªa wywoªana
ci±nieniem ma warto±¢ staª¡ zale»n¡ od ci±nienia w oponie (oraz temperatury), a siªa
od±rodkowa zale»y od pr¦dko±ci k¡towej koªa, a tym samym od pr¦dko±ci obwodowej
bie»nika . W omawianym przypadku caªa siªa dziaªaj¡ca wzdªu» P wyznaczamy drog¡
prostego sumowania

P = Pc + Po, (2.23)

gdzie: Pc � oznacza skª¡dow¡ obwodow¡ wywoªana ci±nieniem, a Po � oznacza skªadow¡
obwodow¡ siªy od±rodkowej.
Siªy obwodowe Pc i Po wyznaczamy na podstawie statycznego warunku równowagi wy-
cinka elastycznego pier±cienia reprezentuj¡cego opon¦ poddan¡ sile radialnej. Wówczas
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stosuj¡c podstawy bezmomentowej (bªonowej) teorii spr¦»ysto±ci, po zbilansowaniu siª
dziaªaj¡cych w kierunku radialnym otrzymujemy

Pc = bpR, Po = ρAv2
1, (2.24)

gdzie: b � oznacza szeroko±¢ bie»nika, p � jest ci±nieniem w oponie [N/m2], R � u±red-
niony promie« opony, v1 � oznacza pr¦dko±¢ liniowa pojazdu, ρ � g¦sto±¢ materiaªu
[kg/m2], A � pole przekroju poprzecznego pasa opony w omawianym przypadku prze-
krój poprzeczny belki.
Podstawiaj¡c (2.24) do (2.22) dostajemy wyra»enie okre±laj¡ce pr¦dko±¢ fazow¡.

v2 =
EIk4 + Rbpk2 + ρAv2

1k
2 + c

ρAk2
. (2.25)

Nast¦pnie wyznaczamy pochodn¡ funkcji (2.25) w celu okre±lenia warto±ci pr¦dko±ci
krytycznej

d(v2)

dk
=

2(EIk4 − c)

ρAk3
. (2.26)

Z warunku dv
dk

= 0 otrzymujemy cztery pierwiastki, z których dwa podano poni»ej

k = ± 4

√
c

EI
. (2.27)

Dwa nast¦pne pierwiastki maj¡ zªo»on¡ posta¢. Prowadz¡ jednak do trywialnych roz-
wi¡za« vkr = 0. Poni»ej przedstawiamy pr¦dko±¢ krytyczn¡ uzyskan¡ przy k okre±lo-
nym zale»no±ci¡ (2.27).

vkr =

√√√√2
√

EIc

ρA
+

pbR

ρA
+ v2

1. (2.28)

W przypadku zerowej pr¦dko±ci jazdy v1 = 0 oraz ci±nienia p = 0 otrzymujemy dobrze
znany wzór okre±laj¡cy pr¦dko±¢ krytyczn¡ w belce Eulera umieszczonej na podªo»u
spr¦»ystym

vkr = 4

√
4EIc

ρ2A2
. (2.29)

W praktyce wzór (2.29) mo»e by¢ stosowany np. do okre±lenia pr¦dko±ci krytycznej
w torze kolejowym.
Przykªady analizy wybranych opon samochodowych. Przyj¦to do analizy opon¦
typu Vivo �rmy D¦bica, posiadaj¡ca budow¦ radialn¡. Jest ona przeznaczona do sa-
mochodu osobowego klasy ±redniej, o rozmiarach: 175/65R14 Seria 65 i symbolu pr¦d-
ko±ci T , umo»liwiaj¡ca jazd¦ z pr¦dko±ci¡ 190 km/h. Maksymalne ci±nienie nominalne
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Rysunek 2.24: Zale»no±¢ pr¦dko±ci fali v od liczby falowej k przy ró»nych warto±ciach
ci±nienia p w oponie Vivo �rmy D¦bica (0,06÷0,26 MPa) oraz zale»no±¢ pr¦dko±ci
krytycznej vkr od nadci±nienia p w oponie.

w oponie wynosi 0,25 MPa, a maksymalne przenoszone obci¡»enie to 475 kg. Czoªo
osnowy opony skªada si¦ z warstwy kordu poliestrowego, warstwy kordu poliamidowego
i dwóch warstw kordu stalowego, bok opony zbudowany jest z jednej warstwy kordu
poliestrowego.

Przyj¦to nast¦puj¡ce parametry materiaªu opony opisanej belk¡ Bernoulliego�Eulera:
h = 0, 014 m, b = 0, 175 m, E = 4, 5·108 Pa, ρ = 1700, kg/m3, Rd = 0, 288 m, c = 50000

N/m2 (przybli»ona warto±¢ c wyznaczona eksperymentalnie przez autora).
Przy powy»szych parametrach pr¦dko±¢ propagacji fali okre±limy zale»no±ci¡

v =

√√√√18, 18k4 + (0, 05p + 4, 17v2
1)k

2 + 50000

4, 17k2
. (2.30)

Na rysunku 2.24 przedstawiono zale»no±¢ v = f(k) przy ró»nych warto±ciach ci±nienia p

w oponie oraz pr¦dko±ci jazdy v1 = 50 m/s . Przedstawiono te» pr¦dko±¢ krytyczn¡ vkr,
w zale»no±ci od ci±nienia w oponie. Pr¦dko±¢ krytyczna zostaªa wyznaczona z warunku
ekstremum zale»no±ci (2.30).

Do kolejnej analizy przyj¦to opon¦ wyprodukowan¡ przez �rm¦ D¦bica o nazwie
handlowej 4 EVER D 640. Opona ta ma nast¦puj¡ce wymiary: 315/80 R 22.5 TL
oraz indeks pr¦dko±ci L (do 120 km/h). Jest to opona przeznaczona na o± kierowan¡
pojazdu, ma drogow¡ rze¹b¦ bie»nika (D), konstrukcj¦ radialn¡ (R) i budow¦ caªosta-
low¡. Oznacza to, »e czoªo osnowy skªada si¦ z 5 warstw kordu stalowego. Maksymalne
ci±nienie to 0,85 MPa, maksymalne obci¡»enie przeniesione przez t¦ opon¦ w ukªadzie
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Rysunek 2.25: Zale»no±¢ pr¦dko±ci fali v od liczby falowej k przy ró»nych warto±ciach
ci±nienia p w oponie 4EVER D640 �rmy D¦bica (0,2÷0,85 MPa) oraz zale»no±¢ pr¦d-
ko±ci krytycznej vkr od nadci±nienia p w oponie.

pojedynczym (indeks � 154) wynosi 3750 kg, a w ukªadzie podwójnym (koªa bli¹niacze,
indeks � 150) � 3350 kg.
Przyjmujemy nast¦puj¡ce parametry materiaªu opony modelowanej belk¡ Bernoulliego�
Eulera: h = 0, 039 m, b = 0, 315 m, E = 6, 5 · 108 Pa, ρ = 2200, kg/m3, Rd = 0, 45 m,
c = 750000, N/m2 (c wyznaczono eksperymentalnie).
Przy powy»szych parametrach pr¦dko±¢ fazowa wyrazi si¦ równaniem

v =

√√√√1008k4 + (0, 14p + 27, 03v2
1)k

2 + 750000

27, 03k2
. (2.31)

Na rysunku 2.25 przedstawiona zostaªa zale»no±ci v = f(k), przy ró»nych warto±ciach
ci±nienia w oponie i pr¦dko±ci jazdy v1=30 m/s. Zilustrowano te» zale»no±¢ pr¦dko±ci
krytycznej vkr od ci±nienia. Pr¦dko±¢ krytyczna zostaªa okre±lona w punkcie ekstremum
funkcji 2.31.

W niniejszej analizie opona zostaªa opisana w uproszczeniu modelem belki Bernou-
liego�Eulera. Cz¦±¢ zjawisk zostaªa ±wiadomie pomini¦ta. Pomini¦to np. wpªyw ob-
ci¡»enia pojazdu, zaniedbano zjawiska tarcia. Analiza miaªa na celu przedstawienie
metody analitycznej okre±lania wpªywu wybranych parametrów ogumienia na wªasno-
±ci trakcyjne, a w szczególno±ci na pr¦dko±¢ propagacji fali bie»¡cej. W wyniku roz-
wa»a« analitycznych okre±lono wpªyw wybranych parametrów na pr¦dko±¢ propagacji
fali bie»¡cej w oponie. Wykazano, »e wzrost ci±nienia powoduje wzrost pr¦dko±ci kry-
tycznej, a to z kolei wzrost amplitudy fali bie»¡cej. I tak w przypadku opony pojazdu
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osobowego pr¦dko±¢ dopuszczalna podana w indeksie pr¦dko±ci (symbol T) wynosi 190
km/h. Przy znormalizowanym ci±nieniu 0,2 MPa spr¦»ysta fala bie»¡ca ma pr¦dko±¢
krytyczn¡ 195 km/h (rys. 2.25). Na tej podstawie nale»y stwierdzi¢, »e dopuszczalna
pr¦dko±¢ okre±lona przez producenta jest pr¦dko±ci¡ bezpieczn¡ lecz zbyt zbli»on¡ do
warto±ci, w której powstaje pr¦dko±¢ krytyczna propagacji fali. Zbie»no±¢ ta mo»e
wynika¢ z faktu, »e modelowanie jest zbyt uproszczone lub przyj¦te parametry nie
odpowiadaj¡ rzeczywistym cech¡ i wªasno±ci¡ materiaªów. W przypadku ogumienia
pojazdu ci¦»arowego pr¦dko±¢ fali bie»¡cej (280 km/h) jest w przybli»eniu 2,3 raza
wi¦ksza ni» pr¦dko±¢ dopuszczalna ustalona przez producenta.

Innym parametrem maj¡cym wpªyw na pr¦dko±¢ propagacji fali bie»¡cej jest moduª
Younga. Jego wzrost zwi¦ksza pr¦dko±¢ krytyczn¡. Podobna sytuacja ma miejsce
w przypadku momentu bezwªadno±ci przekroju. Zwi¦kszenie sztywno±ci materiaªu
opony równie» wpªywa na wzrost pr¦dko±ci propagacji fali bie»¡cej. Widoczne jest
to w przypadku opony pojazdu ci¦»arowego, w której, jak ju» wspomniano wcze±niej,
spr¦»ysta fala bie»¡ca ma znacznie wi¦ksz¡ pr¦dko±¢ od dopuszczalnej pr¦dko±ci jazdy.

Kolejnym parametrem maj¡cym wpªyw na pr¦dko±¢ propagacji fali w oponie jest jej
g¦sto±¢ masy, a dokªadniej g¦sto±¢ masy pasa opony modelowanego belk¡ Bernoulliego�
Eulera. Wzrost g¦sto±ci masy powoduje nie tylko zmniejszenie pr¦dko±ci krytycznej fali
bie»¡cej, ale równie» wzrost siªy od±rodkowej i w konsekwencji wzrost siªy napinaj¡cej
pas. Zwi¦ksza to pr¦dko±¢ propagacji fali spr¦»ystej przy wzro±cie pr¦dko±ci jazdy.
Rozpatrywany model opony stanowi wst¦pn¡ analiz¦ zachodz¡cych zjawisk i pozwala
na ocen¦ wpªywu wybranych parametrów ogumienia pojazdów samochodowych. Po-
równuj¡c otrzymane wyniki z wynikami bada« do±wiadczalnych [39] nale»y zauwa»y¢
ich jako±ciow¡ zgodno±¢. Analizuj¡c wyniki autorów cytowanej pracy nasuwaj¡ si¦
nast¦puj¡ce wnioski. W miar¦ wzrostu pr¦dko±ci obrotowej koªa nast¦puje promie-
niowe zwi¦kszenie wymiaru opony, zwi¦kszaj¡ce siª¦ i powierzchni¦ styku opony z b¦b-
nem. Efekt ten powoduje zwi¦kszenie tarcia, a to wywoªuje wzrost temperatury opony.
Osi¡gaj¡c pr¦dko±¢ krytyczn¡, przed powierzchni¡ kontaktu powstaj¡ fale o wzgl¦dnie
maªych amplitudach i maªych dªugo±ciach, znikaj¡ce szybko wraz ze wzrostem odle-
gªo±ci od kraw¦dzi styku. Fale bie»¡ce o wi¦kszych amplitudach powstaj¡ za obszarem
kontaktu z podªo»em. Amplitudy tych fal malej¡ w miar¦ zwi¦kszania odlegªo±ci od
punktu styku. Wzrost pr¦dko±ci jazdy zwi¦ksza warto±¢ amplitud i dªugo±ci fal. Wów-
czas temperatura opony ro±nie, a to mo»e prowadzi¢ do zniszczenia opony.
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W rozdziale wykazano, »e w trakcie toczenia si¦ koªa wyst¦puj¡ zjawiska dynamiczne,
wpªywaj¡ce mocno na chwilowy stan siª w stre�e kontaktu, a w ±lad za tym na trwaªe
deformacje i zu»ycie powierzchni tocznych w formie falistych ubytków lub trwaªych
odksztaªce«.
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Rozdziaª 3

Przegl¡d literatury

Rozdziaª niniejszy zawiera przegl¡d prac i teorii dotycz¡cych procesu tarcia suchego
oraz tarcia tocznego.

Teorie tarcia dotycz¡ zjawisk zachodz¡cych na powierzchni kontaktu mi¦dzy dwoma
ciaªami i wynikaj¡ ze zªo»onej natury procesu. Siªy tarcia mo»na równie» traktowa¢
jako siªy przeciwdziaªaj¡ce ruchowi, niezale»nie od przyczyn, które je powoduj¡. Na
gruncie procesów tarcia suchego, zaliczanego do teorii tarcia kinetycznego ciaª staªych,
powstaªy hipotezy, z których istotne zostan¡ przedstawione i omówione poni»ej.

3.1 Klasyczne prawa tarcia

Tarcie jest zªo»onym procesem �zycznym obejmuj¡cym zespoªy ró»norodnych zjawisk,
zale»nych od parametrów powierzchni pary ciernej, warunków, w jakich odbywa si¦
proces, jego kinematyki i dynamiki oraz, co jest dosy¢ istotne, wªasno±ci tr¡cych si¦
elementów (ciaª w kontakcie ciernym). Ze wzgl¦du na du»¡ liczb¦ zmiennych para-
metrów, od których zale»y proces tarcia, nie udaªo si¦ dot¡d opisa¢ zjawiska ogólnym
prawem. Wiadomo, »e zewn¦trzne tarcie suche ma miejsce na niesmarowanych po-
wierzchniach ciaª staªych, które podczas kontaktu przemieszczaj¡ si¦ wzgl¦dem siebie.

Pierwszych prób tworzenia prawa tarcia podj¡ª si¦ w XVI wieku Leonardo da Vinci.
Na podstawie bada« przeprowadzonych w 1508 roku [75] za pomoc¡ zwini¦tej w zwój
liny, któr¡ rozci¡gaª pod wpªywem przyªo»onej siªy, sformuªowaª tez¦, i» ciaªa o bardzo
gªadkiej powierzchni charakteryzuj¡ si¦ mniejszym oporem tarcia. Teza ta, niestety,
ogranicza si¦ tylko do w¡skiej grupy materiaªów.

W zale»no±ci od tego co uznamy za zjawisko wiod¡ce w modelu tarcia, mo»emy
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Rysunek 3.1: Model Bowdena do obliczania siªy tarcia suchego: a) brak ruchu, b) siªa
tarcia w ruchu [61].

istniej¡ce teorie i hipotezy podzieli¢ na nast¦puj¡ce grupy:

• mechaniczne (Amontonsa, Ernsta i Merchanta, Bowdena, Epifanowa),

• molekularne (Tomlinsona, Dieriagina, Brillouina),

• molekularno-mechaniczne (Amontonsa-Coulomba, Kragielskiego).

Bowden zaproponowaª teori¦ opart¡ na hipotezie, która uwzgl¦dnia charakter pla-
styczny odksztaªce« rzeczywistej powierzchni styku tr¡cych si¦ elementów staªych. Na
podstawie otrzymanych wyników bada« wysun¡ª hipotez¦, »e warto±¢ wspóªczynnika
tarcia oraz charakter uszkodze« powierzchniowych, powstaªych przy tarciu ±lizgowym,
s¡ okre±lone gªównie wzgl¦dnymi warto±ciami wªasno±ci �zycznych tr¡cych si¦ po-
wierzchni ciaª staªych. Charakter ich oddziaªywania zale»y od stosunku twardo±ci,
a przy du»ych warto±ciach pracy siª tarcia równie» od temperatury obszarów styku,
uzale»nionej od obci¡»enia, twardo±ci oraz od temperatury topnienia tr¡cych si¦ ma-
teriaªów.

Przy ±lizganiu si¦ twardego ciaªa o ksztaªcie póªkulistym po powierzchni pªaskiej
metalu o znacznie mniejszej twardo±ci i obci¡»onego siª¡ normaln¡ N , na pocz¡tku
procesu nast¦puje zagª¦bienie ruchomej próbki w materiaª przeciwpróbki (rys. 3.1a)
i zwi¦kszenie powierzchni rzeczywistego styku. Je±li powierzchnia rzeczywistego kon-
taktu jest tak du»a, i» przy zadanym obci¡»eniu dalsze odksztaªcenie plastyczne ju»
nie nast¦puje, wówczas pole rzutu powierzchni styku S na pªaszczyzn¦ jest wyra»one
poni»sz¡ zale»no±ci¡

S = N/Re, (3.1)

gdzie Re jest granic¡ plastyczno±ci materiaªu o mniejszej twardo±ci.
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Rysunek 3.2: Rozkªad siª wg Amontonsa.

Bowden przyj¡ª uproszczenie, mówi¡ce »e powierzchnia styku jest idealnie gªadka, a rze-
czywista powierzchnia styku jest równa nominalnej powierzchni styku. Uzasadnienie
takiego zaªo»enia wynika z faktu, »e chropowata powierzchnia ruchomej próbki ma
zako«czenia wyst¦pów tak»e w ksztaªcie póªkulistym (rys. 3.1 b). Siªa tarcia wedªug
Bowdena i Tabora skªada si¦ z siªy Ps niezb¦dnej do ±ci¦cia powstaj¡cych metalicznych
poª¡cze« i siªy Pw, potrzebnej do stworzenia zagª¦bienia w mi¦kkim metalu

T = Ps + Pw, (3.2)

gdzie:
Ps � siªa ±cinania metalicznych poª¡cze«, Ps = S · tpt,
tpt � wytrzymaªo±¢ na ±cinanie metalicznych poª¡cze« w kierunku stycznym do

pªaszczyzny tarcia,
S � pole rzutu powierzchni styku na pªaszczyzn¦,
Pw � siªa wyciskania bruzdy w mi¦kszym metalu, Pw = Sw · pw,
Sw � przekrój poprzeczny bruzdy tarcia,
pw � ±redni jednostkowy opór wywoªany wyciskaniem metalu.

W 1699 roku francuski �zyk Amontons sformuªowaª prawo tarcia suchego na pod-
stawie bada« do±wiadczalnych [1]. Zaproponowana przez niego teoria mówiªa, »e siªa
tarcia jest proporcjonalna do siªy normalnej, dziaªaj¡cej prostopadle do powierzchni
styku ciaª tr¡cych (rys. 3.2), z bezwymiarowym wspóªczynnikiem proporcjonalno±ci µ,
niezale»nym od obci¡»enia [100]

T = µN. (3.3)

Amontons stwierdziª, »e siªa tarcia zale»y od nacisku jednostkowego, czasu i pr¦dko-
±ci ±lizgania przy tarciu ruchowym. Prawo to zakªada, »e tr¡ce si¦ ciaªa s¡ idealnie
sztywne i dlatego nie obowi¡zuje ono przy materiaªach plastycznych i póªplastycznych.
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Rysunek 3.3: Modele styku tr¡cych si¦ powierzchni.

W przypadku takich materiaªów wpªyw obci¡»enia zewn¦trznego wywoªuje odksztaª-
cenia plastyczne stykaj¡cych si¦ nierówno±ci (rys. 3.3), a zatem ro±nie powierzchnia
rzeczywistego styku i siªy adhezji zwi¦kszaj¡ warto±¢ wspóªczynnika tarcia, czego nie
uwzgl¦dnia wzór Amontonsa.

W XVIII wieku mechaniczna teoria tarcia suchego wedªug Amontonsa zostaªa zmo-
dy�kowana przez jego rodaka, Coulomba. Coulomb poszerzyª formuª¦ Amontonsa o po-
prawk¦ A, która uwzgl¦dniaªa molekularne oddziaªywanie podczas tarcia (sczepno±¢)
powierzchni tr¡cych si¦ ciaª.

T = µN + A. (3.4)

Autor przyj¡ª warto±¢ parametru A jako staª¡ w przypadku pªaskich powierzchni, nie
uzale»niaj¡c jej od warto±ci nacisku normalnego ani od jako±ci powierzchni styku. Nie
uwzgl¦dniª faktu, »e parametr A zale»y od stopnia zbli»enia powierzchni tr¡cych i od
warto±ci pola styku. Po przeprowadzeniu dalszych bada«, w pracy z 1809 roku Co-
ulomb zaobserwowaª, »e siªa tarcia statycznego zale»y od czasu przylegania wspóªpra-
cuj¡cych powierzchni. Tomlinson w 1929 roku po przeprowadzonych badaniach ekspe-
rymentalnych wysun¡ª teori¦, »e tarcie jest rezultatem molekularnego oddziaªywania
powierzchni tr¡cych si¦ ciaª. Tr¡ce si¦ powierzchnie s¡ chropowate. Z tego powodu
poszczególne punkty materialne tych powierzchni b¦d¡ w ró»nych odlegªo±ciach od sie-
bie. Jedne cz¡steczki ciaª b¦d¡ si¦ przyci¡gaªy, a inne odpychaªy. Tylko w pewnych
przypadkach siªy przyci¡gaj¡ce b¦d¡ dominowa¢ i mi¦dzy ciaªami b¦dzie zachodzi¢
�sklejenie�. Wedªug teorii Tomlinsona, suma siª przyci¡gaj¡cych jest maªa i mo»na j¡
pomin¡¢. Obci¡»enie normalne N jest zrównowa»one siªami odpychania (rys. 3.4) [61].
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Rysunek 3.4: Modele Tomlinsona dziaªania siª mi¦dzycz¡steczkowych (1 � siªy odpy-
chaj¡ce, 2 � siªy przyci¡gaj¡ce) oraz równowa»enia siªami odpychaj¡cymi obci¡»enia
normalnego [61].

N =
∑

Pi, (3.5)

gdzie Pi jest jednostkow¡ siª¡ odpychaj¡c¡ mi¦dzy cz¡steczkami.
Przy przesuwaniu jednego ciaªa wzgl¦dem drugiego siªy odpychania przechodz¡ w siªy
przyci¡gania, a te ostatnie przeciwstawiaj¡ si¦ ±lizganiu. Przy ±lizganiu jedne cz¡steczki
odrywaj¡ si¦ od drugich, wychodz¡ ze strefy odpychania, a inne wst¦puj¡ w te strefy. Ta
ci¡gªa zmiana par cz¡steczek i tworzenie si¦ nowych wi¡za« molekularnych powoduje
rozproszenie energii E. Zale»no±¢ wspóªczynników tarcia wedªug teorii Tomlinsona
przyjmuje posta¢:

µ = kE/npx, (3.6)

gdzie:
k � liczba stykaj¡cych si¦ par cz¡steczek,
E � ±rednia energia zu»yta na rozerwanie pary cz¡steczek,
n � liczba par cz¡steczek,
p � siªa odpychaj¡ca,
x � jednostka drogi.

Z zale»no±ci (3.6) wynika, »e warto±¢ wspóªczynnika tarcia jest wprost proporcjonalna
do ±redniej warto±ci energii, któr¡ wydatkowano na rozerwanie pary cz¡stek, a od-
wrotnie proporcjonalna do iloczynu siªy odpychania i odlegªo±ci poszczególnych par
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cz¡steczek. Podej±cie Tomlinsona przeczy prawu Amontonsa-Coulomba, które wyra»a
niezmienno±¢ wspóªczynnika tarcia przy zmianie nacisku jednostkowego.

Deriagin przyj¡ª w swojej teorii, »e tarcie jest zwi¡zane z molekularn¡ chropowato-
±ci¡ ciaªa, zale»n¡ od struktury materiaªu. Struktura i uªo»enie atomów w czasie ruchu
jednego ciaªa po drugim nie zmieniaj¡ si¦ i dlatego proces tarcia mo»na przedstawi¢
jako pokonywanie chropowato±ci molekularnej. Rysunek 3.5 ilustruje idealne poªo»enie
atomów w pªaszczy¹nie kontaktu dwóch ciaª.

Rysunek 3.5: Modele przedstawiaj¡cy chropowato±¢ molekularn¡ [61].

Na rysunku 3.6 pokazany jest schematycznie molekularny mechanizm tarcia. Ciaªo
górne pod dziaªaniem obci¡»enia N (rys. 3.5) zajmuje ustalone poªo»enie, przy którym
jego ±rodek ci¦»ko±ci jest poªo»ony najbli»ej punktu A. Oddziaªywanie siªy F wywoªuje

Rysunek 3.6: Siªy wedªug Deriagina podczas tarcia w obszarze styku atomów [61].

zmian¦ poªo»enia ciaªa górnego w now¡ lokalizacj¦, a jego ±rodek ci¦»ko±ci podczas
pokonywania chropowato±ci molekularnej wykonuje ruch po krzywej AO1C (rys. 3.6).
Wychodz¡c z warunku równowagi otrzymujemy zale»no±¢ (np. w punkcie A)

F

N
= tgα. (3.7)

Je±li F/N =tg αmax, gdzie αmax jest maksymalnym k¡tem pochylenia stycznej do linii
AO1C, wówczas

F

N
= tgαmax = µ, (3.8)
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gdzie µ jest statycznym wspóªczynnikiem tarcia.

Je»eli F/N ≥tg αmax, wówczas równowaga b¦dzie zachwiana i rozpocznie si¦ po±lizg
ciaªa górnego po dolnym. Uwzgl¦dniaj¡c siªy adhezji w czasie po±lizgu, mo»emy siª¦
tarcia zapisa¢ relacj¡ (3.9), w której N0 oznacza siªy przyci¡gania molekularnego

T = (N + N0) · µ. (3.9)

Po przeksztaªceniu, obliczeniowy wspóªczynnik tarcia przyjmnie posta¢

µ0 =
T

N
= µ(1 +

N0

N
), (3.10)

gdzie µ jest rzeczywistym staªym wspóªczynnikiem tarcia.
Siªy przyci¡gania molekularnego N0 mog¡ mie¢ warto±¢ rz¦du N przy maªym obci¡-
»eniu. W przypadku du»ych obci¡»e«, a wi¦c i przy du»ych rzeczywistych powierzch-
niach styku warto±¢ N0 wzrasta proporcjonalnie w miar¦ zwi¦kszania rzeczywistej po-
wierzchni styku.

Zakªadaj¡c, »e N0 = p0 · Sr mo»na wzór (3.9) opisuj¡cy siª¦ tarcia T przedstawi¢
w nast¦puj¡cej postaci:

T = µ(N + p0 · Sr), (3.11)

gdzie: p0 � jednostkowa siªa przyci¡gania molekularnego, Sr � rzeczywista powierzchnia
styku, zmienna wraz ze zmian¡ obci¡»enia N (rys. 3.5).

W hipotezie Deriagina uwzgl¦dnione s¡ siªy przyci¡gania mi¦dzyatomowego, które
s¡ uzasadnione w przypadku tarcia pªytek wzorcowych (przy du»ej gªadko±ci powie-
rzchni). Brak jest uwzgl¦dnienia wªasno±ci �zycznych materiaªu tr¡cych si¦ powierzchni
oraz ich niszczenia przez ±cieranie, sczepienie, odksztaªcenie lub nierówno±ci. W rze-
czywisto±ci niszczenie powierzchni tr¡cych zmienia gªadko±¢, a tym samym zaburza
zaªo»enia Deriagina.

Zale»no±¢ wspóªczynnika tarcia od nacisku udowodniª, po przeprowadzeniu bada«,
Rennie [91], a Conti w pracy [42] wykazaª zale»no±¢ wspóªczynnika tarcia od pr¦d-
ko±ci ruchu wzgl¦dnego. Relacj¦ t¦ potwierdziª równie» badacz rosyjski Pietrow [87].
Kragielski [73] oprócz powy»szych zwi¡zków dowiódª równie», »e wspóªczynnik tar-
cia zale»y od chropowato±ci powierzchni i warto±ci pola nominalnej powierzchni styku
elementów b¦d¡cych w kontakcie.

Do mechanicznych teorii tarcia suchego zalicza si¦ równe» teori¦ Bowdena i Tabora
[32]. Autorzy swoj¡ teori¦ oparli na zaªo»eniu uwzgl¦dniaj¡cym plastyczne odksztaª-

48



cenie rzeczywistej powierzchni styku tr¡cych si¦ ciaª. Teoria ta mówi o tworzeniu
i zrywaniu sczepie« wyst¦puj¡cych na powierzchni styku. Opory tarcia równe s¡ wów-
czas sumie oporów ±cinania nierówno±ci i przepychania odksztaªconego materiaªu (rys.
??).

Teori¦ Bowdena i Tabora rozwin¡ª Epifanow, który zaªo»yª, »e ±ci¦cie metalu przy
przesuwaniu jednej powierzchni po drugiej nast¦puje nie tylko w punktach rzeczywi-
stego styku, lecz tak»e na powierzchni So, kilkakrotnie przekraczaj¡cej sumaryczn¡
powierzchni¦ rzeczywistego styku. Przed przedni¡ cz¦±ci¡ suwaka tworzy si¦ narost
metalu, a ±lizganie zachodzi nie w rzeczywistej pªaszczy¹nie styku suwaka i próbki pªa-
skiej, lecz wewn¡trz próbki (rys. 3.7). Wielko±¢ rzeczywistej powierzchni ±ci¦cia mo»na
okre±li¢ badaj¡c szeroko±¢ i gª¦boko±¢ bruzdy powstaªej w wyniku tarcia [61, 46]. Ba-
dania te doprowadziªy do powstania klasycznych praw tarcia uj¦tych przez Moore'a
w nast¦puj¡cy punktach:

• siªa tarcia F jest proporcjonalna do siªy nominalnej N ,

• siªa tarcia nie zale»y od nominalnej powierzchni styku okre±lonej przez wymiary
nominalne,

• wspóªczynnik tarcia statycznego jest wi¦kszy ni» tarcia kinetycznego µs > µk,

• wspóªczynnik kinetyczny tarcia zale»y od pr¦dko±ci wzgl¦dnej po±lizgu,

• siªa tarcia podczas po±lizgu ma ten sam kierunek co wektor pr¦dko±ci wzgl¦dnej,
a zwrot przeciwny.

Z biegim lat i dzi¦ki kolejnym badaniom okazaªo si¦, »e niektóre z powy»szych praw
maj¡ wady. Moore na podstawie swoich dalszych bada« eksperymentalnych dowiódª,
»e w przypadku materiaªów spr¦»ystych i lepkospr¦»ystych niepoprawne jest zaªo»enie
braku zale»no±ci siªy tarcia od normalnej powierzchni styku.

We wspóªczesnej wiedzy o tarciu mo»na wyró»ni¢ dwa podstawowe nurty, którym
pocz¡tek daªy prace Bowdena i Tabora oraz Kragielskiego. Powstaªy równie» inne
teorie, na przykªad Rabinowicza [90], podkre±laj¡ca rol¦ energii powierzchniowej, czy
Rubinsteina, zbudowana na zjawisku adhezji, w której proponuje si¦ prawa deformacji
nierówno±ci powierzchni. Inni badacze uwzgl¦dniaj¡ prac¦ plastyczn¡ wykonan¡ w polu
bliskim powierzchni kontaktu. Michaªowski i Mróz analizowali mechanizmy dziaªaj¡ce
na powierzchni kontaktu, wykorzystuj¡c analogi¦ z prawami pªyni¦cia plastycznego
[79]. Badania dotyczyªy równie» uproszczonych modeli, w których ciaªa przyj¦to jako
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Rysunek 3.7: Zagª¦bianie i przesuwanie narostu metalu podczas ruchu elementu �
model Epifanowa [61].

bryªy sztywne, a siªy tarcia traktowano jako przeciwdziaªaj¡ce wzgl¦dnemu ruchowi
ciaª w kontakcie, zale»nie od pr¦dko±ci wzgl¦dnej.

Rysunek 3.8: Modele tarcia suchego.

Wielu badaczy zajmuj¡cych si¦ tematyk¡ tarcia wykazaªo zale»no±¢ siªy tarcia od
pr¦dko±ci ruchu wzgl¦dnego [82], buduj¡c na podstawie tych zaªo»e« modele tarcia
w du»ym stopniu odbiegaj¡ce od siebie. Przedstawione s¡ one na rysunkach 3.8, 3.9,
3.10, 3.11. Przebiegi te ilustruj¡ modele tarcia w ró»nych eksperymentach. Na wy-
kresach (rys. 3.8) warto±ci wspóªczynnika tarcia statycznego s¡ wi¦ksze od warto±ci
wspóªczynnika tarcia kinetycznego. W przypadku modelu pokazanego na rysunku 3.8a
zaªo»ono równie» brak zmiany wspóªczynnika tarcia kinetycznego od pr¦dko±ci po±lizgu.
Dzi¦ki takiemu zaªo»eniu zde�niowano uogólniony model Coulomba [89]. Derjaguin
(rys. 3.8b) przyj¡ª zaªo»enie rosn¡cego wspóªczynnika tarcia wraz ze wzrostem pr¦d-
ko±ci po±lizgu. Model, którego charakterystyk¦ tarcia ilustruje wykres na rysunku 3.9
podany przez Brockleya [33], prezentuje dwustanowy wspóªczynnik tarcia. Odmienne
modele (rys. 3.10) zaproponowali inni badacze [16]. W przypadku pierwszym na wy-
kresie a wspóªczynnik tarcia malaª liniowo, w drugim (rys. 3.10b) malaª kwadratowo.
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Rysunek 3.9: Model tarcia zaproponowany przez Brockleya.

Rysunek 3.10: Przebiegi tarcia suchego.

Po przeprowadzeniu kolejnych bada«, Bell i Burdekin uzyskali model o charakterystyce
tarcia w postaci p¦tli zªo»onej odcinkami liniowo (rys. 3.11a). Bardzo podobn¡ p¦tle
analizowali Bo i Pavelescu [17] (rys. 3.11b). Ró»nica polegaªa na tym, »e wspóªczynnik
tarcia kinetycznego malaª wzdªu» paraboli przy wzro±cie pr¦dko±ci po±lizgu, natomiast
w fazie opó¹nienia miaª staª¡ warto±ci¡, tak jak w przypadku modelu Bella i Bur-
dekina. Po zapoznaniu si¦ z kilkoma powy»szymi modelami wida¢ znacz¡ce ró»nice
w przebiegach charakterystyk wspóªczynników tarcia kinetycznego ró»nych autorów.

Bardzo dobr¡ zgodno±¢ wy»ej wymienieni badacze uzyskali przy przebiegu charakte-
rystyki zmiany wspóªczynnika tarcia statycznego od warto±ci czasu przylegania ciaªa do
podªo»a [90, 33, 45]. We wszystkich przebadanych przypadkach obserwowali jako±ciowo
zgodne zjawisko wzrostu tarcia statycznego w miar¦ zwi¦kszania czasu przylegania (rys.
3.12).

W 1991 roku Sikora [99] przeprowadziª badania przyjmuj¡c inne modele tarcia.
Charakterystyki tarcia analizownych przez niego modeli zilustrowane s¡ na rysunkach
3.8÷3.11. Przedstawiaj¡ one odcinkami liniowe zale»no±ci kinetycznej siªy tarcia F od
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Rysunek 3.11: Modele tarcia suchego a) Bella i Burdekina, b) Bo i Pavelescu.

Rysunek 3.12: Tarcie statyczne zale»ne od czasu przylegania.

pr¦dko±ci wzgl¦dnej w. Do wªasnych bada« autor przyj¡ª bezwymiarowe wielko±ci:

w = ẋ− s, ẋ = dx/dt, x = KX/F0, s = S(
√

KM)/F0, f = F/F0, (3.12)

gdzie:
x � przemieszczenie bezwzgl¦dne ciaªa o masie M ,
ẋ � pr¦dko±¢ bezwzgl¦dna ciaªa o masie M ,
S � pr¦dko±¢ unoszenia ciaªa o masie M ,
w � pr¦dko±¢ ruchu wzgl¦dnego ciaªa,
F0 � wybrana jednostka siªy (ci¦»ar ciaªa lub siªa normalna),
K � sztywno±¢ ukªadu,
X � przemieszczenie.

Na podstawie bada« do±wiadczalnych par ciernych stal�»eliwo i »eliwo�»eliwo, Brockley
i Ko [34] przyj¦li model przedstawiony na rysunku 3.13b.
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Rysunek 3.13: Tarcia suche opisywane liniowymi odcinkami.

Rysunek 3.14: Liniowe modele tarcia suchego a) model wg Barwela, b) cztery inne
modele tarcia (1÷4).

Barwel [14] dobraª zale»no±ci kinetycznej siªy tarcia od pr¦dko±ci wzgl¦dnej (3.13)
na podstawie wyników bada« do±wiadczalnych i opisaª je funkcj¡:

f = c(w)−1/2. (3.13)

Charakterystyka tarcia opisuj¡ca ten model pokazana jest na rysunku 3.14a.
Charakterystyka tarcia zilustrowana na rysunku 3.14b przedstawia przypadki mo-

deli biliniowych, o ró»nych k¡tach nachylenia odcinków liniowych opadaj¡cej charak-
terystyki tarcia.

Kolejny model tarcia (rys. 3.15) podobny jest do modelu Bella i Burdekina (rys.
3.8a). Ró»ni si¦ jednak sposobem okre±lenia statycznej siªy tarcia. Siª¦ t¦ opisuje
zale»no±¢

Fs = F0 + A · exp(−Γ
dP

dτ
), (3.14)

gdzie: P � siªa dziaªaj¡ca na mas¦, A � pole powierzchni kontaktu, dP/dτ � pr¦dko±¢
zmiany siªy dziaªaj¡cej na mas¦, Γ i F0 � staªe, oraz

P = KSτ + P0, (3.15)
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gdzie: P0 � wst¦pna siªa dziaªaj¡ca na mas¦, K � sztywno±¢ spr¦»yny, S � pr¦dko±¢
unoszenia, τ � czas.
Uwzgl¦dniaj¡c wielko±ci bezwymiarowe (3.12) i zale»no±¢ (3.14) de�niuj¡c¡ tarcie sta-
tyczne otrzymujemy posta¢ nast¦pujac¡, opisuj¡c¡ statyczn¡ warto±¢ siªy tarcia fs

fs = f0 + fa · exp(γs). (3.16)

gdzie: s � bezwymiarowa pr¦dko±¢ unoszenia, f0, fa i γ � staªe bezwymiarowe.
Model tarcia w postaci równania (3.16) byª badany i analizowany przez Vatta [107].

Rys. 3.15 pokazuje przyj¦ty przez niego model tarcia, z uwidocznion¡ warto±ci¡ statycz-
nej siªy tarcia fs. Przykªadowe warto±ci parametrów, to: f0 = 1, 5, fa = 0, 5, γ = 3.

Rysunek 3.15: Liniowy model tarcia wedªug Vatta.

Rysunek 3.16: Przebieg odcinkami liniowego modelu tarcia suchego.

Wykres na rysunku 3.16 pokazuje model, w którym statyczna siªa tarcia opisywana jest
równaniem (3.16). Z przebiegu charakterystyki wida¢, i» w chwili zerwania adhezji na
powierzchni oddziaªuj¡cych ciaª wyst¦puje zmiana nachylenia pewnej cz¦±ci trajektorii
tarcia. Ten model tarcia cz¦sto stosowany jest w analizie numerycznej par ciernych
stal � stal.
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Z przedstawionych powy»ej charakterystyk zaczerpni¦tych z literatury wynika, »e
istnieje du»e zró»nicowanie modeli opisuj¡cych zale»no±¢ wspóªczynnika tarcia kine-
tycznego od pr¦dko±ci po±lizgu (rys. 3.8, 3.9, 3.10, 3.11) lub kinetycznej siªy tarcia
od pr¦dko±ci wzgl¦dnej (rys. 3.13, 3.14, 3.15). Zale»nie od modelu mog¡ przyjmowa¢
posta¢: funkcji monotonicznej, funkcji staªej, funkcji niejednoznacznej, funkcji zale»nej
od znaku przyspieszenia przedziaªami lub w caªym zakresie zmian pr¦dko±ci. Ró»-
nice w modelach pokazanych powy»ej dowodz¡ zªo»ono±ci zjawiska tarcia, zale»nego
w du»ym stopniu od badanych materiaªów oraz zró»nicowanej budowy stanowisk eks-
perymentalnych.

3.2 Tarcie toczne

Wynalezienie koªa byªo jednym z najwi¦kszych osi¡gni¦¢ ludzko±ci, z którego korzy-
stamy w otaczaj¡cej nas rzeczywisto±ci. Toczenie koªa nie wyst¦powaªoby bez udziaªu
tarcia. To wªa±nie tarcie umo»liwia toczenie koªa po nawierzchni.

Pierwsze podstawowe badania tarcia przy swobodnym toczeniu przeprowadziª ir-
landzki in»ynier O. Reynolds w 1875 roku [92]. Wykazaª on, »e metalowy walec to-
cz¡cy si¦ po gumowym podªo»u przebywa podczas jednego obrotu odlegªo±¢ mniejsz¡
od jego obwodu. Przypisaª to po±lizgowi mi¦dzy walcem a gum¡. Przyj¡ª, »e ten nie-
znany po±lizg wywoªuje opór przeciwko toczeniu. Ten rodzaj po±lizgu nazwano na jego
cze±¢ po±lizgiem Reynoldsa.

Istnienie siª tarcia po±lizgowego utrudnia przesuwanie jednego ciaªa po drugim,
przyhamowuj¡c je. Niestety, bez ich udziaªu nie wyst¡pi toczenie, poniewa» to mo-
ment siªy tarcia wywoªuje ruch obrotowy. Z drugiej strony toczenie ciaªa jest hamo-
wane przez tarcie toczne, o zupeªnie innej naturze. Tarcie toczne istnieje w punktach
styku, w których odksztaªcenie spr¦»yste materiaªu wywoªuje styk strefowy w pewnym
obszarze. W stre�e styku wyst¦puje tarcie ±lizgowe zewn¦trzne na granicy styku oraz
wewn¦trzne w odksztaªcanej obj¦to±ci warstwy wierzchniej tr¡cych si¦ ciaª. Dlatego
pojawienie si¦ tarcia tocznego uzale»nione jest od odksztaªcenia powierzchni, po której
toczy si¦ koªo oraz samej powierzchni tocz¡cego si¦ koªa. Zjawisko toczenia ilustruje
schematyczne rysunek 3.17. Schemat siª na rysunku 3.17a przedstawia sytuacj¦, kiedy
tarcie toczne nie wyst¦puje. Idealnie spr¦»yste koªo tocz¡ce si¦ po spr¦»ystym podªo»u
wywoªuje symetryczne odksztaªcenia. Z tego powodu pojawiaj¡ si¦ wypadkowe siªy F1,
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Rysunek 3.17: Rozkªad siª mi¦dzy koªem i podªo»em a) bez tarcia, b) z tarciem.

F2, dziaªaj¡ce na obie stykaj¡ce si¦ z podªo»em strefy kontaktowe koªa. Siªy te maj¡
równe warto±ci i dziaªaj¡ symetrycznie wzgl¦dem pionowej pªaszczyzny przechodz¡cej
przez o± obrotu koªa. Z siª tych powstaje wypadkowa siªa reakcji R podªo»a na nacisk,
przechodz¡ca przez o± obrotu. W takim przypadku moment siªy R jest równy zeru i nie
zmienia pr¦dko±ci obrotowej tocz¡cego si¦ ciaªa. W rzeczywisto±ci nie istniej¡ ideal-
nie spr¦»yste odksztaªcenia. W takim przypadku siªy reakcji podªo»a F2 od strony na
któr¡ naciera tocz¡ce si¦ ciaªo, s¡ wi¦ksze od siªy F1 i nie dziaªaj¡ symetrycznie (rys.
3.17b). Z tych powodów wypadkowa siªa R nie przechodzi przez o± obrotu i wywiera
na tocz¡ce si¦ ciaªo niezerowy moment siªy. Moment ten zmniejsza pr¦dko±¢ k¡tow¡,
a wi¦c pr¦dko±¢ toczenia si¦ ciaªa. Przy ruchu posuwistym hamuj¡cy wpªyw na ruch
ma siªa wynikaj¡ca z nacisku ciaªa na podªo»e, natomiast podczas toczenia istotne
znaczenie ma moment siªy zwi¡zany z reakcj¡ R.

W rzeczywisto±ci powierzchnia styku z podªo»em po którym toczy si¦ koªo jest na
ogóª maªa. Dlatego siªa R jest niemal pionowa. K¡t α mi¦dzy ni¡ a pionem ma warto±¢
blisk¡ zeru, α ≈ 0. Na rysunku 3.18 przedstawiony jest rozkªad siª z k¡tem α o przesad-
nie du»ej warto±ci, by lepiej zilustrowa¢ zachodz¡ce w zjawisku relacje siª. Tocz¡ce si¦
koªo zgniata materiaª podªo»a, który stawia opór w stre�e styku. Reakcja normalna
N , równowa»¡ca siª¦ normaln¡ obci¡»aj¡c¡ koªo, jest przesuni¦ta w kierunku ruchu
koªa od jego osi symetrii o pewn¡ warto±¢ m. Oprócz siªy normalnej istnieje równie»
reakcja pozioma Ft, wywoªana siª¡ ci¡gn¡c¡ F , której moment powoduje hamowanie
ruchu obrotowego. W przypadku bardzo maªego tarcia tocznego, gdy koªo toczy si¦ pod
wpªywem siªy F , momenty siª Ft i N musz¡ by¢ równe (toczenie nie jest hamowane).
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Rysunek 3.18: Rozkªad siª mi¦dzy koªem i podªo»em w przypadku toczenia wywoªanego
zewn¦trzn¡ siª¡ ci¡gn¡c¡ F .

Moment siªy tarcia Ft wynosi:

MFt = Ft · r · cos α = Ft · r · sin(90◦ − α) ≈ Ft · r. (3.17)

Poniewa» k¡t α w porównaniu do k¡ta 90◦ jest maªy i mo»na go zaniedba¢, a sin 90◦ = 1,
to moment siªy N wynosi:

MN = N · r · sin α = N ·m. (3.18)

Porównuj¡c oba momenty MN i MFt otrzymamy zale»no±¢ opisujac¡ siª¦ tarcia:

Ft = m · N

r
. (3.19)

Wspóªczynnik tarcia tocznego m jest liczbowo równy poªowie dªugo±ci strefy stycz-
no±ci z podªo»em tocz¡cego si¦ koªa. Fizyczne okre±li¢ go mo»na jako rami¦ dziaªa-
nia skªadowej pionowej N momentu siªy reakcji R nacisku koªa na drog¦. Rami¦ to
równe jest m = r · sin α. Warto±¢ wspóªczynnika tarcia tocznego zale»y od wªasno±ci
spr¦»ysto�plastycznych materiaªów oraz warto±ci obci¡»enia [30, 56]. Wspóªczynnik
ten ma wymiar dªugo±ci i jest podawany w metrach. Siªa tarcia tocznego mo»e za-
le»e¢ od wielko±ci odksztaªcenia tocz¡cego si¦ koªa i powierzchni po której si¦ toczy,
oraz promienia koªa [64, 63]. Warto±¢ obliczeniowego wspóªczynnika tarcia tocznego
w zastosowaniach technicznych mie±ci si¦ w przedziale (0, 0005÷ 0, 05).
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Rozdziaª 4

Drgania wywoªane tarciem

4.1 Opis zjawiska

Zjawisko drga« samowzbudnych wywoªanych tarciem suchym jest szeroko opisane w li-
teraturze. Napisano wiele prac, w których dokªadnie wyja±niono mechanizm jego po-
wstawania oraz szczegóªow¡ analiz¦.

Drgania samowzbudne wyst¦puj¡ w ukªadach, w których pojawia si¦ dopªyw energii
z zewn¡trz, powoduj¡cy ich narastanie lub kompensuj¡cy tylko straty i podtrzymuj¡cy
drgania okresowe. Sposób dopªywu energii w takim przypadku jest regulowany przez
sam ukªad drgaj¡cy. Ogólnie ukªad generuj¡cy drgania samowzbudne mo»na przed-
stawi¢ wedªug schematu blokowego przedstawionego na rys. 4.1. Mo»e on opisywa¢
model drga« samowzbudnych w przypadku gdy element 3 b¦dzie nieliniowy, natomiast
1 i 2 mog¡ by¢ liniowe. Dzi¦ki istnieniu sprz¦»enia zwrotnego, w ukªadzie zacho-
dzi dwustronne wzajemne oddziaªywanie mi¦dzy elementem regulacyjnym i ukªadem
drgaj¡cym. Umo»liwia to powstanie niezanikaj¡cych drga« okresowych, pomimo strat
zachodz¡cych w ukªadzie.

Rysunek 4.1: Schemat blokowy przedstawiaj¡cy elementy ukªadu samowzbudnego.
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Rysunek 4.2: Schemat ciaªa M przesuwanego po podªo»u.

4.2 Badane samowzbudno±ci � przypadki literaturowe

Pierwsze drgania samowzbudne wywoªane tarciem zostaªy zaobserwowane i opisane ju»
w XIX wieku [42]. Zauwa»ono charakterystyczn¡ prawidªowo±¢ zwi¡zan¡ z tarciem,
sprzyjaj¡c¡ powstawaniu drga« samowzbudnych przyleganie�po±lizg. Stwierdzono, i»
maksymalna siªa tarcia podczas zerwania przylegania jest wi¦ksza ni» w czasie po±lizgu
przy bardzo maªej pr¦dko±ci wzgl¦dnej.

Z biegiem lat kolejni naukowcy przeprowadzali badania drga« samowzbudnych ge-
nerowanych tarciem. Leben, Bowden i Tabor [32, 29, 31] analizowali przypadek drga«
samowzbudnych w ukªadach mechanicznych. Zastosowali do bada« model ekspery-
mentalny, skªadaj¡cy si¦ ze sztywnego pojedynczego ciaªa spoczywaj¡cego na podªo»u.
Ciaªo to byªo ci¡gni¦te za po±rednictwem ci¦gna lepkospr¦»ystego, opisanego mode-
lem Voigta (rys. 4.2), przymocowanego do elementu L, który przesuwaª si¦ ze staªa
pr¦dko±ci¡.

Drgania samowzbudne ciaªa o masie M powstawaªy w wyniku przemieszczenia ele-
mentu L oddziaªuj¡cego na ci¦gno. W miar¦ wzrostu przemieszczenia, napi¦cie spr¦-
»yny zwi¦kszaªo swoj¡ warto±¢ do chwili osi¡gni¦cia warto±ci siªy przyczepno±ci (adhe-
zji). Ruch ciaªa (po±lizg) wzgl¦dem podªo»a w kierunku ci¡gni¦cia nast¦powaª wskutek
zerwania przyczepno±ci i z udziaªem bezwªadno±ci masy M . Po zrównowa»eniu si¦ siª
ciaªo ponownie zatrzymywaªo si¦ i cykl powtarzaª si¦, w miar¦ przemieszczania ele-
mentu L. Autorzy, jako przyczyn¦ powstawania wspomnianych drga«, przyj¦li okre-
sowe zgrzewania w obszarze styku wspóªpracuj¡cych powierzchni.

Innym równowa»nymmodelem eksperymentalnym do bada« drga« typu przyleganie�
po±lizg, byª ukªad z mas¡ M poªo»on¡ na ta±mie ta±moci¡gu (rys. 4.3). Proces wzbu-
dzania drga« samowzbudnych w takim modelu przebiegaª podobnie jak w poprzednim
przypadku. Ta±ma przesuwaj¡c si¦ ze staª¡ pr¦dko±ci¡ przemieszczaªa ciaªo M , skut-
kiem czego byªo zwi¦kszenie napi¦cia w ci¦gnie lepkospr¦»ystym. Gdy napi¦cie prze-
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Rysunek 4.3: Schemat ciaªa M na ruchomej ta±mie.

Rysunek 4.4: Przykªadowe przemieszczenie ciaªa podczas drga« samowzbudnych typu
przyleganie�po±lizg.

kroczyªo warto±¢ siªy przyczepno±ci, nast¦powaª po±lizg wsteczny (w kierunku prze-
ciwnym do ruchu ta±my). Kolejnym etapem wywoªanym przeciwstawnym dziaªaniem
siªy spr¦»yny i tarcia kinetycznego byªo przej±cie do po±lizgu zgodnego (w kierunku
poruszaj¡cej si¦ ta±my). Po±lizg zgodny trwaª do momentu osi¡gni¦cia równowagi siª
dziaªaj¡cych na ciaªo M , po czym ponownie ruch masy odbywaª si¦ bez po±lizgu z pr¦d-
ko±ci¡ ta±my, do chwili kolejnego zerwania adhezji. Przykªadowy fragment przebiegu
drga« samowzbudnych typu przyleganie�po±lizg prezentuje rysunek 4.4.

Ruch w omówionych modelach rzeczywistych przebiega cyklicznie, a powstaj¡ce
drgania samowzbudne zale»¡ w du»ym stopniu od wªasno±ci par ciernych (ta±my, pod-
ªo»a i ciaªa o masie M), pr¦dko±ci ruchu wzgl¦dnego i wªasno±ci ci¦gna lepkospr¦»ystego
(sztywno±¢ K i tªumienie D)

Badacz ameryka«ski Stoker [102] i rosyjski Babakow [6] równie» zajmowali si¦ ana-
liz¡ ukªadu o jednym stopniu swobody. W ich badaniach model tarcia charakteryzo-
waª si¦ opadaj¡c¡ warto±ci¡ wspóªczynnika tarcia, pomi¦dzy drgaj¡c¡ mas¡ a ruchom¡
ta±m¡.
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Rysunek 4.5: Zmiana wspóªczynnika tarcia kinetycznego w zale»no±ci od pr¦dko±ci
po±lizgu [96].

Thomas [106] i Well [109] analizuj¡c zbli»ony model, wysnuli wniosek, i» znaczna
nadwy»ka siªy tarcia statycznego w stosunku do warto±ci siªy tarcia kinetycznego
wzmaga powstawanie drga« o charakterze przyleganie�po±lizg. Zaobserwowali wzrost
siªy tarcia statycznego ze wzrostem czasu przylegania i pr¦dko±ci zmiany przyªo»onej
siªy, zale»nej od pr¦dko±ci wzgl¦dnej. Zauwa»yli równie», i» nast¦puje zmniejszenie
amplitudy drga« i wzrost cz¦sto±ci w miar¦ zwi¦kszenia pr¦dko±ci wzgl¦dnej.

W pracy [96] Samson, Ress, Morgan i Muskat przeprowadzili badania eksperymen-
talne modelu pokazanego na rysunku 4.2. Podczas bada« mierzyli przebieg zmienno±ci
siªy i pr¦dko±¢ wzgl¦dn¡ w czasie. Pomiary te pozwoliªy wyznaczy¢ zmienno±¢ siªy
tarcia od pr¦dko±ci wzgl¦dnej. Zaobserwowali, »e w czasie jednego cyklu zale»no±¢ ta
prezentuje na charakterystyce p¦tl¦. Podczas opó¹nienia siªa tarcia jest mniejsza ni»
przy przy±pieszaniu. Stwierdzono te», »e pole powierzchni p¦tli maleje w kolejnych
cyklach (rys. 4.5).

Cameron, Potter i Brockley [33] przyj¦li model tarcia o charakterystyce opadaj¡cej
wraz ze wzrostem pr¦dko±ci wzgl¦dnej, do pewnej granicznej warto±ci. Po osi¡gni¦ciu
jej nast¦powaª wzrost siªy tarcia. Zwi¦kszenie wspóªczynnika tarcia statycznego uzale»-
nili, jak i inni badacze, od czasu przylegania. Warto±¢ wspóªczynnika tarcia wzrastaªa
wraz ze wzrostem czasu przylegania. Po przeprowadzonych badaniach wyznaczono cie-
kaw¡ charakterystyk¦ zmiany warto±ci amplitudy drga« od pr¦dko±ci wzgl¦dnej, przy
ró»nych wspóªczynnikach tªumienia. Otrzymane przebiegi potwierdziªy obserwacj¦ in-
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Rysunek 4.6: Zmiana amplitudy drga« typu przyleganie�po±lizg w zale»no±ci od pr¦d-
ko±ci po±lizgu, przy ró»nym tªumieniu ukªadu [33].

nych naukowców, i» amplituda drga« maleje wraz ze zwi¦kszeniem pr¦dko±ci wzgl¦dnej
(rys. 4.6).

Przebiegi podobne jako±ciowo do charakterystyk pokazanych na rysunkach 4.6 otrzy-
manych przez Brockleya i innych, uzyskaª te» Rabinowicz [90]. Wyznaczyª ekspery-
mentalnie zale»no±ci amplitudy drga« typu przyleganie�po±lizg od zmiany pr¦dko±ci
po±lizgu. Badania ró»niªy si¦ od poprzednich jedynie spr¦»ysto±ci¡ badanego ukªadu.
Otrzymane wyniki bada« przedstawia rysunek 4.7.

Warlow-Davis i Schnurman [97] przyj¦li inn¡ teori¦ wyja±niaj¡c¡ powstawanie drga«
samowzbudnych. Zwi¡zana jest ona ze zjawiskiem elektrostatyki. Autorzy mechanizm
generowania ww. drga« tªumacz¡ zmian¡ ilo±ci ªadunków elektrostatycznych. Od-
bywa si¦ ona na powierzchniach oddziaªuj¡cych ciernie ciaª. Skutkiem tego wyst¦puj¡
przyhamowania i przy±pieszenia ciaªa b¦d¡cego w ruchu.

Brok [35] opieraj¡c si¦ na klasycznych prawach tarcia, modelu tarcia jak na ry-
sunku 3.11a oraz równaniu ruchu: mẍ + dẋ + kx = f(x, ẋ, t), badaª drgania wywoªane
zjawiskiem tarcia. Opis uzale»niª od dwóch parametrów: Φ i c

Φ =

√
KM

Fs − Fk

, c =
D

2
√

KM
,
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Rysunek 4.7: Zmiana amplitudy drga« typu przyleganie�po±lizg w zale»no±ci od pr¦d-
ko±ci po±lizgu, przy ró»nych warto±ciach wspóªczynnika spr¦»ysto±ci ukªadu badanego
[90].

gdzie: Fs � statyczna siªa tarcia, Fk � kinetyczna siªa tarcia.
Wynikiem przeprowadzonych bada« byªo otrzymanie warto±ci krytycznych parametrów
Φ i c, które dawaªy mo»liwo±¢ sterowania powstawaniem i zanikaniem drga« samo-
wzbudnych. Dzi¦ki przyj¦ciu odpowiednich warto±ci parametrów Φ i c mo»na zmienia¢
przebiegi drga«, doprowadzaj¡c do ich zaniku.

Taki sam model tarcia oraz podej±cie zastosowali we wªasnych badaniach Deriagin,
Pusz i Toªstoi [44]. Teori¦ bifurkacji ukªadów ci¡gªych wykorzystali do opisu drga«
samowzbudnych Kazarino� i Wan [65]. Badany przez nich model miaª jeden stopie«
swobody. Masa spoczywaªa na ruchomym pasie i umocowana byªa do nieruchomej
±ciany lepkospr¦»ystym ci¦gnem (rys. 4.3).

Hunt, Torbe i Spencer przeprowadzili badania eksperymentalne na zmody�kowanej
do celów pomiarowych obrabiarce. W pracy [58] wysun¦li hipotez¦, »e wspóªczynnik
tarcia kinetycznego zale»ny jest od przyspieszenia. Autorzy zaobserwowali, »e przy
staªej warto±ci pr¦dko±ci wzgl¦dnej w warto±¢ wspóªczynnika tarcia byªa mniejsza od
warto±ci wspóªczynnika tarcia otrzymanego, gdy tylko chwilami pr¦dko±¢ odpowiadaªa
warto±ci zadanej pr¦dko±ci wzgl¦dnej. Przebieg charakterystyki tarcia opisuj¡cej prze-
prowadzone badania zbli»ony jest jako±ciowo do wykresu b z rysunku 3.13. Warto±¢
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wspóªczynnika tarcia wzrasta przy maªej pr¦dko±ci, a nast¦pnie maleje, osi¡gaj¡c war-
to±¢ ustalon¡.

Lenkiewicz [77] i Grudzi«ski [54] wykazali dwustronn¡ zale»no±¢ mi¦dzy tarciem
a drganiami. Zale»no±¢ ta mówiªa, »e tarcie mo»e wywoªywa¢ powstawanie drga«,
a drgania mog¡ zmienia¢ siª¦ tarcia. Badacze analizowali przypadki tarcia suchego
oraz tarcia z warstw¡ smaru pomi¦dzy tr¡cymi materiaªami. Wspóªzale»no±¢ tarcia
i drga« objawiªa si¦ zmniejszeniem warto±ci siªy tarcia i zmianami postaci drga« sa-
mowzbudnych, w sytuacji oddziaªywania na ukªad drga« wymuszonych. Przykªadem
zastosowania tego przypadku mo»e by¢ metoda stabilizacji pozycjonowania manipula-
torów linii monta»owych.

Uogólnienia teorii powstawania drga« relaksacyjnych dokonali w swoich pracach
Iszli«ski, Kragielski i Kostierin. W pracy [74] autorzy zaªo»yli, i» tarcie statyczne
uzale»nione jest od czasu adhezji ciaª wspóªpracuj¡cych, natomiast wspóªczynnik tarcia
kinetycznego zale»y od pr¦dko±ci ruchu wzgl¦dnego i opisany jest równaniem

µ(w) = (c1 + c2w) · exp(−c3w) + c4, (4.1)

gdzie c1, c2, c3, c4 s¡ staªymi, które wyznaczono eksperymentalnie.
W pracy [60] Iszli«ski i Kragielski przyj¦li, »e siªa tarcia statycznego zale»y od czasu

przylegania, a siªa tarcia kinetycznego ma staª¡ warto±¢. Siª¦ tarcia statycznego opisuje
zale»no±¢

Fs = F0 − (F0 − Fk) · exp(−Γτ), (4.2)

gdzie Γ i F0 s¡ staªymi, F0 > Fk, a τ jest czasem przylegania.
Teorie zaproponowane przez powy»szych badaczy mówi¡, i» drgania samowzbudne po-
wstaj¡ w ukªadach spr¦»ystych w przypadku, gdy:

• charakterystyki wspóªczynnika tarcia zale»¡ od pr¦dko±ci wzgl¦dnej i maj¡ ma-
lej¡c¡ warto±¢ w pewnym przedziale pr¦dko±ci,

• wspóªczynnik tarcia statycznego ma wi¦ksz¡ warto±¢ ni» wspóªczynnik tarcia ki-
netycznego,

• wspóªczynnik tarcia statycznego zale»y od czasu przylegania.
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4.3 Modelowanie ukªadów z tarciem

Do analizy drga« samowzbudnych w rzeczywistych ukªadów mechanicznych o ruchu
wzdªu»nym wykorzystuje si¦ cz¦sto modele zespolonych sztywnych mas, poª¡czonych
ci¦gnami lepkospr¦»ystymi. W modelach tych masy oddziaªuj¡ ciernie z podªo»em,
w tym przypadku z nieodksztaªcaln¡ ta±m¡ ta±moci¡gu (rys. 4.8). Na tym rysunku

Rysunek 4.8: Pogl¡dowy schemat ukªadu wielomasowego do badania drga« samo-
wzbudnych w ukªadach translacyjnych [95].

symbole oznaczaj¡ nast¦puj¡ce wielko±ci �zyczne:
Fi � siªa tarcia dziaªaj¡ca na ciaªo o masie Mi,
S � pr¦dko±¢ k¡towa rolki, odpowiadaj¡ca pr¦dko±ci ta±my V0,
Xi � wychylenie ciaªa o masie Mi ze stanu równowagi,
Ki � staªa spr¦»ysto±ci i-tej spr¦»yny,
Di � staªa tªumienia lepkiego.

Ukªad pozostaje w stanie równowagi, je±li napi¦cia spr¦»yn s¡ sobie równe. Ruch
takiego modelu teoretycznego mo»emy opisa¢ równaniem ruchu (4.3). Zakªadaj¡c za-
le»no±¢ siªy tarcia oddziaªuj¡cej mi¦dzy poszczególnymi masami od pr¦dko±ci ta±my,
mo»emy napisa¢ zale»no±¢

MiẌi = −Ki(Xi−Xi−1)−Di(Ẋi−Ẋi−1)+Ki(Xi+1−Xi)+Di+1(Ẋi+1−Ẋi)+Fi(Vwzgl)

(4.3)
Vwzgl = Ẋi − V0, (4.4)

w której Ẋi i Ẍi s¡ odpowiednio pr¦dko±ci¡ i przy±pieszeniem wzgl¦dem czasu τ

Ẋi =
dX

dτ
, Ẍi =

d2X

dτ 2
. (4.5)

Wprowadzaj¡c do ukªadu wielko±ci bezwymiarowe:
t = τ

τ0
, xn = KiXi

F0
, dn = Di√

KnMn
, v = V0

√
KnMn

F0
, vwzgl = ẋi − v, ki = Ki

Kn
, mi = Mi

Mn
,

fi =
FiVwzgl

F0
, ẋ = dx

dt
, τ0 =

√
Mn

Kn
, i = 1, 2, ...n,
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mo»emy rozpatrywany przypadek uogólni¢. Uogólnienie takie pozwala przeprowadzi¢
analiz¦ w szerszym zakresie.
F0 jest jednostkow¡ siªa, τ0 jest bezwymiarow¡ jednostk¡ czasu.
Równanie 4.3 przy uwzgl¦dnieniu wprowadzonych wielko±ci bezwymiarowych mo»na
zapisa¢ zale»no±ci¡

miẍi = −ki(xi−xi−1)−di(ẋi− ẋi−1)+ki(xi+1−xi)+di+1(ẋi+1− ẋi)+fi(vwzgl), (4.6)

lub krócej:
Mẍ = −Kx−Dẋ + f(x, ẋ). (4.7)

gdzie

x =




x1(t)

x2(t)

..

..

xn(t)




, f =




f(vwzgl1)

f(vwzgl2)

..

..

f(vwzgln)




. (4.8)

M jest diagonaln¡ macierz¡ bezwªadno±ci o elementach mi, K � macierz¡ sztywno±ci
o elementach ki, D � macierz¡ tªumienia o elementach di. Równanie (4.7) umo»liwia
opis ukªadu rzeczywistego z zaªo»onym tarciem oraz z modelem tarcia otrzymanym
eksperymentalnie.

Tworz¡c modele ukªadów wykonuj¡cych ruch obrotowy, zamiast ta±my mo»emy
wprowadzi¢ tarcz¦ (rys. 4.9). Zast¦pujemy przemieszczenia wzdªu»ne k¡towymi oraz
dodajemy parametry opisuj¡ce masowy moment bezwªadno±ci. Po takich mody�ka-
cjach uzyskujemy równania ruchu opisuj¡ce ukªad rotacyjny w nast¦puj¡cej postaci

IiΦ̈i = −RKi(Φi − Φi−1)−R2Di(Φ̇i − Φ̇i−1) + RKi+1(Φi+1 − Φi) + (4.9)

+R2Di+1(Φ̇i+1 − Φ̇i) + RFI(Vwzgli),

IiΦ̈i = −Mki −Mdi −MFi, (4.10)

oraz
I = MiR

2, Mdi = DiR
4Φ̇i, Mki = KiR

2Φi, MFi = FiRΦi, (4.11)

gdzie:
Ii � masowy moment bezwªadno±ci,
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Rysunek 4.9: Przykªadowy schemat stanowiska z ukªadem wielomasowym do badania
drga« samowzbudnych w ukªadach obrotowych [50].

Mi � masa i�tego tr¡cego si¦ ciaªa,
Φi � k¡towe przemieszczenie i�tej masy M ,
Ki � sztywno±¢ zredukowana do promienia R powierzchni tarcia,
Di � tªumienie zredukowane do promienia R powierzchni tarcia.

Wprowadzaj¡c bezwymiarowe zale»no±ci

τ0 =
√

In/Kn ·R2 =
√

Mn/Kn, t = τ/τ0, xi = KiR · Φi/F0, (4.12)

di = Di ·R/
√

Ki · Ii = Di/
√

Ki ·Mi, vwzgli =
V0

√
Ki · Ii

R · F0

= V0

√
Ki ·Mi, (4.13)

do równania (4.10) otrzymamy ostatecznie równanie równorz¦dne z (4.3)

MiẌi = −Ki(Xi−Xi−1)−Di(Ẋi−Ẋi−1)+Ki(Xi+1−Xi)+Di+1(Ẋi+1−Ẋi)+Fi(Vwzgl).

(4.14)
Mo»na spostrzec, i» oba modele opisane s¡ przez to samo równanie ruchu.

W literaturze rozpatrywano te» inne modele ukªadów z tarciem w warunkach trans-
lacyjnych [58, 95, 101, 55, 49, 70, 69, 71] i w warunkach rotacyjnych [41, 78, 51].

Nale»y równie» wspomnie¢ o badaniach tarcia w systemach hamuj¡cych. Awrejce-
wicz, Piec, Jankowski, Furmanik, Pr¡cik analizowali eksperymentalnie takie przypadki
[3, 5, 48, 52, 62, 86, 40, 4]. Wykorzystuj¡c wyniki ze stanowisk do±wiadczalnych pro-
ponowali wªasne modele tarcia i wykorzystywali je do symulacji tarcia podczas hamo-
wania.
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Rysunek 4.10: Model tarcia suchego pary ciernej poliester�stal [95].

Jednym z ukªadów mechanicznych, zªo»onych z zespoªu mas oddziaªuj¡cych ze sob¡
lepkospr¦»y±cie i ciernie z ta±m¡ ta±moci¡gu, opisuj¡ prace [95, 24, 25]. Za cel auto-
rzy postawili sobie opis zjawisk drga« typu przyleganie�po±lizg i quasi-harmonicznych.
Dokonali tego po przeprowadzeniu bada« na stanowisku eksperymentalnym, zbudowa-
nym z ta±moci¡gu, grupy mas poª¡czonych ze sob¡ za po±rednictwem spr¦»yn i sys-
temu optycznego, sªu»¡cego akwizycji danych z pomiaru. Pomiar optyczny umo»liwiª
zarejestrowanie przemieszcze« wzdªu»nych poszczególnych mas, niezaburzonych instru-
mentem pomiarowym. Wyniki przemieszcze« umo»liwiªy uzyskanie charakterystyk dy-
namicznych, a dzi¦ki nim okre±lenie statycznej i dynamicznej siªy tarcia. Wielko±ci te
pozwoliªy na sformuªowanie modelu tarcia suchego pary ciernej stal�poliester. Charak-
terystyk¦ tarcia opisuj¡c¡ uzyskany model ilustruje rysunek 4.10.

Przeprowadzone badania symulacyjne zaproponowanego modelu tarcia suchego wy-
kazaªy du»y wpªyw pr¦dko±ci wzgl¦dnej na zachowanie drga« samowzbudnych ukªadu.
Wzrastaj¡ca pr¦dko±¢ wzgl¦dna powoduje przej±cie mi¦dzy jako±ciowo ró»nymi rodza-
jami drga« o ró»nej cz¦sto±ci. Przykªadem jest charakterystyczny efekt przypadku
bifurkacji Hopfa. Ze wzrostem pr¦dko±ci rozwi¡zanie w postaci cyklu granicznego
drga« typu przyleganie�po±lizg zamienia si¦ w rozwi¡zanie stacjonarne drga« quasi�
harmonicznych bez fazy przylegania. Przy dalszym zwi¦kszaniu pr¦dko±ci drgania
samowzbudne zanikaj¡. Ukªad zmierza do stanu stacjonarnego, w którym pr¦dko±¢
wzgl¦dna przyjmuje staª¡ warto±¢ równ¡ pr¦dko±ci unoszenia. Pojawia si¦ stabilny
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po±lizg.
Analiz¡ drga« ciaªa spoczywaj¡cego na ta±mie ta±moci¡gu zajmowali si¦ Popp i Stel-

ter [88], Bogacz i Ryczek [26, 23, 22]. Ich badania ró»niªy si¦ od opisanych na pocz¡tku
rozdziaªu 4.3 tym, »e wprowadzili zewn¦trzn¡ siª¦ harmoniczn¡ oddziaªuj¡ca na ba-
dany element (rys. 4.11). Autorzy uzyskali ró»ne zale»no±ci opisuj¡ce drgania typu
przyleganie�po±lizg. Przedstawiono w nich podej±cia z wykorzystaniem teorii chaosu.
Podej±cia te byªy odmiennie realizowane w obu przypadkach. Wynikaªo to z zastoso-

Rysunek 4.11: Schematyczne stanowisko do bada« drga« samowzbudnych z zewne-
trzym wymuszeniem harmonicznym.

wania ró»nych modeli tarcia w analizowanych przypadkach.
Modelowanie ukªadu ci¡gªego z uwzgl¦dnieniem tarcia przeprowadzili Bogacz, Brzo-

zowski i Popp [19]. Zaj¦li si¦ oni badaniem wpªywu trzech ró»nych modeli tarcia na
wyniki uzyskane z analizy ukªadu ci¡gªego. Ukªadem tym byª sztywny walec, spoczy-
waj¡cy na spr¦»ystym pasie ta±moci¡gu, b¦d¡cy w kontakcie tocznym.

Z prac cytowanych w rozdziaªach 3.1 i 4.3 wida¢, »e metody wykorzystywane do
opisu ukªadów drgaj¡cych z tarciem oraz sam sposób analizy siªy tarcia wpªywa na
uzyskane wyniki. Z tego powodu nale»y razem z badaniami teoretycznymi przepro-
wadza¢ badania eksperymentalne. Dzi¦ki takiemu podej±ciu mo»liwe jest oddzielenie
zjawisk wywoªanych efektami obliczeniowymi od zjawisk �zycznych pochodz¡cych od
analizowanych modeli rzeczywistych.
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Rozdziaª 5

Stanowisko badawcze

W celu poznania zjawiska po±lizgu bocznego, zbudowano stanowisko pomiarowe. Dzi¦ki
badaniom wst¦pnym dostrze»ono wady stanowiska oraz stwierdzono potrzeby zbadania
wpªywu dodatkowych parametrów. Zaobserwowane wady przyczyniªy si¦ do mody�ka-
cji stanowiska eksperymentalnego. Dokonane zmiany pozwoliªy uzyska¢ lepsz¡ powta-
rzalno±¢ wyników i umo»liwiªy uzale»nienie badanego zjawiska od zmian dodatkowych
parametrów.

5.1 Wst¦pne stanowisko pomiarowe

Wst¦pne pomiary wykonano na zbudowanym stanowisku pomiarowym, pokazanym
na rysunku 5.1. Skªadaªo si¦ ono z ta±moci¡gu, ukªadu pomiarowego oraz bada-
nego modelu. Konstrukcja zawieszenia badanego ukªadu koªo � nawierzchnia opie-
raªa si¦ na spr¦»ynach pªaskich. Za ich po±rednictwem obiekt badany mocowano do
uchwytu. Uchwyt umo»liwiaª obrót wzgl¦dem stojaka zamocowanego na obudowie ta-
±moci¡gu i na regulowan¡ zmian¦ k¡ta mi¦dzy pªaszczyzn¡ koªa a kierunkiem ruchu
ta±my. Do obudowy ta±moci¡gu przymocowane byªy laserowe przetworniki odlegªo±ci.
Za ich pomoc¡ dokonywano bezstykowego pomiaru przemieszczenia bocznego i quasi�
wzdªu»nego. Wad¡ takiego rozwi¡zania byªa konieczno±¢ rejestrowania skªadowych
odbywaj¡cego si¦ po ªuku przemieszczenia badanego koªa.

Wst¦pne wyniki wykazaªy wielookresowy charakter drga«. Na rysunku 5.2 po-
kazano przykªadowe wst¦pne wyniki: trajektori¦ fazow¡, przemieszczenia i pr¦dko±ci
przemieszcze« w czasie oraz analiz¦ amplitudowo�cz¦stotliwo±ciow¡. Wprawdzie wi-
doczna jest dominacja dwóch cz¦sto±ci, to jednak dostrzegalny jest te» udziaª cz¦sto±ci
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z szerokiego zakresu.
Zbyt wiotki ukªad spr¦»yn umo»liwiaª niekorzystne pochylenie pªaszczyzny bocznej

koªa wzgl¦dem pªaszczyzny pionowej. To wpªywaªo na zmian¦ powierzchni kontaktu
koªa z podªo»em. Z uwagi na mo»liwo±ci ustalania siªy docisku w bardzo maªym zakre-
sie warto±ci, konsekwencj¡ pochylenia bocznego byªa zmiana siªy tarcia nie wynikaj¡ca
z obserwowanego zjawiska, a z niedoskonaªo±ci stanowiska badawczego. Trudno byªo
zachowa¢ powtarzalno±¢ odczytów. Jednocze±nie trudno byªo zbada¢ wpªyw siªy na-
cisku koªa na przebieg zjawiska, gdy», jak wspomniano wy»ej, ta nie byªa regulowana
w sposób pªynny.

Stanowisko badawcze w dalszym etapie prac udoskonalono. Wyeliminowano tym
samym wpªyw wad jego konstrukcji na wyniki. Mimo konieczno±ci przebudowy stano-
wiska i zast¡pienia zasadniczej cz¦±ci mocowania koªa zupeªnie innym ukªadem mecha-
nicznym uzyskano potwierdzenie zjawiska drga« dwuokresowych przy toczeniu z po±li-
zgiem bocznym, niezale»nie od konstrukcji stanowiska badawczego.

Rysunek 5.1: Wst¦pne stanowisko badawcze.

5.2 Opis stanowiska badawczego i ukªadu pomiaro-
wego

Usuni¦cie wad stanowiska badawczego wymagaªo znacznej jego przebudowy. Zmieniono
caªkowicie sposób mocowania koªa oraz jego docisk do ta±my. Uzyskano wymagan¡ sta-
bilno±¢ mocowania elementów tocznych oraz mo»liwo±¢ regulacji siªy docisku koªa do ta-
±my w bardzo du»ym zakresie. Uzyskano oczekiwan¡ powtarzalno±ci wyników. Dzi¦ki
temu mo»liwe byªo przeprowadzenie bada« wielu par ciernych. Stosowano ta±my po-
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Rysunek 5.2: Wyniki zmierzone na wst¦pnym stanowisku badawczym (rys. 5.1): wy-
kres fazowy, przemieszczenie, pr¦dko±¢ oraz analiza amplitudowo�cz¦stotliwo±ciowa
przy k¡cie φ = 6◦ i pr¦dko±ci ta±my v = 8 cm/s.

liestrowe o ró»nej twardo±ci oraz o ró»nej fakturze powierzchni: od caªkowicie gªadkiej,
poprzez chropowate, o fakturze jedwabistej, do powierzchni granulowanych, gruboziar-
nistych. Do szczegóªowych bada« wybrano najbardziej charakterystyczne materiaªy:
ta±m¦ o gªadkiej powierzchni oraz koªa wykonane ze stali, aluminium i poliamidu.

W budowie stanowiska nale»y wyszczególni¢ trzy gªówne elementy: przeno±nik ta-
±mowy, tor pomiarowy oraz badany model (rys. 5.3). Przeno±nik zostaª wykonany
przez niemieck¡ �rm¦ PH Schwarz. Dªugo±¢ bie»ni wynosiªa 2050 mm, jej szeroko±¢
120 mm, a masa wªasna 72 kg. Du»a masa zmniejszaªa mo»liwo±¢ niepo»¡danych drga«
przeno±nika podczas bada«. Ta±ma rozpi¦ta byªa na dwóch rolkach o ±rednicy 50 mm.
Jedna z nich nap¦dzana byªa silnikiem elektrycznym o mocy 270 W. Mo»liwa byªa
pªynna regulacja pr¦dko±ci obrotów silnika w zakresie odpowiadaj¡cym przesuwowi ta-
±my z pr¦dko±ci¡ od 1 do 30 cm/s. Stosowano ta±my poliestrowe na osnowie pªóciennej,
o dªugo±ci 4170 mm, szeroko±ci 120 mm i grubo±ci 2 mm. Ta±ma poliestrowa byªa jed-
nym z elementów pary ciernej. Drugim byªo koªo wykonane z metalu lub tworzywa
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Rysunek 5.3: Stanowisko badawcze.

sztucznego, osadzone na mosi¦»nej tulei naªo»onej na o±. Dwie jednakowe spr¦»yny
±rubowe, umieszczone po obu stronach koªa, przywracaªy je wraz z tulej¡ do poªo»enia
równowagi. Zmian¦ k¡ta pªaszczyzny bocznej koªa wzgl¦dem kierunku przesuwu ta-
±my, w przedziale ± 30◦ umo»liwiaª obrotowy uchwyt mocuj¡cy (rys. 5.4). Stanowisko
dawaªo tak»e mo»liwo±¢ regulacji pionowego docisku koªa do ta±my. Realizowane byªo
to przez odci¡»enie caªego ukªadu obci¡»onego ci¦»arem wªasnym za po±rednictwem
liniowej spr¦»yny zamontowanej do ruchomego wysi¦gnika (rys. 5.5). Dokonuj¡c po-
miaru pionowego przemieszczenia wysi¦gnika i znaj¡c ci¦»ar zawieszonego urz¡dzenia,
okre±lano pionowy nacisk wywierany przez koªo na ta±m¦.

Zasada dziaªania przetwornika odlegªo±ci polega na ocenie kontrastu i rozproszenia
odbitej wi¡zki wyemitowanego ±wiatªa lasera. W miar¦ zmiany odlegªo±ci plamka ±wia-
tªa laserowego zmienia swoje parametry w obszarze centralnym i brzegowym. Ocena
tych zmian i ich wzajemny stosunek byªy podstaw¡ do wytworzenia przez przetwor-
nik analogowego sygnaªu napi¦cia lub nat¦»enia pr¡du. W dalszym etapie zewn¦trzny
przetwornik analogowo�cyfrowy 12�bitowej rozdzielczo±ci umo»liwiaª zapis przemiesz-
cze« w formie tablic liczbowych. Stablicowany sygnaª podlegaª wst¦pnej ocenie oraz
wygªadzeniu przez u±rednienie 9 � 15 kolejnych warto±ci. Przyjmuj¡c, »e na jeden cykl
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Rysunek 5.4: Regulacja k¡ta i jego pomiar mi¦dzy pªaszczyzn¡ koªa a nap¦dzaj¡c¡
ta±m¡ ta±moci¡gu.

Rysunek 5.5: Elementy stanowiska badawczego reguluj¡ce siª¦ nacisku przez odci¡»enie
ukªadu (uchwyt+koªo) spr¦»yn¡ ±rubow¡ oraz charakterystyka spr¦»yny.
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Rysunek 5.6: Czujnik laserowy przemieszczenia.

drga« przypadaªo kilka tysi¦cy odczytów, zastosowane wygªadzenie nie zmieniaªo cha-
rakteru ani warto±ci podstawowych parametrów zarejestrowanego sygnaªu. Otrzymane
w ten sposób wyniki pozwoliªy wykre±li¢ charakterystyki dynamiczne, umo»liwiaj¡ce
analiz¦ zjawisk i procesów zachodz¡cych w badanym ukªadzie oraz umo»liwiªy stwo-
rzenie modelu matematycznego, którym mo»na je opisa¢.

W celu unikni¦cia bª¦dów grubych i przypadkowych, przed ka»dym cyklem pomia-
rowym aparatura byªa wª¡czona przez 30 minut, w celu wygrzania urz¡dze« oraz pary
ciernej. Kolejn¡ procedur¡ unikni¦cia bª¦du grubego byªo ka»dorazowe, przed rozpo-
cz¦ciem i po zako«czeniu serii pomiarowej, kalibrowanie toru pomiarowego. Pomiary
powtarzano parokrotnie w ustalonych warunkach pracy stanowiska eksperymentalnego.

Aby móc w analizie wyników oraz opisie zjawiska pomin¡¢ tarcie mi¦dzy mosi¦»n¡
tulej¡ a osi¡ koªa, wypolerowano o± i wn¦trze tulei. Dodatkowo strefa kontaktu tulei
z osi¡ zostaªa nasmarowana oliwk¡ techniczn¡, minimalizuj¡c¡ tarcie.

Przed rozpocz¦ciem analizy zbadana zostaªa statyczna i kinetyczna siªa tarcia w ru-
chu wzdªu»nym, wzdªu»no�obrotowym i obrotowym, mi¦dzy tulej¡ a osi¡ (rys. 5.7).
Odpowiednie warto±ci zamieszczone zostaªy w tablicy 5.1. Ze wzgl¦du na maª¡ wzgl¦dn¡
warto±¢ tarcia mi¦dzy tulej¡ a osi¡, pominiemy jego wpªyw na badane zjawisko i sku-
pimy si¦ na tarciu w stre�e kontaktu koªa z ta±m¡.
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Rysunek 5.7: Dwa przypadki ruchu: wzdªu»ny, wzdªu»no-obrotowy, przyj¦te przy po-
miarze siªy tarcia mi¦dzy miedzian¡ tulej¡ a osi¡ obrotu.

Tablica 5.1: Warto±ci zmierzonych siª tarcia i momentu siª mi¦dzy tulej¡ i osi¡.

ruch koªo poliamidowe koªo stalowe koªo aluminiowe
(siªa, moment siªy) (siªa, moment siªy) (siªa, moment siªy)

wzdªu»ny 0,58 N 1,23 N 1,18 N
wzdªu»ny z obrotem 0,23 N 0,48 N 0,51 N
obrotowy 0,0026 Nm 0,0058 Nm 0,0047 Nm

5.3 Pary cierne

Podczas wst¦pnych eksperymentów zbadano trzy koªa wykonane z ró»nych materiaªów,
które tworzyªy pary cierne z ta±mami o ró»nych wªa±ciwo±ciach (rys. 5.8). Ostatecznie
do bada« zostaªy wybrane trzy pary cierne. Tworzyªy je trzy koªa wykonane z ró»-
nych materiaªów i jedna ta±ma, która stanowiªa wspóln¡ baz¦ odniesienia par ciernych.
Ta±m¡ wybran¡ do bada« byªa czarna ta±ma pokazana na rysunku 5.8. Wykonana
zostaªa z dwóch elementów struktury no±nej oraz warstwy powierzchniowej. Struktur¡
no±n¡ byªo pªótno, na które naªo»ono warstw¦ poliestrow¡. Warstwa ta stanowiªa jeden
z elementów badanych par ciernych.

Drugim elementem byªy koªa wykonane z ró»nych materiaªów (rys. 5.9), takich
jak: aluminium (Al), poliamid (PA 6G) i stal (St6). Koªo stalowe wykonano jako
stalow¡ obr¦cz osadzon¡ na poliamidowym trzonie. Koªa miaªy jednakowe wymiary
geometryczne: ±rednic¦ 75 mm i szeroko±¢ 15 mm (rys. 5.10). Mimo tych samych
wymiarów ka»de koªo miaªo inn¡ mas¦ i moment bezwªado±ci. Liczbowe zestawienie
prezentuje tablica 5.2. Dodatkowo tuleja miaªa mas¦ 32,0 g. Kraw¦d¹ koªa od strony

76



Tablica 5.2: Masy i momenty bezwªadno±ci badanych kóª.
koªo masa [g] moment bezwªadno±ci [g·cm2]

poliamidowe 54,9 400
stalowe 174,9 2100
aluminiowe 173,0 1250

nabiegaj¡cej ta±my zostaªa zaokr¡glona (sfazowana). Zaokr¡glenie miaªo promie« 9,5
mm i wykonane zostaªo w celu unikni¦cia wcinania si¦ ostrej kraw¦dzi koªa w ta±m¦.
Wcinanie to zaburzaªoby mierzone drgania samowzbudne.

Rysunek 5.8: Ta±my poliestrowe wykorzystane do wst¦pnych bada«.

Zmierzono statyczne i kinetyczne wspóªczynniki tarcia poszczególnych par ciernych.
Wyniki ilustruj¡ charakterystyki na rysunku 5.11. Charakter przebiegów wspóªczyn-
nika tarcia poszczególnych par ciernych jest podobny. Ka»da para cierna ma najwi¦ksz¡
warto±¢ przy pr¦dko±ci wzgl¦dnej równej zero. Warto±ci wspóªczynników tarcia statycz-
nego par ciernych wynosz¡: aluminium � poliester 0,87, poliamid � poliester 0,44 oraz
stal � poliester 0,42. Z przebiegów wida¢, »e przy wzro±cie pr¦dko±ci ta±my zmniej-
sza si¦ warto±¢ wspóªczynnika tarcia kinetycznego. Wspóªczynnik ten osi¡ga minimum
przy pewnej pr¦dko±ci, nast¦pnie jego warto±¢ wzrasta w miar¦ wzrostu pr¦dko±ci ta-
±my. Jedynym wyj¡tkiem jest para cierna poliamid � poliester, w przypadku której
warto±¢ wspóªczynnika tarcia kinetycznego osi¡ga staª¡ warto±¢ od pewnej pr¦dko±ci
ta±my.
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Rysunek 5.9: Koªa wykorzystane w badaniach, 1 � aluminium, 2 � poliamid,
3 � poliamid ze stalow¡ obr¦cz¡.

Rysunek 5.10: Przekroje poprzeczne kóª wykorzystanych w badaniach a) aluminium,
poliamid, b) poliamid ze stalow¡ obr¦cz¡.

Zmierzono równie» obwiednie kóª. Zrobiono to, by upewni¢ si¦, »e niedoskonaªo±¢
koªowego pro�lu nie b¦dzie wywoªywaªa drga« pionowych, wpªywaj¡cych na zmian¦
siªy nacisku oraz tarcia. Pomiarów dokonano za pomoc¡ czujnika laserowego, wyko-
rzystywanego przy pomiarach przemieszczenia osiowego koªa. W czasie pomiaru koªo
obracaªo si¦, a wi¡zka lasera skierowana byªa w kierunku promieniowym i odbijaªa si¦
od powierzchni tocznej. Wyniki pomiarów przedstawiono na rysunku 5.12. Do zmierzo-
nych warto±ci dodany zostaª nominalny promie« kóª. Odchyªki wymiarowe od ksztaªtu
koªowego wynosz¡: w przypadku koªa aluminiowego ± 0,010 mm, w przypadku koªa
poliamidowego ± 0,020 mm i w przypadku koªa stalowego ± 0,012 mm.
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Rysunek 5.11: Przebiegi wspóªczynnika tarcia badanych par ciernych: stal � poliester,
poliamid � poliester, aluminium � poliester.

Rysunek 5.12: Ksztaªt powierzchni tocznej badanych kóª.
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Rozdziaª 6

Wyniki eksperymentalne

Poni»ej zostan¡ przedstawione wybrane wyniki pomiarów, zarejestrowane na stanowi-
sku badawczym. Metoda pomiaru oraz pary cierne opisane zostaªy w rozdziaªach 5.2
i 5.3. W celu udokumentowania zjawisk wybrano charakterystyczne wyniki i zaprezen-
towano je w formie zestawienia charakterystyk fazowych, przemieszcze« koªa i pr¦dko±ci
w kierunku osiowym. Prezentacja drga« na pªaszczy¹nie fazowej umo»liwiªa poznanie
typu drga«. Przestrze« fazowa pozwoliªa okre±li¢ wst¦pnie stabilno±¢, cykle graniczne
oraz wielookresowo±¢ zmierzonych przebiegów. Wykorzystanie do analizy widmowej
szybkiej transformacji Fouriera umo»liwiªo wyznaczenie dominuj¡cych cz¦sto±ci drga«.
Wyniki przemieszcze« i pr¦dko±ci otrzymano po zastosowaniu odpowiednich procedur
identy�kacji oraz odpowiedniej �ltracji sygnaªu zmierzonego.

Skale wykresów zostaªy dobrane tak, by mo»na byªo zestawia¢ wykresy i zaprezen-
towa¢ zmiany drga«, w zale»no±ci od zmian w danej grupie parametrów regulacyjnych.
W niektórych przypadkach takie wyskalowanie jednak nieco utrudniaªo prezentowanie
charakteru drga« na wykresach (rys. 6.8, 6.25).

We wszystkich wynikach, w jednym peªnym cyklu przej±cia ta±my ta±moci¡gu po-
jawiªa si¦ podwójna fala. Efekt ten obserwowano w podobnym zakresie w przypadku
wszystkich ta±m poliestrowych. Cykl przej±cia ta±my rozumiemy jako przebycie drogi
równej obwodowi ta±my (rys. 6.1). Na wykresie przedstawiono przykªadowy przebieg
drga« zaznaczony lini¡ czerwon¡ przy parametrach ukªadu: pr¦dko±ci ta±my v = 19, 6

cm/s i k¡t α = 10◦. Linia czarna przedstawia ten sam sygnaª przetworzony przez �ltr
odcinaj¡cy cz¦sto±ci powy»ej 0,1 Hz. Przebieg sygnaªu przy takich parametrach ukªadu
badanego miaª cz¦sto±¢ 0,05 Hz. Generowanie tego typu zjawiska mo»na wytªumaczy¢
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przej±ciem poª¡czenia ta±my przez rolki ta±moci¡gu. Mimo niezmiennej grubo±ci, po-
ª¡czenie ta±my byªo sztywniejsze od pozostaªej jej cz¦±ci i wywoªywaªo chwilowy wzrost
naci¡gu wzdªu»nego. Zmiana naci¡gu powodowaªa zaburzenie w postaci fali przedsta-
wionej na rysunku 6.1. Fala ta mie±ci si¦ w zakresie niskich cz¦stotliwo±ci (rys. 6.2)
i zostaªa pomini¦ta w analizie.

Rysunek 6.1: Przykªadowy przebieg przemieszczenia osiowego w czasie, z charaktery-
styczn¡ fal¡ o niskiej cz¦sto±ci.

Rysunek 6.2: Charakterystyka amplitudowo�cz¦stotliwo±ciowa przemieszcze« koªa po-
liamidowego w przypadku przebiegu z rysunku 6.1.
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6.1 Para cierna koªo poliamidowe � ta±ma poliestrowa

W niniejszym rozdziale zaprezentowano wybran¡ cz¦±¢ wyników uzyskanych z pomiaru
ruchu osiowego koªa poliamidowego, tocz¡cego si¦ po ruchomej ta±mie poliestrowej.
Ruch ten obserwujemy na pªaszczy¹nie fazowej oraz wykresach przemieszcze« i pr¦d-
ko±ci wzgl¦dem czasu.

Do dalszych analiz wybrano charakterystyczne fragmenty odczytów. Wycinki od-
powiadaj¡ce podstawowemu okresowi drga« uwidoczniono na wykresach fazowych lini¡
pogrubion¡. Poni»ej wyszczególnione zostan¡ cechy charakterystyczne uzyskanych wy-
ników, pozwalaj¡ce na wychwycenie prawidªowo±ci. B¦dzie to pomocne w uzyskaniu
matematycznego opisu zjawisk, podanego w rozdziale 7.1.

Na wst¦pie nale»y zauwa»y¢, »e drgania maj¡ dwuokresowe przebiegi. Uwidaczniaj¡
to wszystkie wykresy przemieszcze« w czasie. Przykªadowy rozkªad cz¦stotliwo±ci po-
kazany na rys. 6.2 grupuje cz¦stotliwo±ci w dwóch obszarach. Drgania dwuokresowe
wyst¦puj¡ w caªym przedziale zmian parametrów regulacyjnych stanowiska. Udziaª
obu grup skªadowych drga« jest ró»ny i zale»y od pr¦dko±ci przesuwu ta±my. Wzrost
pr¦dko±ci zwi¦ksza amplitud¦ drga« o niskiej cz¦sto±ci, a zmniejsza amplitud¦ wy»szych
cz¦sto±ci. Uwidocznione jest to na rysunkach 6.5÷6.7.

Drugim charakterystycznym zjawiskiem uwidocznionym na wykresach jest wyst¦-
powanie efektu przylegania koªa do ta±my. Zjawisko przylegania i po±lizgu wyst¦puje
przy niskich pr¦dko±ciach ta±my v i przy maªym k¡cie α. Zaznaczono to lini¡ prost¡ na
wykresach fazowych (rys. 6.8 i 6.23). Mo»na zaobserwowa¢, »e w przypadku k¡tów 4◦

i 6◦ zjawisko przylegania i po±lizgu wyst¦puje tylko przy pr¦dko±ci niskiej v = 7 cm/s
i sile nacisku N = 8, 5 N.

Wzrost nacisku N wywoªuje spadek amplitudy drga« obu skªadowych (rys. 6.7, 6.10,
6.13). Dokªadniej uwidocznia to rysunek 6.3, porównuj¡cy tylko wykresy fazowe przy
ró»nych siªach N=4,25, 8,5, 13,7 N, staªym k¡cie α = 10◦ i pr¦dko±ci ta±my v=14,0
cm/s. Nale»y zaznaczy¢ przyj¦cie ró»nej skali na osiach wykresów (rys. 6.3). Innym
zjawiskiem wywoªanym wzrostem nacisku jest zmiana fazy skªadowej wy»szej cz¦sto±ci
(rys. 6.3). Na wykresach fazowych widoczne jest przemieszczenie fazowe tej skªadowej.

Kolejnym spostrze»eniem jest oddalanie si¦ przemieszcze« od poªo»enia równowagi
wraz ze wzrostem siªy nacisku. Ilustruj¡ to cho¢by wykresy fazowe (rys. 6.5, 6.8, 6.11
lub rys. 6.7, 6.10, 6.13), zestawione przy jednakowych k¡tach α = 4◦ i 10◦ oraz dwóch
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naciskach pionowych N = 4, 25 i 13,7 N.
Wzrost k¡ta α wpªywa na wzrost amplitudy drga« wy»szych cz¦sto±ci w zakresie ni-

skich pr¦dko±ci przesuwu ta±my v. Uwidaczniaj¡ to rysunki 6.8, 6.9 i 6.10 w przypadku
siªy nacisku N=8,5 N. Czytelniej przedstawiaj¡ t¡ zale»no±¢ zestawione pªaszczyzny
fazowe przy pr¦dko±ci ta±my v =19,6 cm/s, nacisku N=13,7 N i trzech k¡tach α (rys.
6.4). Wzrost k¡ta od 4◦ do 10◦ przy pr¦dko±ciach przesuwu ta±my w zakresie 7÷19, 6

cm/s wywoªuje wzrost amplitudy od 0,4 cm do 0,8 cm. Wzrost k¡ta α wpªywa pro-
porcjonalnie na przesuni¦cie wykresu przemieszcze« wzgl¦dem poªo»enia równowagi.
Wykres przesuwa si¦ zgodnie z kierunkiem ruchu ta±my, podobnie jak w przypadku
wzrastaj¡cej siªy nacisku N (rys. 6.4).

Wa»n¡ cech¡ charakterystyczn¡ zarejestrowanych drga« jest wzrost cz¦sto±ci wraz
ze wzrostem pr¦dko±ci przesuwu ta±my. Zale»no±¢ ta jest oczekiwana. W przypadku
drga« idealnego ukªadu oscylatora wzbudzanego tarciem suchym, dªugo±¢ fali kre±lo-
nej na powierzchni ta±my byªaby staªa, a cz¦sto±¢ drga« wprost proporcjonalna do
pr¦dko±ci. W prezentowanych wynikach zaobserwowano pocz¡tkowo znaczny wzrost
cz¦sto±ci wraz ze wzrostem pr¦dko±ci ta±my w zakresie maªych pr¦dko±ci, a nast¦pnie
mniejszy, staªy wzrost, proporcjonalny do pr¦dko±ci. Na podstawie wykresów analizy
amplitudowo�cz¦stotliwo±ciowej, pokazanej na rysunku 6.14 przy pr¦dko±ciach 7,0, 14,0
i 19,6 cm/s, oraz innych, niezamieszczonych w pracy, uzyskanych przy innych pr¦dko-
±ciach, sporz¡dzono wykres zale»no±ci cz¦sto±ci drga« od pr¦dko±ci, przy staªym k¡cie
i sile nacisku (rys. 6.15). Zauwa»y¢ mo»na prostoliniowo±¢ wykresu, za wyj¡tkiem
zakresu niskiej pr¦dko±ci (do 2 cm/s). Przy maªych pr¦dko±ciach zarejestrowane cha-
rakterystyki nie byªy w dostatecznym stopniu powtarzalne. Mimo tego po pewnym
u±rednieniu najbardziej wiarygodnych odczytów na wykresie pokazano punkty wyka-
zuj¡ce d¡»enie wykresu do pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych.

W dalszej cz¦±ci pracy, w rozdziale 6.3, zaj¦to si¦ uzasadnieniem takiego przebiegu
zjawiska.

W przypadku maªych pr¦dko±ci przesuwu ta±my odczyty znacznie ró»niªy si¦ od
siebie. Zmniejszaj¡ce si¦ okresy przylegania mocno obni»yªy powtarzalno±¢ wyników
oraz negatywnie wpªywaªy na mo»liwo±¢ precyzyjnego wyznaczenia cz¦sto±ci. Cha-
rakterystyczny byª spadek cz¦sto±ci drga« wraz ze zmniejszeniem pr¦dko±ci ta±my,
zdecydowanie wi¦kszy ni» w zakresie wysokich pr¦dko±ci (rys. 6.15).

Do badania nieliniowych ukªadów dynamicznych pomocne jest zastosowanie pew-
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Rysunek 6.3: Trajektorie fazowe ruchu koªa poliamidowego przy k¡cie α = 10◦ i pr¦d-
ko±ci ta±my v = 14, 0 cm/s, przy trzech ró»nych naciskach pionowych: a) N = 4, 25 N,
b) N = 8, 5 N, c) N = 13, 7 N.

Rysunek 6.4: Trajektorie fazowe ruchu koªa poliamidowego przy staªej pr¦dko±ci ta±my
v= 19,6 cm/s i maksymalnej sile pionowego nacisku N = 13, 7 N oraz trzech warto±ciach
k¡ta α: a) α = 4◦, b) α = 6◦, c) α = 10◦.

nego odwzorowania punktowego, bazuj¡cego na odwzorowaniu Poincaré (przekrój Poin-
caré, ci¦cie Poincaré) [2]. Idea takiego podej±cia polega na wprowadzeniu pªaszczyzny,
która przecina powracaj¡cy potok fazowy, nigdzie nie stykaj¡c si¦ z »adn¡ trajektori¡
tego potoku (rys. 6.16). Trajektoria K le»y w trójwymiarowej przestrzeni, a punkty
przeci¦cia z pªaszczyzn¡ A nale»¡ do niej. Zalet¡ tego przekroju jest obni»enie wymiaru
analizowanej przestrzeni o jeden (otrzymane punkty le»¡ w pªaszczy¹nie). Na wykre-
sach (rys. 6.17) pokazane zostaªy trajektorie fazowe koªa poliamidowego, zmierzone
przy k¡cie α = 10◦, pr¦dko±ci ta±my 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku N = 8, 5 N. Punkty kwa-
dratowe naniesione na nie ilustruj¡ zbiory powstaªe przez wyodr¦bnienie z uzyskanych
wyników punktów przypadaj¡cych na poszczególne chwile peªnego obrotu badanego
koªa. Z map tych mo»na wysnu¢ wniosek, »e obserwowane drgania wzbudzane tar-
ciem nie zale»¡ w »adnym stopniu od cyklu obrotowego koªa. Dowodzi tego fakt, »e
punkty tworz¡ce map¦ nie s¡ zgromadzone w s¡siedztwie, lecz rozªo»one wzdªu» caªej
trajektorii fazowej. W przypadku gromadzenia si¦ w jednym maªym obszarze, mo»na
by podejrzewa¢ np. istnienie nierówno±ci na kole. Nierówno±¢ ta mogªaby wywoªywa¢
zaburzenie, cyklicznie wpªywaj¡ce na mierzone drgania.
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Rysunek 6.5: Wyniki pomiarów ruchu koªa poliamidowego przy k¡cie α = 4◦, pr¦dko±ci
ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 4, 25 N.

Rysunek 6.6: Wyniki pomiarów ruchu koªa poliamidowego przy k¡cie α = 6◦, pr¦dko±ci
ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 4, 25 N.
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Rysunek 6.7: Wyniki pomiarów ruchu koªa poliamidowego przy k¡cie α = 10◦, pr¦dko-
±ci ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 4, 25 N.

Rysunek 6.8: Wyniki pomiarów ruchu koªa poliamidowego przy k¡cie α = 4◦, pr¦dko±ci
ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 8, 5 N.
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Rysunek 6.9: Wyniki pomiarów ruchu koªa poliamidowego przy k¡cie α = 6◦, pr¦dko±ci
ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 8, 5 N.

Rysunek 6.10: Wyniki pomiarów ruchu koªa poliamidowego przy k¡cie α = 10◦, pr¦d-
ko±ci ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 8, 5 N.
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Rysunek 6.11: Wyniki pomiarów ruchu koªa poliamidowego przy k¡cie α = 4◦, pr¦dko-
±ci ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 13, 7 N.
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Rysunek 6.12: Wyniki pomiarów ruchu koªa poliamidowego przy k¡cie α = 6◦, pr¦dko-
±ci ta±my v = 5, 2, 7, 0, 11, 5, 14, 0, 16, 9, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 13, 7

N.
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Rysunek 6.13: Wyniki pomiarów ruchu koªa poliamidowego przy k¡cie α = 10◦, pr¦d-
ko±ci ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 13, 7 N.
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Rysunek 6.14: Analiza amplitudowo�cz¦stotliwo±ciowa przemieszczenia koªa poliami-
dowego przy k¡cie α = 10◦, pr¦dko±ci ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku
N = 8, 5 N.

Rysunek 6.15: Zmiana cz¦sto±ci dominuj¡cych okresów drga« przy zmianie pr¦dko±ci
ta±my v, przy k¡cie α = 10◦ i nacisku pionowym N = 8, 5 N.
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Rysunek 6.16: Schemat pªaszczyzny Poincaré.

Rysunek 6.17: Wykresy przestrzeni fazowej koªa poliamidowego przy k¡cie α = 10◦,
pr¦dko±ci ta±my v = 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku N = 8, 5 N oraz ich mapy Poincaré
(kwadraty).
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6.2 Para cierna koªo stalowe � ta±ma poliestrowa

Drgania pary ciernej zªo»onej ze stalowego koªa i poliestrowej ta±my, podobnie jak
w przypadku pary poliamid � poliester, ma charakter drga« dwuokresowych. Do dal-
szych analiz wybrano charakterystyczne fragmenty odczytów. Wycinki odpowiadaj¡ce
podstawowemu okresowi drga« uwidoczniono na wykresach fazowych lini¡ pogrubion¡.
Poni»ej wyszczególnione zostan¡ cechy charakterystyczne uzyskanych wyników, pozwa-
laj¡ce na pokazanie prawidªowo±ci. B¦dzie to pomocne w uzyskaniu matematycznego
opisu zjawisk, podanego w rozdziale 7.1.

Pierwsz¡ wa»n¡ cech¡ drga« jest wspomniana wcze±niej dwuokresowo±¢. Uwidacz-
niaj¡ to wszystkie wykresy przemieszcze« w czasie. Udziaª obu skªadowych drga« jest
ró»ny i zale»y od pr¦dko±ci przesuwu ta±my. Wzrost pr¦dko±ci zwi¦ksza zdecydowanie
amplitud¦ drga« o niskiej cz¦sto±ci w stosunku do amplitudy drga« o wy»szej cz¦sto-
±ci. Uwidocznione jest to na rysunkach 6.22÷6.24 w przypadku pr¦dko±ci 19,6 cm/s.
Zjawisko to jest niezale»ne od siªy nacisku.

Drugim charakterystycznym zjawiskiem uwidocznionym na wykresach jest wyst¦-
powanie efektu przylegania koªa do ta±my. Zjawisko przylegania i po±lizgu wyst¦puje
przy niskich pr¦dko±ciach ta±my v i przy maªym k¡cie α. Zaznaczono to lini¡ prost¡
na wykresach fazowych (rys. 6.22 i 6.23). Mo»na zaobserwowa¢, »e w przypadku ma-
ªego k¡ta α = 4◦ zjawisko przylegania i po±lizgu wyst¦puje przy pr¦dko±ciach niskich
i ±rednich (rys. 6.22), a przy k¡cie α = 6◦ mo»na je zaobserwowa¢ tylko przy maªej
pr¦dko±ci (rys. 6.23).

Wzrost nacisku N wywoªuje spadek amplitudy drga« niskiej cz¦sto±ci. Uwidocznia
to porównanie wykresów (rys. 6.23 i 6.26). Przy sile N=9,7 N waha si¦ ona od 0,8
cm przy pr¦dko±ci 7 cm/s do 0,4 cm przy pr¦dko±ci 19,6 cm/s, a przy sile N=14,9 N
mie±ci si¦ w przedziale 0,5 cm przy pr¦dko±ci 7 cm/s, do 0,3 cm/s przy pr¦dko±ci 19,6
cm/s. Wykresy 6.24 i 6.27 pokazuj¡ t¦ sam¡ zale»no±¢ przy innym w tym przypadku
k¡cie α = 10◦.

Kolejnym spostrze»eniem jest oddalanie si¦ przemieszcze« od poªo»enia równowagi
wraz ze wzrostem siªy nacisku. Ilustruj¡ to cho¢by wykresy fazowe z rysunków 6.23
i 6.26 oraz 6.24 i 6.27, dobrane przy jednakowych pr¦dko±ciach ta±my i jednakowych
k¡tach α.
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Wzrost k¡ta α wpªywa na wzrost amplitudy drga« wy»szych cz¦sto±ci w zakresie
niskich pr¦dko±ci przesuwu ta±my v. Uwidaczniaj¡ to rysunki 6.25 i 6.27 w przypadku
siªy nacisku N=14,9 N. Wzrost k¡ta od 4◦ do 10◦ wywoªuje wzrost amplitudy od 0,2
cm do 0,6 cm. Przy wy»szych pr¦dko±ciach ta±my opisany efekt nie wyst¦puje, a am-
plituda waha si¦ w przedziale 0,29÷0,31 cm. Wzrost k¡ta α wpªywa proporcjonalnie
na przesuni¦cie wykresu przemieszcze« wzgl¦dem poªo»enia równowagi. Wykres prze-
suwa si¦ zgodnie z kierunkiem ruchu ta±my, podobnie jak w przypadku wzrastaj¡cej
siªy nacisku N .

Nale»y zwróci¢ uwag¦ na zaburzenia przylegania, uwidocznione na wykresach tra-
jektorii fazowej na rys. 6.24 przy α = 10◦ i v = 7 cm/s. Rysunek 6.21 pokazuje
wspomniany wykres wraz ze schematem wyodr¦bniaj¡cym z obszaru przylegania pe-
wien podobszar charakteryzuj¡cy si¦ po±lizgiem (linia przerywana).
Podobny efekt zaobserwowano na rysunkach 6.26. W obu przypadkach wyst¦puje on
przy maªej pr¦dko±ci ta±my (v=7 cm/s). Jednoznacznej przyczyny nie mo»na tu poda¢.
Mo»na rozwa»y¢ dodatkowe wymuszenie wywoªane niedoskonaªo±ci¡ mechanizmów sta-
nowiska badawczego. Dokªadne zbadanie przyczyn wymagaªoby bardziej dokªadnych
przyrz¡dów pomiarowych, innego typu, ni» b¦d¡ce w dyspozycji podczas bada«.

Podobnie jak w rozdziale poprzednim, wykresy Poincaré (rys. 6.30) wykazuj¡ nie-
zale»no±¢ drga« osiowych koªa od jego obrotów.

Wa»n¡ cech¡ charakterystyczn¡ zarejestrowanych drga« jest wzrost cz¦sto±ci wraz
ze wzrostem pr¦dko±ci przesuwu ta±my. Zale»no±¢ ta jest spodziewana. Dªugo±¢ fali
kre±lonej na powierzchni ruchomej ta±my przez oscylacje wywoªane nagarnianiem ku
kraw¦dzi ta±my uko±nie ustawionego koªa byªaby staªa w przypadku pozbawionym efek-
tów dynamicznych i zªo»onego prawa tarcia. Cz¦stotliwo±¢ oscylacji byªaby proporcjo-
nalna do pr¦dko±ci. W prezentowanych wynikach zaobserwowano pocz¡tkowo znaczny
wzrost cz¦sto±ci wraz ze wzrostem pr¦dko±ci ta±my w zakresie maªych pr¦dko±ci, a na-
st¦pnie mniejszy, staªy wzrost, proporcjonalny do pr¦dko±ci. Na podstawie wykresów
analizy amplitudowo�cz¦stotliwo±ciowej, pokazanej na rysunku 6.28 przy pr¦dko±ciach
7,0, 14,0 i 19,6 cm/s, oraz innych, niezamieszczonych w pracy, wykonanych przy in-
nych pr¦dko±ciach, sporz¡dzono wykresy zale»no±ci cz¦sto±ci drga« od pr¦dko±ci, przy
staªym k¡cie i sile nacisku (rys. 6.29). Zauwa»y¢ mo»na prostoliniowo±¢ wykresu, za
wyj¡tkiem maªej pr¦dko±ci (do 2 cm/s). Przy maªych pr¦dko±ciach zarejestrowane
charakterystyki nie byªy w dostatecznym stopniu powtarzalne. Mimo tego po pew-
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nym u±rednieniu najbardziej wiarygodnych odczytów na wykresie pokazano punkty
wykazuj¡ce zmierzanie wykresu do pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych.

W dalszej cz¦±ci zaj¦to si¦ analiz¡ wykresu 6.29. Przyj¦to prób¦ interpretacji ma-
tematycznej i �zycznej pokazanego zjawiska.

6.3 Interpretacja obserwowanych przebiegów drga«

Poka»emy wpªyw pr¦dko±ci ta±my na cz¦stotliwo±¢ drga«. Wyka»emy obszary z przy-
leganiem oraz obszary z udziaªem peªzania.

Prost¡ przesuni¦t¡ na wykresie f(v) (rys. 6.18) opisujemy funkcj¡ liniow¡ (linia B).

Rysunek 6.18: Zale»no±¢ cz¦sto±ci drga« od pr¦dko±ci ta±my ta±moci¡gu.

f = kα · v + b. (6.1)

Dobieramy najpierw warto±¢ staªej b, a nast¦pnie zbadamy dªugo±¢ fali rzeczywistej

f =
1

λα

· v +
v

λ(v)
, (6.2)

gdzie:
λα � dªugo±¢ fali bez efektu przylegenia/pªyni¦cia,
v � pr¦dko±¢ ta±my,
λ(v) � przyrost dªugo±ci fali, wywoªany przyleganiem.

Poniewa» funkcja 6.1 jest liniowa, wi¦c

λ(v) =
v

b
. (6.3)

�¡czna dªugo±¢ fali (rys. 6.19) wynosi

λ = λα + λ(v) = λα +
v

b
. (6.4)
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Rysunek 6.19: Schemat ukazuj¡cy wydªu»enie fali w jednym cyklu drga«, wywoªane
przyleganiem/peªzaniem.

Poniewa» przyrost dªugo±ci fali jest wprost proporcjonalny do pr¦dko±ci, mamy do
czynienia ze zjawiskiem peªzania. Przy bardzo maªych pr¦dko±ciach peªzanie ust¦puje
na rzecz przylegania. Rozpatrzmy sytuacj¦ z obszaru �C� na rysunku 6.18. Bardziej

Rysunek 6.20: Krzywa zale»no±ci cz¦sto±ci drga« f od pr¦dko±ci ta±my v z lokalizacj¡
wpªywu przylegania i peªzania oraz prosta bez udziaªu tych zjawisk.

stromy odcinek (oznaczony lin¡ przerywan¡ ) opisuje prosta

f = (kα + k) · v =
1

λα

· v + k · v (6.5)

Widzimy, »e przyrost dªugo±ci fali λα jest staªy. W tym przypadku mamy do czynienia
z przyleganiem. W miar¦ wzrostu pr¦dko±ci zmniejsza si¦ udziaª tego zjawiska, a ro±nie
efekt peªzania.
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Rysunek 6.21: Wykres pªaszczyzny fazowej ruchu koªa stalowego przy k¡cie α = 10◦,
pr¦dko±ci ta±my v = 7, 0 cm/s i nacisku pionowym N = 9, 7 N oraz schematyczna
trajektoria fazowa drga« typu przyleganie�po±lizg z faz¡ dodatkowego wymuszenia �
przerywana linia.

Rysunek 6.22: Wyniki pomiarów ruchu koªa stalowego przy k¡cie α = 4◦, pr¦dko±ci
ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 9, 7 N (lin¡ prost¡ wskazano
zjawisko peªzania).
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Rysunek 6.23: Wyniki pomiarów ruchu koªa stalowego przy k¡cie α = 6◦, pr¦dko±ci
ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 9, 7 N (lin¡ prost¡ wskazano
zjawisko peªzania).

Rysunek 6.24: Wyniki pomiarów ruchu koªa stalowego przy k¡cie α = 10◦, pr¦dko±ci
ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 9, 7 N.
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Rysunek 6.25: Wyniki pomiarów ruchu koªa stalowego przy k¡cie α = 4◦, pr¦dko±ci
ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 14, 9 N.

Rysunek 6.26: Wyniki pomiarów ruchu koªa stalowego przy k¡cie α = 6◦, pr¦dko±ci
ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 14, 9 N (lin¡ prost¡ ci¡gª¡
wskazano zjawisko przylegania, a lin¡ przerywan¡ zjawisko peªzania).
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Rysunek 6.27: Wyniki pomiarów ruchu koªa stalowego przy k¡cie α = 10◦, pr¦dko±ci
ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 14, 9 N.
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Rysunek 6.28: Analiza amplitudowo�cz¦stotliwo±ciowa przemieszczenia koªa stalowego
przy k¡cie α = 10◦, pr¦dko±ci ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym
N = 9, 7 N.

Rysunek 6.29: Zmiana cz¦sto±ci pod wpªywem zmian pr¦dko±ci ta±my v przy k¡cie
α = 10◦ i nacisku pionowym N = 13, 7 N

101



Rysunek 6.30: Wykresy przestrzeni fazowej koªa stalowwegoo przy k¡cie α = 4◦, pr¦d-
ko±ci ta±my v = 7, 0, 14, 0 cm/s i nacisku N = 9, 7 N oraz ich mapy Poincaré (kwa-
draty).
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6.4 Para cierna koªo aluminiowe � poliester

Rozdziaª ten prezentuje wyniki bada« pary ciernej aluminium � poliester. Para ta
wykazuje podobny jak przy dwóch poprzednich przypadkach (poliamid � poliester i stal
� poliester) charakter drga« dwuokresowych. Wyst¦puj¡ tutaj podobne relacje wpªywu
zmian parametrów regulacyjnych stanowiska (v, α i N) na charakter osiowych drga«
koªa, jak opisane w rozdziaªach 6.1 i 6.2.

Udziaª obu skªadowych drga« jest ró»ny i zale»y od pr¦dko±ci przesuwu ta±my.
Wzrost tej pr¦dko±ci zmniejsza amplitud¦ drga« o niskiej i wy»szej cz¦sto±ci. Ilustruj¡
to wykresy przemieszcze« na rysunkach 6.31÷6.33 w przypadku siªy nacisku N=4,25
N. Zjawisko to jest ponadto niezale»ne od siªy nacisku.

Wzrost nacisku N wywoªuje spadek amplitudy drga« wy»szej cz¦sto±ci. Uwidocznia
to porównanie wykresów rys. 6.33 i 6.36 przy k¡cie α = 10◦. Przy sile N=4,25 N
amplituda waha si¦ od 1,0 cm przy pr¦dko±ci 7 cm/s do 0,8 cm przy pr¦dko±ci 19,6
cm/s, a przy sile N=13,7 N jest w przedziale od 0,7 cm przy pr¦dko±ci 7 cm/s do 0,5
cm/s przy pr¦dko±ci 19,6 cm/s. Wykresy 6.31 i 6.34 wskazuj¡ t¦ sam¡ zale»no±¢ przy
k¡cie α = 4◦.

Trzecim spostrze»eniem jest oddalanie si¦ przemieszcze« od poªo»enia równowagi
wraz ze wzrostem siªy nacisku. Ilustruj¡ to cho¢by wykresy fazowe i przemieszcze« na
rysunkach 6.32 i 6.35 oraz 6.33 i 6.36, wybrane przy jednakowych pr¦dko±ciach ta±my
v i jednakowych k¡tach α.

Kolejnym charakterystycznym zjawiskiem uwidocznionym na wykresach jest wy-
st¦powanie efektu peªzania koªa po ta±mie. Zjawisko peªzania wyst¦puje przy niskich
pr¦dko±ciach ta±my v i przy maªym k¡cie α. Wyst¡pienie peªzania zaznaczono lini¡
prost¡ na wykresach fazowych (rys. 6.31, 6.32 i 6.34, 6.35). Przy pr¦dko±ciach ni-
skich i ±rednich, przy maªym k¡cie α = 4◦; wyst¦puje zjawisko przylegania i po±lizgu
(rys. 6.31 i 6.34). Przy k¡cie α = 6◦ peªzanie mo»na zaobserwowa¢ tylko przy maªych
pr¦dko±ciach (rys. 6.32, 6.35).

Wzrost k¡ta α wpªywa na zwi¦kszenie amplitudy drga« wy»szych cz¦sto±ci w za-
kresie niskich pr¦dko±ci przesuwu ta±my v. Uwidaczniaj¡ to rysunki 6.34 i 6.36 przy
sile nacisku N=13,7 N. Wzrost k¡ta od 4◦ do 10◦ wywoªuje wzrost amplitudy od 0,5
cm do 0,7 cm. Przy wy»szych pr¦dko±ciach ta±my opisany efekt nie wyst¦puje, a am-
plituda waha si¦ wokóª warto±ci 0,5 cm. Wzrost k¡ta α wpªywa proporcjonalnie na
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Rysunek 6.31: Wyniki pomiarów ruchu koªa aluminiowego przy k¡cie α = 4◦, pr¦dko±ci
ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 4, 25 N (lin¡ prost¡ wskazano
zjawisko peªzania).

przesuni¦cie wykresu przemieszcze« wzgl¦dem poªo»enia równowagi (rys. 6.37). Wy-
kresy przesuwaj¡ si¦ zgodnie z kierunkiem ruchu ta±my, podobnie jak w przypadku
zwi¦kszenia siªy nacisku pionowego N .

Wa»n¡ cech¡ charakterystyczn¡ zarejestrowanych drga«, która powtarza si¦ przy
ka»dej parze ciernej jest wzrost cz¦sto±ci wraz ze wzrostem pr¦dko±ci przesuwu ta±my.
Podobnie jak w przypadku poprzednich par ciernych, jest to naturalne. W prezen-
towanych wynikach tak»e wida¢ pocz¡tkowo znaczne zwi¦kszenie cz¦sto±ci przy wzro-
±cie pr¦dko±ci ta±my w zakresie maªych pr¦dko±ci, a nast¦pnie mniejszy, staªy wzrost,
proporcjonalny do pr¦dko±ci (rys. 6.39). Wykres ten powstaª na podstawie analizy
amplitudowo�cz¦stotliwo±ciowej, przykªadowo pokazanej na rysunku 6.38, oraz innych,
wykonanych przy innych pr¦dko±ciach.

Wykresy Poincaré (rys. 6.40) dowodz¡ niezale»no±ci drga« osiowych od obrotów
koªa.
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Rysunek 6.32: Wyniki pomiarów ruchu koªa aluminiowego przy k¡cie α = 6◦, pr¦dko±ci
ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 4, 25 N (lin¡ prost¡ wskazano
zjawisko peªzania).

Rysunek 6.33: Wyniki pomiarów ruchu koªa aluminiowego przy k¡cie α = 10◦, pr¦dko-
±ci ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 4, 25 N.

105



Rysunek 6.34: Wyniki pomiarów ruchu koªa aluminiowego przy k¡cie α = 4◦, pr¦dko±ci
ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 13, 7 N (lin¡ prost¡ wskazano
zjawisko peªzania).
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Rysunek 6.35: Wyniki pomiarów ruchu koªa aluminiowego przy k¡cie α = 6◦, pr¦dko±ci
ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 13, 7 N (lin¡ prost¡ wskazano
zjawisko peªzania).

Rysunek 6.36: Wyniki pomiarów ruchu koªa aluminiowego przy k¡cie α = 10◦, pr¦dko-
±ci ta±my v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s i nacisku pionowym N = 13, 7 N.
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Rysunek 6.37: Wykresy przemieszcze« i obszary pªaszczyzn fazowych w przypadku
ruchu koªa aluminiowego przy pr¦dko±ci ta±my v = 19, 6 cm/s, nacisku pionowym
N = 4, 25 N i k¡tach a) α = 4◦, b) α = 6◦, c) α = 10◦.

Rysunek 6.38: Analiza amplitudowo�cz¦stotliwo±ciowa przemieszcze« koªa aluminio-
wego przy k¡cie α = 10◦, nacisku pionowym N = 13, 7 N i pr¦dko±ci ta±my
v = 7, 0, 14, 0, 19, 6 cm/s.
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Rysunek 6.39: Wykres cz¦sto±ci drga« koªa aluminiowego przy zmianie pr¦dko±ci ta±my
v, k¡cie α = 10◦, nacisku pionowym N = 13, 7 N.

Rysunek 6.40: Obrazy pªaszczyzn przestrzeni fazowej w przypadku koªa aluminiowego
przy k¡cie α = 4◦, pr¦dko±ci ta±my v = 7, 0, 14, 0 cm/s i nacisku N = 8, 5 N oraz ich
mapy Poincaré (kwadraty).
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Rozdziaª 7

Opis teoretyczny ruchu bocznego koªa

Analiza wyników eksperymentalnych wykazaªa dwuokresowy charakter drga«. St¡d
te» podj¦to prób¦ opisu ruchu bocznego koªa ukªadem dwóch oscylatorów sprz¦»o-
nych. W modelu �zycznym jeden stopie« swobody odpowiada ruchowi obrotowemu
koªa, a drugi � ruchowi bocznemu, poprzecznemu. W obiektach rzeczywistych pierw-
szy odpowiada obrotowemu ruchowi oscylacyjnemu, wynikaj¡cemu z odksztaªcalno±ci
skr¦tnej osi, deformacjom materiaªu koªa w stre�e kontaktu, w kierunku stycznym,
oraz odksztaªce« szyny kolejowej w kierunku wzdªu»nym, pod wpªywem m. in. zja-
wisk falowych, wywoªanych cho¢by periodyczn¡ struktur¡ toru. Drugi stopie« swo-
body odpowiada bocznej odksztaªcalno±ci koªa kolejowego lub samochodowego oraz
odksztaªcalno±ci bocznej szyny.

W przypadku stanowiska badawczego oba kierunki odksztaªce« mog¡ wynika¢ z od-
ksztaªcalno±ci wzdªu»nej i bocznej polimerowego pasa oraz podatno±ci spr¦»yny pozio-
mej. Poni»ej podj¦ta zostanie próba matematycznego uj¦cia zjawiska.

7.1 Model matematyczny

Na podstawie zaobserwowanej dwuokresowo±ci drga« zaproponowano matematyczny
opis ukªadu o dwóch stopniach swobody, odpowiadaj¡cy charakterem odpowiedzi ukªa-
dowi badanemu:




m1 0

0 m2


 ÿ +




f11(y, ẏ) f12(y, ẏ)

f21(y, ẏ) f22(y, ẏ)


 ẏ +




k1 0

0 k2


 y = 0 . (7.1)

Wektor przemieszcze« y zawiera przemieszczenia y1 i y2, a wektor pr¦dko±ci ẏ zawiera
pr¦dko±ci ẏ1 = v1 i ẏ2 = v2. W modelu tym jeden stopie« swobody odpowiada ru-
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Rysunek 7.1: Dynamiczny wspóªczynnik tarcia fs w zale»no±ci od czasu przylegania ts

oraz pr¦dko±ci narastania siªy δ [25].

chowi poprzecznemu koªa w kierunku jego osi, a drugi ruchowi obrotowemu. Macierze
bezwªadno±ci i sztywno±ci w tym ukªadzie s¡ staªe. Wspóªczynniki macierzy tªumienia
w ogólnym przypadku zale»¡ od przemieszcze« oraz pr¦dko±ci obu stopni swobody.
Wzajemne sprz¦»enie stopni swobody przyjmujemy w postaci parametrycznych funkcji
fij, które zostan¡ przedstawione w dalszej cz¦±ci rozdziaªu.

W naszych rozwa»aniach zaniedbujemy zale»no±¢ tarcia od czasu przylegania ts

oraz pr¦dko±ci narastania siªy δ (rys. 7.1). Okresowo±¢ ruchu uzale»niamy od pr¦dko±ci
ta±my ta±moci¡gu v, k¡ta α mi¦dzy pªaszczyzn¡ koªa a kierunkiem ta±my oraz nacisku
N . Upraszczamy nasz model nast¦puj¡cymi zaªo»eniami. Ta±ma i koªo s¡ ciaªami
sztywnymi, ukªad zawieszenia (spr¦»yny) ma linow¡ charakterystyk¦ sztywno±ci osiowej
k jak równie» skr¦tnej kϕ (rys. 7.2).

Ruch boczny koªa mo»emy opisa¢ nast¦puj¡cymi równaniami:

y = sin(t) + a sin(2t + b), ẏ = cos(t) + 2a cos(2t + b). (7.2)

Opieramy si¦ na wykresach fazowych wyników drga« koªa poliamidowego. Dobieramy
warto±ci wspóªczynników a i b, zale»nie od wybranego parametru toczenia (rys. 7.4).
Przy ró»nej pr¦dko±ci ta±my z zakresu v = 5 ÷ 10 cm/s parametry a i b przyjmuj¡
warto±ci zebrane w tablicy 7.1 i pokazane na rys. 7.3. Parametr a okre±la udziaª wy»szej
cz¦sto±ci. Parametr b odpowiada przesuni¦ciu fazowemu tej skªadowej drga«. Rysunek
7.3 pokazuje, »e wraz ze wzrostem pr¦dko±ci toczenia maleje udziaª wy»szej cz¦sto±ci
drga«. Rysunek 7.5 przedstawia trajektorie fazowe wykre±lone z uwzgl¦dnieniem osi
czasu, na podstawie równa« 7.1, z parametrami z tablicy 7.1.
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Rysunek 7.2: Schemat modelu badanego ukªadu.

Rysunek 7.3: Zmiana parametrów a i b w zale»no±ci od pr¦dko±ci ta±my.

Tablica 7.1: Parametry a i b przy ró»nych pr¦dko±ciach pasa transportera.
v [cm/s] 5 6 7 8 9 10

a 0.80 0.70 0.65 0.60 0.55 0.52
b 1.90 1.90 1.90 1.90 1.90 1.90
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Rysunek 7.4: Teoretyczne (linia gruba) i eksperymentalne (linia cienka) wyniki w pªasz-
czy¹nie fazowej przemieszczenie�pr¦dko±¢, przy k¡cie α = 5o i pr¦dko±ci ta±my
v = 5÷ 10 cm/s.

Rysunek 7.5: Wykresy trajektorii fazowych z uwzgl¦dnieniem osi czasu, uzyskane z mo-
delu teoretycznego przy parametrach a i b zestawionych w tablicy 7.1.
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Wykorzystuj¡c model 7.1 mo»emy opisa¢ drgania typu przyleganie�po±lizg. Przyj-
mijmy w równaniu ró»niczkowym ruchu przykªadowe macierze M i K

Mq̈ + Kq = F, M =




1, 5 −0, 5

−0, 5 0, 5


 , K =




1 0

0 0, 5


 . (7.3)

Zastosowano te» maªe tªumienie numeryczne. Przyj¦to warunki pocz¡tkowe q1 = q2 =

q̇1 = q̇2 = 0, oraz w pierwszym kroku wymuszenie impulsowe F2 = 1, dziaªaj¡ce w czasie
∆t. W nast¦pnych krokach caªkowania numerycznego wpªyw tarcia wprowadzono jako
obci¡»enie zewnetrzne F2

F2 = −sign(v2 − c0)(c1|v2 − 1| − c2)
2, (7.4)

gdzie: v2 jest pr¦dko±ci¡ drugiego stopnia swobody, a c0, c1, c2 s¡ staªymi. Przyj¦to
c0 = 1, c1 = 1/5, c2 = 1/5. Równanie 7.3 opisuje ukªad dwóch oscylatorów o sztyw-
no±ci k1 = 1 i k2 = 0, 5 oraz masach m1 = 1 i m2 = 0, 5. Wynik w pªaszczy¹nie
fazowej x2, v2 � przemieszczenia i pr¦dko±ci drugiego stopnia swobody, pokazuje ry-
sunek 7.6. Je»eli wpªyw tarcia w postaci 7.4 b¦dzie mniejszy, to odcinek sklejenia
uwidoczniamy na rysunku 7.6 w postaci linii prostej b¦dzie mniejszy. Przyjmuj¡c staªe
c0 = 1, c1 = 0, 10, c2 = 0, 25 otrzymujemy efekt bliski sklejeniu (rys. 7.7). Sposób
dochodzenia do cyklu granicznego pokazuje rysunek (7.8).

Powy»sze rozwa»ania dotycz¡ cykli z faz¡ sklejenia�po±lizgu. Podobne wyniki
mo»na otrzyma¢ przy:

M =




1 0

0 1


 , K =




1 −1

−1 1


 , (7.5)

lecz nale»y ponownie dopasowa¢ wspóªczynniki c1, c2 oraz c0.
W przypadku koªa stalowego post¦pujemy podobnie jak w przypadku koªa polia-

midowego. Przemieszczenia koªa stalowego maj¡ nieco inny charakter. P¦tle na pªasz-
czy¹nie fazowej s¡ przesuni¦te wzgl¦dem siebie i bardziej zaburzone od wyników koªa
poliamidowego (rys. 7.9 i 7.10).

Mo»na przeprowadzi¢ wiele symulacji, dobieraj¡c ró»ne zestawy parametrów, aby
uzyska¢ dobr¡ zgodno±¢ z wynikami eksperymentalnymi. Przykªadowo przyjmniemy
nast¦puj¡ce warunki pocz¡tkowe: q1 = q2 = 0, q̇1 = −0, 2, q̇2 = 1, 0. Zgodno±¢
z eksperymentem uzyskujemy przy f11 = f21 = f22 = 0 i f12 w postaci

f12 = c1 (|v2|+ c2)
2 + c3 q2 . (7.6)
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Rysunek 7.6: Trajektoria fazowa uzyskana z modelu teoretycznego, zbli»ona do obrazu
pªaszczyzny fazowej drga« typu przyleganie�po±lizg.
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Rysunek 7.7: Obraz teoretycznej trajektorii fazowej.
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Rysunek 7.8: Obraz granicznej pªaszczyzny fazowej modelu teoretycznego.

115



Rozpatrzmy przypadek m11 = 16, m22 = 1, k11 = k22 = 1 i c1 = 24, c2 = −0, 5,
c3 = −18 w funkcji 7.6. Pr¦dko±¢ v2 wnosi efekt tarcia. f12 wywoªuje parametryczne
wzbudzanie drga«. Ruch boczny koªa stalowego mo»na dobrze opisa¢ zale»no±ci¡

y = − sin t + a sin 2t + b sin
t

4
, ẏ = − cos t + 2a cos 2t +

b

4
cos

t

4
. (7.7)

Widzimy, »e w tym przypadku wielokrotno±ci¡ cz¦sto±ci podstawowej drga« jest liczba
cztery, w przeciwie«stwie do przypadku koªa poliamidowego, gdzie mno»nikiem byªa
liczba dwa.

Porównajmy wyniki eksperymentalne (rys. 7.9 i 7.10) z wykresami funkcji (7.7),
pokazanymi na rysunkach 7.14. Oba przypadki odpowiadaj¡ oscylacjom przy niskim
nacisku, przy k¡cie 10o i 15o. Wykre±lono je przy a = −0, 35, b = 1, 4 i a = −0, 15,
b = 1, 4. Mo»na zauwa»y¢, »e trzeci czªon wyra»enia (7.7) ze wspóªczynnikiem b jest
odpowiedzialny za drgania dªugookresowe (czterokrotnie dªu»sze od okresu podstawo-
wego np. rys. 7.13). Charakterystyczne drgania koªa stalowego otrzymuje si¦ dzi¦ki
dwum pierwszym czªonom (7.7). Wykresy fazowe (rys. 7.11, 7.12) umo»liwiaj¡ ocen¦
porównawcz¡ przypadków teoretycznych pokazanych na rysunkach 7.13 i 7.14.

Najbardziej ogólny teoretyczny model uzyskuje si¦ z równania 7.1. Zastosowano
w tym przypadku caªkowanie równania ró»niczkowego metod¡ elementów czasoprze-
strzennych. Rys. 7.15 przedstawia wydruk przykªadowego programu komputerowego
w j¦zyku fortran. Umo»liwia on uzyskanie stabelaryzowanych funkcji przemieszcze«
oraz pr¦dko±ci obu stopni swobody oraz wielko±ci fi,j, odpowiadaj¡cych m.in. sile tar-
cia. Danymi wej±ciowymi s¡: m1, m2, k1, k2, warto±ci pocz¡tkowych przemieszcze« q1,
q2 i pr¦dko±ci v1, v2 oraz parametry opisuj¡ce funkcj¦ f12. Jako f12 przyj¦to nast¦puj¡ce
wyra»enie

f12 = sign(v2) · [p1(|v2| − p2)
2 + p3]. (7.8)

Pozostaªe warto±ci fij przyj¦to równe zeru. W zale»no±ci od parametrów p1, p2, p3

uzyskujemy ró»ne prawa tarcia. Okazuje si¦, »e zmiany jako±ciowe przebiegu funkcji
(7.8) nie wpªywaj¡ w istotny sposób na wyniki. Poni»ej pokazane zostan¡ wybrane
przebiegi drga«, wraz z trajektori¡ fazow¡ oraz wykresem funkcji tarcia, przyjmowanej
w obrazowanych zakresach pr¦dko±ci ruchu.

Rys. 7.16 pokazuje drgania przy stosunku m1/m2=1 oraz jednakowych sztywno-
±ciach k1=k2=1, przy parametrach przyj¦tych w symulacji p1=0, p2=0, p3=24, v1=3,0
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Rysunek 7.9: Para cierna stal � poliester: trajektoria fazowa, przemieszczenie i pr¦d-
ko±¢ przy k¡cie α = 10o; górny rz¡d wykresów zarejestrowany zostaª przy minimalnej
sile pionowego nacisku, a dolny przy maksymalnej.

Rysunek 7.10: Para cierna stal � poliester: trajektoria fazowa, przemieszczenie i pr¦d-
ko±¢ przy k¡cie α = 15o; górny rz¡d wykresów zarejestrowany zostaª przy minimalnej
sile pionowego nacisku, a dolny przy maksymalnej.
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Rysunek 7.11: Eksperymentalne trajektorie fazowe przy k¡cie α = 10o (górny rz¡d)
i k¡cie α = 15o (dolny rz¡d) oraz przy pr¦dko±ci pasa v = 6, 8, 10 cm/s.

Rysunek 7.12: Do±wiadczalne trajektorie fazowe z osi¡ czasu przy k¡cie α = 10o (górny
rz¡d) i α = 15o (dolny rz¡d) oraz przy pr¦dko±ci pasa v = 6, 8, 10 cm/s.
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Rysunek 7.13: Obraz pªaszczyzny fazowej, przemieszczenia i pr¦dko±ci w czasie.
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wiadaj¡ce teoretycznemu modelowi pary ciernej stal � poliester.
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Rysunek 7.15: Wydruk przykªadowego programu caªkowania ukªadu dwóch równa«
ró»niczkowych.
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Rysunek 7.16: Przemieszczenia i pr¦dko±ci w czasie oraz obraz pªaszczyzny fazowej
i siªa tarcia w funkcji pr¦dko±ci, przy m1/m2=1 i parametrach p1=0, p2=0, p3=24,
v1=3,00 i v2=5,6.

i v2=5,6. Rys. 7.17 pokazuje drgania w przypadku m1/m2=1, przy nieco innym zesta-
wie parametrów. Otrzymane wykresy s¡ analogiczne do uzyskanych przy parze ciernej
poliamid�poliester (rys. 6.5÷6.7). Najlepiej uwidocznione jest podobie«stwo trajektorii
fazowych pokazanych na rys. 6.5.

Zmiana stosunku obu mas m1/m2, przy zachowaniu sztywno±ci, zmienia charak-
ter wykresów. Przykªadowe wykresy pokazano na rys. 7.18. Obraz fazowy zbli»ony
jest do wykresu uzyskanego z pomiarów drga« w przypadku koªa z obr¦cz¡ stalow¡
(rys. 6.25). Rysunki 7.19, 7.20 i 7.21 pokazuj¡ drgania przy m1/m2=16, oraz p1=0,
p1=0, p2=24, v1=3,0, v2=3,4. Dobr¡ zgodno±¢ wida¢ przy porównaniu wyników teore-
tycznych (rys. 7.19) z eksperymentalnymi (rys. 6.23).
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Rysunek 7.17: Przemieszczenia i pr¦dko±ci w czasie oraz obraz pªaszczyzny fazowej
i siªa tarcia w funkcji pr¦dko±ci, przy m1/m2=1 i parametrach p1=0, p2=0, p3=24,
v1=3,00 i v2=3,4.
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Rysunek 7.18: Przemieszczenia i pr¦dko±ci w czasie oraz obraz pªaszczyzny fazowej
i siªa tarcia w funkcji pr¦dko±ci, przy stosunku m1/m2=4, przy parametrach p1=0,
p2=0, p3=24, v1=0,70 i v2=3,60.
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Rysunek 7.19: Przemieszczenia i pr¦dko±ci w czasie oraz trajektoria pªaszczyzny fazo-
wej i siªa tarcia w funkcji pr¦dko±ci, przy m1/m2=16 i parametrach p1=2, p2=4, p3=24,
v1=0,00 i v2=2,35.

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 0  5  10  15  20  25  30  35  40

pr
ze

m
ie

sz
cz

en
ie

czas

p1=2 p2=0 p3=24  v1=0.00  v2=2.45

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 0  5  10  15  20  25  30  35  40

pr
ed

ko
sc

czas

p1=2 p2=0 p3=24  v1=0.00  v2=2.45

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

-1.5 -1 -0.5  0  0.5  1  1.5

pr
ed

ko
sc

przemieszczenie

p1=2 p2=0 p3=24  v1=0.00  v2=2.45

-40

-30

-20

-10

 0

 10

 20

 30

 40

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5  0  0.5  1  1.5  2  2.5

si
la

 ta
rc

ia

predkosc

p1=2 p2=0 p3=24  v1=0.00  v2=2.45

Rysunek 7.20: Przemieszczenia i pr¦dko±ci w czasie oraz obraz pªaszczyzny fazowej i siªa
tarcia w funkcji pr¦dko±ci, przy parametrach p1=2, p2=0, p3=24, v1=0,00 i v2=2,45.
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Rysunek 7.21: Przemieszczenia i pr¦dko±ci w czasie oraz pªaszczyzna fazowa i siªa
tarcia w funkcji pr¦dko±ci, przy parametrach p1=0, p2=0, p3=24, v1=0,00 i v2=3,35.
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Rozdziaª 8

Podsumowanie i wnioski

W pracy zbadano zjawisko oscylacyjnego ruchu bocznego tocz¡cego si¦ koªa, z uwzgl¦d-
nieniem po±lizgów bocznych. W naturze efekt taki ma miejsce przy toczeniu si¦ kole-
jowych zestawów koªowych po ªukach, z uwagi na ró»ne promienie krzywizn obu szyn,
oraz na odcinkach prostych, w wyniku bocznego dziaªania wiatru lub odksztaªcalno±ci
zestawów koªowych i szyn. Wst¦pne badania analityczne i numeryczne zjawisk dyna-
micznych wyst¦puj¡cych podczas toczenia wykazaªy, »e wnosz¡ one istotny wkªad do
procesu eksploatacyjnego zu»ycia si¦ powierzchni tocznych b¡d¹ s¡ przyczyn¡ uszko-
dze«. Zjawisko oscylacji bocznej dot¡d nie byªo dostatecznie zbadane ani opisane
w literaturze. Wyniki eksperymentalne uzyskane w pracy na podstawie bada« stano-
wiskowych wykazaªy dwuokresowy charakter drga« bocznych. Przeprowadzono wiele
prób, wykorzystuj¡c ró»ne pary cierne, w tym modele kóª o ró»nych parametrach bez-
wªadno±ci. We wszystkich przypadkach zaobserwowano identyczne jako±ciowo zjawisko
drga« dwuokresowych wzbudzanych tarciem. Dowodziªa tego analiza amplitudowo �
cz¦stotliwo±ciowa, wykazuj¡ca dwie podstawowe cz¦sto±ci drga«.

W stanowisku badawczym zastosowano polimerowy pas, który mimo zakªadanej
sztywno±ci wykazywaª pewn¡ niewielk¡ odksztaªcalno±¢ w swojej pªaszczy¹nie. Od-
ksztaªcalno±¢ ta, wraz z odksztaªcalno±ci¡ elementów spr¦»ystych stanowiska, odpowia-
daªa obiektom rzeczywistym, w których mamy do czynienia z elementami podatnymi
zarówno na obci¡»enia wzdªu»ne jak i boczne wzgl¦dem kierunku toczenia. Zaobser-
wowano, »e w przypadku koªa poliamidowego, stosunkowo lekkiego i o maªym mo-
mencie bezwªadno±ci, otrzymujemy drgania o stosunku obu cz¦sto±ci 2:1 (rys. 6.14).
Znaczny byª w tym przypadku udziaª skªadowej o wy»szej cz¦sto±ci. W przypadku
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kóª ci¦»szych, zwªaszcza o wi¦kszym momencie bezwªadno±ci, stosunek cz¦sto±ci obu
skªadowych drga« wynosiª od 2:1 do 4:1 (rys. 6.28). Mo»na te» byªo zaobserwowa¢
udziaª trzeciej cz¦sto±ci, dwu i czterokrotnie wy»szej od podstawowej. W tym przy-
padku przyjmujemy, »e zjawisko to, wyst¦puj¡ce przy niskich pr¦dko±ciach, wywoªane
byªo efektem sklejenia i po±lizgu, z chwilow¡ utrat¡ przylegania adhezyjnego w cz¦±ci
obszaru kontaktu (rys. 6.24). Generalnie traktujemy ten rodzaj drga« jako dwuokre-
sowe.

Istotnym zjawiskiem wykazanym eksperymentalnie i potwierdzonym analitycznie
byªo zjawisko peªzania. Wyst¦powaªo ono w caªym obszarze parametrów. Jest to
wynik wpªywu materiaªu poliestrowego pary ciernej.

Sformuªowano model matematyczny zjawiska. Ukªad o dwóch stopniach swobody
z powodzeniem realizowaª drgania uzyskane eksperymentalnie. Odpowiedni dobór pa-
rametrów pozwalaª uzyska¢ wyniki zgodne z otrzymanymi z pomiarów. Wyniki sy-
mulacyjne wykazaªy, »e na charakter rozwi¡zania prawo tarcia ma niewielki wpªyw.
Wznosz¡ca, staªa lub opadaj¡ca wraz z pr¦dko±ci¡ charakterystyka nie zmieniaªa prak-
tycznie jako±ciowo wyników. St¡d wniosek, »e rodzaj materiaªu zastosowany w parze
ciernej nie zmienia dwuokresowego charakteru drga«.

W modelu matematycznym realizuj¡cym wymagane trajektorie ruchu nie mo»na
jednoznacznie wskaza¢, który stopie« swobody odpowiada ruchowi obrotowemu koªa,
a który ruchowi bocznemu. Budowa modelu matematycznego odnosi si¦ bezpo±red-
nio do modelu �zycznego. W dalszych pracach nale»aªoby zadba¢ o zgodno±¢ geome-
tryczn¡ i materiaªow¡ parametrów inercyjnych i spr¦»ystych modelu matematycznego
z modelem �zycznym. W przyj¦tym w pracy � mo»na dopatrywa¢ si¦ powi¡zania ni»-
szej cz¦sto±ci z ruchem bocznym, osiowym, a wy»szej cz¦sto±ci z ruchem obrotowym.
W tym ostatnim przypadku elementem spr¦»ystym jest odksztaªcalno±¢ ta±my polie-
strowej w kierunku wzdªu»nym, a bezwªadno±ci¡ � bezwªadno±¢ obrotowa koªa.

Badania eksperymentalne miaªy ograniczony zakres, z uwagi na zªo»ono±¢ zjawisk.
Z pewno±ci¡ wymagaj¡ one powtórzenia w skali rzeczywistej, z wykorzystaniem rze-
czywistego koªa kolejowego lub zestawu koªowego oraz szyny. Wówczas mo»na byªoby
wysnu¢ wnioski ilo±ciowe, mog¡ce by¢ pomocne na etapie prac projektowych. Dru-
gim punktem, na którym nale»aªoby skupi¢ uwag¦ w przyszªo±ci, jest rozkªad efektów
dynamicznych zwi¡zanych z tarciem w obszarze kontaktu. Zbadanie zjawisk w mi-
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kroobszarach strefy kontaktu pomogªoby pogª¦bi¢ wiedz¦ o analizowanym w niniejszej
pracy zjawisku. Z pewno±ci¡ du»o informacji mo»e te» dostarczy¢ prawidªowo przepro-
wadzona metodami komputerowymi symulacja.
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