
INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW  TECHNIKI PAN 

ZAK	AD MECHANIKI MATERIA	ÓW I BIOMECHANIKI 

PRACOWNIA METOD WARIACYJNYCH I BIOMECHANIKI  
 
 
 
 
 
 

Eleonora Kruglenko 
 
 
 
 
 

ANALIZA   FUNKCJONA	ÓW   NIEWYPUK	YCH 

CHARAKTERYZUJ � CYCH  M IKROMAGNETYKI  

 
 
  
 
 
 
 

ROZPRAWA DOKTORSKA 
 
 

Promotor: 

Doc. dr  hab. Kazimierz Piechór 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Warszawa, 2006 
 
 



 2 

 
 
 
 
 
 
 
 
Chcia
am serdecznie podzi� kowa� : 
 
 
 
Prof. Bogdanowi Ranieckiemu, kierowniku Zak
adu Mechaniki Materia
ów i Biomechaniki w 
czasie trwania moich studiów doktoranckich, za umo� liwienie mi kontynuacji i zako� czenia 
pracy doktorskiej w Zak
adzie. 
 
 
Mojemu promotorowi doc. dr hab. Kazimierzowi Piechórowi  za opiek� , okazan�  pomoc i 
po�wi� cony czas podczas realizacji pracy doktorskiej. 
 
 
Kierowniku Pracowni Metod Wariacyjnych i Biomechaniki dr Barbarze Gambin oraz dr 
W
odzimierzowi Bielskiemu za nauk�  i pomoc w zrozumieniu oraz interpretacji teorii miar 
Younga, wielk�  � yczliwo�� , nieocenion�  pomoc w prace nad doktoratem, cierpliwo�� , 
wyrozumia
o�� , wszechstronn�  i dost� pn�  w ka� dej chwili pomoc metodyczn�  i teoretyczn� .   
 
 
Dr Andrzejowi Ga
ce  za ogrom czasu po� wi� conego mi podczas  realizacji numerycznej 
przyk
adów. 
 
 
Wszystkim pracownikom i doktorantom Zak
adu Mechaniki Materia
ów i Biomechaniki za 
okazan�  � yczliwo�� , pomoc i mi
�  atmosfer� . 
 
 
Wszystkim, którzy pomogli mi w przygotowaniu tej pracy-BARDZO DZI� KUJ� ! 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 3 

Spis tre � ci 
 

1. Wst� p.............................................................................................................................5                                                                                                      
 

1.1 Cel i zakres rozprawy..................................................................................................9 
 

2. Mikromagnetyzm: podstawy fizyczne i modelowanie                                              
 
 2.1 Wst� p.......................................................................................................................11 
 2.2 Materia
y magnetyczne...........................................................................................12 
  2.2.1 Magnesowanie..........................................................................................13 
  2.2.2 Struktura krystaliczna...............................................................................14 
  2.2.3 Diamagnetyki i paramagnetyki.................................................................16 
 2.3 Materia
y magnetouporz� dkowane ........................................................................17 
 2.4 Domeny ferromagnetyczne i � cianki domenowe....................................................20 
  2.4.1 Domeny ferromagnetyczne......................................................................20 
  2.4.2 Energia anizotropii magnetycznej............................................................23 
  2.4.3 Obszar przej� ciowy mi� dzy domenami....................................................25 
  2.4.4 Cz� steczki jednodomenowe.....................................................................26 
 2.5  Materia
y magnetospr�� yste...................................................................................27 
  2.5.1 Magnetostrykcja.......................................................................................27 
  2.5.2 Zjawisko pami� ci kszta
tu........................................................................28 
  2.5.3 Ferromagnetyki wykazuj� ce pami��  kszta
tu...........................................32 
 2.6 Elementy teorii mikromagnetyzmu.........................................................................35 
 2.7 Zasada minimum dla mikromagnetyków nieodkszta
calnych................................37 
 2.8 Modelowanie materia
ów magnetospr�� ystych......................................................39 
 

3.  Elementy teorii miar Younga.....................................................................................42                                                      
 
 3.1 Wybrane poj� cia podstawowe.................................................................................42 
  3.1.1 Kwaziwypuk
o�� , poliwypuk
o��  i wypuk
o��  pierwszego rz� du...........44 
  3.1.2 Dolna pó
ci� g
o��   funkcjona
ów a wypuk
o�� ........................................48 
 3.2 Metoda bezpo� rednia rachunku wariacyjnego........................................................50 
 3.3 Miary Younga.........................................................................................................54 
 3.4 Miary Younga generowane przez gradient.............................................................58  
 

4.  Matematyczne zagadnienia zwi� zane z mikromagnetykami nieodkszta
calnymi.....62 
 
 4.1 Relaksacja zagadnienia (P) przez uwypuklenie......................................................63 
 4.2 Relaksacja problemu (P) z wykorzystaniem miar Younga.....................................64 

4.3 Numeryczna dyskretyzacja zagadnienia mikromagnetyzmu zrelaksowanego przy 
pomocy miar Younga....................................................................................................67 

  4.3.1. Dyskretyzacja  zagadnienia przy pomocy uzgodnionej  metody 
 elementów sko� czonych ..............................................................................................69 

  4.3.2.Schemat( )j

Q
j

R P
Î

d

�
 na podstawie zbioru aktywnego..............................71  

5.  Przyk
ad numeryczny .........................................................................................................76                                                                          
 



 4 

6. Nie� ci� liwe i prawie nie� ci� liwe spr�� yste cia
a magnetyczne...................................85                             
 
 6.1 Energia deformowanego cia
a magnetycznego.......................................................85 
 6.2 Magnetyki nie� ci� liwe i prawie nie� ci� liwe............................................................89 
 
7 Podsumowanie i wnioski ko� cowe......................................................................................106                                      

 
Bibliografia.............................................................................................................................107                                                                     
 
Dodatek 1................................................................................................................................110                                                              
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 5 

Rozdzia
 1 

Wst � p 

 
 
 
W pracy przedstawiono w sposób zwarty zarówno podstawy fizyczne zjawiska pojawiania si�  

mikrostruktury domen magnetycznych jak i prób�  teorii wyja� niaj� cej  powstawanie 

mikrostruktury w cia
ach magnetycznych.  

Modelowanie materia
ów magnetycznych wymaga okre� lenia poziomu, na którym 

odbywa si�  opis zachowania danego materia
u. Podzia
 na pi��  takich poziomów jest 

pokazany w tabeli 1.1. Zagadnienia zwi� zane z magnetyzmem mo� na w pe
ni opisa�  tylko na 

gruncie mechaniki kwantowej (tak nazywany „poziom atomowy”). Dla praktycznych 

zastosowa�  materia
ów magnetycznych w technice cz� sto wykorzystana jest klasyczna teoria 

magnetyzmu z wielko�ciami „makroskopowymi” takimi jak namagnesowanie, indukcja, 

przy
o� one pole magnetyczne („poziom makroskopowy”). W obecnej pracy zosta
y wybrane 

poziomy 2 i 3 (por. tab.1.1), gdy badamy „makroskopowe” w
asno� ci materia
ów 

magnetycznych w zale� no� ci od ich „mikrostruktury”. B� dziemy pos
ugiwa�  si�  teori�  

mikromagnetyzmu, która opisuje procesy namagnesowania w pewnej skali: wystarczaj� co 

du� ej dla mo� liwo� ci wykorzystania ci� g
ego wektora magnetyzacji, a nie indywidualnych 

spinów atomów, i wystarczaj� co ma
ej, � eby analizowa�  elementy struktur przej� ciowych 

pomi� dzy domenami magnetycznymi [14]. 

Teoria mikromagnetyzmu bazuje na zasadzie wariacyjnej: poszukiwany jest rozk
ad 

wektora magnetyzacji m  wewn� trz ferromagnetycznego cia
a ( ), 2,3d dW Ì =� , 

minimalizuj� cy energi�  ca
kowit� .  

Wówczas stosuj� c teorie mikromagnetyzmu mamy nast� puj� ce zagadnienie 

minimalizacji jego energii ca
kowitej: 

  Znale��  minimum funkcjona
u  

 ( ) ( )d A K H S MSE e e e e dV E E= + + + + +�m
� s  (1.1) 

okre� lonego w odpowiedniej przestrzeni funkcji dopuszczalnych. 
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Tabela 1.1. Ró� ne podej� cia do opisu materia
ów magnetycznych. 
 
Przy  rozpatrywaniu energii ca
kowitej (1.1) bierze si�  pod uwag�  nast� puj� ce cz
ony: 

energi�  wymiany Ae  nazywan�  tak przez jej pochodzenie od elementarnych oddzia
ywa�  

wzajemnych, odpowiadaj� cych za ferromagnetyzm; energi�  magnetyczn�  anizotropii Ke , 

opisuj� c�  oddzia
ywanie magnetyzacji z sieci�  krystaliczn�  materia
u; energi�   zewn� trzn�  He  

powstaj� c�  pod wp
ywem przy
o� onego pola magnetycznego; energi�  magnetostatyczn�   albo 

energi�  rozproszenia SE , wynikaj� ca z faktu, � e sam „magnes” wytwarza pole magnetyczne; 

energi�  napr�� e�  magnetostrykcyjnychMSE , która powstaje wtedy, gdy pomi� dzy struktur�  

magnetyczn�  a deformacjami sieci krystalicznej cia
a wyst� puje oddzia
ywanie 

„magnetospr�� yste”, które przejawia si�  w zjawisku magnetostrykcji; energi�  es wzajemnego 

oddzia
ywania magnetyzacji z napr�� eniami pochodzenia niemagnetycznego. 

Posta�  energii ca
kowitej zale� y od typu materia
u. W rozdzia
ach 4,5 rozwa� amy 

energi�  ca
kowit�   dla materia
u ferromagnetycznego nieodkszta
calnego, w rozdziale 6 - dla 

nazwa rysunek skala obiekt opis 

5. Poziom 
makroskopowy 

 

W 
zale� no � ci 
od 
zastosowa �   

U� redniony 
wektor 
namagnesowan
ia próbki jako 
funkcja od 
zewn. pola 
magnetycznego 

Magnetyzm klasyczny,  
histereza magnetyczna, 
krzywa namagnesowania 

4. Poziom 
mezo/makro-
skopowy  
  

 
 
>0,1mm 

Grupa domen z 
jednakowymi 
kierunkami 
namagnesowan
ia jako ”faza” 

Teoria przej��  fazowych 
Funkcja rozk
adu faz   
kierunków 
namagnesowania 

3. Poziom   
mezoskopowy 

 

 
 
1-1000 � m  

Domena 
magnetyczna, 
� cianka 
domenowa  

Teoria domenowa, 
bazuj� ca  na teorii 
mikromagnetyzmu i 
opisuj� ca mikrostruktur�  
magnetyczn�  próbki czy 
cia
a  

2. Poziom 
mikroskopowy 

 

 
 
1-1000 nm 

Struktura 
� cianki 
domenowej  i 
domen 
magnetycznych 

Teoria mikromagnetyzmu, 
kontynualna teoria  
klasycznego wektorowego 
pola magnetycznego 

1. Poziom 
atomowy  

 
 
<1 nm 

Spiny atomowe, 
elementarny 
moment 
magnetyczny 

Mechanika kwantowa. 
Pojawienie si�  
elementarnych momentów 
magnetycznych, ich 
konfiguracja oraz 
wzajemne oddzia
ywanie 
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odkszta
calnych mikromagnetyków, w rozdziale 7 - dla  nie� ci� liwych i prawie nie� ci� liwych 

cia
 magnetospr�� ystych.  

Je� eli istnieje rozwi� zanie m  zagadnienia (1.1), wtedy mówimy, � e minimum energii 

jest osi� galne, a rozwi� zania m  nazywamy minimizerem. Dowód istnienia minimizerów dla 

materia
ów ferromagnetycznych mo� na znale��  w pracach [24,52], dla poszczególnych 

przypadków materia
ów magnetospr�� ystych w [25,55,63]. W rozdziale 7 pokazujemy 

istnienie minimizerów dla cia
a magnetospr�� ystego nie�ci� liwego i prawie nie�ci� liwego.  

W teorii mikromagnetyzmu, jak i w rachunku wariacyjnym oraz w mechanice o� rodków 

ci� g
ych, fundamentaln�  rol�  odgrywaj�  funkcjona
y  ca
kowe typu 

 ( ) ( ), , , , ,J f
WWWW

= Ñ�u m x u u m  (1.2) 

okre� lone w pewnej przestrzeni funkcyjnej. Je� eli rozwa� any funkcjona
 jest funkcjona
em 

energii, to mówimy wtedy o problemie minimum energetycznego. 

Jedn�  z podstawowych metod badania zagadnie�  istnienia oraz znajdowania 

minimizerów jest metoda bezpo� rednia rachunku wariacyjnego. Metoda ta polega na badaniu 

minimum funkcjona
u bez potrzeby analizowania równa�  Eulera-Lagrange’a  i wywodzi si�  z 

przypadku sko� czenie wymiarowego. Stosowanie tej metody wymaga, aby funkcjona
 

( ),J u m  okre� lony na odpowiedniej przestrzeni funkcyjnej, np. przestrzeni Sobolewa 

( ) ( )1, 2,2, 1,pW p WW WW WW WW WÎ ³ Îu m  by
 dolnie pó
ci� g
y wzgl� dem zmiennych ,u m  w 

odpowiedniej topologii. Topologia ta musi dopuszcza�  istnienie  zbiorów relatywnie 

zwartych. Tak okre� lony funkcjona
 przy dodatkowych za
o� eniach koercywno� ci funkcji 

podca
kowej f  posiada minimum. 

Okazuje si� , � e wypuk
o��  funkcji podca
kowej (a nawet pewne jej uogólnienia, takie 

jak poliwypuk
o�� , kwaziwypuk
o�� , wypuk
o�c rz� du 1, (definicje podane w rozdziale 2)) 

gra tutaj kluczow�  rol� . Je� li funkcja nie spe
nia odpowiedniego warunku wypuk
o� ci, mog�  

nie istnie�  minimizery w  sensie klasycznym, tj. nale�� ce do odpowiednich przestrzeni 

Sobolewa.  

Problem braku minimum dla pewnych zagadnie�  teorii sterowania by
 zauwa� ony przez 

Younga. Metoda pochodz� ca od niego polega
a na rozszerzeniu klasy rozwi� za� . Young 

wprowadzi
  poj� cie krzywej uogólnionej, tj. takiej, która jest uogólnionym rozwi� zaniem 

przy braku rozwi� zania klasycznego. Jest to para ( ),nnnnu , gdzie ( )=u u x  jest trajektori� , a  

( )n nn nn nn n= x , WWWWÎx , jest miar�  probabilistyczn�  (rodzin�  miar parametryzowan�  zmienn�  WWWWÎx ). 
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Przyj� cie i rozwój idei rozwi� za�  uogólnionych w sensie Younga doprowadzi
y do 

rozwoju miar probabilistycznych zwanych te�  miarami Younga. W rozdziale  2 podano 

definicj�  i niektóre w
asno�ci miar Younga.  

Inne alternatywne podej�cie do zagadnie�  minimalizacji funkcjona
ów, które nie 

posiadaj�  klasycznego minimum, polega na zastosowaniu tzw. relaksacji funkcjona
u. Tak�  

metod�  jest np. relaksacja kwaziwypuk
a, polegaj� ca na tym, � e problem znalezienia 

( )inf ,J u m  nie maj� cy rozwi� zania zast� puje si�  problemem wyznaczania ( )inf ,QJ u m , 

czyli „zadaniem kwaziwypuk
ym”, a nast� pnie udowadnia si� , � e 

 ( ) ( ) ( )inf , inf , min ,J QJ QJ= =u m u m u m  (1.3) 

Tutaj QJ  oznacza kwaziwypuk
�  relaksacj�   funkcjona
u J . Okazuje si� , � e dwa 

ostatnie zagadnienia s�  równowa� ne zagadnieniu wyznaczania minimum odpowiedniego 

funkcjona
u zrelaksowanego przez miary Younga. 

Pierwotnie miary Younga, znane wcze�niej jako miary probabilistyczne, s
u� y
y jako 

aparat do znajdowania uogólnionych rozwi� za�  w przypadku, gdy problem minimizacyjny  

nie spe
nia
 odpowiedniego warunku zwarto� ci, tzw. inf-compactness. Rozwi� zania klasyczne 

nie istnia
y, natomiast graniczne zachowanie minimizerów stawa
o si�  coraz bardziej 

oscyluj� ce. Rozwój teorii miar Younga  nast� pi
 w latach siedemdziesi� tych i by
 zwi� zany z 

równaniami ró� niczkowymi cz� stkowym [4,9,13,28]. Pó� niejszy rozwój teorii tych miar 

zwi� zany jest z optymalizacj�  i sterowaniem, z zagadnieniami ewolucyjnymi z przej�ciami 

fazowymi [13,26,33,36,41,44,48,55]. Miary Younga znalaz
y zastosowania w zagadnieniach 

aproksymacyjnych i obliczeniach numerycznych [17-19,26,38,39,51,54,57,58,59]. 

W zastosowaniach, w szczególno� ci do mechaniki nieliniowej, w bardzo szerokiej klasie 

tzw. materia
ów inteligentnych, jak np. stopów metali z pami� ci�   kszta
tu, g� sto��  energii 

wewn� trznej jest funkcj�  niewypuk
� ; nie jest nawet funkcj�  kwaziwypuk
� . Jest to 

matematyczna przyczyna nieistnienia klasycznych rozwi� za� . Oznacza to, � e niewypuk
e 

zagadnienie minimalizacji nie posiada minimum w klasie funkcji mierzalnych w sensie  

Lebesgue’a.  Minimizery maj�  wówczas charakter oscylacyjny. Takie zjawisko, nazywane  

„mikrostruktur� ”, objawia si�  w postaci szybkich przestrzennych oscylacji gradientu Ñm . 

Fizycznie dla zagadnienia mikromagnetyzmu oznacza to istnienie domen magnetycznych, w 

ka� dej z których zmienia si�  kierunek magnetyzacji. Z matematycznego punktu widzenia te 

szybkie oscylacje gradientów mog�  by�  opisane przez miary probabilistyczne, w 

szczególno� ci przez miary Younga. W pracy korzystamy z zagadnienia mikromagnetyzmu 
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zrelaksowanego przez miary Younga, tzn. poszukujemy rozwi� zania zagadnienia 

minimalizacji funkcjona
u energii wewn� trznej w sensie miar Younga.  

Stosuj� c analiz�  numeryczn�  do zagadnie�  mikromagnetyzmu okazuj�  si� , � e lepiej  

korzysta�  z relaksacji zagadnienia  przez miary Younga, a nie z uwypuklenia zadania 

minimum (zob. rozdzia
 4). Wynika to z dwóch powodów: po pierwsze, uwypuklaj� c  funkcj�  

g� sto� ci energii gubimy mikrostruktur� , któr�  mo� na „odzyska� ” dopiero w post-

procesorowym kroku, a nie wyznaczy�  wprost z zagadnienia zrelaksowanego z 

wykorzystaniem miar Younga; po drugie, zagadnienie zrelaksowane przez uwypuklenie jest 

ograniczone do przypadków, kiedy funkcja, opisuj� ca energi�  anizotropii magnetycznej jest 

znana explicite, co nie zawsze jest praktycznie mo� liwe [59].  

W pracy s�  rozpatrywane ró� ne metody numeryczne rozwi� zania tak zrelaksowanego 

zagadnienia mikromagnetyzmu. W rozdziale 5 podano przyk
ad obliczeniowy dla zagadnienia 

minimalizacji sztywnego ferromagnetyka.  

1.1. Cel i zakres rozprawy 

Celem rozprawy jest analiza funkcjona
ów niewypuk
ych charakteryzuj� cych 

mikromagnetyki  oraz  podanie podstawowych faktów dotycz� cych fizycznych i 

matematycznych zagadnie�  teorii mikromagnetyzmu. 

Podstawy fizyczne zjawiska magnetyzmu omówiono na 24 stronach na podstawienie 4 

monografii, w tym jednej z 2000 roku, zawieraj� cych aktualn�  wiedz�  o mikrostrukturze 

magnetycznej (rozdzia
 2). Najnowsze rezultaty teoretyczne dotycz� ce opisu magnetyków i 

mikromagnetyków odkszta
calnych  zabrano w rozdziale 2. 

Rozdzia
 3 zawiera wprowadzenie do teorii miar Younga. W nim równie�  podano 

aproksymacj�  numeryczn�  zagadnienia niewypuk
ego z wykorzystaniem tych miar.  

W rozdziale 4 zebrano najwa� niejsze twierdzenia i rezultaty dotycz� ce modelowania 

mikromagnetyków nieodkszta
calnych poprzez relaksacj�  funkcjona
ów energetycznych 

miarami Younga.  

W rozdziale 5 wykorzystano twierdzenia podane w rozdziale 4 do wykonania 

numerycznej realizacji przy za
o� eniu konkretnej postaci energii wewn� trznej.  Opracowano 

w
asny algorytm numeryczny i wykonano obliczenia ilustruj� ce pojawienie si�  

mikrostruktury pod wp
ywem przy
o� onego pola zewn� trznego.  

W rozdziale 6 sformu
owano i udowodniono   twierdzenia o istnieniu minimizera 

energii  modelu cia
a nie� ci� liwego magnetospr�� ystego. 

W
asnym wk
adem autorki jest: 
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1) zdefiniowanie nowego modelu cia
a magnetospr�� ystego prawie nie� ci� liwego; 

2) pokazanie istnienia rozwi� za�  zagadnienia minimalizacji energii wewn� trznej dla cia
 

magnetospr�� ystych prawie nie� ci� liwych; 

3) sformu
owanie i udowodnienie twierdze�  o istnieniu granicznego modelu 

nie�ci� liwego dla ci� gu zagadnie�  prawie nie� ci� liwych.  
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Rozdzia
 2 

Mikromagnetyzm: podstawy fizyczne i modelowanie 

2.1. Wst � p  

Mikromagnetyzm jest klasyczn�  fenomenologiczn�  makroskopow�  (pomimo nazwy)  

teori� , w której nie wyja� nia si�  pojawienia  namagnesowania, anizotropii magnetycznej, 

magnetostrykcji ani innych efektów w
a� ciwych  magneto-uporz� dkowanym materia
om. W 

teorii mikromagnetyzmu wzajemne oddzia
ywania, które powoduj�  te efekty s�  postulowane. 

Zagadnieniem mikromagnetyzmu jest znale��  zale� no� ci wektora magnetyzacji od 

wspó
rz� dnych i czasu, korzystaj� c ze wzorów dla energii swobodnej i ogólnych równa�  

równowagi i ruchu magnetyzacji. Cz� sto w literaturze materia
y magnetyczne, do  opisu 

których stosuje si�  teori�  mikromagnetyzmu, nazywane s�  mikromagnetykami.  

 Historia takiego podej� cia zaczyna si�  od artyku
u Landau i Lifshitza z 1935 roku 

[47], dotycz� cego obliczenia �cianek domen magnetycznych. W tej pracy po raz pierwszy 

sformu
owano zasad�  minimalizacji energii ca
kowitej jako metod�  poszukiwania rozk
adu 

magnetyzacji oraz podano równanie opisuj� ce namagnesowanie. Praca zawiera wyniki, które 

nie straci
y na znaczeniu do dzi� : na przyk
ad, rozmiary domen magnetycznych i charakter  

zmiany magnetyzacji w domenie. Wa� ny wk
ad do teorii, która potem otrzyma
a nazw�  teorii 

mikromagnetyzmu, wniós
 Kittel (1947), który uwzgl� dni
 wp
yw formy próbki i anizotropii 

magnetycznej na rezonans ferromagnetyczny. A tak� e Kondorskij (1950,1952) pracuj� c nad 

teori�  cz� steczek jednodomenowych. Herring i Kittel (1951) opracowali makroskopow�   

teori�  fal spinowych, a Walker (1957) poda
 teori�  drga�  niejednorodnych namagnesowania. 

W pracach [14,15] Brown sformu
owa
  zasady ogólne i podstawowe równania teorii dla 

przypadku statycznego, rozwijaj� c równania teorii trójwymiarowej. Teoria mikromagnetyzmu 

znalaz
a zastosowanie do modelowania bardzo szerokiej klasy tzw. materia
ów inteligentnych 

(ang. smart materials). Do takich materia
ów nale��  materia
y ferromagnetyczne wykazuj� ce 

pami��  kszta
tu. Istniej�  inne podej�cia do opisu takich materia
ów. Na przyk
ad, w pracy 

[26] teoria, któr�  autorzy nazwali „Constrained theory of magnetoelasticity”, wykorzystuje 

równie�  zasady mikromagnetyzmu, a magnetyzacja i deformacja s�  sprz�� one. 

 Interesuj� ca nas teoria mikromagnetyzmu bazuje na zasadzie wariacyjnej: 

poszukiwany jest rozk
ad magnetyzacji  minimalizuj� cy energi�  ca
kowit� . Zasada wariacyjna 

prowadzi do równa�  ró� niczkowych, nazywanych równaniami mikromagnetyzmu. W pracy 

[47] s�  one rozpatrywane w przypadku jednowymiarowym. Równania mikromagnetyzmu s�  
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równaniami skomplikowanymi, s�  to równania nieliniowe i nielokalne. Dlatego trudno jest 

znale��  rozwi� zanie analityczne takich równa�  (oprócz przypadków, kiedy mo� liwa jest 

linearyzacja). Pomimo tego, liczba zagadnie� , dla których konieczne jest zastosowanie teorii 

mikromagnetyzmu ro� nie, na przyk
ad przy badaniu zachowania si�  ma
ych cz� stek 

magnetycznych, wi� kszych od domeny, ale ma
ych dla opisu przez jednorodn�  magnetyzacj� , 

dla opisywania i obliczenia struktury �cianek domenowych oraz dla modelowania materia
ów 

magnetospr�� ystych, ferromagnetyków wykazuj� cych pami��  kszta
tu [2,26,29,32,33] 

 Z powodu trudno�ci obliczeniowych istotne jest poszukiwanie rozwi� za�  

numerycznych. Jednak� e zastosowanie mikromagnetyzmu struktur domenowych o du� ej skali 

wydaje si�  nierealne: ró� nica pomi� dzy rozmiarem próbki (oko
o mikrona sze�ciennego), dla 

której jest mo� liwe 3-wymiarowe obliczenie metod�  elementów sko� czonych a rozmiarem 

struktury domenowej, znajduj� cej si�  w przedziale od milimetrów do centymetrów  jest 

bardzo du� a [59]. 

 Z szybkim wzrostem mo� liwo� ci obliczeniowych wzros
o zainteresowanie 

mikromagnetyzmem jako istotnym instrumentem dla charakterystyki materia
ów 

magnetycznych, mo� liwo�ci porównania wyników teorii z eksperymentem, projektowania 

nowych materia
ów magnetycznych, które s�  wykorzystywane w nowoczesnych urz� dzeniach 

zapisu magnetycznego, magneto-elektronowych przyrz� dów, no� ników informacji z ultra 

wysok�  g� sto� ci�  zapisu itd. 

W dalszej cz�� ci tego rozdzia
u rozpatrzono fizyczne podstawy teorii mikromagnetyzmu, 
materia
y magnetyczne,  ich struktur�  oraz metody opisu. 

2.2. Materia
y magnetyczne  

„Materia
em magnetycznym” – nazywa si�  wszystkie substancje wykazuj� ce 

jakiekolwiek w
a�ciwo�ci magnetyczne. Niektóre z nich, takie jak diamagnetyki czy 

paramagnetyki, wykazuj�  te w
asno�ci w niezwykle s
abym stopniu i s�  wtedy traktowane 

jako „niemagnetyczne”. W pracy b� dziemy rozpatrywa�  materia
y, wykazuj� ce w
a�ciwo� ci 

magnetyczne w stopniu znacz� cym, do nich nale��  ferromagnetyki, antyferromagnetyki i 

ferrimagnetyki. 

   W
a� ciwo�ci magnetyczne materia
ów s�  wynikiem istnienia momentów 

magnetycznych atomów. Pod nieobecno��  zewn� trznego pola magnetycznego w wi� kszo�ci 

pierwiastków  wypadkowe momentów magnetycznych elektronów atomu s�  zerowe gdy�  

ró� ne kierunki kompensuj�   si�  nawzajem. Jednak istnieje szereg pierwiastków (� elazo, 

kobalt, nikiel), których atomy maj�  nieca
kowicie wype
nione wewn� trzne pow
oki 
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elektronowe. Moment magnetyczny takich atomów, nazywanych magnetycznymi, nie jest 

zerem. W temperaturze wy� szej temperatury krytycznej (tzw. „temperatury Curie”) momenty 

magnetyczne s�  skierowane chaotycznie, jednak w ni� szej temperaturze otrzymuj�  pewny 

przewa� aj� cy kierunek i podczas ruchu cieplnego wahaj�  si�  oko
o tego kierunku. Materia
y, 

w których istniej�  taki kierunki, nazywano materia
ami magnetouporz� dkowanymi.  

2.2.1. Magnesowanie  

Materia
y, w których powstaje moment magnetyczny pod wp
ywem zewn� trznego pola 

magnetycznego nazywaj�  si�  magnetykami, a proces nabycia momentu magnetycznego – 

namagnesowaniem materia
u. Do opisywania materia
ów magnetycznych wprowadzono 

wektor namagnesowania J , równy momentowi magnetycznemu M  jednostki obj� to�ci V: 

 
V

=
M

J  (2.1) 

W magnetykach, w których momenty magnetyczne zlokalizowane tylko na atomach, 
moment magnetyczny ca
ej próbki M  sk
ada si�  z momentów magnetycznych atomów i�  ( i- 
numer atomu):  

 
1

,
N

i
i=

= �M �  (2.2) 

a sumowanie odbywa si�  po wszystkim atomach magnetycznych, gdzie N  jest ilo� ci�  
atomów.  
 Namagnesowanie nazywa si�  jednorodnym, je� eli wektor namagnesowania J  ma t�  

sam�  d
ugo��  niezale� nie od jego kierunku. Indukcja pola magnetycznego w magnetyku  w 

uk
adzie MKS jest sum� : 

 0 ,m= +B H J  (2.3) 
w jednostkach CGS: 
 4 ,p= +B H J  (2.4) 
gdzie : 
H - jest nat�� eniem doprowadzonego pola magnetycznego, wyra� onym w amperach na metr 
(A/m), w  uk
adzie CGS w erstedach ( ( ) 31Oe= 1/4 10 A/mp × ); 

B - jest wytworzon�  przez pole indukcj�  magnetyczn�  lub g� sto� ci�  strumienia 

magnetycznego, wyra� on�  w weberach na metr kwadratowy (Wb/m2) 

(1Wb/m2=1Tl= 4 310 / 4 Gs=7,93 10 Gsp × ); 

J - jest nat�� eniem magnetyzacji, wyra� onym w tych samych jednostkach; 

0m - jest pierwotn�  sta
�  magnetyczn�  lub przenikalno�ci�  magnetyczn�  pró� ni; warto��  

7
0 4 10 H/mm p -=  (henrów na metr). 
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W pracach z zakresu magnetyzmu cz� sto stosowano zarówno uk
ad jednostek MKS 

(metr-kilogram-sekunda), jak i CGS (centymetr-gram-sekunda), co bywa dogodniejszym. 

Przej� cie z jednego uk
adu do drugiego mo� na wykona�  z pomoc�  nast� puj� cych  zale� no� ci:  

1 Wb/m2=10000 Gs (gausów), 

100 A/m= 1 A/cm=1,257 Oe (ersteda), 

1 Oe =1,8 A/cm (w przybli� eniu).  

Zauwa� my, � e do formu
y (2.3) wchodz�  nie mikroskopowe warto� ci ,� , � , � które 

bardzo zmieniaj�  si�  na odleg
o� ciach rz� du odleg
o�ci mi� dzyatomowych, a tylko ich 

u� rednione warto� ci makroskopowe.     

2.2.2. Struktura krystaliczna  

Pierwiastki i stopy ferromagnetyczne, podobnie jak i metale, maj�  budow�  

krystaliczn� . Ich w
asno� ci s�  wywo
ane z
o� onym dzia
aniem wszystkich kryszta
ów 

sk
adowych. Dlatego te�  wa� ne jest poznanie indywidualnych w
asno�ci pojedynczych 

kryszta
ów. 

Idealny kryszta
 jest zbudowany z powtarzaj� cych si�  w przestrzeni identycznych 

jednostek strukturalnych. Struktur�  wszystkich kryszta
ów mo� na opisa�  za pomoc�  sieci, w 

której z ka� dym punktem jest zwi� zana grupa atomów. T�  grup�  atomów nazywamy baz� ; 

dzi� ki  powtarzaniu si�  jej w przestrzeni powstaje struktura krystaliczna.  

Sie�  jest zdefiniowana przez trzy podstawowe wektory translacji sieci 1 2 3a ,a ,a  takich, 

� e u
o� enie atomów wygl� da tak samo z punktu r jak i z punktu  

 1 1 2 2 3 3' ,u u u= + + +r r a a a  (2.5) 

gdzie 1 2 3, ,u u u  s�  dowolnymi liczbami ca
kowitymi. Zbiór punktów ',r  okre� lonych przez 

wzór (2.5) dla wszystkich warto� ci 1 2 3, ,u u u  definiuje sie� . Sie�  jest periodycznym uk
adem 

punktów w przestrzeni. (Analogiczny zbiór w dwóch wymiarach jest nazywany siatk� ). Sie�  

jest abstrakcj�  matematyczn� ; struktur�   krystaliczn�  otrzymujemy wtedy, gdy baza atomów 

jest jednoznacznie przyporz� dkowana ka� demu w� z
owi. Mamy wi� c logiczny zwi� zek: 

Sie�  + baza= struktura krystaliczna. 

Sie�  nazywamy prost� , a wektory translacji 1 2 3a ,a ,a  podstawowymi, je� li dowolne 

dwa wektory  i 'r r  opisuj� ce po
o� enie punktów, z których uk
ad atomów wygl� da tak samo, 

spe
niaj�  zale� no��  (2.5) dla odpowiednie dobranych liczb ca
kowitych 1 2 3, ,u u u . Komórka 

zbudowana na tak zdefiniowanych podstawowych wektorach translacji jest elementem 

sk
adowym struktury krystalicznej o najmniejszej obj� to�ci.  



 15 

Podstawowe wektory translacji s
u��  cz� sto do definiowania osi krystalicznych. 

Stosowane s�  równie�  inne osie krystaliczne, które mo� na 
atwo powi� za�  z symetri�  

struktury. Osie krystaliczne  1 2 3a ,a ,a  tworz�  trzy s� siednie kraw� dzie równoleg
o�cianu. Je� li 

w� z
y s�  tylko w wierzcho
kach równoleg
o� cianu, mówimy o równoleg
o�cianie 

elementarnym.  

 
W temperaturze pokojowej � elazo krystalizuje w sieci przestrzennie centrycznej 

uk
adu regularnego, nikiel w p
asko centrycznej uk
adu regularnego, a kobalt w uk
adzie 

heksagonalnym. Struktura tych kryszta
ów pokazana na rysunku 2.2.   

 
 W podrozdziale 2.4.2 b� dzie pokazano, jak budowa sieci krystalicznej wp
ywa na 

w
asno�ci magnetyczne materia
u, gdy omówimy istnienie tzw. kierunków 
atwego i trudnego 

namagnesowania materia
ów oraz energii anizotropii magnetycznej. 

Rys. 2.1. Typy sieci trójwymiarowych (sieci Bravais’go) (14 ró� nych typów),  [45]. 
 

Rys.2.2.  Budowa sieci krystalicznej a) � elaza, sc ang. simple cubic- prosta, b) niklu,  bcc- 
body centered cubic- przestrzennie centrowana, c) kobaltu, fcc- face centered cubic- 
powierzchniowo centrowana.  [11]. 
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2.2.3. Diamagnetyki i paramagnetyki. 

Rozpatrzmy  materia
y, w których nie wyst� puje uporz� dkowanie momentów 

magnetycznych atomów, to znaczy, � e atomy nie maj�  momentów magnetycznych albo 

momenty te s�  nieuporz� dkowane.   

Zagadnienia zwi� zane z magnetyzmem mo� na w pe
ni opisa�   tylko na gruncie 

mechaniki kwantowej. Czysto „klasyczny” uk
ad w stanie równowagi termodynamicznej 

mo� e nie wykazywa�  momentu magnetycznego nawet w obecno�ci pola magnetycznego. 

� ród
ami momentu magnetycznego swobodnego atomu s� : spin elektronów, orbitalny 

moment p� du elektronów zwi� zany z ich ruchem wokó
 j� dra oraz zmiana momentu 

orbitalnego spowodowana zewn� trznym polem magnetycznym. Pierwsze dwa czynniki 

zwi� zane s�  z paramagnetycznym wk
adem do namagnesowania, trzeci - z wk
adem 

diamagnetycznym. W stanie podstawowym 1s atomu wodoru moment orbitalny  jest równy 

zeru i na moment magnetyczny sk
ada si�  tylko moment zwi� zany ze spinem oraz niewielki 

indukowany moment diamagnetyczny. W stanie 1s2 atomu helu zarówno moment spinowy, 

jak i orbitalny s�  równe zeru i wk
ad do momentu magnetycznego daje tylko moment 

indukowany. Atomy o zape
nionych pow
okach elektronowych maj�  zerowe momenty 

spinowe i orbitalne; tylko w przypadku nie zape
nionych pow
ok momenty te mog�  by�  ró� ne 

od zera. 

Je� eli namagnesowanie J  definiujemy jako moment magnetyczny jednostki obj� to�ci, 

H  oznacza nat�� enie pola magnetycznego, wtedy podatno��  magnetyczn�  jednostki obj� to� ci 

definiujemy w nast� puj� cy sposób: 

 
J
H

=c , 

gdzie c  jest wielko�ci�  bezwymiarow� .  

 Substancje o ujemnej podatno�ci magnetycznej nazywamy diamagnetykami, a o 

dodatniej - paramagnetykami. J� drowe momenty magnetyczne s�  � ród
em paramagnetyzmu 

j� drowego. S�  one oko
o 1000 razy mniejsze od momentu magnetycznego elektronu. 

W diamagnetykach wektor magnetyzacji skierowany jest przeciwnie do 

magnesuj� cego pola i nie wyst� puje w
asny moment magnetyczny, który pojawia si�  tylko w 

rezultacie dzia
ania pola zewn� trznego. W paramagnetykach wektor magnetyzacji skierowany 

jest wzd
u�  pola przy
o� onego, momenty magnetyczne atomów i moleku
 nie s�  równe zero, 

ale skierowane s�  chaotycznie. Przy dzia
aniu pola zewn� trznego odbywa si�  zmiana tych 

kierunków. Ilo��  momentów magnetycznych z kierunkami bliskimi  do kierunku  pola 
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magnetycznego staje si�  przewa� aj� c� , co prowadzi do pojawienia si�   niezerowego 

namagnesowania, skierowanego wzd
u�  wektora indukcji pola.        

2.3.  Materia
y magnetouporz � dkowane  

Rozpatrzmy teraz  materia
y magnetouporz� dkowane. Uporz� dkowanie to mo� e by�  

ferromagnetyczne, ferrimagnetyczne, antyferromagnetyczne, mo� e by�  równie�  spiralne lub 

jeszcze bardziej z
o� one [45]. 

Uporz� dkowanie magnetyczne czuli uporz� dkowane przestrzenne rozmieszczenie 

momentów magnetycznych wyst� puje w pewnych materia
ach, np. w ciele sta
ym maj� cym 

daleki rz� d po
o� enia atomów oraz siatk�  krystaliczn� , w której w� z
ach s�  rozmieszczone 

periodycznie atomy z momentami magnetycznymi. Wyst� puje równie�  w materia
ach 

amorficznych, dla których istnieje tylko bliski rz� d rozmieszczenia atomów. Mechanizmy 

odpowiedzialne za uporz� dkowane rozmieszczenie atomowych momentów magnetycznych s�  

nast� puj� ce:  

·  posiadanie przez atomy w
asnych momentów magnetycznych, dzi� ki czemu mo� liwe 

jest pojawienie si�  spontanicznego momentu magnetycznego nawet pod nieobecno��  

zewn� trznego pola   magnetycznego;  

·  istnienie w cia
ach sta
ych wzajemnego oddzia
ywania wymiany. Jest ono cz�� ci�  

oddzia
ywania elektrostatycznego i zale� y od orientacji spinów oddzia
uj� cych 

elektronów. Takie oddzia
ywanie pojawia si�  w wyniku efektów kwantowo- 

mechanicznych i zale� y od odleg
o� ci pomi� dzy jonami  magnetycznymi i ich 

po
o� eniem geometrycznym.  

Ferromagnetyk ma spontaniczny moment magnetyczny, tzn. taki, który wyst� puje 

nawet w nieobecno�ci zewn� trznego pola magnetycznego. Istnienie spontanicznego momentu  

wskazuje na to, � e spiny elektronów i momenty magnetyczne ustawione s�  w jaki�  regularny 

sposób. Takie uporz� dkowanie nie musi by�  proste: wszystkie ustawienia spinów 

przedstawione na rys. 2.3 cechuje spontaniczny moment magnetyczny nazywany momentem 

magnetycznym nasycenia.  

Wcze� niej termin „ferromagnetyki” oznacza
 wszystkie materia
y wykazuj� ce  

w
asno�ci magnetyczne w du� ym stopniu. Momenty magnetyczne atomów takich materia
ów  

rozmieszczaj�  si�   równolegle do siebie, co powoduje „du� e”  namagnesowanie, a 

spontaniczne namagnesowanie wyst� puj� ce nawet pod nieobecno��  zewn� trznego pola 

magnetycznego. Jest to mo� liwe nie tylko przy równoleg
ym  ustawieniu momentów 

magnetycznych (patrz rys. 2.3a), ale tak� e przy antyrównoleg
ym (rys.2.3b) i  
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antyrównoleg
ym z niejednakowymi momentami magnetycznymi dwóch typów atomów 

(rys.2.3c).  Takie uporz� dkowania momentów magnetycznych nazywaj�  si�  odpowiednio 

ferromagnetyzmem, antyferromagnetyzmem i ferrimagnetyzmem.  

Z punktu widzenia teorii mikromagnetyzmu nie ma � adnej ró� nicy pomi� dzy 

ferromagnetyzmem i ferrimagnetyzmem. Kluczowym jest istnienie magnetyzacji 

spontanicznej, tzn. wektora, który opisuje stan makroskopowy materia
u. Oprócz tego, nie ma 

znaczenia przy zagadnieniu mikromagnetyzmu czy magnetyzacja na poziomie atomowym jest 

zadana równoleg
ymi  czy antyrównoleg
ymi spinami. Dlatego teoria mikromagnetyzmu 

mo� e by�  zastosowana do materia
ów ferromagnetycznych, równie�  do innych materia
ów 

„magnetycznych”, por.[15,70]. 

 

Temperatura Curie CT  jest to taka  temperatura, powy� ej której zanika spontaniczne 

namagnesowanie. Oddziela ona obszar wyst� powania nieuporz� dkowanej fazy 

paramagnetycznej, w temperaturach ,CT T>  od obszaru wyst� powania uporz� dkowanej  fazy 

ferromagnetycznej w temperaturach .CT T<  

 

Rys.2.4. Temperaturowa zale� no��  podatno�ci magnetycznej paramagnetyku, 
ferromagnetyka, antyferromagnetyka. 

Rys. 2.3.  Ró� ne typy uporz� dkowania spinów elektronowych: a) struktura magnetyczna 
atomowa ferromagnetyka, b) struktura magnetyczna atomowa antyferromagnetyka, c) 
struktura magnetyczna atomowa ferrimagnetyka, [70]. 
 

a    b    c 
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 Temperaturowa zale� no��  podatno�ci magnetycznej paramagnetyka, ferromagnetyka 

oraz antyferromagnetyka pokazano na rys.2.4. Tutaj C oznacza sta
�  Curie.   

Na rysunku 2.5 pokazano p� tl�  histerezy z zaznaczonymi parametrami wa� nymi z 

punktu widzenia zastosowa�  praktycznych.  

 
Pole koercji CH  jest to pole magnetyczne, które nale� y przy
o� y�  do próbki pewnego 

materia
u magnetycznego, aby zmniejszy�  namagnesowanie J  lub indukcj�  B  do zera. Jest 

ono skierowane przeciwnie do kierunku pola, w którym uprzednio osi� gni� to 

namagnesowania nasycenia. Dla materia
ów o du� ej koercji definiuje si�  pole koercji ciH  jako 

pole, które redukuje namagnesowanie   do zera. Warto��  pola koercji mo� e zmienia�  si�  o 

siedem rz� dów wielko�ci; jest to najczulszy parametr charakteryzuj� cy w
asno�ci materia
u 

ferromagnetycznego, który mo� emy kontrolowa� . Materia
y o ma
ym polu koercji nazywamy 

materia
ami magnetycznie mi� kkimi, o du� ej – twardymi (na przyk
ad, magnesy sta
e).  

  W rdzeniu transformatora chcemy mie�  ma
�  koercj� , a tak� e du��  przenikalno��   

magnetyczn�  materia
u. U� ycie materia
u czystego, jednorodnego, o dobrze zorientowanych 

ziarnach u
atwia przemieszczanie si�  domen, a tym samym zapewnia du��  przenikalno��  

magnetyczn� . Z drugiej strony, magnesy sta
e powinna cechowa�  du� a koercja, któr�  

uzyskujemy utrudniaj� c przemieszczanie si�  granic domen (o których mowa b� dzie w 

nast� pnym podrozdziale), najlepiej przez usuni� cie w ogóle granic domen z materia
u. Mo� na 

to zrealizowa�  wykorzystuj� c bardzo ma
e jednodomenowe krystality.   

Kontroluj� c w procesie technologicznym wytr� canie si�  jednej z faz metalicznych, 

mo� na otrzyma�  próbk�  wielofazow�  o bardzo ma
ych obszarach jednej fazy. Istnieje pewien 

krytyczny rozmiar, poni� ej którego wytr� cenia staj�  si�  jednodomenowe.  

Rys. 2.5. Krzywa magnesowania [45]. 
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2.4. Domeny ferromagnetyczne i � cianki domenowe 

2.4.1.  Domeny ferromagnetyczne 

W temperaturach znacznie ni� szych od temperatury Curie momenty magnetyczne 

elektronów w ferromagnetyku, w skali mikroskopowej, s�   równoleg
e do siebie. Jednak� e, 

je� eli rozpatrujemy próbk�  jako ca
o�� , to stwierdzamy, � e jej wypadkowe namagnesowanie 

mo� e by�  du� o mniejsze od namagnesowania nasycenia. W celu otrzymania namagnesowania 

nasycenia mo� e by�  konieczne przy
o� enie zewn� trznego pola magnetycznego. Pod tym 

wzgl� dem podobnie zachowuj�  si�  zarówno monokryszta
y, jak i próbki  polikrystaliczne.  

Dok
adniej rzecz bior� c, próbki sk
adaj�  si�  z ma
ych obszarów nazywanych 

domenami. W ka� dej domenie lokalne namagnesowanie odpowiada stanowi nasycenia. 

Jednak kierunki namagnesowania ró� nych domen nie musz�  by�  równoleg
e do siebie. 

Domeny tworz�  si�  tak� e w antyferromagnetykach, ferroelektrykach, antyferroelektrykach, 

kryszta
ach ferrospr�� ystych, nadprzewodnikach. 

Istnienie domen ferromagnetycznych po raz pierwszy by
o postulowane przez 

P.Weissa w 1907 roku. Wprowadzi
 on to poj� cie, aby wyt
umaczy�  stan rozmagnesowania 

realnych próbek ferromagnetycznych. Zgodnie z hipotez�  Weissa, je� eli próbka nie jest pod 

wp
ywem pola zewn� trznego, to ona jest podzielona na domeny, z których ka� da jest 

namagnesowana do nasycenia. S� siaduj� ce dwie  domeny maj�  ró� ne kierunki 

namagnesowania oraz oddzielone jedna od drugiej granic� , nazywan�  � ciank�  domenow�  

(�ciank�  Blocha). W s� siaduj� cych domenach  wektory namagnesowania s�  w ró� nych 

kierunkach, dlatego namagnesowanie ca
ej próbki  mo� e by�  mniejsze od namagnesowania 

nasycenia, a nawet równe zero. W przej�ciu granicznym pomi� dzy domenami wektor 

namagnesowania z pierwszej domeny odwraca si�  do kierunku wektora namagnesowania w 

drugiej domenie. 

Hipoteza istnienia domen magnetycznych w ferromagnetykach otrzyma
a 

potwierdzenie w eksperymentach G.Barkhauzena w 1919 roku. Przy pomocy wynalezionego 

wtedy elektronowego wzmacniacza sygna
ów zauwa� ono, � e namagnesowanie przy 

namagnesowaniu ferromagnetyka zmienia si�  (przy wzmocnieniu  s
ycha�  by
o d� wi� ki). Te 

sygna
y d� wi� kowe odpowiadaj�  za namagnesowanie jednego albo niektórej grupy domen; 

nazwano je skokami Barckhauzena.          
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Landau i Lifszyc [47] wykazali, � e wyst� powanie struktury domenowej jest konsekwencj�  

istnienia ró� nych wk
adów do energii ca
kowitej ferromagnetyka: energii wymiany, energii 

anizotropii i energii magnetycznej. Bezpo� rednim dowodem istnienia struktury domenowej s�  

fotografie granic domen otrzymane metod�  obrazów proszkowych lub technik�  bada�  

optycznych wykorzystuj� cych zjawisko Faradaya. Metoda obrazów proszkowych zasta
a 

rozwini� ta przez F.Bittera [29]. Polega ona na umieszczeniu kropli koloidalnej zawiesiny 

bardzo drobno sproszkowanego materia
u ferromagnetycznego na powierzchni kryszta
u 

ferromagnetycznego. Cz� steczki koloidalne w zawiesinie gromadz�  si�  w pobli� u granic 

mi� dzy domenami, gdzie istnieje silny gradient pola magnetycznego, a wi� c na cz� stki dzia
a 

du��  si
a przyci� gaj� ca. Odkrycie przezroczystych zwi� zków ferromagnetycznych by
o 

zach� t�  do bada�  domen metod�  optyczn�  [45]. 

Po raz pierwszy bezpo� rednio przez mikroskop domeny obserwowali w 1932 roku 

F.Bitter, L.V.Hamos i P.A.Tissen [11]. 

Obecnie dla obserwacji struktur domenowych wykorzystuje si�  metod�  

magnetooptyczn� , metod�  mikroskopii elektronowej, rentgenowsk�  oraz neutronograficzn� . 

Przy ich pomocy s�  otrzymywane obrazy domen magnetycznych zarówno na powierzchni 

próbki, jak i w obj� to� ci. Domeny w ferromagnetykach mo� na teraz bezpo� rednio 

obserwowa�  i fotografowa�  (rys.2.7). 

Rys.2.6. Idealna struktura domenowa ferromagnetyka. O�  z jest osi�  
atwego 
namagnesowania, [70]. 
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 Wzrost wypadkowego namagnesowania ferromagnetyka pod wp
ywem pola 

magnetycznego (rys.2.8) jest zwi� zany z dwoma niezale� nymi procesami: 

1. w s
abych zewn� trznych polach magnetycznych obj� to��  domen, których 

namagnesowanie jest skierowane wzd
u�  kierunku przy
o� onego pola, zwi� ksza si�  

kosztem obj� to� ci domen zorientowanych w innym kierunku; 

2. w silnych polach namagnesowanie domen obraca si�  w kierunku zewn� trznego pola. 

 
 Struktura domenowa ferromagnetyka zale� y od trzech nast� puj� cych czynników:  

1. geometrii próbki, to znaczy  przez jej kszta
t i skierowanie osi krystalograficznych 

wobec powierzchni próbki;  

2. energii anizotropii, to znaczy od istnienia energetycznie ekwiwalentnych kierunków 

namagnesowania, patr.2.4.2; 

3. w realnych próbkach od ró� nych defektów sieci krystalicznej. 

Rys. 2.7. Domeny magnetyczne, zaobserwowane przy pomocy metody magneto-optycznej oraz 
symulacji komputerowej: a) próbka � elaza, b) cienka warstwa NiFe (grubo��  130nm, c) 
monokryszta
 granatu z schematycznie pokazan�  magnetyzacj�  [29]. 
 

Rys.2.8. Typowa krzywa namagnesowania. W ró� nych cz�� ciach krzywej zaznaczono 
dominuj� cy proces namagnesowania.  
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 Cz� sto struktury domenowe s�   bardziej skomplikowane ni�  przedstawione proste 

przyk
ady, lecz zawsze przyczyn�  pojawienia si�  struktury domenowej jest mo� liwo��  

obni� enia energii uk
adu w wyniku przej� cia od konfiguracji o wy� szej energii magnetycznej 

odpowiadaj� cej nasyceniu do konfiguracji domenowej o ni� szej energii. Wspó
czesna teoria 

cia
a sta
ego przewiduje, � e nie tylko metale ferromagnetyczne (� elazo, kobalt, nikiel), ale 

tak� e pi��  metali z grupy lantanowców i liczne stopy i zwi� zki chemiczne, w tym niektóre 

z
o� one z samych pierwiastków nieferromagnetycznych, sk
adaj�  si�  z makroskopowych 

domen (o rozmiarach rz� du paru tysi� cznych cz�� ci centymetra), w których spiny s�  

ustawione zgodnie. W nienamagnesowanej próbce domeny s�  zorientowane chaotycznie 

wzgl� dem siebie. W procesie namagnesowywania domeny ustawiaj�  si�  zgodnie przez ruch 

granic domen. Domeny zorientowane korzystnie wzgl� dem pola rosn�  kosztem pozosta
ych 

domen.  

Domeny ferromagnetyczne s�  oddzielone jedna od drugiej warstw�  przej�ciow�  

nazywan�  granic�  domenow�  albo �ciank�  Blocha. Jej grubo��  jest znacznie wi� ksza od 

odleg
o�ci mi� dzyatomowej. W nast� pnych podrozdzia
ach rozpatrzymy bardziej 

szczegó
owo energi�  anizotropii ferromagnetyków i granicy pomi� dzy domenami. 

2.4.2. Energia anizotropii magnetycznej 

W krysztale ferromagnetycznym mo� emy wyró� ni�  energi� , która powoduje, � e 

magnesuje si�  on 
atwiej wzd
u�  pewnych wyró� nionych kierunków krystalograficznych, 

nazywanych kierunkami 
atwego magnesowania. Energi�  t�  nazywamy energi�  

magnetokrystaliczn�  lub energi�  anizotropii. Je� eli przy tym kierunki  i J H  s�  jednakowe, to 

materia
y nazywaj�  si�  magnetykami izotropowymi. Je� li kierunek wektora magnetyzacji J  

zale� y ot kierunku pola wzgl� dem osi krystalograficznych, to takie materia
y nazywaj�   si�  

magnetykami anizotropowymi. 

W kryszta
ach mog�  by�  kierunki 
atwego i trudnego magnesowania. Na rys.2.9 na 

podstawie krzywej dla � elaza widzimy, � e kryszta
 � elaza ma o�  
atwego magnesowania 

[100], a trudnego [111] .  
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 Jednym ze � róde
  anizotropii magnetokrystalicznej jest asymetria w przekrywaniu si�  

rozk
adów elektronów s� siednich jonów (rys.2.10). W rezultacie spin-orbitalnego 

oddzia
ywania rozk
ad 
adunku ma kszta
t elipsoidalny,  a nie  kulisty. Asymetria jest 

zwi� zana z kierunkiem spinu, tak wi� c obrót spinu wzgl� dem osi kryszta
u zmienia energi�  

wymiany, a tak� e  zmienia energi�  oddzia
ywania elektrostatycznego pomi� dzy rozk
adami 


adunku par atomów. Energia w konfiguracji (a) jest inna ni�  w konfiguracji (b) (patrz 

rys.2.10). 

 

 Wektor namagnesowania J  kryszta
u oddzia
uje z sieci�  kryszta
u w wyniku 

przekrywania si�  orbitali elektronowych, a ruch orbitalny elektronu wp
ywa na jego spin za 

po� rednictwem sprz�� enia spin- orbita.  

Energia anizotropii w jednoosiowym krysztale mo� e by�  zapisana jako szereg:    

 2n
K n

n

e K a= �  (2.6) 

gdzie cosa q=  jest kosinusem  kierunkowym mementu magnetycznego M  wzgl� dem  

pewnej osi, a iK - s�  sta
ymi anizotropii krystalograficznej wyznaczanymi eksperymentalnie.    

Cz� sto bierze si�  tylko trzy pierwsze sk
adowe:  

 2 4
0 1 2cos cos .Ke K K Kq q= + +  (2.7) 

Rys.2.10. Asymetria przekrycia rozk
adów elektronów [45]. 
 

Rys.2.9. Anizotropia namagnesowania � elaza, niklu i kobaltu  [45]. 
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Przy 1 20, 0K K< =  otrzymujemy ferromagnetyk z 
atw�  osi�  (minimum energii anizotropii 

odpowiada 0q = ). 

 Najcz�� ciej wykorzystuje si�  nast� puj� ce formy zapisu g� sto�ci energii anizotropii:  

dla kryszta
u regularnego (kubicznego):  

 ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 3 2 3 2 1 2 3,Kc c ce K m m m m m m K m m m= + + +  (2.8) 

dla kryszta
u heksagonalnego: 

 ( ) ( )22 2 2 2
1 1 2 2 1 2 ...Kh h he K m m K m m= + + + +  (2.9) 

dla kryszta
u jednoosiowego: 

 2 4
1 2sin sin ,Ku u ue K Kq q= +  (2.10) 

gdzie q  jest k� tem pomi� dzy osi�   anizotropii a wektorem magnetyzacji. Sta
e materia
owe w 

zale� no� ci od materia
u s�  rz� du ( )2 7 310 2 10 /J m± - × . Na przyk
ad, stale anizotropii 

magnetospr�� ystej (w jednostkach erg/	
 3) stanowi� : dla � elaza  5 5
1 24.6 10 , 1.5 10K K= × = × , 

dla niklu 4 4
1 25 10 , 2.3 10 ,K K= - × = ×  oraz kobaltu 6 6

1 24.1 10 , 1.0 10K K= × = × . 

Kierunki, które mo� na wyznaczy�  z  równa�  ( 2.8- 2.10) nazywaj�   si�  kierunkami 


atwego magnesowania. Wzd
u�  takich kierunków kryszta
 mo� e by�  namagnesowany przy 

mniejszych przy
o� onych po
ach zewn� trznych . Je� eli wektor magnetyzacji zostaje obrócony 

do innego po
o� enia, jak to mo� e zaistnie�  przy doprowadzeniu pola magnetycznego pod 

odpowiednim k� tem, to wykonana zostanie praca przeciw si
om kryszta
u, które usi
uj�  

utrzyma�  osie spinów elektronowych równolegle do kierunku 
atwego magnesowania, a w 

zwi� zku z tym zostaje zmagazynowana w domenie dodatkowa energia.  

Energia anizotropii magnetycznej w  teorii mikromagnetyzmu odgrywa wa� n�  rol� . 

Mianowicie, wchodz� c jako sk
adowa do równania  energii ca
kowitej (zob.(2.17)), mo� e 

skomplikowa�  poszukiwanie rozwi� zania zagadnienia minimalizacji funkcjona
u (2.17) czy 

(2.18), powoduj� c jego niewypuk
o��  (patrz rozdzia
 4).    

2.4.3. Obszar przej � ciowy mi � dzy domenami 

� ciank�  Blocha w krysztale nazywamy warstw�  przej�ciow� , która rozdziela 

s� siaduj� ce ze sob�  domeny namagnesowane w ró� nych kierunkach. Ca
kowita zmiana 

kierunku spinu mi� dzy domenami nie ma charakteru skoku w obszarze jednej p
aszczyzny 

atomowej, lecz nast� puje w sposób stopniowy na przestrzeni wielu p
aszczyzn atomowych. 

� cianka mog
aby si�  rozszerza�  bez ogranicze� , gdyby nie energia anizotropii, która 

ogranicza jej szeroko�� . Kierunki spinów znajduj� cych si�  wewn� trz � cianki s�  istotnie 
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odchylone od kierunku 
atwego namagnesowania. Z istnieniem � cianki jest wi� c zwi� zana 

pewna energia anizotropii, w przybli� eniu proporcjonalna do grubo�ci �cianki. 

Grubo��  � cianki B
ocha wynosi oko
o ( )1/ 23/J Ka  sta
ych sieci, a energia na jednostk�  

powierzchni- oko
o ( )1/ 2
/KJ a , gdzie J  oznacza ca
k�  wymiany, K  - g� sto��  energii 

anizotropii, a  - stal�  sieci. [45].  W � elazie grubo��  obszaru przej�ciowego wynosi oko
o 300 

sta
ych sieci 

 

 

 Teoria mikromagnetyzmu pozwala na obliczenia kszta
tu i rozmiarów zarówno 

samych domen magnetycznych, jak i �cianek mi� dzydomenowych (� cianek Blocha). Tym 

samym mo� na mówi�  o obliczeniu mikrostruktury pewnej próbki materia
u magnetycznego. 

W rozdziale 5 mamy przyk
ad obliczenia numerycznego dwuwymiarowego zagadnienia 

zwi� zanego z mikromagnetykami nieodkszta
calnymi, mianowicie jednoosiowego 

ferromagnetyka.  

2.4.4. Cz� steczki jednodomenowe  

Materia
y ferromagnetyczne znajduj�  bardzo szerokie zastosowanie przede wszystkim 

jako magnetyczne no� niki informacji. Do wytwarzania pami� ci magnetycznych u� ywa si�  

Rys. 2.11. Struktura � ciany Blocha rozdzielaj� cej domeny.  [45]. 

Rys.2.12. Dwa ró� nych sposoby rotacji wektora magnetyzacji w 0180 -� ciance 
domenowej: a) � cianka Blocha, b) � cianka Neela [29]. 
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materia
u, który zawiera cz� steczki jednodomenowe lub wi� ksze jednodomenowe obszary. 

Do magnetycznych urz� dze�   wykorzystywanych do zapisu informacji nale��  m.in. twarde 

dyski w komputerach, ta�my magnetofonowe i video.    

Idealn�  cz� steczk�  jednodomenow�  jest ma
a cz� steczka, zazwyczaj o wyd
u� onym 

kszta
cie, która ma moment magnetyczny zwrócony w kierunku jednego z ko� ców cz� steczki. 

Dwie mo� liwe orientacje momentu magnetycznego w takiej cz� steczce- moment skierowany 

„w gór� ”  lub „w dó
”, mo� emy oznaczy�  przez + i -, lub zapisie cyfrowym jako 0 i 1. By 

wykorzysta�  cz� steczk�  ferromagnetyczn�  do zapisu informacji, musi ona by�  wystarczaj� co 

ma
a, rz� du 10-100 nm, tak by zawiera
a tylko jedn�  domen� . Je� li cz� steczka ma kszta
t 

wyd
u� ony lub ma jednoosiow�  symetri�  krystaliczn� , to s�  mo� liwe tylko dwie warto�ci 

momentu magnetycznego takiej jednodomenowej cz� steczki, co odpowiada wymaganiom, 

które musz�  by�  spe
nione przy zapisie cyfrowym w systemie dwójkowym.  

Pierwszym materia
em, który z powodzeniem wykorzystano do zapisu 

magnetycznego, by
y cz� steczki t - Fe2O3, o d
ugo� ci mniejszej od 1nm i stosunku d
ugo�ci 

do szeroko�ci w przybli� eniu równym 5:1, ich koercja wynosi ok. 200 Oe. 

Jeszcze lepszymi materia
ami okaza
y si�  materia
y na bazie dwutlenku chromu CrO2, 

bardzo wyd
u� one (20:1), z koercj�  blisk�  500Oe.  

Jednodomenowe cz� steczki ferromagnetyczne odgrywaj�  du��  rol�  w badaniu 

w
asno�ci ska
 osadowych. Namagnesowanie szcz� tkowe tych ska
 zawiera informacje na 

temat kierunku ziemskiego pola magnetycznego w momencie ich powstawania; jest to 

jednocze� nie informacja na temat geograficznego po
o� enia tych ska
 w danej epoce.  

Równie�  w biologii du� e znaczenie maj�  ma
e jednodomenowe cz� steczki 

magnetyczne, np. cz� steczki Fe3O4. Pozwalaj�  one zwierz� tom orientowa�  si�  wzgl� dem pola 

magnetycznego Ziemi.  Odgrywa to istotn�  rol�  w migracji ptaków, locie go
� bi pocztowych i 

pszczó
, a nawet  w ruchach bakterii. Efekt polega na oddzia
ywaniu jednodomenowych 

cz� steczek  (lub aglomeracji takich cz� steczek) w organizmie z polem magnetycznym Ziemi 

[45].  

2.5. Materia
y magnetospr �� yste 

2.5.1. Magnetostrykcja  

Podczas magnesowania materia
u ferromagnetycznego zachodz�  zmiany jego wymiarów. 

Zaobserwowano szereg zjawisk tego rodzaju i nazwano je nazwiskami ich odkrywców. 

Wszystkie te zjawiska obj� to wspóln�  nazw�  magnetostrykcji. Zjawisko Joule’a, czyli zmian�  



 28 

d
ugo� ci – tak wyd
u� eniem, jak i kurczeniem- wyst� puj� c�  w kierunku zgodnym z 

indukowan�  magnetyzacj� . Zwi� kszeniu d
ugo� ci towarzyszy zmniejszenie przekroju 

poprzecznego i przeciwnie, podczas gdy zwi� zana z tym zmiana obj� to� ci ma znaczenie 

zupe
nie drugorz� dne. Zaobserwowano równie�  zjawisko odwrotne – efekt Villariego, w 

którym odkszta
cenie na d
ugo�ci prowadzi do zmian przenikalno�ci magnetycznej w 

kierunku zaistnia
ego odkszta
cenia. Na ogó
 mo� na stwierdzi� , � e materia
, który w czasie 

magnesowania wyd
u� a si� , wyka� e zwi� kszon�  przenikalno��  magnetyczn� , je� eli poddany 

zostanie rozci� ganiu. Je� eli natomiast jego wspó
czynnik magnetostrykcji jest ujemny, 

przy
o� ona do niego zewn� trzna si
a rozci� gaj� ca zmniejszy jego przenikalno��  magnetyczn� .  

 

 Wyniki pomiarów magnetostrykcji � elaza, niklu i kobaltu dla g
ównych kierunków 

krystalograficznych podano na rys.2.13. Widoczne jest, � e nikiel i kobalt kurcz�  si�  

niezale� nie od kierunku magnesowania, magnetostrykcja � elaza jest zjawiskiem bardziej 

z
o� onym: � elazo wyd
u� a si�  w czasie magnesowania w kierunku [100], czyli w kierunku 

naj
atwiejszego magnesowania, kurczy si�  w kierunku [111], czyli najtrudniejszym, podczas 

gdy w kierunku [110] pocz� tkowo wyd
u� a si� , a nast� pnie przy wi� kszych warto�ciach 

indukcji- kurczy.   

Magnetospr�� ystym (albo magnetostrykcyjnym) cia
em nazywa si�  takie, w którym 

odbywa si�  odwracalna deformacja pod dzia
aniem pola magnetycznego. 

2.5.2. Zjawisko pami � ci kszta
tu 

Zjawisko powracania cia
a do pocz� tkowego kszta
tu w wyniku odwracalnej przemiany 

martenzytycznej przy nagrzaniu  nazywa si�  zjawiskiem pami� ci kszta
tu. 

Rys.2.13. Magnetostrykcja monokryszta
ów � elaza, niklu i kobaltu [11]. 
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Mo� liwo��  kierowania kszta
tem i rozmiarami pewnych materia
ów przy pomocy 

napr�� enia mechanicznego, pola elektrycznego czy magnetycznego pozwala wszystkie takie 

materia
y odnie��  do klasy materia
ów funkcyjnych. Do takiej klasy nale��  materia
y 

magnetostrykcyjne, piezoelektryczne oraz materia
y wykazuj� ce pami��  kszta
tu. Deformacje 

odwracalne w kryszta
ach za rachunek magnetostrykcji (MS), piezoefektu (PE) oraz pami� ci 

kszta
tu (SM)  nast� puj� ca:  

3 2 110 , 10 , 10 .MS SMPEL LL
L L L

- - -D DD
� � �  

Ka� dy z zaznaczonych sposobów dzia
ania na rozmiary geometryczne cia
a ma swoje zalety i 

wady, oraz swój obszar zastosowania w praktyce. Zaletami materia
ów magnetostrykcyjnych 

jest ma
y czas odpowiedzi, a materia
ów z pami� ci�  kszta
tu –du� a warto��  odkszta
cenia 

odwracalnego [67]. Materia
y magnetostrykcyjne stosowane s�  jako nadajniki oraz odbiorniki 

d� wi� ku, stabilizatory cz� stotliwo�ci, si
owniki. Materia
y z pami� ci�  kszta
tu umo� liwiaj �  

budow�  urz� dze� , przyrz� dów i aparatury w oparciu o nowe zasady konstrukcyjne. Pozwalaj�  

na znaczne uproszczenia konstrukcji, miniaturyzacj�  wyrobów oraz obni� enie kosztów 

produkcji. Obok techniki  materia
y wykazuj� ce pami��  kszta
tu  maj�  szerokie zastosowanie 

w medycynie jako ró� nego rodzaju implanty stosowane w chirurgii i ortopedii oraz w 

technice medycznej [73].  Materia
y z pami� ci�  kszta
tu wykorzystuje si�  równie�  do budowy 

silników, termoregulatorów, jako ró� nego rodzaju z
� cza rur, z
� cza elektryczne i optyczne 

[73]. Pierwszym i najpopularniejszym ze stopów metali wykazuj� cych pami��  kszta
tu jest 

Ni-Ti, jego w
asno� ci do praktycznego zastosowania stwierdzono w latach 1960-65 w USA w 

Naval Ordnance Laboratory. Efekt pami� ci kszta
tu stwierdzono w wielu stopów, w� ród 

których mo� na wymieni�  nast� puj� ce: Fe-Ni, Cu-Zn, In-Tl, Au-Cd, Cu-Al., Cu-Zn-Al., Cu-

Al.-Ni.    

Zjawisko pami� ci kszta
tu w metalach zwi� zane jest z odwracaln�  przemian�  

martenzytyczn� . Przemiana martenzytyczna nie wymaga dyfuzji atomów na du� e odleg
o� ci. 

Martenzyt posiada ten sam sk
ad chemiczny, stopie�   uporz� dkowania atomowego oraz 

zdefektowania sieci krystalicznej jak faza austenitu.  Przemiana martenzytyczna przejawia si�  

przesuni� ciem atomów drog�  odkszta
cenia sieci krystalicznej i niewielkich przesuni��  w 

obr� bie komórki elementarnej. Jednocze� nie zachodzi � cinanie poprzez po� lizg lub 

bli� niakowanie w po
� czeniu z niewielk�  sztywn�  rotacj� . Po raz pierwszy przemian�  

martenzytyczn�   zaobserwowano w stopach na bazie � elaza. Na pocz� tku uwa� ano j�  za 

przej�cie strukturalne od wysoko temperaturowej powierzchniowo centrowanej fazy (austenit) 

do nisko temperaturowej     regularnej przestrzennie centrowanej fazy (martenzyt). Teraz 
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wiadomo, � e przemiana podobna do przemiany martenzytycznej mo� e zachodzi�  nie tylko w 

metalach, równie�  w dielektrykach, pó
przewodnikach, zwi� zkach organicznych oraz jest 

jedn�  z podstawowych przemian po� ród przej��  fazowych w ciele sta
ym.  

 

 Na rys.2.14 schematycznie pokazano przej� cie fazowe od 

wysokotemperaturowej fazy regularnej powierzchniowo centrowanej  do fazy przestrzennie 

centrowanej  tetragonalnej. Takie przej� cia zachodz�  w ró� nych materia
ach z pami� ci�  

kszta
tu: Fe-Ni-C, Fe-Pd, In-Tl, Ni-Al., Ni-Mn oraz Ni2MnGa.  

Termodynamiczn�  sil�  nap� dow�  przemiany martenzytycznej jest zmiana energii 

swobodnej uk
adu. Warunkiem odwracalno� ci przemiany martenzytycznej jest 

termospr�� ysty charakter tej przemiany. Przebieg  odwracalnej przemiany martenzytycznej 

przedstawia krzywa  histerezy zmian ilo�ci fazy martenzytycznej od temperatury 

(rys.2.15.)[73]. 

Termospr�� ysty charakter tej przemiany oznacza, � e martenzyt tworzy si�  i wzrasta w 

sposób ci� g
y w miar�  obni� enia temperatury i zanika z jej wzrostem. Przemiana odwracalna 

zachodzi wi� c zasadniczo w warunkach równowagi pomi� dzy energi�  swobodn�  jako sil�  

nap� dow�  przemiany a energi�  spr�� yst�  zwi� zan�  z napr� zeniami przemiany [73].  

 

Rys.2.14. Schematyczny przebieg odkszta
ce�  podczas przemiany martenzytycznej: od 

wysokotemperaturowej fazy macierzystej (austenitu) niskotemperaturowej fazy 

martenzytu.  
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Rys.2.15. Zmiany nat�� enia linii dyfrakcyjnej fazy martenzytycznej w funkcji 

temperatury dla odwracalnej przemiany martenzytycznej. Ms - temperatura 

pocz� tku przemiany martenzytycznej, Mf - temperatura ko� ca przemiany 

martenzytycznej, A- temperatura pocz� tku tworzenia fazy macierzystej, A-  

Opis jednokierunkowego efektu pami� ci kszta
tu jako funkcji zmian odkszta
cenia od 

temperatury jest pokazany na rys.2.16. Mamy odzysk kszta
tu podczas nagrzewania próbki 

odkszta
conej w stanie martenzytycznym. Podczas ch
odzenia nie wyst� puj�  � adne zmiany 

kszta
tu. Próbka w stanie martenzytycznym odkszta
cona w temperaturze otoczenia wraca 

podczas nagrzewania w zakresie temperatur As-A f  do swego pierwotnego kszta
tu. Odzysk 

ten nie jest w pe
ni idealny, niewielka cz���  odkszta
cenia nie jest odzyskiwana. Wielko��  

odzyskiwanego odkszta
cenia uzale� niona jest od wielko� ci zadawanego odkszta
cenia. 

Wynika st� d, � e istnieje ograniczona wielko��  odkszta
cenia, której przekroczenie powoduje 

znaczny spadek odzyskiwanego kszta
tu. Ta wielko��  granicznego odkszta
cenia w zale� no�ci 

od stopu waha si�  w granicach 5-10%. Istnienie granicznej wielko�ci odkszta
ce�  wynika z 

faktu � e odkszta
cenie nie mo� e przekroczy�  odkszta
cenia odpowiadaj� cego granicy 

spr�� ysto� ci. W jednokierunkowym efekcie pami� ci kszta
tu odzysk pierwotnej geometrii 

przedmiotu nast� puje podczas nagrzewania, a w czasie ch
odzenia nie wyst� puje zmiana 

kszta
tu. Stop „pami� ta” jedynie kszta
t wysokotemperaturowej fazy macierzystej. W 

dwukierunkowym efekcie pami� ci kszta
tu stop zachowuje si�  jakby pami� ta
 zarówno kszta
t 

wysokotemperaturowej fazy macierzystej jak i niskotemperaturowej fazy martenzytycznej 

[73]. 

W niektórych przypadkach praktycznego wykorzystania efektu pami� ci kszta
tu 

istnieje potrzeba odzysku napr�� enia a nie odkszta
cenia.  
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Po� ród materia
ów z pami� ci�  kszta
tu s�  materia
y ferromagnetyczne. B� dziemy w 

dalszej cz�� ci pracy u� ywa�  do nazwy materia
ów ferromagnetycznych wykazuj� cych efekt 

pami� ci kszta
tu  nazwy skróconej  FMSMA (z ang. ferromagnetic shape memory alloys). 

2.5.3. Ferromagnetyki  wykazuj � ce pami ��  kszta
tu  

Rozpatrzmy w
asno� ci ferromagnetyków, które wykazuj�  pami��  kszta
tu oraz pozwalaj�  na 

sterowanie tymi efektami za pomoc�  pola magnetycznego. W
asno�ci FMSMA  s�  badane w 

nasz czas na ca
ym � wiecie w laboratoriach [2,32,67,69], oraz teoretykami, szukaj� cymi 

najodpowiedniejszy model zachowania tych materia
ów [2,25,26,33,63,69].  Szczególn�   

cech�   oddzia
ywania magnetospr�� ystego w FMSMA jest to, � e  obiektem oddzia
ywania s�  

du� e ansamble domen strukturalnych oraz ferromagnetycznych. Pami��  kszta
tu w takich 

materia
ach jest zwi� zana z przej�ciem martenzytycznym  fazowym, a wp
yw pola 

magnetycznego na parametry fazy martenzytycznej uwarunkowane jest oddzia
ywaniem 

magnetospr�� ystym. 

 Oprócz temperatury przej�cia austenit –martenzyt (por.rys.2.15) wa� nymi 

parametrami s�  temperatury Curie CT  (patrz rozdzia
 2.3) dla austenitu  i martenzytu. 

 Stopy FMSMA mog�  podlega�  du� ym deformacjom odwracalnym w skutek 

przebudowy martenzytycznej struktury domenowej w pole magnetycznym. Namagnesowanie 

systemu wskutek przemieszczenia si�  �cianek domen strukturalnych jest mo� liwe w 

materia
ach z wysok�  anizotropi�  magnetokrystalicznej, gdy przebudowa struktury 

martenzytycznej jest energetycznie wygodniejsza ni�  preorientacja momentów 

magnetycznych. Anizotropia magnetokrystaliczna jest g
ównym parametrem, od którego 

zale� y mo� liwo��  otrzymania du� ych deformacji  odwracalnych w ferromagnetycznych 

materia
ach z pami� ci�  kszta
tu.  

Rys.2.16. Schematyczne przedstawienie jedno- i dwukierunkowego efektu pami� ci 
kszta
tu [73]. 
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Wp
yw pola magnetycznego otwiera nowe mo� liwo� ci sterowania kszta
tem oraz 

rozmiarami ferromagnetyka. Pos
uguj� c si�  polem magnetycznym mo� na zmienia�  

temperatury  strukturalnych przej��  fazowych, dzia
a�  na topologi�  fazy martenzytycznej. 

Wa� n�  rol�  odgrywaj�  przy tym parametry podsystemu magnetycznego. Ró� nica w 

namagnesowaniu austenitu i martenzytu ma wp
yw na wielko��  zmiany temperatury 

przej�cia fazowego pod wp
ywem pola magnetycznego. Sta
e magnetospr�� yste oraz 

anizotropii magnetokrystalicznej  wp
ywaj�  na przebudow�  wariantów martenzytycznych 

w polu magnetycznym.  

 

Po� ród materia
ów FMSMA mo� na wymieni�  nast� puj� ce: Co-Ni, Fe-Pd, Fe-Pt, Fe-Ni-

Co-Ti. Najszerzej wiadome i stosowane s�  stopy typu Heuslera Ni2+xMn1-xGa, w których 

osi� gni� to wielko��  zadawanych dla odzysku odkszta
ce�  do 6%, co odpowiada teoretycznej 

granice deformacji przemiany martenzytycznej dla tego materia
u [69]. Stopy Heuslera s�  

potrójnymi intermetalowymi zwi� zkami (nikiel, mangan, gal), jak pokazano na rys. 2.19. w 

temperaturze pokojowej maj�  uk
ad regularny przestrzennie centrowany.  

W ferromagnetycznych stopach Heuslera Ni2+xMn1-xGa  temperatura Curie przewy� sza 

temperatur�  przej� cia martenzytycznego. Temperatury przej��  fazowych w takich stopach s�  

bliski do temperatury pokojowej, co daje mo� liwo��  praktycznego wykorzystania  kierowania 

kszta
tem i rozmiarami magnetyków w fazie martenzytycznej  przy u� yciu pola 

Rys.2.17. Pod wp
ywem pola magnetycznego H  wzrasta ilo��  strukturalnych domen   

martenzytycznych, maj� cych ten sam kierunek namagnesowania.           

 

Rys.2.18. Mikrostruktura stopu Co2Ni0.85Ga1.15  przy temperaturze pokojowej [67]. 
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magnetycznego. Na monokryszta
ach   Ni2+xMn1-xGa  w polach ~1 Tl by
a osi� gni� ta 

deformacja odwracalna ~6%.  

 

Na podstawie danych do�wiadczalnych wiadomo, � e osi�   
atwego magnesowania w 

fazie regularnej jest o�  wzd
u�  kierunku krystalograficznego [100] i sta
a anizotropii 

magnetokrystalicznej K1 jest nie du�� . Z przej�ciem do fazy martenzytycznej anizotropia  

magnetokrystaliczna znacznie zmienia si� . 

Na rysunku 2.20 s�  pokazane krzywe namagnesowania dla Ni51,3Mn24,0Ga24,7 w fazie 

martenzytycznej. W fazie macierzystej strukturalne domeny stopy Heuslera tworz�  si�  180o-

domenami magnetycznymi z wektorami namagnesowania [ ]100m . 

 

 

Podczas przej��  martenzytycznych zmienia si�  struktura domen magnetycznych. 

Niskotemperaturowa faza martenzytyczna sk
ada si�  z kilku 180o-domen magnetycznych. 

Szeroko��  domen magnetycznych znajduje si�  w przedziale 5-40mm . Podczas przy
o� enia 

zewn� trznego pola magnetycznego odbywa si�  przebudowa zarówno domen magnetycznych 

jak i strukturalnych. W niewielkich polach magnetycznych zmienia si�  topologia domen 

Rys.2.19. Struktura krystaliczna L21 fazy austenitycznej Ni2MnGa [69]. 

Rys.2.20. a) Zale� no� ci magnetyzacji  monokryszta
u 1-H|| [100], 2-H|| [110], 3-H|| [111], b) 

Zale� no� ci magnetyzacji dla monowariantnego martenzytycznego stanu, 1-o�  
atwego 

namagnesowania, 2-o�   trudnego namagnesowania [67].  
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ferromagnetycznych, które nabywaj�   kszta
t „choinek” ze wspóln�  �ciank�  domenow�  (patrz 

rys.2.21). Przy zwi� kszaniu pola magnetycznego procesy zmiany kierunków wektorów 

namagnesowania w domenach ferromagnetycznych  i przemieszczenia granic domen 

martenzytycznych konkuruj�  pomi� dzy sob�  [69]. 

 

 

 

  

Bardzo szerokie zastosowanie w technice otrzyma
  ferromagnetyczny materia
 z pami� ci�  

kszta
tu pod nazw�  handlow�  Terfenol-D. Jest to stop Tb0.3Dy0.7Fe1.95 (terb, dysproz, � elazo) 

[24,26,32,33].  

Do modelowania materia
ów magnetycznych nieodkszta
calnych oraz materia
ów 

magnetospr�� ystych stosuje si�  teori�  mikromagnetyzmu 

[2,14,15,25,26,29,31,32,33,37,38,39,46,47,52,53,55,60,61,63,72]. 

2.6. Elementy teorii mikromagnetyzmu  

 Wyj�ciowym punktem teorii mikromagnetyzmu  jest istnienie w ferromagnetyku 

spontanicznej magnetyzacji, która jest opisana  przez klasyczne pole wektorowe: 

 ( )
3

2

1

( ) , 1.S i
i

J m
=

= × =�J r m r  (2.11) 

Zwykle poni� ej punktu Curie i przy oddzia
ywaniu niezbyt wielkich zewn� trznych pól 

mo� na przyj��  za
o� enie, � e wielko��  wektora SJ , nazywan�  magnetyzacj�  nasycenia, nie 

zale� y od wspó
rz� dnych  przestrzennych i przy pewnej temperaturze jest wielko� ci�  sta
� . 

Wówczas rozk
ad magnetyzacji mo� na opisywa�  wektorem jednostkowym 

( )1 2 3, , , 1m m m= =m m . Równomierny rozk
ad wektora m  wyznaczamy z teorii 

mikromagnetyzmu, stosuj� c  przy tym zasad�  wariacyjn� : ca
kowita energia uk
adu, 

sk
adaj� ca si�  z ró� nych sk
adowych powinna by�  minimaln� .  

Rys.2.21 (a) Eksperymentalna obserwacja domen magnetycznych i strukturalnych w 
stopie Ni2MnGa metod�  si
owej mikroskopii magnetycznej (b), schematycznie 
pokazano struktur�  domen [69]. 
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Przy rozpatrywaniu energii ca
kowitej bierze si�  pod uwag�  nast� puj� ce  cz
ony 

[14,15,29]:  

1. energi�  wymiany Ae , nazywan�  tak przez jej pochodzenie od elementarnych 

wzajemnych oddzia
ywa� , odpowiadaj� cych za ferromagnetyzm. Mo� e by�  ona 

przedstawiona jako dodatnio okre� lona forma kwadratowa pochodnych cz� stkowych 

sk
adowych namagnesowania wzgl� dem zmiennych przestrzennych. Wielko��  ta definiuje 

„sztywno�� ” wektora magnetyzacji w stosunku do gwa
townych zmian przestrzennych.  

W wypadku kryszta
ów kubicznych lub materia
ów izotropowych energia wymiany jest 

izotropowa i g� sto��  energii ma nast� puj� c�  posta� : 

 
2

3

, 1

i
A

i k k

m
e A

x=

� �¶
= � �¶� �

� , (2.12) 

gdzie sta
a A jest rz� du 12 1110 2 10 J/m- -- × . Je� eli symetria kryszta
u jest heksagonalna lub 

ni� sza, to nale� a
oby wzi��  pod uwag�  ogólniejsz�  posta�   [29]:  

 
3

, , 1

i i
A kl

i k l k lV

m m
e A dV

x x=

� �¶ ¶
= � �¶ ¶� �

�� ; (2.13) 

2. energi�  magnetyczn�  anizotropii Ke  opisuj� c�  oddzia
ywanie magnetyzacji z sieci�  

krystaliczn� . Ró� ne osi krystalograficzne nie s�  równowa� ne pod wzgl� dem magnetyzacji. 

Energi�  anizotropii zwykle opisuje si�  przy pomocy wspó
rz� dnych sferycznych, (por.2.6-

2.10); 

3. energi�  zewn� trzn�  He  . Magnetyzacja przy dzia
aniu pola zewn� trznego H  ma 

energi�  magnetostatyczn� , g� sto��  której mo� na zapisa�  jako: 

 He = - ×H J ; (2.14) 

4. energi�  magnetostatyczn�   albo energi�  rozproszenia SE . Jest to energia 

rozproszenia uwzgl� dniaj� ca fakt, � e sam „magnes” stwarza pole magnetyczne. 

Namagnesowanie i pole magnetyczne zadaj�   razem indukcj�  magnetyczn� : 4p= +B H J , dla 

której jest prawdziwe równanie Maxwella div 0=B . St� d wynika, � e   

 div 4 div .p= -H J  (2.15) 

Je� eli dywergencja namagnesowania  J  nie jest równa zero, to jest ono � ród
em pola 

magnetycznego, tzw. pola rozproszenia, którego energi�  mo� na zapisa�  w dwóch ró� nych 

formach  albo ca
kuj� c po ca
ej przestrzeni n� , albo po obj� to�ci  próbki P: 

 21 1
.

8 2n

S S S
P

E H dV dV= = - ×� � H J
�

p
 (2.16) 
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W niektórych przypadkach nale� y uwzgl� dni�  energi�  powi� zania magnetyzacji z 

mechanicznymi odkszta
ceniami sieci krystalicznej. Tak�  energi�  rozk
adamy na dwie cz�� ci: 

5. energi�  napr�� e�  magnetostrykcyjnych MSE . Pomi� dzy struktur�  magnetyczn�  a 

deformacjami sieci krystalicznej  cia
a wyst� puje oddzia
ywanie „magnetospr�� yste”, które 

przejawia si�  w zjawisku magnetostrykcji i jest rz� du ( )6 3 310 10 /J m- -- ; 

6. energi�  wzajemnego oddzia
ywania magnetyzacji z napr�� eniami pochodzenia 

niemagnetycznego es . Cz� sto  wykorzystuj�  si�  przy tym liniow�  spr�� ysto��  (prawo 

Hooke’a ). 

W teorii mikromagnetyzmu stosuje si�   zasad�  wariacyjn� , mówi� ca, � e rozk
ad 

wektora magnetyzacji m  wewn� trz ferromagnetycznego cia
a ( ), 2,3d dW Ì =�  

minimalizuje energi�  ca
kowit� . Zasada wariacyjna mikromagnetyzmu mo� e by�  zapisana 

nast� puj� co [14]: 

 ( ){ } 0,
nm A K H S MSe e e e dV E Esd + + + + + =��

 (2.17)  gdzie symbol 

3
2

1

1.i
i

m
=

=�   

 W pracy b� dziemy korzysta�  z zagadnienia minimalizacji energii ca
kowitej dla cia
 

magnetospr�� ystych w postaci (1.1). Szczegó
owo rozpatrzymy to sformu
owania w 

nast� pnych rozdzia
ach stosownie mikromagnetyków nieodkszta
calnych oraz 

magnetospr�� ystych.  

2.7. Zasada minimum dla mikromagnetyków nieodkszta
 calnych  

Rozpatrzmy sformu
owanie  zagadnienia mikromagnetyzmu dla statycznego i 

sztywnego o� rodka. Takie zagadnienie wykorzystywane jest dla modelowania materia
ów 

ferromagnetycznych [18,24,30,52,59], maj� cych bardzo szerokie zastosowanie w 

wspó
czesnych urz� dzeniach jak magnesy trwa
e, sensory magnetyczne czy  magnetyczne 

no�niki zapisu informacji. Po� ród nich znajduj�  si�  materia
y z kubiczn�  (regularn� ) struktur�  

jak w przypadku � elaza, i jednoosiowe materia
y magnetyczne podobne do kobaltu, maj� ce 

tylko jeden kierunek 
atwego namagnesowania i wykazuj� ce efekt histerezy, który te�  

wykorzystuje si�  w zastosowaniach. 

Stosuj� c teori�  mikromagnetyzmu zapiszemy funkcjona
 energii ca
kowitej 

(sztywnego) ferromagnetyka dla rozpatrywanego przypadku, który b� dzie  mie�  wtedy cztery 
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sk
adowe: energi�  wymiany, energi�  anizotropii, energi�  zewn� trzn�  i energi�  

magnetostatyczn� : 

 ( )
2 21

( ) dx+ dx- dx+ dx.
2 d

E u
W W W

= Ñ × Ñ� � � �m m m H m
�

a f  (2.18) 

Parametr 0a >  jest parametrem wymiany. Niewypuk
a, dodatnia funkcja f  jest g� sto�ci�  

energii anizotropii i jest równa zero przy ,  dla 
i

i IÎm e , ( ) ( ) ,i if f± < " ¹e m m e . 

Wówczas wektory d
i Îe �  definiuj�  osie 
atwego namagnesowania. Funkcja : dW ®H �  

opisuje przy
o� one zewn� trzne pole magnetyczne. Skalarny potencja
 magnetyczny 

: du ®� �  jest zwi� zany z wektorem magnetyzacji m  przez  równanie Maxwella: 

 ( )div 0 w ,du W-Ñ + =m �c  (2.19)  

gdzie Wc  jest funkcj�  charakterystyczn�  zbioru W: 

 ( )
1,  przy ,

0,przy .W

ÎW�
= �

ÏW�

x
x

x
c  

Zak
adamy, � e materia
 jest nasycony magnetycznie, to znaczy nat�� enie magnetyzacji 

m  osi� ga warto��  nasycenia (saturacji) i 1=m  prawie wsz� dzie w dW Ì � . 

Definiujemy zbiór funkcji dopuszczalnych  

   ( ){ }L , : 1, p.w. w d¥= Î W = Wm m��� . 

Wtedy mamy nast� puj� ce zagadnienie minimalizacji: 

Znale��  

 ( ){ }inf .E Îm m �  (2.20)  

Je� eli  istnieje rozwi� zanie m takiego zagadnienia, to mówimy, � e minimum energii 

jest osi� gane. Poni� ej rozpatrujemy problem istnienia rozwi� zania zagadnienia (2.20). 

Parametr wymiany a  w równaniu funkcjona
u energii ca
kowitej( )E m  (patrz (2.18)) 

odgrywa tu  wa� n�  rol� . Je� eli 0a >  problem (2.20) ma rozwi� zanie, zob. [13,14], ale gdy 

0a =   zagadnienie (2.20) nie ma rozwi� zania w klasycznym sensie, jak to zachodzi dla 

przypadku jednoosiowego ferromagnetyka. Przy numerycznym modelowaniu zagadnienia 

energi�  wymiany pomija si� ,  bowiem warto��  energii wymiany  waha si�  zazwyczaj 

pomi� dzy 12 3 11 310 /  i 2 10 /J m J m- -× . Wówczas energia anizotropii i energia 

magnetostatyczna maj�  warto� ci odpowiednio 2 3 7 310 / 2 10 /  i J m J m- ×  7 30 3 10 / ,J m- ×  por. 

[29]. Ponadto obliczenia dla przypadku kiedy 0a =  w (2.18) s�  bardziej skomplikowane. 

W
a�nie ten przypadek jest rozpatrywany w pracy w rozdziale 4. Wówczas g� sto��  energii 
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wewn� trznej materia
u (2.18) jest funkcj�  niewypuk
� , co jest przyczyn�  nieistnienia 

klasycznych rozwi� za� . Minimizery maj�  wówczas charakter oscylacyjny. Mamy tutaj do 

czynienia ze zjawiskiem zwanym „mikrostruktur� ”, które objawia si�  w postaci szybkich 

przestrzennych oscylacji gradientu mÑ . Fizycznie oznacza to istnienie domen 

magnetycznych, w których zmienia si�  kierunek magnetyzacji. 

Dla rozwi� zania takiego niewypuk
ego  zagadnienia minimalizacji (2.20) stosuje si�  

ró� ne metody relaksacji: g
ównie relaksacj�  wypuk
�   oraz relaksacj�  przy pomocy miar 

Younga,  definicje i w
asno� ci której podano w nast� pnym rozdziale.  

2.8. Modelowanie  materia
ów magnetospr �� ystych 

Rozpatrzmy teorie magnetospr�� ysto� ci przedstawionej w [26,33], której podstaw�  s
u� y 

teoria mikromagnetyzmu. Ta teoria opisuje zachowanie magnetospr�� ystych materia
ów 

takich jak Terfenol-D. 

 Niech niezdeformowane cia
o krystaliczne w konfiguracji odniesienia zajmuje g
adki, 

regularny obszar 3W Ì � . Zak
adamy, � e istnieje wektor namagnesowania ( )m x , ÎWx   

oraz przy pewnej temperaturze poni� ej temperatury Curie: 

( )( ) ,Smº ÎWm x x , 

gdzie sm  jest saturacj�  magnetyczn� . Zak
adamy, � e ( )2 2, sL m SÎ Wm , gdzie 2
sm S  jest 3-

wymiarow�  sfer�  o promieniu Sm . Oraz, zak
adaj� c 0=m  poza obszarem W, rozszerzamy 

na ca
�   przestrze�  3� . Niech �  b� dzie przestrze�  dopuszczalnych wektorów 

namagnesowania. Deformacja jest opisana przez funkcj�  3: W ®y � tak� , � e przemieszczenie 

jest ( ) ( )= -u x y x x , wtedy infinityzymalne odkszta
cenie: 

 [ ] ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )1 1
2 2

T T
= Ñ + Ñ - = Ñ + ÑE y x y x y x I u x u x , 

gdzie I  jest macierz�  jednostkow� . Zak
adamy, � e ( )1 3,HÎ Wy � . Dla powi� zania wektorów 

namagnesowania z odkszta
ceniem korzystamy si�  z faktu, � e w ka� dym punkcie istnieja 

preferowane kierunki siatki krystalicznej. Powi� zanie jest  funkcj�  parzyst� :  

 ( ) 3 3
0 symM ´® Îm E m  

gdzie 3 3
symM ´  jest macierz�  symetryczn�  3 3´ . Uwa� amy, � e ( )0E m  jest odkszta
ceniem w 

nieobci�� onym stanie, któremu odpowiada wektor namagnesowania m .  
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G� sto��  energii anizotropii magnetycznej jest funkcj�  parzyst� , nieujemn�   

[ )2: 0,Sm Sj ® +¥  (zob. rozdzia
 2.4.2). Je� eli wektor �m  le� y na osi 
atwego 

namagnesowania oraz � �( )0=E E m  jest odpowiadaj� cym mu odkszta
ceniem 

bezobci�� eniowym, wtedy para � �( ),E m  minimalizuje (ca
kowit� ) g� sto��  energii anizotropii 

[ )3 3 2: 0,sym SM m S´F ´ ® +¥ , które jest zdefiniowana jako: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )0 0

1
,

2
jF = + - × -E m m E E m E E m� , 

gdzie �  jest dodatnio- okre� lonym tensorem 4 walencji sta
ych  spr�� ystych. G� sto��  energii 

anizotropii jest inwariantem wzg
edem transformacji symetrycznej materia
u:   

 ( ) ( ), , ,           TQ Q Q Q PF = F " ÎE m E m , 

gdzie ( )3P OÌ  jest grup�  punktow�  sko� czon�  niedeformowanej sieci krystalicznej 

zwi� zanej z obszarem W. Wówczas, je� eli � �( ),E m  zeruje funkcj�  F , to równie�  i 

� �( ),Q Q QE m  dla Q P" Î . Zak
adamy, � e wszystkie minimizery funkcji F  sk
adaj�  si�  z 

pojedynczych symetrycznych transformacji. Wtedy zbiór zerowych poziomów g� sto� ci 

energii F  ma struktur� :  

 ( )
1

,
n

i i
i =

= ±E m��� , 

oraz dla ka� dego 1,...j n=  istnieje symetryczna transformacja Q PÎ  taka, � e 

( ) ( ), ,T
j j j jQ Q Q=E m E m . Ka� da para ( ), ÎE m �  nazywa si�  studni�  energetyczn� , liczba 

wszystkich  studni energetycznych 2N n= .  

 Rozwi� zuj� c  równania Maxweell’a (2.15) zapiszemy energie magnetostatyczn�  (por. (2.16)) 

w postaci: 

  ( ) ( )2 21 1
8 8n n

d dz
p p

= Ñ� �m mH x x x x
� �

 

gdzie z= Ñm mH . 

 Niech cia
o b� dzie pod wp
ywem zewn� trznego po
a magnetycznego H , wtedy energia 

zewn� trzna (por.(2.14)) dana jest wzorem: 

 ( )d
W

×� H m x x . 
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Energi�  obci�� e�  mechanicznych, zwi� zan�  z przy
o� onym napr�� eniem powierzchniowym  

( )Sn x  zapiszemy jako: 

 [ ] ( )d
W

- ×� S E y x x, 

gdzie S jest sta
�  ( niezale� n�  od y ) macierz�  3 3´ . 

 Sformu
ujemy zagadnienie minimalizacji energii swobodnej po to, by opisa�  

makroskopowe zachowanie cia
a magnetospr�� ystego w obszarze W pod wp
ywem 

zewn� trznego pola magnetycznego H  oraz przy
o� onego napr�� enia S (por.(1.1),(2.17): 

 
[ ]( ) [ ] ( ) ( )( ) [ ] ( )

( ) ( )3

2

, ,

1
                   .

8

d d

d dz
p

W W

W

= F - ×

- × + Ñ

� �

� � m

E y m E y x m x x S E y x x

H m x x x x
�

�
 

Definiujemy zbiór funkcji dopuszczalnych w sposób naturalny: 

 ( ) [ ] ( ){ }1 3: , :  dla ,  oraz H= = Î W ÎE m E E y y m�� � . 

Dla rozwi� zania tego zagadnienia wykorzystywana jest relaksacja przez miary Younga, 

definicj�  której podano w rozdziale 3. W prace [26] wykorzystano  nast� puj� ce za
o� enia: 

obszar W ma kszta
t elipsoidalny, wykorzystano energie anizotropii magnetokrystalicznej dla 

kryszta
ów regularnych.  

Energia zrelaksowana wygl� da nast� puj� co: 

( ) ( )*
1

, 1 1

1
,... 4

2

N N

N j j i i i i i
i j i

q q q p q q
= =

� �
= W × - × + ×� �

� �
� �m D m h m S E� ,  

gdzie , 1,..i i Nq =  s�   udzia
ami obj� to� ciowymi stanów w i-tej studni energetycznej. 

Praca [26] zawiera przyk
ad stosowania teorii do obliczenia numerycznego magnetostrykcji 

na przyk
adzie materia
u Terfenol-D. Na rys.2.22 pokazano zale� no�ci odkszta
cenia od 

przy
o� onego pola magnetycznego w stopie Terfenol-D: eksperymentalne wyniki oraz wyniki 

obliczeniowe.  
 

 

 

 

 

 

Rys. 2.22. Magnetostrykcja stopu  Terfenol-D pod wp
ywem zewn� trznego pola 
magnetycznego wzd
u�  ró� nych osi krystalograficznych wyznaczone eksperymentalnie i 
obliczone numerycznie [26]. 
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Rozdzia
 3 

Elementy teorii miar Younga 

 

W zagadnieniach minimalizacji funkcjona
ów energetycznych, gdy funkcjona
 ten nie jest 

dolnie pó
ci� g
y, tzn. gdy nie s�  spe
nione odpowiednie warunki wypuk
o� ci, metoda 

bezpo� rednia rachunku wariacyjnego nie daje si�  zastosowa� . W takim przypadku 

zagadnienie minimalizacji rozwi� zuje si�  przy pomocy miar Younga.  

 W tym rozdziale omówimy podstawowe definicje poliwypuk
o� ci, kwaziwypuk
o� ci 

oraz wypuk
o�ci rz� du 1 oraz klasyczne rezultaty zwi� zane z odpowiednim rodzajem 

wypuk
o�ci i doln�  pó
ci� g
o� ci�  funkcjona
ów. Podamy proste przyk
ady zagadnie�  

minimalizacyjnych, które nie maj�  klasycznych minimizerów. W podrozdziale 3.3 

wprowadzimy ogólne poj� cie miar probabilistycznych, zwanych te�  miarami Younga, w 

uj� ciu Balla [9], Tartara [68], Kinderlehrera i Pedregala [40] oraz w podrozdziale 3.4 

omawiamy miary Younga generowane przez ci� gi gradientów.  

 
3.1. Wybrane poj � cia podstawowe  

Podstawowymi poj� ciami w tym rozdziale b� d�  poj� cia takie jak: dolna pó
ci� g
o��  

funkcjona
u, funkcje kwaziwypuk
e, funkcje poliwypuk
e.     

Niech nW Ì �  b� dzie otwartym, ograniczonym podzbiorem o mierze Lebesgue’a 

sko� czonej. Za
ó� my, � e  

 � ��� �� ��� � � � � � ��� �  

i niech � � �� ��� �� � � �� �  b� d�  funkcjami mierzalnymi; symbolem � ��  oznaczamy 

tu zbiór macierzy o wymiarach � �� . 

Definicja 3.1. Funkcja �� � ��� � � � �� �  jest funkcj�  Carathéodory’ego,  je� li: 

(a) � �� �� � ��  jest mierzalna dla ka� dego �� � � i � ���� �  

(b) � �� �� � � �  jest ci� g
a dla prawie ka� dego �� � �  

Definicja 3.2. Niech � ��� �  b� dzie dowoln�  przestrzeni�  topologiczn� , gdzie symbol �  

b� dzie oznacza�  tutaj siln� , s
ab�  lub s
ab� * topologi� . Mówimy, � e funkcja 

� �� �� � � �� ��  jest � � dolnie pó
ci� g
� , je� eli dla ka� dego � � �  zbiór 

� �� ��� � � � �� �  jest domkni� ty w ��  Powiemy, � e �  jest ci� gowo � � dolnie pó
ci� g
a 
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w punkcie  �� ��  je� li dla dowolnego ci� gu � ��� ��  zbie� nego do �   w topologii �  

mamy  

 � �� � ��� ��� �

�

� � � �
��

�  

B� dziemy mówi� , � e � jest dolnie pó
ci� g
a w � , je� li jest ona dolnie pó
ci� g
a dla 

wszystkich � �� . 

W dowodzie twierdzenia o istnieniu miar probabilistycznych  wykorzystuje si�  

twierdzenia Banacha-Alaoglu [64]. 

Twierdzenie 3.1. Niech � b� dzie otoczeniem zera w przestrzeni liniowo topologicznej 

�  i niech 

 �� � � � � � ��� � �� � �� dla ka� dego �� �� , 

gdzie � �  oznacza przestrze�  sprz�� on�  do  � , a � ���  jest skalarnym iloczynem � ����� .  

Wówczas � �  jest s
abo*  zwarty.  

Poniewa�  miary Younga s�  podzbiorami przestrzeni miar, przypomnijmy poj� cie 

s
abej zbie� no� ci miar. 

Niech �  b� dzie przestrzeni�  metryczn�  lokalnie zwart�  i o� rodkow� . Niech   

 � � � �� �� � �� � � � ����� � 	� � � � � � � � � � �� �� � � � � � � ��  

gdzie odwzorowanie �  s�  ci� g
e, a zbiór �  jest zwarty. Wówczas przestrze�  miar 

ograniczonych � �� ��  jest przestrzeni�  sprz�� on�  do przestrzeni funkcji ci� g
ych o zwartym 

no�niku, tj. � �� � � �� �� � �
�

� �  w sensie takim, � e dla wszystkich � �� ��� � �
�

�  istnieje 

� �� �� � ��   taka, � e  

 � �

�

� � �� �� �  

dla wszystkich � ��� � �� . 

Rozwa� amy przestrze�  miar � �� ��  wyposa� on�  w s
ab� * topologi�  

� � � �� ���� � � �� � .  Wprowad� my  poj� cie s
abej*  zbie� no� ci w zbiorze miar. 

Definicja 3.3. Niech � �� �
�

� �
  b� dzie ci� giem miar Borela. Mówimy, � e ci� g jest s
abo* 

zbie� ny do n  (co zapisujemy jako 
*

jn n� ),  je� eli  

 ��� ��
� �

�� ��� �
��

�� �  
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dla wszystkich � ��� � �� . 

Z twierdzenia Banacha-Steinhausa i twierdzenia Banacha-Alaoglu  wynika 

nast� puj� cy rezultat: 

Twierdzenie 3.2. Ci� g { }j j
n

Î �
 jest s
abo*  zbie� ny do miary n  wtedy i tylko wtedy, gdy 

( )supj j Xn < ¥  oraz istnieje g� sty podzbiór 0( )D C XÌ  taki, �e 

 lim .jj
X X

u d u d u Dn n
®¥

= " Î� �  

Ponadto, ka� dy ci� g { }jn  taki,  �e ( )( )j Xn  jest ograniczony, zawiera podci� g s
abo*  

zbie� ny, a odwzorowanie ( )Xn n�  jest dolnie pó
ci� g
e wzgl� dem s
abej*  zbie�no�ci. 

Ostatnie stwierdzenie wynika z równo�ci  

 ( ) ( )0sup , 1
X

X u d u C X un n
� �

= Î £� �
� �
�  

oraz z faktu, � e supremum rodziny funkcji pó
ci� g
ych jest funkcj�  pó
ci� g
� .  

Definicja 3.4. Funkcja : mnf ® ��  jest wypuk
a je� eli dla dowolnych , mnA BÎ �  oraz 

l Î � , 0 1l£ £  zachodzi  

 ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1f A B f A f Bl l l l+ - £ + - . 

Je� eli funkcja : mnf ® ��  jest niewypuk
a, wtedy istniej�  takie , mnA BÎ �  oraz pewne l , 

� e ma miejsce nierówno��   

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1f A f B f A Bl l l l+ - < + - . 

3.1.1. Kwaziwypuk
o �� , poliwypuk
o ��  i wypuk
o ��  pierwszego rz � du 

Za
o� enie wypuk
o�ci funkcji podca
kowej ( ), ,f x Ñu u  wzgl� dem trzeciej zmiennej jest 

warunkiem zbyt silnym dla zagadnie�  istnienia minimizerów w nieliniowej mechanice 

o� rodków ci� g
ych i ogólnie w rachunku wariacyjnym. Okazuje si�  w szczególno� ci, � e 

warunek wypuk
o� ci jest sprzeczny z jedn�  z podstawowych zasad mechaniki – zasad�  

obiektywno� ci materia
owej (por.[20]). Za
o� enie o wypuk
o�ci g� sto� ci energii wewn� trznej 

jest wystarczaj� ce dla problemów liniowych mechaniki oraz dla niektórych zagadnie�  

jednowymiarowych. W zwi� zku z tym pojawi
y si�  w literaturze poj� cia znacznie 

rozszerzaj� ce klas�  funkcji i funkcjona
ów wypuk
ych. Wprowadzimy teraz odpowiednie 

uogólnienia poj� cia wypuk
o� ci funkcji. Poj� cia te s�  rozwa� ane w pracach Balla, Dacorogni i 

innych [ 5,8,7,20,22,50] 

Definicja 3.5. Funkcja : mnf ® ��  jest kwaziwypuk
a, je� eli  
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( )( ) ( )( ) 0
D

f y f dyf+ Ñ - ³� A A  (3.1) 

dla dowolnego ograniczonego zbioru ,mD Ì �  dla dowolnej macierzy mnÎA �  i dla ka� dej 

funkcji ( )1,
0 ; ,mW Df ¥Î � tj. dla  0f =  na D¶  (brzegu obszaru D ). 

Je� eli funkcja podca
kowa f  b� dzie dodatkowo zale� e�  od xoraz ( )xu , tj. je� li 

( ) ( )( ), , ,f f x x x= Ñu u  wówczas mówimy, � e ( ), ,f x s A  jest kwaziwypuk
a wzgl� dem ,A  

je� eli zamiast (3.1) spe
niona jest nierówno��   

 ( )( ) ( )( )0 0 0 0, , , , 0
D

f x y f x dyf+ Ñ - ³� u � u �  

dla prawie ka� dego 0x ÎW  oraz dla ka� dego ( )0 0 .mu u x= Î �  W podobny sposób nale� y 

rozumie�  obie poni� sze definicje.  

Definicja 3.6. Funkcja : mnf ® ��  jest funkcj�  wypuk
�  rz� du 1 (ang. rank-one 

convex), je� eli  

 ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1f f fl l l l+ - £ + -A B A B  (3.2) 

[ ]0,1 ,l" Î  dla wszystkich macierzy m n´  takich, � e { }rz 1- £A B , gdzie  { }rz A oznacza 

rz� d macierzy A . 

Definicja 3.7. Funkcja : mnf ® ��  jest funkcj�  poliwypuk
� , je� eli istnieje funkcja 

wypuk
a �  taka, � e  

 ( ) ( )( ) ,f T=A A�  (3.3) 

gdzie ( )T A  jest wektorem z
o� onym ze wszystkich  minorów { },1 inf ,s s s n m´ £ £  

macierzy .mnÎA �  

Przyk
ad 3.1. Niech 2 2, 1, : .n mW Ì = = W ®u� �  Funkcja  

 ( ) ( )2 2
trf Ñ = Ñ - Ñu u u  

jest kwaziwypuk
a (a nawet poliwypuk
a) i nieograniczona z do
u. Symbol tr oznacza 

operator � ladu macierzy. 

Przyk
ad 3.2. Niech 2;m n= =  wówczas ostatni�  definicj�  mo� na rozumie�  jako 

( ) ( ), detT =A A A  oraz  

 ( ) ( ), detf =A A A� . 

Tak wi� c, na przyk
ad, funkcja  
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 ( ) ( ) ( )2 2
, det detf = = +A A A A A�  

jest poliwypuk
a  ale nie wypuk
a. Tutaj A  oznacza norm�  macierzy A . 

Przyk
ad 3.3. Niech m n=  i niech  

 ( ) ( ), , det ,f x Ñ = Ñu u u �  

gdzie ®� �:�  jest funkcja wypuk
� ; wówczas f  jest poliwypuk
a. W szczególno�ci 

funkcja ( ) detf Ñ = Ñu u  jest funkcj�  poliwypuk
� . 

 Przyk
ad 3.4. W zagadnieniach geometrycznie nieliniowej spr�� ysto� ci mamy do 

czynienia z g� sto�ci�  energii wewn� trznej dan�  wzorem (por. [20]) 

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2

1 2 33 adj adj 3 det 1 ,T TW C C C= - + - + -F FF F F F  

gdzie 0iC >   s�  pewnymi sta
ymi materia
owymi (tzn. materia
 jest jednorodny), za�  = ÑF u  

jest gradientem deformacji. Je� eli dodatkowo przyj��  w powy� szym wzorze, � e  det 1,=F  

wówczas materia
 jest nazywany nie�ci� liwym. Mo� na pokaza� , � e ( )W F  jest  funkcj�  

poliwypuk
�  (por.[5]). Dok
adnej, funkcja ( ) ( ),adj ,detW =F F F F�  jest funkcj�  wypuk
�  

wzgl� dem wszystkich trzech argumentów. Podkre� limy, � e rozk
ad taki na ogó
 nie jest 

jednoznaczny.  

Przypomnijmy, � e adjF  oznacza zbiór wszystkich dope
nie�  algebraicznych macierzy 

F  (czasami w literaturze oznaczano jako cof F ).  

Uwaga 3.1. Niech ( ) ,f f= F  gdzie .= ÑF u  Wówczas zachodz�  implikacje: 

f wypuk
a f� poliwypuk
a f� kwaziwypuk
a f� wypuk
a rz� du 1. 

Gdy 1m=   lub 1,n =  wszystkie te poj� cia s�  równowa� ne. W ogólnym przypadku implikacje 

odwrotne nie s�  prawdziwe, np. funkcja ( ) detf =A A  jest funkcj�  poliwypuk
�  (i oczywi�cie 

kwaziwypuk
�  ), ale nie jest funkcj�  wypuk
� . Ponadto, je� eli  2f CÎ  (wzgl� dem gradientu), 

to 

( )f Ñu  jest wypuk
a rz� du 1  
2

, ,

   0,i j
i j

f
u u a b

a b

l l x x
¶

Û ³
¶ ¶

 

dla ,n mÎ Î� �� �  oraz , .
i

i u
u

xa
a

¶
=

¶
 

Ostatni�  nierówno��  nazywamy warunkiem Legendre’a-Hadamarda. Oznacza ona 

eliptyczno��  równa�  Eulera-Lagrange’a, lub siln�  eliptyczno�� , gdy nierówno��  jest ostra. 



 47 

Uwaga 3.2. Kwaziwypuk
o��  g� sto� ci energii wewn� trznej ma nast� puj� c�  

interpretacj�  w dziedzinie mechaniki: deformacje jednorodne minimalizuj�  energi�  

wewn� trzn�  cia
a przy braku si
 powierzchniowych i przy za
o� eniu, � e materia
 jest 

jednorodny. Z drugiej strony nie znaleziono jak do tej pory interpretacji fizycznej funkcji 

poliwypuk
ej (Ball [5] wprowadzi
 to poj� cie do nieliniowej teorii spr�� ysto� ci w roku 1977), 

chocia�  wiele g� sto�ci funkcji energii ma t�  w
asno�� .  

Niech teraz symbole , ,Cf Pf Qf oraz Rf oznaczaj�  kolejno nast� puj� ce regularyzacje  

funkcji :f  wypuk
� , poliwypuk
� , kwaziwypuk
a oraz wypuk
�  rz� du 1, zdefiniowane 

nast� puj� co: 

supCf = { £� � � �� �  jest funkcj�  wypuk
� }, 

supPf = { £� � � �� �  jest funkcj�  poliwypuk
� }, 

supQf = { £� � � �� �  jest funkcj�  kwaziwypuk
� }, 

supRf = { £� � � �� �  jest funkcj�  wypuk
�  rz� du 1}. 

Wówczas mamy nast� puj� cy ci� g nierówno�ci charakteryzuj� cy relacje pomi� dzy 

odpowiednimi relaksacjami [22]: 

 .Cf Pf Qf Rf f£ £ £ £  (3.4) 

Je� li f  jest wypuk
a, to w (3.4) mamy równo�� , poniewa�  ,f Cf f **= =  gdzie 

podwójna gwiazdka oznacza drugie spr�� enie funkcji f  (tzw. bipolara funkcji f ), 

( ) ,f f
*** *= ( ) ( ){ }sup , : , .f u u u f u u X u X* * * *= - Î Î   

Ponadto, je� li 1n =  lub 1,m=  to poj� cia te pokrywaj�  si� . Wówczas mamy 

 Cf Pf Qf Rf= = =  ( ,f= je� eli f  jest wypuk
a). 

Nast� puj� ca nierówno�� , zwan�  nierówno� ci�  Jensena, odgrywa du��  rol�  w teorii 

miar Younga. Nierówno��  ta jest równowa� na wypuk
o� ci w sensie, który wynika z 

poni� szego twierdzenia.  

Twierdzenie 3.3. Niech f  b� dzie funkcj�  wypuk
� . Wówczas prawdziwa jest 

nast� puj� ca nierówno��  dla wszystkich przestrzeni probabilistycznych ( ),mW  i wszystkich  

funkcji mierzalnych :nW ® �� �  

 ( )( ) ( ) .f d f dm m
W W

� �
³ � �

� �
� �� � � �  (3.5) 
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Dowód tego twierdzenia mo� na znale��  w ksi� dze Braidesa [16], str. 197.  Klasyczna 

wersja tej nierówno�ci jest nast� puj� ca: je� eli f jest wypuk
a, to spe
niona jest nierówno��  

Younga: 

 ( )( ) ( )1 1
.

Q Q

f u x dx f u x dx
Q Q

� �
³ � �� �

� �
� �  

Zwró� my uwag� , � e powy� sza nierówno��  jest wykorzystana do okre� lenia funkcji 

kwaziwypuk
ej (por.(3.1)). 

3.1.2. Dolna pó
ci � g
o ��   funkcjona
ów a wypuk
o ��  

 Nast� puj� ce klasyczne ju�  rezultaty charakteryzuj�  zwi� zki pomi� dzy doln�  

pó
ci� g
o� ci�  i odpowiedni�  wypuk
o�ci�  funkcji podca
kowych dla funkcjona
ów ca
kowych.  

I. Przypadek przestrzeni .L¥ Niech W b� dzie otwartym podzbiorem przestrzeni n�  i 

niech .mÎW ®u �  

Twierdzenie 3.4 (Ball [6]). Niech : mf ®� �  b� dzie funkcj�  tak� , �e 

( )( ) ( )1Lf × Î Wu  dla ( ) .
m

L¥Î Wu  Wówczas  

 ( ) ( )( )J x dxf
W

= �u u  

jest funkcjona
em ci� gowo s
abo*  dolnie pó
ci� g
ym na przestrzeni ( )L¥ W  wtedy i tylko 

wtedy, gdy f  jest funkcj�  wypuk
� . 

Nast� puj� ca uwaga charakteryzuje wszystkie funkcje ci� gle. 

Uwaga 3.3. Niech f  b� dzie funkcj�  tak�  jak w powy� szym twierdzeniu. Niech L¥  

b� dzie wyposa� ona w topologi�  s
ab� * , za�  1L  w topologi�  s
ab� . Wówczas odwzorowanie 

( ) ( )1:
m

L Lf ¥ W ® W jest ci� gowo ci� g
e wtedy i tylko wtedy, gdy f  jest funkcj�  afiniczn� ,  

tzn. ( ) ,af = + ×u b u  gdzie  i wektor  a b s�  sta
e. Zauwa� my, � e w powy� szym twierdzeniu 

nie by
o koniecznie wymaganie ci� g
o� ci funkcji .f  

II . Przypadek przestrzeni 1, .W ¥  Rozwa� my teraz funkcj�  : mny ® ���  tak� , � e 

( )( ) ( )1Ly × Î WF  dla ( ) .
mn

L¥Î WF  

Twierdzenie 3.5 (Morrey [50]; Ball [6]). Niech : nmy W´ ´ ®� ��  b� dzie funkcj�  

ci� g
� . Rozpatrzmy funkcjona
 

 ( ) ( ) ( )( ), , .J u x u x u x dxy
W

= Ñ�  
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Wówczas funkcjona
 J jest ci� gowo s
abo*  dolnie pó
ci� g
y w ( )1,W ¥ W  wtedy i tylko 

wtedy, gdy y jest kwaziwypuk
a. 

 Twierdzenia te ukazuj�  rol�  wypuk
o�ci lub kwaziwypuk
o� ci w zale� no�ci od tego, 

czy funkcja podca
kowa zale� y od gradientu, czy te�  nie. 

 W zagadnieniach mechaniki i w rachunku wariacyjnym wa� ne jest formu
owanie 

problemów minimalizuj� cych raczej w przestrzeniach 1,pW  ( )1 p£ < ¥  ni�  1, ,W ¥ poniewa�  

g� sto� ci energii wewn� trznych (funkcje podca
kowe) wielu materia
ów hiperspr�� ystych 

zachowuj�  si�  jak wielomiany o ustalonej pot� dze wzgl� dem gradientów deformacji lub 

kombinacji odpowiednich minorów gradientu deformacji. 

Badanie minimizerów funkcjona
ów niewypuk
ych w zastosowaniu do nieliniowej 

teorii spr�� ysto�ci zosta
o rozpocz� te w pracy Balla [5]. Ball zauwa� y
, � e rezultaty Morreya 

[50] nie mog�  by�  stosowane do nieliniowej spr�� ysto�ci, gdy�  nie uwzgl� dniaj�  warunku 

niepenetracji materia
u ( )det 0 ;>F równie�  brak w nich warunków typu: energia ro� nie, gdy 

wyznacznik gradientu deformacji maleje do zera. Ball uzupe
ni
 te braki, wprowadzaj� c m.in. 

poj� cie funkcji poliwypuk
ej, uogólniaj� c w ten sposób poj� cie wypuk
o� ci. Twierdzenia 

Balla o istnieniu minimizerów funkcjona
ów ca
kowych dotycz�  funkcji poliwypuk
ych 

spe
niaj� cych odpowiedni warunek koercywno� ci. Ten rodzaj wypuk
o� ci nie ma interpretacji 

fizycznej, cho�  mo� na pokaza� , � e funkcje g� sto� ci energii wewn� trznej dla ci� 
 

hiperspr�� ystych   s�  cz� sto poliwypuk
e. Wa� nym rezultatem dotycz� cym funkcji 

kwaziwypuk
ych jest nast� puj� ce twierdzenie.  

Niech nW Ì � b� dzie dowolnym zbiorem mierzalnym i niech 

 ( ) ( ) ( )( ), , , .F f x x x dx
W

W = Ñ�u u u  

Twierdzenie 3.6 (Acerbi-Fusco[3]). Niech 1 ;p£ < +¥  ponadto za
ó� my, � e funkcja 

: n m nmf ´ ´� � �  spe
nia nast� puj� ce za
o� enia: 

(a) f jest funkcj�  Carathéodory’ego; 

(b) f jest funkcj�  kwaziwypuk
� ; 

(c) ( ) ( ) ( )2
0 , ,

p
f a C£ £ + +x s � x s �  dla ka� dego , , ,n m mnÎ Î Îx s �� � �  gdzie 

0C >  jest sta
�  oraz ( )a a= x  jest nieujemn� , lokalnie ca
kowaln�  funkcj�  na n� .   

Wówczas dla ka� dego zbioru otwartego nW Ì �  funkcjona
 ( ),F Wu u�  jest 

(ci� gowo) s
abo dolnie pó
ci� g
y w przestrzeni ( )1, ;p mW W � . 
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Dowód tego twierdzenia przy u� yciu miar Younga podany zosta
 w pracy [34].  

3.2. Metoda bezpo � rednia rachunku wariacyjnego 

Stosuj� c metod�  bezpo� redni�  rachunku wariacyjnego, mo� na udowodni�  istnienie 

minimizerów, je� li funkcja podca
kowa spe
nia odpowiednie za
o� enia. W pierwszym 

przyk
adzie tego punktu poka� emy, stosuj� c metod�  bezpo� redni� , � e klasyczne minimizery 

mog�  nie istnie� . Warunek koercywno� ci jest tu spe
niony, ale brak wypuk
o� ci odpowiada za 

brak dolnej pó
ci� g
o� ci badanego funkcjona
u. Tego typu problemy prowadz�  do miar 

Younga. Znanym przyk
adem jest tzw. zagadnienie nawigacyjne Zermelo.  

Przyk
ad 3.5. Rozpatrzmy funkcjona
  

 

( )
1

0

22
2

, ,

gdzie  , 1

I u f u u dx

f u u u u

� �= � �
� �

� �� �� � 	 
= + -� �� �
� � 	 
� �� �

�
�

� �
 (3.6) 

oraz nast� puj� ce zagadnienie minimizacji: 

Zadanie (P). Znale��  minimum funkcjona
u 

 ( ){ }inf : ,I u u Î �  

gdzie 

 ( ) ( ) ( ){ }1,4 0,1 : 0 1 0 .u W u u= Î = =��  

Funkcjona
y, które s�  opisane przez niewypuk
e funkcje podca
kowe ,f  które w mechanice 

przedstawiaj�  g� sto��  energii wewn� trznych, nazywamy potencja
ami dwu- lub 

wielostudniowymi. Prosty przyk
ad potencja
u dwustudniowego, takiego � e  

 ( ) � ( ) ( )22, 1 ,f u v f v v= = -  

tzn. niezale� nego od zmiennej u  pokazano na rys.3.1. 

 
Rys.3.1. Potencja
 dwustudniowy niewypuk
y typu � ( ) ( )22 1f v v= - . 

 

 

v

� ( )f v

01- 1
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 Zauwa� my, � e ( ) 0I u ³  dla dowolnej funkcji ( )1,4 0,1 ,u WÎ  wobec czego istnieje 

infimum funkcjona
u ( )I u  okre� lonego na  przestrzeni Sobolewa ( ) ( )1,4 1,20,1 0,1 .W WÇ  

Zauwa� my, � e ci� g oscyluj� cy postaci (por.rys.3.2) 

( )

2 1
,        jesli   , ,

2

1 2 1 1
,     jesli   , ,

2

n

k k k
x x

n n n
u x

k k k
x x

n n n

� +� �- Î� � �� � �
= 	

+ + +� �� - + Î � �� � �


�

�
 

dla 0,1,..., 1k n= -  oraz 1,2,...n = jest ci� giem zbie� nym jednostajnie (a wi� c tak� e i 

punktowo) do funkcji ( ) 0.u x¥ =  

 Z kolei  

 
( ) ( ) ( )1   p.w. na odcinku 0,1 ,n

n

du x
u x

dx
º =�  (3.7) 

Mamy wi� c 

 2

1
0 inf .

4
P

n
£ £  

St� d ( )
0

lim 0,  czyli inf 0,nn
I u P

®
= =  natomiast  

 ( ) ( )0 lim xn
u x u x¥ ®¥

= =  

nie jest rozwi� zaniem zadania (P), gdy� ( ) ( )1 0 inf .I u P¥ = ³ =  Oznacza to, � e ci� g 

minimalizuj� cy nie jest zbie� ny do minimizera funkcjona
u ( ) :I u  

 ( ) ( )0,   ale  1.nI u I u¥® =  

Nie mamy zatem spe
nionego warunku dolnej pólci� g
o� ci funkcjona
u :I  

 ( ) ( )
0

0 liminf 1.nn
I u I u¥®

= ³ =  

Wobec tego zadanie (P) nie posiada klasycznego minimizera. Zobaczymy pó� niej, jak 

zrelaksowa�  ten problem, u� ywaj� c miar probabilistycznych (miar Younga). 

Rys.3.2. Ci� g minimizerów dla zadania (P) 

1u

2u
3u

0 1
x

( )u x
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 Poka� emy teraz, na czym polega metoda relaksacji kwaziwypuk
ej. Zadanie 

zrelaksowane (QP) dla zadania (P) ma nast� puj� c�  posta� .  

 Zadanie (QP). Znale��   

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1,4

0

inf , : , 0 1 0 ,Qf u x u x dx u W u u
� �

Î W = =� �
� �
� �  (3.8) 

gdzie 

 ( ) ( )
2

, ,     jesli 1,
,

,                jesli 1, 

f u
Qf u

u

x x
x

x
� >�= � £��

�

�
 (3.9) 

 Zadanie (QP) ma conajmniej jeden minimizer 0.u º  Zauwa� my tutaj, � e zadanie (QP) 

jest wypuk
e (zagadnienie jednowymiarowe). Uwypuklenie funkcji � ( )f v  przedstawione na 

rys.3.3.  

 

 Zauwa� my, � e: 

 (a) ( ) ( )22 2, 1f u u u u= + -� �  jest funkcj�  niewypuk
�  wzgl� dem u�  ( f  jest wypuk
a 

wzgl� dem ,u  ale ten fakt jest bez znaczenia).  

 (b) Brak wypuk
o� ci wzgl� dem u�  jest odpowiedzialny za brak dolnej pó
ci� g
o� ci 

funkcjona
u I  (por. Ball [6]). Z kolei problem (QP) spe
nia warunki: ( )Q ,f u x  jest wypuk
a 

wzgl� dem x  oraz Qf  jest dolnie pó
ci� g
a.  

 Zatem problem (QP) posiada minimum. Zwró� my uwag�  na to, � e ta metoda gubi 

niektóre istotne informacje o np. oscyluj� cym zachowaniu si�  minimizerów. 

 Przejd� my teraz do problemu sterowania optymalnego, który nie posiada klasycznego 

rozwi� zania.  

 Przyk
ad 3.6. Zminimalizowa�  funkcjona
 kosztów (por.[68]) 

 ( ) ( )2 2

0

T

J u y u dt= -�  (3.10) 

Rys.3.3. Uwypuklenie funkcji ( ),f u v º  ( ) � ( ),Qf u v Q f v= . 

 

 

v

� ( )Q f v

01- 1
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przy nast� puj� cych za
o� eniach: u  jest takie, � e ( ) 1u t £  dla prawie ka� dego ( )0, ,t TÎ  oraz 

spe
nione jest równanie: 

 ( ) ( ) ( )' , 0 0.y t u t y= =  

Zauwa� my, � e funkcjona
 J  jest niewypuk
y, a wi� c nie wiadomo, czy minimizer istnieje. 

Poniewa�  ( )J u T³ -  dla ka� dego ,u   tzn. funkcjona
 J   jest ograniczony z do
u. Je� li 

( ) ( )2 2

0

,
T

J u y u dt T= - = -�  

to 0y =  oraz 
2

1u =  p.w. na odcinku ( )0,1 . Ponadto, 0y =  implikuje 0u =  p.w. w zbiorze 

( )0,1 . Zatem mamy sprzeczno�� . Pomimo to twierdzimy, � e ( )inf .J v T= -  W tym celu 

konstruujemy nast� puj� cy ci� g:  

 ( ) ( )1  dla 0 / 2 , 1,2,...,

1  dla 0 / ,                      n

t T n n
u t

t T n

� + £ £ =
= �

- £ £�
 

a nast� pnie przed
u� amy ten ci� g w ci� g w sposób okresowy na ca
y odcinek [ ]0, .T  Jak 

wida� , wtedy  

 20   silnie  oraz  1.n ny u® =  

St� d ( )inf .J v T= -  Jednak para ( ),u y  taka, � e 20 i 0,y u= =  nie mo� e by�  rozwi� zaniem 

rozpatrywanego zadania, tak wi� c minimum jest nieosi� galne. 

 Rozwa� my zadanie uogólnione, tzw. zagadnienie zrelaksowane. We� my dwie funkcje 

u  i v  takie, � e 

 ( )( ) ( ) ( )2
1   p.w. w 0, .u t v t T£ £  

Okre� lamy zbiór K  nast� puj� co: 

 ( ){ }2, :  i 1 .K u v v u v= = £�  

Widzimy, � e   

 ( ) ( ),   p.w.u v co KÎ , 

gdzie ( )co K  oznacza domkni� cie uwypuklenia zbioru  K . 

Okre� limy uogólniony funkcjona
 kosztu nast� puj� co: 

 ( ) ( )2

0

, .
T

J u v u v dt= -��  
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Zrelaksowany funkcjona
 ( ),J u v�  jest funkcjona
em wypuk
ym wzgl� dem obu argumentów i 

jest okre� lony na zbiorze wypuk
ym i domkni� tym. St� d wniosek, � e J�  osi� ga swoje 

minimum, które jest realizowane w punkcie ( ) ( ), 0,1 .u v =  Ponadto istnieje wzajemnie 

jednoznaczna odpowiednio��  pomi� dzy  i J J�  okre� lona przez ( )2,u u u�  oraz 

( ) ( )2, .J u J u u= �  Je� li mamy ci� g minimalizuj� cy { }nu  taki, � e  

 ( ) ( ) ,nJ u J u®  

oznacza to, � e ( )2,n nu u  jest ci� giem minimizerów dla .J�  Ci� g ten jest zbie� ny do rozwi� zania 

( )0,1  b� d� cego minimizerem funkcji .J�  Te spostrze� enia umo� liwiaj �  nam wprowadzenie 

miar Younga. 

3.3. Miary Younga 

Niech b� dzie dany ci� g { }ju  taki, � e : m
ju W ® �  oraz ( )ju x KÎ  dla p. k. xÎW , 

gdzie zbiór mK Ì � . Wiemy, � e je� eli ,ju u¥��  wówczas ( ) ( )co Ku x¥ Î  p.w. w ,W  i wynik 

ten jest optymalny. Przypu�� my, � e chcemy zna�  relacje pomi� dzy ( )lim  oraz lim ,j jj j
u F u

®¥ ®¥
 

gdzie : mF ®� �  s�  funkcjami ci� g
ymi, niekoniecznie afinicznymi. 

Konstruujemy now�  funkcj�  (por.[68]) 

 ( ) ( ) ( )( )( ): , .j j j jU x U x u x F u x=�  

Wówczas  

 ( ) ( )( ){ }' : , :   p.w. w  .jU x K z F z z KÎ = Î W  

Za
ó� my, � e  

 ( ) ( )
,     

, ,   tzn. 
.

j

j
j

u u
U U u

F u

��= �
��

�
�

�
��

�
 

Wówczas na mocy poprzednich rozwa� a�  mamy ( ) ( )co 'U x KÎ  dla prawie ka� dego .xÎW  

 Dochodzimy do nast� puj� cego zagadnienia: co mo� na powiedzie�  o granicach 

wszystkich ci� gów ( )jF u  dla wszystkich funkcji ci� g
ych ,F  niekoniecznie wypuk
ych? 

Najpierw odpowiemy na pytanie, jak zachowuje si�  powy� szy ci� g dla funkcji wypuk
ych. 

Otó�  je� eli F  jest funkcj�  wypuk
� , wówczas  
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 ( )( ) ( ) ( )( )    dla p.k. .jF u x x F u x x³ ÎW��  

W ogólnym przypadku odpowied�  na powy� sze pytanie daje nast� puj� ce twierdzenie, które 

jest fundamentalnym twierdzeniem o istnieniu miar Younga, stowarzyszonych z ci� giem 

funkcji zbie� nych w sensie miary. Poni� ej prezentujemy wersje tego twierdzenia z prac 

[27,28]; por. równie�  Ball [9], Tartar [68], Dacorogna [21]. 

Twierdzenie 3.7. Niech W b� dzie zbiorem otwartym w ,n� mierzalnym w sensie Lebesgue’a. 

Niech mK Ì � b� dzie zbiorem domkni� tym i niech : ,m
ju W ® � 1,2,...,j =  b� dzie ci� giem 

funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a i takich, � e ( )ju ×  jest zbie�ny w zbiorze K  wed
ug 

miary, gdy ,j ® ¥  tzn. dla dowolnego otwartego otoczenia U zbioru K  w m�  istnieje 

 ( ){ }lim meas : 0.jj
x u x U

®¥
ÎW Ï =  

Wówczas istnieje podci� g { }jku  ci� gu { }ju  oraz rodzina probabilistycznych miar Radona 

,x xn ÎW , o mierze dodatniej na m�  zale�� ca w sposób s
abo*  mierzalny od x  nazywana 

miar�  Younga,  taka, �e  

 (a) : 1
m

x xdn n= £�
�

 dla prawie ka� dego ,xÎW  

 (b) supp x Kn Ì  dla prawie ka� dego ,xÎW  

 (c) ( ) ( ) ( )
*

,
m

j x xf u f f dn l n l= �
�

�  w przestrzeni ( )L¥ W  dla ka� dej funkcji ci� g
ej 

: mf ®� �  spe
niaj� cej warunek  ( )lim 0.f
l ®¥

=�  

 Za
ó� my ponadto, �e ci� g { }ju  spe
nia nast� puj� cy warunek ciasno�ci: 

 ( ){ }0 lim sup meas x : 0,r jL j
r B u x L

®¥ Î
" > ÎW Ç ³ =

�
 (3.11) 

gdzie ( )0r rB B=  jest kul�  o promieniu r i � rodku w zerze. Wówczas 

 1   . . ,x dla p k xn = ÎW   (3.12) 

tzn. xn  jest miar�  probabilistyczn�  i zachodzi nast� puj� cy warunek (3.13):            

dla dowolnego zbioru A Ì W  i dowolnej funkcji : mf ®� �  takiej, �e 

ci� g ( ){ }jf u   jest ci� gowo s
a
o relatywnie zwarty w przestrzeni 

( )1 ,L A  mamy nast� puj� c�   zbie�no�� :   ( ) ,j xf u fn�  w ( )1 .L A  (3.13) 
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Uwaga 3.7. Ball [9]  udowodni
, � e warunek ciasno� ci (3.11) jest równowa� ny warunkowi:  

dla danego 0r >  istnieje ci� g
a niemalej� ca funkcja ): 0,¥ ®�� ���  taka, � e  

( )lim
t

t
®¥

= ¥��        oraz 

 ( )( )sup .
r

k
k B

u x dx
Î WÇ

< ¥�
�

��  (3.14) 

Ponadto okazuje si� , � e przy za
o� eniu (3.11) dla dowolnego zbioru mierzalnego AÌ W  

mamy zbie� no��  

 ( ) ( ), , ,j xf f xn× ×u �  w przestrzeni ( )1 ,L A  

dla ka� dej funkcji Carathéodory’ego  : mf A´ ®� �  takiej, � e ci� g ( ){ }, jf u×  jest ci� gowo 

s
abo relatywnie zwarty w ( )1L A . St� d fakt ten jest równowa� ny warunkom (3.11), (3.12) i 

(3.13). 

W tej samej pracy [9] Ball pokaza
, � e je� li ci� g ku  generuje miar�  Younga xn , wówczas dla 

( )( )1
0; mL Cy Î W �  zachodzi równo��  

 ( )( ) ( )lim , , , .k xk
x x dx x dxy n y

®¥
W W

= ×� �u  

Intuicyjnie mo� emy my� le�  o mierze Younga jako o granicznym rozk
adzie 

prawdopodobie� stwa, gdy 0k ® , warto�ci ci� gu ( )ku  blisko punktu x. Precyzyjniej mo� na 

powiedzie�  tak: niech ( ),B x d  b� dzie kul�  otwart�  o � rodku w punkcie x  i promieniu 0.d >  

Niech ,x k  b� d�  ustalone, podczas gdy ( )
,
k

x dn  jest rozk
adem prawdopodobie� stwa warto�ci 

funkcji ( ) ( )ku y , gdy y  jest wybrane losowo z kuli ( ), .B x d  Oznacza to, � e 

 ( )
,0

lim lim k
x xk dd

n n
® ®¥

=  (3.15) 

prawie wsz� dzie.  

W zastosowaniach znaczn�  rol�  odgrywaj�  nast� puj� ce fakty dotycz� ce silnej 

zbie� no� ci ci� gów lub zbie� no� ci wed
ug miary oraz miar produktowych. 

Lemat 3.1. [12]  Za
ó�my, �e  W  ma miar�  sko� czon�  i niech xn   b� dzie miar�  Younga 

generowan�  przez ci� g { } .j j
u

Î �
 Wówczas zachodzi równowa� no�� : 

 ( )    . . .j x u xu u wg miary dla p k xn d® Û = ÎW    (3.16) 
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Lemat 3.2. [12] Niech W ma miar�  sko� czon� , .W < ¥  Je� li ci � gi : m
ju W ® �  oraz 

: k
jv W ® �  generuj�  odpowiednio miary Younga ( )u xd  oraz ,xn  wówczas ci� g ( ),j ju v  

generuje miar�  Younga ( ) .xu xd nÄ  

Podamy jeszcze wersj�  Tartara [68] lematu 3.1. Tartar pokaza
, � e miara Younga 

redukuje si�  do rodziny miar Diraca wtedy i tylko wtedy, gdy ci� g ju  jest silnie zbie� ny w 

przestrzeni ( )pL W  dla pewnego 1.p >  

Lemat 3.3. [68] Niech   
*

ju u�  w ( ).L¥ W Wówczas ju u®  silnie w ( )pL W ( )p < ¥  wtedy i 

tylko wtedy, gdy ( )x u xv d= (miara Diraca skupiona w ( )u x ). 

Przyk
ad 3.7. Niech ( ) w ju u L¥ W�  i niech f   b� dzie identyczno�ci� , tj. ( ) .f x x=  

Wówczas na mocy twierdzenia 3.7. mamy nast� puj� c�  fundamentaln�  w
asno��  miar Younga  

stowarzyszonych z ci� giem { } :ju  

 ( ) ( ).
m

xu x dvl l= �
�

 

Przyk
ad 3.8. Niech [ ]: 0,1u ® �  b� dzie funkcj�  ci� g
�  i periodyczn�  o okresie 1. Wówczas 

dla ( ) ( )ju x u jx=  mamy  

 ( )( ) ( ) ( )( )
1*

0

,jf u x v f f u x dxl = �� ,  .j ® ¥  

W tym przypadku mamy xv v=  ( miara jednorodna).  

Przyk
ad 3.9. Rozwa� my ci� g ( ){ }sin , 1,2,...jx j =  Mo� na pokaza� , � e odpowiadaj� ca temu ci� gowi miara 

Younga wyra� a si�  nast� puj� co (por.[71]): 

 ( ) ( ) ( )1,12

1
,

1
x

d
dv

l
l c l

p l
-=

-
 

gdzie ( )1,1c -  jest funkcj�  charakterystyczn�  odcinka (-1,1). Wobec tego dla wszystkich funkcji 

( )f CÎ �  mamy  

 ( ) ( )1*

2
1

1
sin

1

f
f jx f d

l
l

p l-

º
-

�� ,  gdy .j ® ¥   

Ca
ka po prawej stronie jest równa  

 ( )
2

0

1
sin .

2
f y dy

p

p �  
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Przyjmijmy, � e id.f =  Wówczas otrzymujemy  

 
1*

2
1

1
sin 0

1
jx d

l
l

p l-

=
-

�� ,   gdy .j ® ¥  

Niech teraz ( ) 2.f z z=  Wówczas  

 ( )( )
1 2*2

2
1

1 1
sin

21
jx d

l
l

p l-

=
-

�� . 

Zauwa� my, � e dwie ostatnie granice pokrywaj�  si�  z wyra� eniem  

 ( )
2

0

1
sin

2
f y dy

p

p �  

odpowiednio dla ( ) 2id  oraz  .f f y y= =  

Przyk
ad 3.10. Niech :h ®� �  b� dzie okresowym rozszerzeniem nast� puj� cej funkcji: 

 ( )
,

,

a
h x

b
�

= �
�

   je� li    
0 ,

1.

x

x

l
l

£ <

£ <
 

Okre� lamy ci� g funkcji [ ]: 0,1jz ® �  nast� puj� co: 

 ( ) ( ).jz x h jx=  

Poniewa�  funkcja h  jest okresowa, to mamy nast� puj� cy rezultat (por. przyk
ad  3.8): 

 ( ) ( )
1*

0

1 .jz h y dy a bl l= + -��  

Z
o� enie f h�   jest funkcj�  okresow�  (por. przyk
ad  3.8), wobec tego zachodzi zbie� no��  

 ( ) ( ) ( ) ( )
*

1jf z f a f bl l+ -� ,   gdy .j ® ¥  

St� d wniosek, � e ci� g { }jz generuje miar�  Younga { }xv v=  tak� , � e 

 ( )1 .x a bv ld l d= + -  

W tym przypadku rodzina miar { }xv  jest niezale� na od parametru ,x  zatem indeks xmo� emy 

opu�ci� . Tak�  miar�  v  nazywamy jednorodn�  miar�  Younga (por. przyk
ad 3.8). 

3.4. Miary Younga generowane przez gradient.   

W zagadnieniach wariacyjnych mechaniki o� rodków ci� g
ych wsz� dzie tam,gdzie 

poszukujemy rozwi� za�  � cis
ych b� d�  przybli� onych, mamy na ogó
 do czynienia z 

funkcjona
ami zale� nymi od gradientu deformacji (mo� e te�  wyst� pi�  gradient wy� szego 
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rz� du). B� dziemy wtedy mówi� , � e miara Younga jest generowana nie przez ci� g funkcji, 

lecz przez ci� g gradientów (krótko: przez gradient). 

Definicja 3.8. (Sychev [65]). Miara Younga ( )x x
n

ÎW
jest gradientow�  p - miar�  Younga, 

gdzie [ )1, ,pÎ ¥  je� li jest ona generowana przez gradienty { }j jÎ
Ñu

�
 ci� gu 

{ } ( )1, ;p m
j j

W
Î

Ì Wu
�

�  takiego, � e ci� g { }ju  jest s
abo zbie� ny w przestrzeni ( )1, ;p mW W � , 

a funkcje 
p

jÑu  s�  jednakowo ca
kowalne. 

 Niech b� dzie dany funkcjona
  

 ( ) ( ) ( )( ), , ,W x x x dx
W

W = Ñ�u u u�  (3.17) 

okre� lony na przestrzeni Sobolewa ( )1, ;p mW W �  i niech ci� g { }ju  b� dzie ograniczony w tej 

przestrzeni. Poniewa�  interesuje nas zachowanie si�  funkcjona
u �  na przestrzeni  Sobolewa 

1, ,pW  a nie tylko na 1, ,W ¥  konieczny jest odpowiedni wzrost funkcji podca
kowej 

( ), ,W x u p . Mianowicie, b� dziemy �� da� , � eby wzrost funkcji W  by
 typu: 

 ( ) ( )1 , , 1 , .
p mnC W x C£ £ + Îu A A A �  (3.18) 

W przestrzeniach funkcji ca
kowalnych wraz z p -t�   pot� g� , je� li ci � g { }p

kÑu  jest 

ograniczony w ( )1 ,L W  to generalnie nie mo� emy zagwarantowa�  jego ograniczono�ci w 

( )L¥ W  (dla pewnego [ )1,pÎ ¥ ). Je� li jednak ( );j p mnLÑ Î Wu �   oraz 

 ( )
pj x dx M

W

Ñ £� u  (3.19) 

dla pewnego ,M Î �  wówczas istnieje rodzina { }x x
v v

ÎW
=  oraz podci� g danego ci� gu 

(oznaczamy tak samo) o tej w
asno� ci, � e je� li 

 ( ) ( ) ( )1   w    dla  ,m
j L Cj j jÑ W Îu ��  (3.20) 

to 

 ( ) ( ) ( )    p.w. w  .
mn

xx dvj j= W� A A
�

 (3.21) 

Funkcja j  musi spe
nia�  zale� no��   

 
( )

lim 0.
1

p

j
®¥

=
+A

A

A
 (3.22) 
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W celu precyzyjnego opisania miar Younga generowanych przez gradienty funkcji 

ca
kowalnych z p- t�  pot� g�  wprowadza si�  nast� puj� c�  przestrze�  Banacha (dla ustalonego 

1p > ): 

 ( ) ( )
: sup .

1mn

p mn
pE C

y
y

� �� �= Î < ¥� �
+� �� �

A

A�

�  (3.23) 

Wówczas p - miarami Younga b� d�  elementy przestrzeni spr�� onej ( )*.pE  

Mamy nast� puj� c�  charakteryzacj�  gradientowych p - miar Younga. 

 Twierdzenie 3.8. (Kinderlehrer-Pedregal [43]; Sychev [65]). Rodzina miar probabilistycznych ( )x x
v

ÎW
 jest 

gradientow�  p - miar�  Younga, gdzie [ )1, ,pÎ ¥  wtedy i tylko wtedy, gdy 

( )a  istnieje ( )1,
0 ;p mWÎ Wu �  takie, � e  

 ( ) ( )0 dla  p.k. ,
mn

xdv x x= Ñ ÎW� � � u
�

 (3.24) 

(b) nierówno��   

 ( )( ) ( ) ( )0
mn

x

M

f x f dvÑ £ �u � �  (3.25) 

zachodzi dla dowolnej kwaziwypuk
ej funkcji f  takiej, � e  

 ( ) ( )1 2 1
p

C f C£ £ +� �  dla p. k. ,xÎW  

(c) oraz  ( ) ( )1 ,
mn

p

xdv dx
W

+ < ¥� � � �
�

 dla p. k. .xÎW  (3.26) 

Uwaga 3.5. W przypadku skalarnym, tj. gdy { }min , 1,n m =  kwaziwypuk
o��  redukuje si�  do 

wypuk
o�ci. Zatem ka� da rodzina miar probabilistycznych spe
niaj� ca w
asno� ci (a) oraz (c) 

jest gradientow�  p - miar�  Younga. Warunek (c) twierdzenia gwarantuje, � e tzw. moment 

rz� du p  jest sko� czony. Jest to konsekwencj�   przyj� tego za
o� enia o wzro� cie funkcji 

podca
kowej.  

W zagadnieniach geometrycznie nieliniowej teorii spr�� ysto� ci rozwa� a si�  ci� gi ograniczone w 

( )1, ; .p mW W �  Wówczas z dok
adno� ci�  do podci� gu mamy  

             j ¥®u u silnie w ( );p mL W �  oraz j ¥Ñ Ñu u�  s
abo w ( ); .p mnL W �  

 Jak wiemy (lemat 3.3), zbie� no��  silna w pL  gwarantuje, � e miara Younga 

generowana przez ten ci� g jest miar�  atomow� , natomiast s
abo zbie� ny ci� g gradientów juÑ  

generuje miar�  xv  tak� , � e                        
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )lim , , , , .
nm

j j xj
W x x x dx W x x dv dx

®¥
W W

Ñ =� � �u u u A A
�

 

Ostatnia równo��  b� dzie mie�  znaczenie przy formu
owaniu problemów wariacyjnych za 

pomoc�  miar probabilistycznych.  

 Problemy wariacyjne wy� szego rz� du pojawiaj�  si�  cz� sto w literaturze 

matematycznej, in� ynierskiej i fizycznej. S�  one g
ównie powi� zane z zagadnieniami 

dotycz� cymi tzw. gradientowej teorii przej��  fazowych i z nieliniow�  teori�  pow
ok. 

Zagadnienia równowagi materia
ów mikromagnetycznych  wymagaj�  wprowadzenia 

drugiego gradientu. 

Zwyczajowo, w literaturze matematycznej Miar �  Younga nazywa si�  rodzina miar 

probabilistycznych { }x x
n n

ÎW
=  stowarzyszona z ci� giem funkcji  : N m

ju W Ì ®� �  tak� , � e 

no�nik miary ( )supp m
xn Ì �  zale� y od xÎW  w taki sposób, � e dla ka� dej funkcji ci� g
ej 

( ) : mf x ®� �  

 ( )( ) ( ) ( ) ( )
*

mj xf u x f x f dl n l= ��
�  w ( )L¥ W , 

gdzie s
aba granica ( )f x  jest mierzalna.  

Nazwa tej miary jako probabilistyczna  bierze si�  z st� d, � e ca
kowita norma miary xn  

jest (por. (3.12)) 

 
suup

1    . .  .
x

x xd dla p k x
n

n n= = ÎW� , 

gdy suup xn  jest no� nikiem miary xn (por.3.12).  

  Fundamentalna w
asno��  takiej rodziny miar probabilistycznych nast� puj� ca: je� eli 

ci� g ( ){ }jfj  jest  s
abo zbie� ny w ( )pL W , wtedy s
aba granica tego ci� gu jest funkcj�  j : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim
mj xj

f h x h x d dxj j l n l
W W®¥

=� � � �
 

dla wszystkich ( )1h LÎ W . 

  W  rozdzia
ach 4, 5 poka� emy zastosowanie teorii miar Younga do zagadnie�  

zwi� zanych z mikromagnetykami nieodkszta
calnymi.  
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Rozdzia
 4  

Matematyczne zagadnienia zwi � zane z mikromagnetykami 

nieodkszta
calnymi 

Rozpatrzmy w ramach  teorii mikromagnetyzmu zagadnienie poszukiwania minimum energii 

ca
kowitej (minimalizacji odpowiedniego funkcjona
u) dla magnetyków nieodkszta
calnych. 

Zgodnie z zasad�  minimum rozpatrywan�  w rozdziale 2.6, poszukujemy rozk
adu wektora 

magnetyzacji m  wewn� trz sztywnego cia
a ferromagnetycznego poni� ej temperatury Curie, 

zajmuj� cego obszar ,  2,3n nW Ì =�  pod wp
ywem zewn� trznego pola magnetycznego. 

Zak
adamy ograniczenia na wektor namagnesowania (por.2.6): 

 ( ) 1=m x  prawie wsz� dzie w  W. (4.1) 

Funkcjona
 energii ca
kowitej sztywnego ferromagnetyka sk
ada si�  w tym przypadku z 

trzech sk
adowych: energii anizotropii, energii zewn� trznej i energii magnetostatycznej 

(por.(2.17-2.19)): 

 ( )
21

( ) dx- dx+ dx.
2 n

E u
W W

= × Ñ� � �m m H m
�

f  (4.2) 

Niewypuk
a, dodatnia funkcja f   jest g� sto�ci�  energii anizotropii i jest równa zero 

przy ,  dla 
i

i IÎm e , oraz wektory , 2,3n
i nÎ =e �  definiuj�  osie 
atwego 

namagnesowania materia
u: 

 ( ) ( ) ,i if f± < " ¹e m m e  (4.3) 

Dla tzw. jednoosiowych ferromagnetyków funkcja f  osi� ga minimum tylko wzd
u�  

jednego kierunku 
atwego namagnesowania, w tzw. kubicznych ferromagnetykach takich 

kierunków liniowo-niezale� nych jest trzy. Wektor : nW ®H �  opisuje przy
o� one 

zewn� trzne pole magnetyczne. Skalarny potencja
 magnetyczny : nu ®� �  zwi� zany jest z 

wektorem magnetyzacji m  przez  równanie Maxwella:  

 ( )div 0 w ,nu cW-Ñ + =m �  (4.4) 

gdzie cW  jest funkcj�  charakterystyczn�  obszaru  W  i zdefiniowan�  jako: 

 ( )
1,  przy ,

0,przy .
cW

ÎW�
= �

ÏW�

x
x

x
 (4.5) 

Definiujemy zbiór funkcji dopuszczalnych  
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 ( ){ }, : 1, p.w. w nL¥= Î W = Wm m���  (4.6) 

Zagadnienie minimalizacji energii ca
kowitej sztywnego cia
a magnetycznego sprowadza si�  

do poszukiwania rozwi� zania zagadnienia (P) :  

(P) ( ){ }inf .E Îm m �  (4.7) 

W pracy [30] pokazano, � e mo� e nie istnie�  klasyczne rozwi� zanie dla zagadnienia 

(P). Gdy takie rozwi� zanie istnieje, mówimy, � e energia osi� ga minimum i magnetyk jest w 

stanie równowagi.  

W dalszej cz�� ci pracy b� dziemy rozpatrywa�  przypadki, gdy klasyczne minimum w 

zagadnieniu (P) nie istnieje dlatego, � e funkcja podca
kowa, która jest g� sto�ci�  energii 

wewn� trznej materia
u jest funkcja nie wypuk
a (patrz rozdzia
 2.6). Oprócz tego, warunek 

(4.1)  okre� la niewypuk
y zbiór funkcji dopuszczalnych (4.6) dla zagadnienia (P). Mówimy 

wtedy, � e zagadnienie (P) jest niewypuk
e. Dla rozwi� zania niewypuk
ego  zagadnienia 

minimalizacji (P) dla mikromagnetyków stosuje si�  ró� ne metody relaksacji: g
ównie 

relaksacj�  wypuk
�  (CP) oraz relaksacja przy pomocy miar Younga (RP).  

4.1.  Relaksacja problemu (P)  przez uwypuklenie 

Niech ( ) ( )**j f=m m  oznacza dolnie pó
ci� gle uwypuklenie  funkcji g� sto�ci energii 

anizotropii magnetycznej f  (por.(4.2)), je� eli 1£m , za�  ( )j = ¥m  w pozosta
ych 

przypadkach. Wtedy energia zrelaksowana wyj�ciowego zagadnienia przez uwypuklenie:  

 ( )
21

( ) d - d + d ,
2 n

RE uj
W W

= × Ñ� � �m m x H m x x
�

 (4.8) 

gdzie  dla ka� dego ( )2LÎ Wm  istnieje ( )1
0u HÎ W , otrzymane z równania Maxwella  

 ( ) ( )1div 0   w .u H -
W-D + = Wmc  

Definiujemy zbiór funkcji dopuszczalnych  

 ( ){ }2 , : 1, p.w. w nL= Î W £ Wm m����  (4.9) 

Wówczas relaksacja wyj� ciowego zagadnienia przez uwypuklenie ma posta� :  

znale��     

(CP) ( ){ }1min RE Îm m � . (4.10) 

Istnienie rozwi� zania zagadnienia uwypuklonego (CP) pokazano w prace A.DeSimone [24], a 

wi� c  
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 ( )inf min ( )E RE
Î Î

=
m m

m m
�� �

. (4.11) 

  Rozwi� zanie wypuk
ego zagadnienia (CP) sprowadza si�  do rozwi� zania równa�  

Eulera-Lagranga. W pracy [17] podano  algorytm numeryczny do obliczenia  zagadnienia 

(CP) oparty na metodzie Newtona-Raphsona, policzono przyk
ady 2-wymiarowego 

zagadnienia dla jednoosiowych ferromagnetyków, tzn. takich, które maj�  jeden 
atwy 

kierunek namagnesowania. Do nich nale��  kryszta
y heksagonalne, romboedryczne oraz 

tetragonalne z dodatni�  anizotropi�  (por.[29]).  

W zagadnieniu (CP) zrelaksowanym przez uwypuklenie oscylacje ci� gów 

minimalizuj� cych nie mog�  by�  zaobserwowane, poniewa�  gubimy informacj�  o 

mikrostrukturze. Rozwi� zanie zagadnienia (CP) opisuje poziom mezoskopowy, u� redniony, w 

którym mo� liwe g
adkie pole m   jest poszukiwane. 

Informacj�   o mikrostrukturze mo� na odzyska�  przy pomocy miar Younga. Na 

przyk
ad, dla jednoosiowego ferromagnetyka miar�  Younga stowarzyszon�  z ci� giem 

minimalizuj� cym  zagadnienia (P) jest (zob.[24]):  

 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

( )( )( )

1/ 22

1/ 22

1 ,

: 1 ,

1
: ,

2 2 1

x + -

±
^ ^ ^

^

= + -

= ± - × + ×

×
= +

- ×

m m x m m x
m x m x

m m x m x e e m x e e

m x e
m x

m x e

n l d l d

l

 (4.12) 

gdzie 2Îe �  jest zgodne z osi�  
atwego namagnesowania, l - udzia
 obj� to� ciowy. Mo� na 

znale��   miar�  Younga na etapie obliczeniowym, korzystaj� c z równo� ci (4.12) i tym samym 

dosta�  informacj�  o mikrostrukturze. W pracach [58,59] pokazano przyk
ady numerycznego 

obliczenia mikrostruktury ferromagnetyka. W danej prace poka� emy przyk
ad obliczenia 

mikrostruktury magnetycznej jednoosiowego ferromagnetyka, rozwi� zuj� c zagadnienie 

minimalizacji energii zrelaksowanej przy pomocy miar Younga.  

4.2  Relaksacja  problemu (P) z wykorzystaniem miar  Younga 

Rozszerzamy klas�   rozwi� za�  zagadnienia, które  przy zastosowaniu metody bezpo� redniej 

wykazuje oscylacje ci� gów minimalizuj� cych, do poj� cia „rozwi� zania w sensie miary”. W 

przypadku zagadnienia zwi� zanego z mikromagnetykami  b� dziemy mówi�  o magnetyzacji w 

sensie miary. Stosuj� c definicje miary Younga, mamy: dla ci� gu  km  równomiernie 
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ograniczonego w ( )L¥ W  istnieje rodzina miar probabilistycznych { } ÎWx x
n oraz podci� g (tak 

samo nazywany) km  taki, � e  

 ( )( ) ( ) ( )lim , ,
n

k

k
d d d

W W®¥
=� � � xm x x x x x

�
y y l n l , (4.13) 

dla ka� dej funkcji y  ci� g
ej wzg
� dem l , mierzalnej po  x . 

 Przy takim podej�ciu zak
adamy, � e oscylacje ci� gów minimalizuj� cych km  

zachodz�  na bardzo drobnej skali. W analizie problemu wa� ne s�  tylko kierunki wektorów 

namagnesowania oraz  wzgl� dne udzia
y obj� to� ciowe obszarów - domen magnetycznych, w 

których te kierunki s�  sta
e. Kierunki nale��  do no�nika miary, a wzgl� dne udzia
y 

obj� to�ciowe s�   wagami miary.   

Niech km  b� dzie ci� giem wektorów magnetyzacji, a { }n n
ÎW

= x x
niech b� dzie  

sparametryzowan�  miar�  stowarzyszon�  z tym ci� giem. Poniewa�  km  przyjmuje swoje 

warto� ci na jednostkowej sferze  

 { }: 1 ,nS = Î =y y�  (4.14) 

 wi� c no� nik  nx  zawarty jest w S  dla prawie wszystkich ÎWx . Korzystaj� c z (4.13) funkcj�  

energii anizotropii ( )dx
W� mf  (por. (4.2)) zapiszemy w postaci: 

 ( ) ( ) ( )lim
n

k

k
d d dx

W W®¥
=� � � xm x � �

�
f f n  (4.15) 

 Z drugiej strony, je� eli  

to, korzystaj� c z (4.13):     
( ) ( )

( )
*

, , 

w ,

n

k

d

L¥

= ÎW

W

� xm x � � x

m m

�

�

n
 (4.16) 

 graniczna warto��  energii zewn� trznej (por. (4.2))  jest  równa  dx.
W

- ×� H m  

Jednak sprawa jest bardziej skomplikowana przy przej� ciu do granicy z energi�  

magnetostatyczn�  
21

2 n
u dÑ� x

�
 (por. (4.2))  przy k ® ¥  dlatego, � e magnetyzacja m  i 

potencja
  u  jest zwi� zane s�   przez relacj�  ( )div 0u cW-Ñ + =m . Poni� sze twierdzenie 

wyja� nia spraw�  przej�cia do granicy w energii magnetostatycznej.  

Twierdzenie 4.1. (Pedregal [53]). Dla ci� gu magnetyzacji { } ,k k NÎm  takiego, � e 

{ }div km  jest zbiorem zwartym w ( )1 n
locH - �   mamy  

 ( )1  (silnie)  w  ,k nu u H® �  (4.17) 
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gdzie  

 

( ) ( )
( )

( ) ( )

1

*

1

div 0    w ,

  w  ,

div 0 w .

k k n

k

n

u H

L

u H

-
W

¥

-
W

-Ñ + =

W

-Ñ + =

m

m m

m

�

�

�

c

c

 s
abo-* , (4.18) 

W szczególno�ci, granica energii magnetostatycznej jest osi� galna gdy namagnesowanie m  

jest s
ab�  granic�  km  przy  k ® ¥ , poniewa�  { }div km  jest zbiorem zwartym w ( )1 n
locH � .  

Rozpatrzmy definicj�  magnetyzacji w sensie miary przez  rodzin�  miar 

probabilistycznych z no�nikiem na jednostkowej sferze S dla prawie wszystkich ÎWx  oraz 

takiej, która mo� e by�  generowana przez ci� g magnetyzacji klasycznej km , dla której jest 

spe
niony warunek: { }div km  jest zbiorem zwartym w ( )1 N
locH - � . Dla takiej uogólnionej   

magnetyzacji { } w
n n

Î
= x x

 definiujemy energi�  ca
kowit�  nast� puj� co: 

 ( ) ( ) ( )
21

- ,
2n n

E d d u d dn j n
W W

= + Ñ ×� � � �x� � x x H m x
� �

 (4.19) 

gdzie ( ) ( )n
dn= � xm x � �

�
 i zachodzi  ( ) ( )1div 0,  w .nu Hc -

W-Ñ + =m �  

Ci� g { }div km  jest zbiorem zwartym w ( )1 nH - �  oraz  

( ) ( )lim k

k
E E

®¥
= mn , 

 zgodnie z twierdzeniem 4.1. Chcemy os
abi�  warunek na
o� ony na dywergencj�  { }div km : 

poniewa�  { }n n
ÎW

= x x
 jest miar�  probabilistyczna  zwi� zan�  z ci� giem magnetyzacji { }km , to 

korzystaj� c ze s
abej ci� g
o�ci odwzorowania rozwi� za�  dla równania (4.4) i wypuk
o� ci 

funkcji 
2

uÑ  mamy: 

 ( ) ( )lim inf k

k
E En

®¥
£ m . (4.20) 

Rozpatrzmy zbiór funkcji dopuszczalnych 

 
{ }{

}1

: :  jest miar�  probailistyczn�   

oraz  supp  dla p.k.  .

x

nS

n n n

n
ÎW

-

= =

Ì ÎW

x x

x x

���
 (4.21) 

Wówczas mo� emy sformu
owa�  zagadnienie zrelaksowane problemu  (P):  

znale�� : 

(RP) ( ){ }min ,E În n �  (4.22) 
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gdzie ( ) ( )1
  ,

n xS
x dn

-
= �m � �  dla prawie wszystkich ÎWx , oraz  

 ( )div 0u cW-Ñ + =m     w ( )1,2 .nW - �   

Istnienie rozwi� zania tak sformu
owanego zagadnienia wynika z sekwencyjnej s
abej*   

pó
ci� g
o� ci  dolnej  E  oraz ze s
abej*  sekwencyjnej  kompaktno�ci  zbioru � ,[53]. 

W pracy [52] pokazano, � e  

 ( ) ( )min min ( ) inf .E RE E= =
m m

m m
n

n
�

 (4.23) 

Oznacza to, � e rozwi� zanie zagadnienia zrelaksowanego przez miary Younga (RP) lub 

uwypuklenie (CP) b� dzie rozwi� zaniem zagadnienia (P).   

Korzystaj� c z zagadnienia zrelaksowanego przez miary Younga znajdujemy 

magnetyzacj�  m  w punkcie makroskopowym ÎWx  jako warto��  oczekiwan�  zmiennej 

losowej o zadanej funkcji rozk
adu prawdopodobie� stwa. Wynik ten mo� na zinterpretowa�  

jako pojawienie si�  na mikroskali domen o ró� nych kierunkach namagnesowania.  Udzia
 

obj� to�ciowy  jednakowo zorientowanych domen okre� lony jest przez intensywno� ci miar 

Diraca, za�  orientacja tych domen dana jest przez punkty (zadane punkty na sferze) 

koncentracji tych miar. 

4.3. Numeryczna dyskretyzacja zagadnienia  mikromag netyzmu 

zrelaksowanego przy pomocy miar Younga 

Stosuj� c analiz�  numeryczn�  lepiej jest korzysta�  z relaksacji zagadnienia (P) przez miary 

Younga, a nie uwypuklenia. Wynika to z dwóch powodów:  

1) uwypuklaj� c  funkcj�  g� sto� ci energii f  gubimy mikrostruktur� , któr�  mo� na 

„odzyska� ” dopiero w wyniku obróbki otrzymanych danych, 

2) zagadnienie (CP) jest ograniczone do przypadków, kiedy funkcja f  jest znana 

explicite, co nie zawsze jest praktycznie mo� liwe. Na przyk
ad, dla funkcji  

 ( ) 2 4
1 1 2 1 1 2, , 0,c m c m c cf = + >m  

nie znaleziono dotychczas uwypuklenia [24]. W takich przypadkach mówimy o  rozwi� zaniu 

zagadnienia (P) w sensie miar Younga, (zob. [17,18,19,31,36,37,38,52,54,58, 

61]).  

Do rozwi� zywania zrelaksowanych przy pomocy miary Younga zagadnie�  

zwi� zanych z mikromagnetykami  szeroko wykorzystane s�   metody numeryczne.  Po raz 

pierwszy numeryczn�  aproksymacj�  takich zagadnie�  zaproponowa
 Kruzik [38]. U� y
 on 
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regularnej triangulacji obszaru 2W Ì � oraz trzy-punktowych miar Younga, sta
ych na 

ka� dym elemencie. Pó� niej Kruzik i Prohl [37] zaproponowali i przeanalizowali uzgodnion�   

metod�  elementów sko� czonych bazuj� c�  na aktywnej strategii efektywnego wyboru 

dyskretnego rozwi� zania uogólnionego  zagadnienia minimalizacji. Przy tym by
a 

wykorzystana tzw. wielopunktowa miara Younga, której no� nik 1nS -  jest zwi� zany z 

triangulacj�  obszaru d� . W pracy [37] zagadnienie (P) sprowadza si�  do zagadnienia 

optymalizacyjnego programowania kwadratowo-liniowego. 

Podstawy matematyczne metod numerycznych do rozwi� zania zagadnie�  

mikromagnetyzmu stacjonarnego zosta
y podane w pracy Luskina, Ma [48], w której 

dyskretyzacj�  numeryczn�  wykonano u� ywaj� c kawa
kami-sta
ych funkcji namagnesowania. 

Dla obszaru 2W Ì �  badamy 

 � �min ,
h h

hE
��

�
�

 (4.24) 

gdzie h Ì�� �  wybieramy nast� puj� co: 

 ( ){ }2

0: , ,h h h K P K Km m= Î Î " Î� �� ��� �� �  (4.25) 

dla triangulacji kartezja� skiej  c=� � , która jest powi� zan�  z 
atw�  osi�  namagnesowania 

ferromagnetyka i kawa
kami sta
ym namagnesowaniem  ( ) 2

0h Km P KÎ Î � �� �T . G
ównym 

ograniczeniem takiego podej�cia jest warunek powi� zania triangulacji c�  z osi�  
atwego 

namagnesowania dÎe � . Dla zwi� kszenia u� yteczno� ci analizy numerycznej ró� ni autorzy 

proponuj�  swoje schematy i algorytmy, wykorzystuj� c dyskretyzowne namagnesowania z 

ró� n�  dok
adno�ci� . Takie algorytmy dla rozwi� za�  zagadnie�  dotycz� cych jednoosiowych 

oraz regularnych ferromagnetyków  znajduj�  si�  w pracach Kruzika, Prohla [37,59], gdzie 

przy pomocy metody bezpo� redniej zosta
y zbudowane adaptywne algorytmy  dla obliczenia 

struktury magnetycznej. S
ab�  cech�  takiego podej�cia jest z
o� ono��  obliczeniowa oraz 

mo� liwo��  pojawiania si�  minimum lokalnego i nietrywialnych rozwi� za� . We wszystkich 

pracach [17,24,36,37,38,48, 52,58,89] dotycz� cych numerycznego obliczenia zagadnie�  

zwi� zanych z mikromagnetykami zale� no��  namagnesowania m  i potencja
u magnetycznego 

mu  podana zosta
a przez równanie Maxwella. Dla przypadku dwuwymiarowego to równanie 

jest rozwi� zywane jawnie przy pomocy formu
 Greena.  Dla trójwymiarowego zagadnienia 

rozwi� zywania równania Maxwella z wykorzystaniem sztucznych warunków brzegowych 

znajduje si�  w [72]. W  pracy do rozwi� zania numerycznego zagadnienia zrelaksowanego 

przez miary Younga, b� dziemy stosowa�  dyskretyzacje zaproponowan�  w [59]. 
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4.3.1. Dyskretyzacja  zagadnienia przy pomocy uzgod nionej  metody 

elementów sko � czonych.   

Rozwa� ymy uzgodnion�  metod�  elementów sko� czonych dla zagadnienia  mikromagnetyzmu 

zrelaksowanego przez miar�  Younga. Korzystamy z definicji i g
ównych rezultatów  prac 

Kruzika i Prohla [37,59].  

Zak
adamy, � e funkcja ( ),h x A  jest taka, � e ( ) ( ) ( ),h g f=x A x A  dla prawie 

wszystkich ÎWx  oraz dla wszystkich 1nS -ÎA , gdzie funkcji ( )1g LÎ W  i ( )1nf C S -Î . 

Niech 
1

1
d�  b� dzie jednorodn�  triangulacj�   obszaru W,  rozmiary elementów której nie 

przekraczaj�  1 0d > . Je� eli �
1 1d d< , wtedy mamy siatk�  �1 1

1 1
d d

Ì� � ,  tzn. 
1

1
d�  jest  drobniejsza 

ni�   � 1

1
d

� . Analogicznie zdefiniujemy inn�  triangulacj�   
2

2
d� na 1nS - , której elementy nie 

przekraczaj�  2d . Tak samo mamy, � e � 2

2
d

�  jest drobniejszym rozbiciem ni�  
2

2
d� . Wtedy mo� na 

otrzyma�  triangulacj�  
1 2

1 2
d d= ´d� � �  na obszarze 1nS -W´  z rozbiciem 

( ) [ ) [ )1 2, 0, 0,d d= Î +¥ ´ +¥d  

Nast� pnie okre� lamy operator ( )( ) ( )( )1

1 1 1 1 1: ; ;n n
dP L C S L C S- -W ® W : 

 ( ) ( )
1 1

1 11
, , ,d dK

P h h d K
K

� � = " Î Î� � �x A x A x x �  (4.26) 

( )
2

2 ,dP h� � ×� � x   jest operatorem,  który ka� dej funkcji ( ),h ×x  przyporz� dkowuje jej kawa
kami  

afiniczn�  interpolacj�   

 ( ) ( ) ( )
2

2

2

1

, , ,
dL

d i
i

P h h
=

� � =� � �x A x A A��  (4.27) 

gdzie funkcje bazy ��  s�  nieujemne, spe
niaj� ce warunek  

 ( )
2

1

1
dL

i =

=� A��  (4.28) 

dla wszystkich 1nS -ÎA , oraz ( )
2

1
2

n
dL d -= � . 

  Konstruujemy operator  

 ( ) 1 2 2 11 2

1 2 2 1
, d d d dd dP P P P P P= = =d  (4.29) 

taki, który prowadzi do nast� puj� cej  uzgodnionej  aproksymacji: na obszarze W jest ona 

kawa
kami sta
a  za�  na sferze 1nS -  jest kawa
kami afiniczna. Zgodnie z (4.21) mamy 

nast� puj� cy zbiór funkcji dopuszczalnych 



 70 

{ }{ }1: :  jest miar�  probabilistyczn�  orazsupp dla p.k. .n
x S -

ÎW
= = Ì ÎWx xx

xn n n n���  (4.30) 

 Operator sprz�� ony * :hP ®� �  jest zdefiniowany nast� puj� co 

 *, ,v P h P v h=d d  (4.31) 

oraz  *P= Ìd d� � � . 

Roubicek [61]  pokaza
, � e dla ( )( )1 1; nh L C S -" Î W  ma miejsce równo��  

 
0

lim 0P h h
®

- =dd
 (4.32) 

Zatem  

 ( )( ) ( )( )*
1 1 1 1

*
, ,

, , 0,n nL C S L C S
v P v h v h P h v h P h- -W W

- = - £ - ®d d d  (4.33) 

dla  0,®d  a wi� c  *

0

lim P v v
®

=d
d

  (s
ab� *)     na  ( )( )*
1 1; nL C S -W . 

 W pracy Roubicka [61] równie�   pokazano, � e vÎ h�  wtedy i tylko wtedy, gdy 

 ( )
2

1

,
d

i

L

i
i

v l d
=

= ÎW�x Ax x  (4.34) 

przy tym    

 [ ]
2

1

: 0,1 , 1,
dL

i i
i

l l
=

W ® =�  

oraz ,i K K il lº  s�   kawa
kami sta
e dla siatki 
1

1
d�  dla ka� dego 

2
1 di L£ £ , oraz  1n

i S -ÎA  dla 

ka� dego 
2

1 di L£ £ . Tak wi� c mamy zbiór funkcji dopuszczalnych dyskretyzowany: 

 { }
2

1 1
1

1
,

1

: , .
d

i
d

L
d

K K K i dK
i

v v v Kl d
Î

=

� �� �= = = " Î� �
� �� �

�d d
d A�

� �  (4.35) 

 Teraz zrelaksowane zagadnienia w dyskretnym przypadku zapiszemy jako: 

(RhP) ( ) ( )1

21
min - ,

2n nS
d d u d d

m
j m

-W WÎ

� �+ Ñ ×� �
� �� � � �d d

d

d
m dA A x x H m x

��
 (4.36) 

gdzie  

 ( )1 1
1

,
n

d
KK S

dm
-Î

= � d
dm A A

�
 

oraz  spe
nione jest równanie  

 ( )div 0  w .nu cW-Ñ + =d dm �  
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 Zagadnienie (RdP) jest dyskretyzacj�   jednorodn�  zagadnienia (RP). Poprawno��  

postawienia  tego zagadnienia i jego w
asno�ci aproksymacyjne s�  rozpatrywane w pracy 

[38].   

Lemat 4.1. Zagadnienie (RdP) ma rozwi� zanie w d� . 

Lemat 4.2. Niech  ( )0 1nC Sf -Î , ( )2 , nLÎ WH � . Je� eli ( )1 2, 0d d= ®d  wraz z 

/ 2
2 1/ 0,nd d ®  to  

 ( ) ( )min R P min RP®
d

d

� �
. (4.37) 

 Nast� pny wynik o zbie� no� ci jest  wa� ny dla wystarczaj� co g
adkich wielko� ci takich 

jak rozwi� zanie m . 

Wniosek 4.1. Niech f  b� dzie funkcj�   lipschitzowsk� , ( )1,2 , nWÎ WH � , a wektor 

namagnesowania ( )1,2 , nWÎ Wm � . Rozwi� zanie zagadnienia (RdP) oznaczamy jako 

arg min En =
d

d
�

, gdzie  ( )1 2,d d=d . Oprócz tego, rozwi� zanie zagadnienia (RP) oznaczono 

jako arg min En =
�

. Wtedy istnieje sta
a 0C >  nie zale� na od 2Îd �   taka, � e  

 ( ) ( ) 2
1 2 / 2

1

.n

d
E E C d d

d
n n

� �
- £ + +� �

� �

d  (4.38) 

Dowód wynika z oszacowania w dowodzie lematu 4.2, z g
adko� ci f  i H oraz z 

standartowych wyników  aproksymacji dla odwzorowa�  Sobolewa w ( )1,2 , nW W � [20]. 

4.3.2.Schemat ( )j

Q
j

R P
Î

d

�
 na podstawie zbioru aktywnego.  

Zagadnienie (RdP) jest wypuk
ym zagadnieniem optymalizacji, w którym poszukiwane s�  

{ },K il . Zagadnienie to ma liniowo-kwadratow�  struktur�  oraz liczba niewiadomych jest rz� du 

( )( )1
nO d , co oznacza, � e niewiadomych jest du� o wi� cej, ni�  elementów podzia
u 

1

1
d� . 

Oprócz tego, z wniosku 4.1 wynika konieczno��  wykorzystania du� ej liczby punktów na  

ka� dym elemencie 
1

1
dK Î �  po to, � eby  dosta�  sensown�  aproksymacj�  minimum energii. 

Wobec tego ma sens wykorzystanie metody adaptacyjnej, zaproponowanej w [37] na 

podstawie tak zwanego zbioru aktywnego, tzn. niedu� ego zbioru pewnych punktów na 

ka� dym elemencie 
1

1
dK Î � , które s�  wykorzystywane do poszukiwania rozwi� zania. Metoda  

ta bazuje na optymalnym warunku, który po raz pierwszy by
 wykorzystany w pracy [19] dla 

wariacyjnego zagadnienia skalarnego albo jednowymiarowego. Do rozwi� zania zagadnienia 
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dyskretnego zrelaksowanego przez miary Younga  zwykle wykorzystuje si�  niewielka ilo��  

punktów (czasami nazywanych atomami). Twierdzenie Caratheodory’ego [36] prowadzi do 

hipotezy, � e je� eli istnieje rozwi� zanie  n Î �  zagadnienia (RP) dla prawie ka� dego ÎWx , 

wtedy miara nx  skupiona jest  nie wi� cej jak w ( )1n+  punktach. Zasada maksimum 

Weierstrass’a uzasadnia to.  

Lemat 4.3. (Zasada maksimum Weierstrass’a ) [37]. Niech ( )2 ; nLÎ WH � , : nf ®� � b� dzie 

funkcj�   ci� g
� , oraz niech ( ) ( )2, ; nLn Î ´ Wd
ddm ��  b� dzie rozwi� zaniem zagadnienia 

( )R Pd . Wtedy  

 ( ) ( ) ( )1 1 1

1, max ,      
n nK dS S

d Kn
- -Î

= " Î Î� d

d d d
d

A
x A A x A x� �� �� � , (4.39) 

gdzie Hamiltonian z definicji ma posta�   

 ( ): P f= Ä -
d

d
d d id� � � , (4.40) 

dla = -Ñd dH u� , oraz du  jest rozwi� zaniem  równania ( )div 0 w nu cW-Ñ + =m � . 

Lemat 4.4.[37] Niech ( )1 2,d d=d  b� dzie parametrem dyskretyzacji, niech ( )1,0dn Î � b� dzie 

rozwi� zaniem zagadnienia ( )( )1,0dR P , oraz niech n Îd
d�  b� dzie rozwi� zaniem zagadnienia 

( )R Pd . Niech ( )
( )1

1

,0
,0

d
d n= ·m id , oraz n= ·d

dm id , z odpowiednimi rozwi� zaniami ( )1,0du i 

ud  równania Poissona. Wtedy ( ) ( )1 2 1
2

, ,00
lim d d dd ®

=� �  prawie wsz� dzie w W, gdzie d� oraz ( )1,0d�  

s�  mno� nikami Lagrange’a odpowiednio dla zagadnie�  ( )R Pd  i ( )( )1,0dR P . 

 Podobnie jak w [61], zdefiniujemy nast� puj� co no� nik miary Younga n Î � : 

 ( ){ }1supp , ;   suppnSn n-= ÎW´ Î xx A A  (4.41) 

oraz  zdefiniujemy inne zagadnienie, nazywane ( )QR Pd , w którym zaw�� amy no�nik miary 

Younga z  d�  do zbioru 1nQ S -Ì W´ ,  gdzie zbiór Q  jest z
o� ony z wybranych punktów 

{ }i K
A  na ka� dym elemencie 

1

1
dK Î � , patrz (4.43). Zgodnie z [19], mamy zrelaksowane 

zagadnienie ( )QR Pd  dyskretyzowane przy u� yciu aktywnego zbioruQ :        

 ( )QR Pd  ( ) ( )1

21
min - ,

2n nS
d d u d d

m
j m

-W WÎ

� �+ Ñ ×� �
� �� � � �d d

d

d
m dA A x x f m x

��
 (4.42) 

 ( )1 1
1

,   dla supp
n

d
KK S

d Qm m
-Î

= Ì� d d
dm A A

�
, 
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 ( )div 0  w  .nu cW-Ñ + =d dm �   

Dla ka� dego 0e >  definiujemy nast� puj� cy zbiór: 

 ( ) ( ) ( )
1

1, ; , max ,
n

n

S

Q S h h e
-

-

Î

� �
= ÎW´ ³ -� �

� �B

x A x A x B . (4.43) 

Lemat 4.5. [37] Niech  zbiór 1nQ S -Ì W´  b� dzie taki, � e 

 ( ){ 1, ;nS -ÎW´x A   A  jest w� z
em siatki rozbicia
2

1
d�  (4.44) 

 ( )
�

�( )}1
, max ,

nS
Q

-Î
= Ìd d

A
x A x A� �� � , 

oraz niech d�  b� dzie odpowiednim mno� nikiem Lagrange’a zagadnienia ( )R Pd . 

Wtedy ka� de rozwi� zanie zagadnienia ( )QR Pd  jest rozwi� zaniem zagadnienia ( )R Pd . 

 Nast� puj� ce lematy dotycz�  zastosowania aproksymacji hamiltonianu w schemacie 

aktywnego doboru.   

Lemat 4.6. [37] Niech 
( );

/ 2
L

h e
¥ W �

- £
d

d� �  dla pewnych rozwi� za�  zagadnienia ( )R Pd  z 

mno� nikom Lagrange’a d� i dla pewnych 1nS -� Ì  takich, � e dla prawie ka� dych ÎWx  

 ( ) ( )arg max , arg max , .h× × Ì�
d

d x x�� �  (4.45) 

 Niech zbiór Q  b� dzie zdefiniowany jak  wcze�niej. Wtedy ka� de rozwi� zanie 

zagadnienia ( )QR Pd b� dzie rozwi� zaniem zagadnienia  ( )R Pd .  

Lemat 4.7. [37] Dla ka� dego 0e >  istnieje takie � 2 0d > , � e je� eli �
2 2d d< , to  

 
( )

( )
�( )

�( )

( )
1 21 2

, ,1 2 11 2

,, / 2
d d d d n

d dd d

L S

e
¥ -W´

- £� �� �  (4.46) 

Lemat 4.8. [37] Niech  

 ( ) ( )
�

�( ){ }1

1, ; , max , .
n

n

S
Q S e

-

-

Î
= ÎW´ ³ -

b b

b b

A
x A x A x A� �� �  (4.47) 

Dla ka� dego 0e >  istnieje �( )1 2,d d=b  takie, � e dla wszystkich �
2 2d d>  ka� de rozwi� zanie 

zagadnienia  ( )QR Pd z parametrem dyskretyzacji  ( )1 2,d d=d  jest rozwi� zaniem zagadnienia 

( )R Pd . 

 Warunek optymalny z lematu 4.3 sprawdzamy kolejno dla ka� dego elementu 
1

1
dK Î �  

po to, by w procesie minimalizacji otrzymywa�  punkty aktywne na ka� dym z tych 
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elementów. Takie dzia
anie prowadzi do tak zwanego schematu ( ){ }j

Q
j

R P
Î

d

�
 na podstawie 

zbioru aktywnego: wybieramy ci� g { } ( )0,j j
e

Î
Ì +¥

�
, pocz� tkowy parametr dyskretyzacji 

( )1 1 1
1 2,d d=d , oraz kryteria zatrzymania 0TOL> . Dalej oznaczamy j

jn Î d�  jako 

rozwi� zanie zagadnienia ( )j

QR Pd  dla ka� dego ( )1 1 1
1 2, 2j jd d-=d  oraz :

j

j

j =
d

d� � �  z 

mno� nikami Lagranga jd
� odpowiadaj� cym jn .    

Algorytm 4.1.[59] 

1. Zada�  : 1, : 0, : jj h e e= = = . 

2. Zbudowa�  rozbicie 
1

1
d� i obliczy�  

1

1
dQ Ì � . 

3. Obliczy�  ( ): arg min
j

j

j
QR Pn =

d

d

�
. 

4. Sprawdzi�  czy zachodzi zasada maksimum dla jn , je� eli tak, wtedy i��  do punktu 6, 

je� eli nie- kontynuowa� . 

5. Zwi� kszy�  wska� nik tolerancyjny ( tzn. ilo��  rozpatrywanych atomów)  zak
adaj� c 

: 2e e=  i i��  do punktu 2.    

6. Je� eli 1j = , wtedy i��  do punktu 8., je� eli nie - kontynuowa� . 

7. Je� eli spe
niona jest nierówno��  ( ) ( )1j jE E TOLn n- - < ,  wtedy  koniec, je� eli nie, to 

kontynuujemy. 

8. Po
o� y�   : 1j j= + , oraz zbiór ( )1 1
1 2: , : , / 2 , :j j j

jh d d e e- -= =d� , i��  do punktu 2. 

Uwaga 4.1. Liczba 0e >  jest parametrem dopasowania w schemacie iteratywnym. 

Parametr ten jest dobierany w zale� no� ci  od parametru dyskretyzacji podstawowego 1d  

(por. lemat 4.8). Ma
a liczba e  ogranicza wzbogacenie Q  na j -tym kroku iteracyjnym.   

 Uwaga 4.2.Porównanie zasady maksimum Weierstrassa dla zbioru Q , który jest 

z
o� ony z elementów i punktów rozbicia jd
�  oznacza rozwi� zanie dyskretnego 

zagadnienia optymalizacyjnego dla ka� dego 
1

1
dK Î � .    

Na ka� dym kroku j Î �  w zagadnieniu ( ){ }j

Q
j

R P
Î

d

�
 zbiór atomów aktywnych na ka� dym 

elemencie 
1

1
dK Î �  jest z
o� ony z w� z
ów, które s�  wydzielone z rozbicia 

2

2
jd

� .W kroku 4 

algorytmu 4.1, który zabezpiecza optymalno��  zbioru Q  dla istniej� cej triangulacji  jd
� , tzn. 
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 ( ) ( ): arg min arg min
j j

j j

j
QR P R Pn = =

d d

d d

� �
 (4.48)  

 Korzystamy z lematu 4.3. dla potwierdzenia nast� puj� cego rezultatu. 

Wniosek 4.2. [59] Niech zachodz�  warunki z wniosku 4.1. Wtedy w j -tym kroku 

przedstawionego algorytmu mamy dla ( ): arg min
j

j

j
QR Pn =

d

d

�
 

 ( ) ( )
( )

1 1
1 1 1 1 2

1 2 / 21
1

2
2

j
j j j

n

d
E E C d d

d
n n

-
- -

� �
� �- £ + +� �
� �� �

 (4.49) 

W nast� pnym rozdziale poka� emy przyk
ad numeryczny rozwi� zania dwuwymiarowego 

zagadnienia mikromagnetyzmu dla magnetyków nieodkszta
calnych zrelaksowanego przez 

miary Younga. 
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Rozdzia
 5. 

Przyk
ad numeryczny. 

 
 
 Rozpatrzmy przyk
ad dwuwymiarowego zagadnienia mikromagnetyzmu przy za
o� eniu, � e 

ferromagnetyk ma jedn�  o�  
atwego namagnesowania. Energia anizotropii magnetycznej 

ferromagnetyka zadana jest przy pomocy funkcji (por.(2.17)): 

 ( ) ( )( )22 2 2
1 210 1 .m mj -= + -m  (5.1) 

 Taka posta�  funkcji  j  by
a rozwa� ana w pracy [48]. W tym przypadku  potencja
 

posiada dwie studnie w ( )0,1 i ( )0, 1- , co oznacza, � e ( ) ( )0,1 0, 1 0j j= - = . Funkcjona
 

energii wewn� trznej  jest wtedy niewypuk
y. W tym przypadku równie�  nie znana jest posta�  

dolnego pó
ci� g
ego uwypuklenia ( )j m  (por. rozdzia
 4.1), a wi� c nie mo� na poszukiwa�  

minimum funkcjona
u metod�  bezpo� redni�  rachunku wariacyjnego.  

 Niech obszar ( )2
0,1W = . Przyjmujemy  zewn� trzne pole magnetyczne w postaci 

 ( ) ( )( ) ( )2 2 2 1 21 , ,     ,ax x bx c x x= - - = ÎWH x x , (5.2) 

gdzie 2 3 33.5 10 , 2 10 , 10a b c- - -= ´ = ´ =  .      .  

 Energia ca
kowita wyra� a si�  wzorem (por.(4.1)): 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) 2

1
222 2 2

1 2 2 2 1 2 2 2
0

1
10 1 1

2
E m m ax x m bx c m dx u d-= + - - - + - + Ñ� � mm x

�
. (5.3) 

W celu znalezienia minimum energii danej  tym wzorem stosujemy relaksacj�  

funkcjona
u przez wprowadzenie miar Younga i dyskretyzacj� . Stosuj� c dyskretyzacj�  

u� ywa�  b� dziemy oznacze�  przyj� tych w rozdziale 4.3. 

 Dyskretyzuj� c zagadnienie, przyjmujemy, � e ( ; )N K=d . Oznacza to rozbicie 
1

1
d�   

które dyskretyzuje obszar W na N  równych warstw 
1

1
dT Î �  dla 1 6d N= = , a rozbicie 

2

2
d�  

dla 2 3d K= =  oznacza wybór punktów  1 2 3, ,A A A  odpowiadaj� cym k� tom 1 2 3, ,q q q na 

okr� gu S. 

  Mianowicie, poszukujemy wektora namagnesowania m  w postaci  

 ( )      dla p.w. ,
S

dn= ÎW� xm A A x   (5.4) 

gdzie S oznacza okr� g jednostkowy, który jest  no�nikiem miary Younga.  

St� d  
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 ( ) ( ) [ ]
1

,   ,        : 0,1 , 1,
i

K K

i i i
i i

dn l d l l
=

= ÎW W ® =� �x AA x x  (5.5) 

oraz ,i T T il lº  jest kawa
kami stale na warstwach (patrz rys.5.1) 1
i NT Î �  dla ka� dego 

1 i N£ £ , oraz i SÎA dla ka� dego 1 i K£ £ . 

 

iq

 
 
Parametryzuj� c okr� g S k� tem q  mo� emy  (5.4) zapisa�  jako: 

 ( ) ( ) ( )
2

0
,      d

p
q n q= ÎW� xm x A x , (5.6)  

gdzie 

 ( ) ( ) [ ]
1

,   ,        : 0,1 , 1,
i

K K

i i i
i i

dn q l d l l
=

= ÎW W ® =� �x Ax x  (5.7) 

oraz ,i T T il lº  s�  kawa
kami sta
e dla  1i K£ £ ,   i SÎA  dla ka� dego  1 i K£ £ .   

Wektor namagnesowania zapiszemy jako: 

 ( )( ) ( )
1 1 1

cos ,sin cos ,sin
N

N N K

i i i ij i iT
i j i

l q q l q q
Î

= = =

= =� � �hm x��
, (5.8) 

gdzie 
1

1
K

ij
i

l
=

=� dla ka� dego 1,...,j N= , oraz [ ]: 0,1ijl W ® . Oznaczymy ( )1 2;T j jm m=hm  

na ka� dej warstwie jT , gdzie 1,...,4j = , wtedy 

 1 2
1 1

cos ,       cos
K K

j ij i j ij i
i i

m ml q l q
= =

= =� � . (5.9) 

W j -tej warstwie zadajemy miar�  Younga skoncentrowan�  w K  punktach " "i  o 

ró� nych intensywno� ci  ijl .   

Zapiszemy energi�  ca
kowit�  E  (por. (5.3)) jako sum�  „liniowej”- 1E  wzgl� dem miary 

Younga, oraz cz�� ci  „kwadratowej”- 2E  wzgl� dem tej miary. 

iq  

0 1 

iA  1 

Rys.5.1. Dyskretyzacja obszaru W oraz okr� gu Sdla dwuwymiarowego 
zagadnienia. 
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„Liniowy” cz
on energii ca
kowitej po dyskretyzacji ma posta� : 

( ) ( ) ( )( )( )
( )

/
2 2 4

1
1 1 1 /

10 cos cos 1 cos sin
i NN K

ij j j j j
i j i N

E ax x bx c dxl q q q q-

= = -

= + - - + -� � � .      (5.10) 

Rozpatrzmy cz���  2E   energii ca
kowitej 

 
2

2

2

1 1
2 2

E u dx u dx
W

= Ñ = ×Ñ� �m h mm
�

, (5.11) 

któr�  aproksymujemy w nast� puj� cy sposób  

 2

1
2 T T

T

E u= × Ñ� mm . (5.12) 

Przez �  rozumiemy u� rednienie po pojedynczej warstwie.  

 Celem naszym jest wyznaczenie TuÑ m przy pomocy przyj� tych miar Younga. W 

tym celu poszukujemy  rozwi� zania  równania Maxwella:  

 ( ) 2div 0   w u cW-Ñ + =h hm � , (5.13) 

gdzie Wc  jest funkcj�  charakterystyczn�  zbioru W: 

 ( )
1,  przy ,

0,przy  .
cW

ÎW�
= �

ÏW�

x
x

x
 

Rozwi� zanie w p
askim przypadku wyra� a si�  wzorem [59]: 

 ( ) ( ) ( )1 1
ln div d div ln d

2 2
u

p pW W

= - - = - " ÎW� �h y xx x y m y y x ym y y x . (5.14) 

Ca
k�  po W zast� pujemy sum�  po warstwach: 

 ( ) ( )
1

,
N

T T
T

u G
Î

= �h hx m x
�

 (5.15) 

gdzie  

 ( ) ( )1
ln

2T
T

G dS
p ¶

= - -�x x y n , (5.16)  

oraz 2În �  jest jednostkowym wektorem normalnym, skierowanym na zewn� trz brzegu 

obszaru T¶ .  

Obliczamy  

 ( ) ( )( )1 1 2 2 1 2
1

,
N

i i i i
i

u m G m G x x
=

= +�h x , (5.17) 

 gdzie 1iG i 2iG obliczamy z wykorzystaniem ca
kowania symbolicznego  programu „Maple”:  
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
2 2

1 2 1 1 2 2 1
1 10

2 2 2 2

1 2 2 1 2 2 2
1

1
ln

2

1
     ln 1 ln .

2

i
N

i
i
N

i
N

i
N

G dy x y x y dy
y

x x y x x y dy

-

-

¶
= - - + -

¶

� �= - - + - - + -� �� �

� �

�

p

p

 (5.18) 

Dokonuj� c zamiany zmiennych  2 2 2,y x v dy dv- = = , mamy: 

 ( )
2

2

2 2 2 2
1 1 1

1

1
ln 1 ln

2

i
x

N

i
i

x
N

G x v x v dv
p

-

-
-

� �= - - + - +� �� �� . (5.19) 

Niech    ( )2 2

0

ln ,
v

u v dv S u v+ =� , wtedy 

 
1 1 2 1 2 1 2

1 2

1 1
1, 1, ,

2

1
          1, .

i

i i i
G S x x S x x S x x

N N N

i
S x x

N

� -� � � � � �= - - - - - - - -� � � � � �� � � � � � �	

- 
� �+ - -� � �� � �

p
 (5.20) 

Analogicznie  

 ( ) ( )
1

2 2

2 2 1 1 2 2 1
1 20

1
ln

2

i
N

i
i
N

G dy x y x y dy
yp -

¶
= - - + - =

¶� �  (5.21) 

( ) ( )
2 2

2 2

1 1 2 1 1 2 1
1

1 1
ln ln

2

i
N

i
N

i i
x y x x y x dy

N Np -

� �-� � � �� �= - - + - - - + -� � � �
� �	 
 	 
� �

�  

1

1

2 21
1 1 2 2

2 2
1

1 1
ln ln

2

x

x

y x u i i
x u x u du

dy du N Np

-

-

� �- =� � -� � � �� �= = - - + - - +	 
 � � � �= � � �  �� � � �
�  

2 1 2 1 2 1 2 1

1 1 1 1
,1 , ,1 ,

2
i i i i

S x x S x x S x x S x x
N N N Np

� - - - �� � � � � � � �= - - - - - - - - - + - -� � � � � � � �� �	 
 	 
 	 
 	 
� �
. 

Wstawiaj� c (5.20) i (5.21) do wzoru(5.15) otrzymujemy jawn�  zale� no��  uh od 

zmiennych ( )1 2,x x . 

Nast� pnie obliczamy   

 
1 2

,T

T

u u
u

x x
¶ ¶

Ñ =
¶ ¶h , (5.22) 
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1

1 2
1 1 2 2

11 1 10

1
i
N

j j
j j

jiT
N

G Gu
dx m m dx

x N x x-

¶ ¶� �¶
= + =� �¶ ¶ ¶� �

�� �  (5.23) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2
1 11

1
1, 1, 0, 0,

i
N K K

j j j j j j j j
j ji

N

m G x m G x m G x m G x dx
N = =-

� �
= + - +� �

� �
� ��  

( ) ( ) ( )
1 1

1 2
1 2 1 2 2

1 10 0

,1 1
1, 0,

i
N

i
N

u x x
dx dx dx u x u x

N x N-

¶
= = -� �� �¶� � � , 

 
( )1 1

1 2
1 2 1

12 20 0

,1 1 1
, ,

i
N

iT
N

u x xu i i
dx dx dx u x u x

x N x N N N-

¶¶ � - �� � � �= = -� � � �� �¶ ¶ 	 
 	 
� �
� � � . (5.24) 

Tutaj T oznacza  i - t�  warstw�  podzia
u, 1,...,i N= . 

W opisie procedury numerycznej funkcje 
1 2

i 
i i

u u
x x

¶ ¶
¶ ¶

oznaczamy odpowiednio 

przez [ ] [ ]1  i u2 iu i , gdzie i - jest numerem warstwy  (patrz Dodatek1). 

Podstawiaj� c (5.9) i (5.22) do (5.12)  otrzymujemy   

 2 1 2
1 1 2

1
2

N

i i
i i i

u u
E m m

N x x=

� �¶ ¶
= +� �� �¶ ¶� �

� , (5.25) 

gdzie gradienty na poszczególnych warstwach 1,...j K=  s�  funkcjami wektora  

 
1 1

cos ,  sin ,   1,..., , 1,...,
K K

j ij i ij i
i i

i K j Nl q l q
= =

� �
= = =� �

� �
� �m . (5.26) 

St� d wida� , � e 2E  jest funkcj�  kwadratow�  od ijl . W celu uproszczenia zapisu nie 

podajemy tych zale� no�ci explicite.   

Zatem otrzymujemy zagadnienie minimalizacji funkcjona
u  

 ( )min
ij

ijF
l

l , (5.27) 

gdzie 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( )

/
2 2 4

2 2 2 2
1 1 1 /

10 cos cos 1 cos sin

             

i NN K

ij ij j j j j
i j i N

F ax x bx c dxl l q q q q-

= = -

= + - - + -� � �  

 1 2
1 1 2

1
,

2

N

i i
i i i

u u
m m

N x x=

� �¶ ¶
+ +� �� �¶ ¶� �

�  (5.28) 
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przy ograniczeniu  

 [ ]
1

1,          : 0,1
K

ij ij
i

l l
=

= W ®� . (5.29)        

W procedurze numerycznej ijl  oznaczamy jako [ ]X ,i j . 

Wprowadzaj� c mno� niki Lagrange’a [ ] ,   j 1,..,L j N= , zast� pujemy zagadnienie (5.27)

nast� puj� cym zadaniem poszukiwania punktu ekstremalnego funkcjona
u: 

 � [ ]( ),ijF L jl , (5.30) 

czyli                                      

� �

[ ]
0; 0,

ij

F F
L jl

¶ ¶
= =

¶ ¶
 

gdzie � [ ]( ) ( ) [ ],ij ijF L j F L jl l= + , oraz [ ]: 0,1ijl W ® . 

Otrzymali� my zagadnienie, w którym funkcjona
 jest funkcj�  kwadratow�  wzgl� dem 

niewiadomych ijl , a wi� c równie�  funkcj�  wypuk
� .  

 Tak wi� c zagadnienie nieliniowe i niewypuk
e dzi� ki wprowadzeniu miar Younga 

zosta
o zast� pione zagadnieniem wypuk
ym i kwadratowym. Trudno��  polega jedynie na 

konieczno�ci wprowadzenia du� ej liczby niewiadomych. Aproksymacja przez dyskretyzacj�   

odtwarzaj� ca  obraz mikrostruktury wymaga drobnej siatki i dostatecznie bogatego zbioru 

punktów koncentracji miar Younga.  

Takie zagadnienie mo� na zapisa�  jako: 

 ( ) 1
min , ,

2
f = +x x Ax b x , (5.31) 

gdzie 0 1ix£ £ , 1 i N£ £ , oraz  

 0+ =Cx d , (5.32) 

gdzie N  jest liczb�  niewiadomych (w naszym przyk
adzie jest ( 1)N K N N K´ + = +  

niewiadomych). Tutaj 2 2´ÎA �  jest macierz� , otrzyman�  z obliczenia energii 

magnetostatycznej 2E , wektor b  wyznaczamy z obliczenia2E - sumy energii anizotropii 

magnetycznej oraz energii zewn� trznej. 

Numeryczna realizacja  zagadnienia w „Maple” podano w Dodatku 1.  

Zadajemy w procedurze: > 

 mi6:=proc(N::integer,K,theta::array(1..3),alpha::ar ray(1..3)) 

Ilo ��  warstw, na które podzielono obszar  W:  6N = . 
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Ilo ��  wybieranych k � tów na ka � dej warstwie: 3K = . 

Zadajemy k � ty , 1,2,3i iq =  na ka � dej warstwie:  theta = 

/ 6; 2 / 3; 2 / 3p p p- - ,  

 alpha = / 6; 2 / 3; 2 / 3p p p- - .  

Wybór k� tów ma du� y wp
yw na rozwi� zanie. W rozdziale 4.3. znajdowano w
a�ciwe 

k� ty dzi� ki wprowadzeniu do procedury zasady maksimum  Weierstrassa. Tutaj przy wyborze 

ró� nych k� tów w� ród rozwi� za�  szukamy optymalnych, tzn. takich, aby poszukiwane ijl   (w 

procedurze X[i,j]) by
y dodatnie, oraz aby energia ca
kowita by
a minimalna. Tego wyboru 

dokonujemy porównuj� c rezultaty ró� nych kombinacji.   

Wprowadzamy nast� puj� ce dane: 

 M:=evalf(eval(mi6(6,3,vector(3,[-Pi/6,2*Pi/3,-

2*Pi/3]),vector(3,[-Pi/6,2*Pi/3,-2*Pi/3])))); 

evalf(Ec); 

eval(X);  

Wykonuj� c procedur�  numeryczn�  znajdziemy najpierw intensywno� ci ijl .  

Zauwa� my, � e wielko�ci te musz�  by�  z przedzia
u [ ]0,1  oraz suma ich w ka� dej z warstw 

równa 1. 

�

�

�������������

�

�

�������������

.3579557306 .4237533620 .2182909074

.3437098152 .4269783974 .2293117874

.3406909877 .4278708239 .2314381885

.3406909881 .4281362218 .2311727901

.3437098152 .4277527417 .2285374431

.3579557302 .4249567449 .2170875249 

Rozwi� zuj� c to zagadnienie otrzymamy poszukiwany dyskretyzowany  wektor 

namagnesowania m  (w sensie miary) na ka� dej z 6 warstw:   

 M  =  1 [ ] , -.0110233785 -.0010421600  =  2 [ ] , -.0304836608 -.0006706018 table( [ , ,  :=  
 =  3 [ ] , -.0346074560 -.0002298412  =  4 [ ] , -.0346074554 .0002298416 , , 
 =  5 [ ] , -.0304836608 .0006706017 , 
 =  6 [  , -.0110233789 .0010421601]). 

 

Energia ca
kowita przy takim wektorze namagnesowania osi� ga warto�ci: 

0.001100981308. 

Powy� szy  przyk
ad ilustruje jako�ciowo u
o� enie si�  wektorów namagnesowania 

zgodne z kierunkami przy
o� onego pola zewn� trznego, (por. Rys.5.2). 
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Zauwa� my, � e wypadkowy  wektor ( )1 2
1

, (cos ,  s in )
K

ij i iT T
i

m m l q q
=

= = �m  na 

ka� dym przedziale T  nie jest jednostkowy, ale jest kombinacj�  liniow�  wektorów 

jednostkowych. 

Wprowad� my oznaczenia: 

 ( )
3

1

cos ,  s in   dla  j=1,...,6ij i ij
i

l q q
=

= �m , (5.33) 

na 1-j warstwie ( )1
-0.110233785e-1, -0.10421600e-2=m ,  

na 2-j - ( )2
-0.304836608e-1, -0.6706018e-3=m ,   

na 3-j - ( )3
-0.346074560e-1, -0.2298412e-3=m ,  

na 4-j - ( )4
-0.346074554e-1, 0.2298416e-3=m , 

na 5-j - ( )5
-0.304836608e-1, 0.6706017e-3=m , 

na 6-j - ( )6
-0.110233789e-1, 0.10421601e-2=m . 

 

Mikrostruktur�  s�  wektory : 

na warstwie 1T : ( ) ( )( )0.3579557306 cos /6 ;sin /6 ,p p- -   

( ) ( )( )0.4237533620 cos 2 /3 ;sin 2 /3 ,p p    ( ) ( )( )0.2182909074 cos 2 /3 ;sin 2 /3p p- - ; 

na warstwie 2T : ( ) ( )( )0.3437098152 cos /6 ;sin /6p p- - , 

( ) ( )( )0.4269783974 cos 2 /3 ;sin 2 /3p p , ( ) ( )( )0.2293117874 cos -2 /3 ;sin -2 /3p p ; 

na warstwie 3T : ( ) ( )( )0.3406909877 cos /6 ;sin /6p p- - , 

( ) ( )( )0.4278708239 cos 2 /3 ;sin 2 /3p p , ( ) ( )( )0.2314381885 cos -2 /3 ;sin -2 /3p p ; 

na warstwie 4T : ( ) ( )( )0.3406909881 cos /6 ;sin /6p p- - , 

( ) ( )( )0.4281362218 cos 2 /3 ;sin 2 /3p p , ( ) ( )( )0.2311727901 cos -2 /3 ;sin -2 /3p p , 

na warstwie 5T : ( ) ( )( )0.3437098152 cos /6 ;sin /6p p- - , 

( ) ( )( )0.4277527417 cos 2 /3 ;sin 2 /3p p , ( ) ( )( )0.2285374431 cos -2 /3 ;sin -2 /3p p , 

na warstwie 6T : ( ) ( )( )0.3579557302 cos /6 ;sin /6 ,p p- -   

( ) ( )( )0.4249567449 cos 2 /3 ;sin 2 /3 ,p p    ( ) ( )( )0.2170875249 cos 2 /3 ;sin 2 /3p p- - . 

 



 84 

 

 Na rysunku 5.2  przedstawiono wypadkowy wektor namagnesowania 
T

m  na 

poszczególnych warstwach w porównaniu do u� rednionego wektora pola zewn� trznego.  

Pomimo ma
ej liczby elementów dyskretyzacji oraz geometrii dyskretyzacji (tj. warstwy 

zamiast kwadratów jak w rozdziale poprzednim) widoczny jest jako�ciowo poprawny  

charakter uk
adania si�  wektorów magnetyzacji zgodnie z przy
o� onym polem zewn� trznym. 

Oznacza to, � e zastosowana procedura numeryczna zosta
a poprawnie napisana i mo� na j�  

odpowiednio rozbudowa�  do konkretnych, bardziej skomplikowanych zagadnie� .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Rys.5.2. Porównanie kierunków wektorów namagnesowania 
T

m (cienkie) oraz przy
o� onego  

pola magnetycznego H  (grube)  na warstwach.  
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Rozdzia
 6 

Nie� ci � liwe i prawie nie � ci � liwe cia
a magnetospr �� yste 

W niniejszym rozdziale rozpatrujemy zagadnienie nieliniowo spr�� ystego magnetyka, 

zak
adaj� c � e cia
o jest nie�ci� liwe albo prawie nie� ci� liwe. Wyznacznik gradientu deformacji 

dla nie�ci� liwego i prawie nie�ci� liwego o� rodka równy jest odpowiednio 1, 

tzn. ( )det 1xÑ =u , albo prawie 1. Wykorzystuj� c model zaproponowany przez Rybk�  – 

Luskina w pracy [63], poka� emy istnienie rozwi� zania zagadnienia minimum energii  

nie�ci� liwego cia
a magnetospr�� ystego oraz udowodnimy, � e to rozwi� zanie jest granic�  

rozwi� za�  zagadnienia minimum energii dla cia
 prawie nie� ci� liwych.  

Model matematyczny dla materia
ów magnetospr�� ystych, w którym deformacja i 

namagnesowanie s�  sprz�� one, jest opisany w pracach [15,25,26,33,39,55,60,69]. W pracy 

[63] udowodniono istnienie minimizerów deformacji oraz namagnesowania dla 

magnetospr�� ystej energii swobodnej. W opisie energii istotne jest w jakiej konfiguracji 

opisujemy funkcje g� sto� ci energii. Namagnesowanie opisujemy cz� sto w konfiguracji 

aktualnej, za�  energi�  spr�� yst�  w konfiguracji odniesienia. W celu ujednolicenia zapisu 

nale� y wyznaczy�  Jacobian deformacji. Deformacja jest odwzorowaniem wzajemnie 

jednoznacznym prawie wsz� dzie, ci� g
ym oraz o dodatnim wyznaczniku z gradientu 

deformacji.  

6.1. Energia  deformowanego cia
a magnetycznego  

Zak
adamy, jak i wcze� niej,  � e poni� ej temperatury Curie materia
 magnetyczny jest 

opisywany przez wektor namagnesowania 3: W ®m � . Cia
o magnetyczne w zewn� trznym 

polu magnetycznym extH  podlega deformacji. Konfiguracj�  odniesienia jest obszar otwarty 

3W Ì � ; 3: W ®u �  oznacza  wektor deformacji, za�  = ÑF u  gradient deformacji. 

Energi�  cia
a  magnetospr�� ystego zapiszemy jako, (por.[60]): 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) 3

21
, , , ,

2extJ d d dz
W W

= F Ñ - × + Ñ� � �u m x F x m x m x H u x m x x x
�

. (6.1) 

Ta energia zawiera cz
on z poliwypuk
�  funkcj�  F , rozpatrywan�  przez Rogersa w pracy 

[60], dotycz� cej magnetospr�� ysto� ci , por. (1.1).  Cz
on  F  jest sum�  energii wymiany, 

energii anizotropii magnetycznej oraz energii magnetospr�� ystej. W niektórych szczególnych 

przypadkach  przyjmuje si� , � e  energia (6.1) nie zale� y od Ñm , (por.[25]). 
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  Analogicznie jak w pracy [63] rozpatrujemy kryszta
 magnetospr�� ysty znajduj� cy si�  

w obszarze 3W Ì �  z lipchitzowskim brzegiem ¶W. Deformacj�  kryszta
u opisuje wektor 

3: W ®u � , który jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym o regularno� ci 

( )2,2 3;WÎ Wu �  i zachowuj� cy orientacje, tzn. ( )det 0x >u  prawie wsz� dzie w W, (rys.6.1)  

 

 Regularno��  ( )2,2 3;WÎ Wu �  implikuje, � e obraz ( )Wu  domkni� tego zbioru W oraz 

( )¶Wu  brzegu obszaru W s�  zbiorami domkni� tymi, natomiast deformowany obszar 

( ) ( ) ( )\= W ¶Wu u u�  jest zbiorem otwartym (por.rys.6.1). Za
o� ymy, � e rozpatrywane cia
o 

deformuje si�  w sposób zgodny z zadan�  na niepustej cz�� ci brzegu G Ì ¶W  deformacj� : 

 ( ) ( )0=u x u x  dla wszystkich ÎGx . (6.2) 

Je� eli wektor namagnesowania ( )m x  kryszta
u jest w naturalny sposób zdefiniowany w 

konfiguracji aktualnej, ( ) 3: ®m u �� , por.[6], oraz ( )( )1,2 3;WÎm u �� , to mamy 

nast� puj� c�  równo�� : 

 ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )( )( ) ( )
2 22 2

det .z d d
W

Ñ + = Ñ + Ñ < ¥� � z
u

m z m z z m u x m z x u x x
�

 (6.3) 

 Warunkiem nasycenia magnetycznego cia
a poni� ej temperatury Curie jest 

nast� puj� ca relacja w konfiguracji odniesienia   

 ( )( ) ( )det   w  ,tÑ = Wm u x u x  (6.4) 

gdzie t  jest parametrem konstytutywnym,  sta
ym przy ustalonej temperaturze i jest w 

literaturze nazywany saturacj�  magnetyczn� , (w poprzednich rozdzia
ach 2,4,5 w 

rozpatrywanych zagadnieniach dla sztywnych magnetyków   ( )( ) 1x =m u ). 

Rys. 6.1. a) Wzajemnie jednoznaczna deformacja obszaru W, zajmowanego przez kryszta
 w 
konfiguracji odniesienia; b) deformacja, która nie jest jednoznaczna. 
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 Rybka i Luskin w swojej pracy [63] wykorzystali nast� puj� c�  posta�  energii dla 

przypadku kryszta
u magnetospr�� ystego: 

 
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

222, ,

                      , .ext mag

J D d W d d

d e

k a
W W

= + + Ñ -

- × +

� � �

�

zu

u

u m u x x F m u x x m z z

H z m z z u m

�
�

�

 (6.5) 

Parametry k oraz a  w równaniu (7.5)  s�  dodatnimi sta
ymi materia
owymi zale� nymi od 

temperatury. 

Ponadto w  (6.5) przyj� to nast� puj� c�  definicj� :  

 ( ) ( )
22322

,i j i j

D d d
x xW W

� �¶
� �=

¶ ¶� �
� �
�� �

u x
u x x x , (6.6) 

gdzie ( ) ( )c u z�  oznacza  funkcj�  charakterystyczn�  obszaru ( )u� .  

 Energia cia
a magnetospr�� ystego  w równaniu (6.5) sk
ada si�  z energii opisuj� cej 

efekt oddzia
ywa�  powierzchniowych, która z kolei jest opisana przy pomocy operatora 

zdefiniowanego w  (6.6), energii anizotropii magnetycznej, energii wymiany, powsta
ej w 

wyniku dzia
ania przy
o� onego zewn� trznego pola magnetycznego extH  oraz  energii 

magnetostatycznej.  

 Ostatni cz
on w energii oznacza nielokaln�  cz���  energii magnetostatycznej 

 ( ) ( )3

21
,

2mage dz= Ñ� zu m z z
�

, (6.7) 

gdzie z  spe
nia równania Maxwella 

 ( )( ) 3div 0,    z cÑ - = Îz z u m z �� . (6.8) 

 Maj� c wektor namagnesowania m  w konfiguracji aktualnej  mo� emy przedstawi�   ten 

wektor w konfiguracji odniesienia jako 3: W ®m u� � . Wówczas (6.5) przyjmie posta� : 

 

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

3

22

2

, , ,

det det

1
.

2

z ext

J D d W d

d d

d

k

a

z

W W

W W

= + Ñ

+ Ñ Ñ - × Ñ

+ Ñ

� �

� �

� z

u m u x x x u m u x x

m u x u x x H u x m u x u x x

z
�

�

 (6.9) 

Energi�  magnetostatyczn�  ( ),mage u m  mo� emy zapisa�  w postaci: 
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( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )

( )( ) ( )

3 3

2 2 2

\

2

1 1 1
,

2 2 2

1
det 0.

2

mage d d d

d

z z z

z
W

= Ñ = Ñ + Ñ

= Ñ Ñ +

� � �

�

z u z
u u

z

u m z z u x x z x

u x u x x

� �� �  (6.10) 

 Energia anizotropii magnetycznej ( ),W F m  jest funkcj�  ci� g
�  gradientu deformacji 

3 3´
+ÎF �  oraz namagnesowania 3Îm � . Tutaj 3 3´

+�  oznacza grup�  macierzy o wymiarach 3 

na 3 maj� cych  wyznaczniki dodatnie. Poniewa�  zak
adamy, � e temperatura jest sta
a, to 

g� sto��  energii anizotropii ( ),W F m  nie zale� y od temperatury. 

W pracy [63] przyj� te zosta
o nast� puj� ce za
o� enie: g� sto��  energii anizotropii 

( )2 3 3 3;W C ´
+Î ´� � �  jest roz
o� ona na dwie cz�� ci, a mianowicie:  

 ( ) ( ) ( )1, , detW W y= +F m F m F , (6.11) 

gdzie funkcje 1 i  W y  spe
niaj�  nast� puj� ce warunki: 

1. funkcja  ( ): 0,y ¥ ® �  jest funkcj�  ci� g
� , wypuk
� , oraz  spe
nia nast� puj� cy 

warunek wzrostu przy 2 oraz 0Lq c> >  

 ( ) ( )   dla ka� dego  0<q q
Lc a a a ay- + £ < +¥  (6.12) 

2. funkcja 
3 3 3

1 :W
´

+ ´ ®� � �  jest funkcj�  ci� g
�  oraz spe
nia nast� puj� ce warunki 

wzrostu: 

 istniej�  stale LC oraz UC  takie, � e 0 L UC C< < ,  oraz  

 ( ) ( ) ( )2

11 , 1   dla  2 6
r

L UC W C r- £ £ + £ £F F m F  (6.13) 

 Przez �  oznaczymy zbiór nast� puj� cych funkcji, nazywanych zbiorem funkcji 

dopuszczalnych  

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){
( ) ( )

}

2,2 3 1,2 3
0

1
1

3

, ; ; :  

dla  ,     det ,  det 0,  p.w.    

oraz    jest odwzorowaniem  wzajemnie jednoznacznym p.w. w  ,

W W x x

x Ly

= Î W ´ =

" Î¶W = G Ñ Î W Ñ >

W ®

u m u u u

u u

u

� �

�

��

  (6.14) 

gdzie y  spe
nia warunek (6.12).  

 Dla tak postawionego zagadnienia Rybka i Luskin w pracy [63] udowodnili twierdzenie o 

istnieniu minimizerów dla magnetyków spr�� ystych, tzn. pokazali, � e zagadnienie  

 ( ) ( ) ( )( ){ }min , :  , oraz  det  dla ka� dego J Î Ñ = ÎWu m u m m u x u xt��  (6.15) 

posiada  rozwi� zanie.  
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  Metoda zastosowana w pracy [63] jest tzw. metod�  bezpo� redni�  rachunku 

wariacyjnego  i wymaga pokazania, � e minimalizowany funkcjona
 energetyczny jest 

funkcjona
em dolnie pó
ci� g
ym w odpowiednio przyj� tej topologii.   

6.2. Magnetyki  nie � ci � liwe i prawie nie � ci � liwe  

Rozpatrzmy zagadnienie cia
a magnetospr�� ystego nie�ci� liwego albo prawie nie� ci� liwego. 

Opis podej�cia do materia
ów  prawie nie�ci� liwych mo� na znale��  w pracach [20,49,62]. 

Wykorzystamy rezultat [63] dla zagadnienia minimalizacji funkcjona
u energii 

magnetospr�� ystej dla przypadku cia
 nie� ci� liwych albo prawie nie�ci� liwych.  

Za
ó� my, � e g� sto��  energii anizotropii magnetycznej dla cia
a prawie nie� ci� liwego 

jest zapisana w postaci  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1

1
, , det 1W We y y

e
= + -F m F m F , (6.16) 

dla ( )0,1Îe . 

 W dalszych rozwa� aniach  w zapisie (6.16) pominiemy cz
on ( )1y  jako dodatni�  sta
�  

nieistotn�  w dowodzie istnienia rozwi� zania.  

Je� eli w (6.9) zast� pimy W  przez We  zgodnie z (6.16), wtedy funkcjona
 energii 

zdefiniujemy w sposób nast� puj� cy:  

 

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

3

22

2

, , ,

              det det

1
              .

2

ext

J D d W d

d d

d

e ek

a

z

W W

W W

= +

+ Ñ Ñ - × Ñ

+ Ñ

� �

� �

�

z

z

u m u x x x F m u x x

m u x u x x H u x m u x u x x

z
�

�

    (6.17) 

Je� eli 1=e  w (6.16), to ( ) ( ), ,W W=F m F me . Zagadnienie istnienia minimum energii  

prawie nie�ci� liwego cia
a magnetospr�� ystego sprowadza si�  do zagadnienia 

rozpatrywanego w pracy [63]. 

 Ostatni cz
on  w (6.16) jest funkcj�  kary. Interpretacja cz
onu kary jest nast� puj� ca: 

gdy e  d�� y do zera, wtedy energia potrzebna do zmiany obj� to�ci cia
a d�� y do 

niesko� czono�ci, dlatego materia
 jest coraz mniej � ci� liwy. Je� eli detF  d�� y do jedno�ci 

oraz  0®e , to  

( ) ( )( )
0
1

1
lim 1 0
a

a
®
®

- =
e

y y
e

, 
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wtedy otrzymujemy funkcjona
 energii granicznej 
0

lim J
® ee

 dla cia
a nie�ci� liwego, która b� dzie 

rozpatrywana poni� ej (por. (6.36)).  

 Aby udowodni�  istnienie minimizerów dla cia
 prawie nie�ci� liwych, poka� emy � e 

funkcjona
y Je  s�  dolnie pó
ci� g
e dla 0e" > .  

Nowy funkcjona
 ( ) ( ) ( ) ( )( )1
, , det 1J J de y y

e W

= + Ñ -�u m u m u x   

ró� ni si�  od wprowadzonego w pracy [63] (por. (6.9)oraz (6.17) z uwzgl� dnieniem (6.16)) 

tylko cz
onem  ( ) ( )( )1
det 1 dy y

e W

Ñ -� u x , co nie wp
ywa na jego doln�  pó
ci� g
o��  (mno� enie 

funkcji dolnie pó
ci� g
ej z do
u przez liczb�  i dodawanie sta
ej). Ale powtarzamy ca
y dowód 

z pracy [63] ze zmienionym funkcjona
em energii  w celach dydaktycznych oraz podania 

kompletno�ci materia
u. 

 Okre� limy, podobnie jak w [63] cechy zbioru deformacji dopuszczalnych. Ci� g 

( ){ },n n Ìu m � s
abo zbiega do elementu ( ), Îu m �  wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi: 

 ( )2,2 3   w  ; ,n W Wu u ��  

 ( ) ( ) ( )2 3 3  w  ; ,
n n Lc c® uu m m � ���  

oraz 

 ( ) ( ) ( )2 3 3 3  w  ;
n n Lc c ´Ñ ® Ñz zuu m m � ���  

 Inna definicja: mówimy, � e ci� g ( ){ },n n Ìu m �  jest � -ograniczony, je� eli istnieje 

sta
a 0K >  niezale� na od n   taka, � e  

 ( ) ( ) ( )( ){ } ( )
( )

22 22 det
n

n n n nD d d Ky
W

+ Ñ + Ñ + Ñ £� � zu
u x u x u x x m z z

�
 (6.18) 

Twierdzenie 7.1.[63] Je� eli ci� g ( ){ },n n Ìu m � jest � - ograniczony, wtedy istnieje podci� g 

(tak samo oznaczony) oraz ( ), Îu m �  taki, � e ( ),n nu m  zbiega s
abo do ( ),u m .   

 To twierdzenie jest bardzo wa� ne dla naszego rozumowania,  gdy�  zapewnia istnienie 

minimizerów, które s�  s
abymi granicami ci� gów minimalizuj� cych.  

Dowód twierdzenia sk
ada si�  z kilka kroków (lematy 7.1-7.6). Najpierw wprowadzono 

nast� puj� ce zbiory:  

 ( ){ }: det , 1,n
t nA t t= ÎW Ñ < <x u x  

 ( ){ }: det , 1.n
t nB t t= ÎW Ñ > >x u x  
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Oczywi� cie w poni� szym rozumowaniu wszystkie sta
e w szacowaniach zale��  od parametru 

e ( )0e > . Dowody powtarzaj�  rozumowanie z pracy [63] z nast� puj� c�  identyfikacj�  funkcji 

 ( ) ( ) ( )1
Ce ey y y

e
× ® × º × +  (6.19) 

gdzie ( )1
1C = -e y

e
 jest stal� .  

Lemat 7.1. Je� eli ci� g ( ){ },n n Ìu m �  jest � -ograniczony, wtedy  

 1 1  oraz  n q n q
t L t LA t c K B t c K- - -£ £ . 

Dowód. Rozpatrzmy najpierw: 

 
( )

1

1
11 1

1
det det

n n n n
t t t t

q
n n q
t tqA A A A

n n

t
A d d t d t d A

t

-� �
= = £ £ ×� �

� �Ñ Ñ� �
� � � �x x x x

u u
 

Otó� , wykorzystuj� c (6.12) mamy: 

 ( ) ( )1 1det det   dla 1.
n n
t t

qn q q q
t n L n LA A

A t d t c d t c K t
- - -£ Ñ £ Ñ £ <� �u x u xy  

Szacujemy równie� : 

 ( )( )
1 1

11 11 det det .
n n n n
t t t t

q qn n q
t n n tB B B B

t
B d d t d t d B

t

-- -= = £ Ñ £ Ñ ×� � � �x x u x u x  

Wtedy, korzystaj� c z (6.12) mamy:  

 ( ) ( )1 1det det   dla 1.
n n
t t

qn q q q
t n L n LB B

B t d t c d t c K ty- - - - -£ Ñ £ Ñ £ >� �u x u x  �  

 Poni� ej przedstawimy  g
ówny lemat o zbie� no� ci { }nu .  Rezultaty dotycz� ce 

zbie� no� ci{ }det nÑu  podane poni� ej wynikaj�  z twierdze�  o zanurzaniu przestrzeni Sobolewa 

oraz twierdzenia o zwarto� ci [1]. Istotne s�  w tych rozwa� aniach warunki wzrostu (6.12) . 

Lemat 7.2. Je� eli ci� g ( ){ },n n Ìu m � jest � -ograniczony, wtedy istnieje podci� g taki, � e  

 ( )2,2 3 w ;n W Wu u �� , 

oraz    

 ( )det det   w    dla ,p
n L p qÑ ® Ñ W <u u  (6.20) 

 ( )det det   w  ,q
n LÑ Ñ Wu u�  (6.21) 

 ( )det ,dey
W

Ñ < ¥� u x  (6.22) 

 det 0  p.w.Ñ >u  (6.23) 
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Dowód. Wystarczy udowodni�  ograniczono��  ci� gu norm 2,2 n W
u , � eby pokaza�  istnienie 

podci� gu { } 1n n

¥

=
u , który jest s
abo zbie� ny w ( )2,2 3 ;W W � . Maj� c � -ograniczono��  ci� gu  

( ){ },n nu m  wystarczy pokaza�  wspóln�  ograniczono��  dla  2n L
u . Otó�  mamy: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

2 2 2

0 0

2 2

0 0

2

2 2

                    2 2

                    1 1 .

n n

n

n

d d d

C d d

C d C K

W W W

W W

W

£ - +

£ W Ñ - +

£ Ñ + £ +

� � �

� �

�

u x x u x u x x u x x

u x u x x u x x

u x x

 

 Poniewa�  ci� g { }nu  jest s
abo zbie� ny w ( )2,2 3;W W � , to wykorzystuj� c twierdzenia 

o zanurzeniu w przestrzeniach Sobolewa wnioskujemy, � e istnieje podci� g n ®u u   silnie 

zbie� ny w ( )1, 3;pW W �  dla 6p £  oraz  zbie� ny w ( )0, 3;C a W � dla 
3 1

0 1
6 2

a< < - = . 

 Dla tego podci� gu mamy: 

      p.w.nÑ ® Ñu u  

 det det      p.w.nÑ ® Ñu u  

 ( )det det   w    dla  2.p
n L pÑ ® Ñ W <u u  (6.24) 

 Teraz mo� emy poprawi�  zbie� no��  w (6.24). W tym celu poka� emy, � e funkcje 

( ){ }det
p

nÑu  s�  jednakowo ca
kowalne dla ka� dego p q< ,  co oznacza, � e dla ka� dego h  

istnieje 0d >  takie, � e je� eli V Ì W  spe
nia nierówno��  V d< , wtedy  

 ( )det
p

nV
dÑ <� u x h . (6.25) 

Otó� , dla ka� dego V Ì W  oraz 1t >  mamy: 

 ( ) ( )( )
/

det det .
n n
t t

p p

n nV V B V B
d d

Ç
Ñ = + Ñ� � �u x u x  (6.26) 

Korzystaj� c z definicji na n
tB mamy: 

 ( ) ( )( ) 1
det / det

n
t

p pp q qp n n q
n t n tV V B

d t V B d B
-

Ç
Ñ £ + Ñ ×� �u x u x  

 ( )( ) ( ) 1/ 1                       det
n
t

p p
qp p q q q

L n LB
t V c d t c Key

� �
-� �- - - � �£ + Ñ ×� u x  

 1 .p q p
Lt V c Kt- - +£ +  
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 Mo� emy wybra�  1t >  dostatecznie du� e, tak � eby drugi cz
on by
 mniejszy od / 2h . 

Wówczas dobieraj� c d  dostatecznie ma
e, � eby / 2pt <d h �zachodzi  (6.25), poniewa�   

V d< .  

 Poniewa�  podci� g nu  prawie wsz� dzie zbie� ny, to z twierdzenia Vitaliego [63], mamy: 

 ( )det det   w    dla .p
n L p qÑ ® Ñ W <u u   

Ponadto mo� na wyci� gn��  wniosek [63], � e   

 ( ) ( ) ( )1det det   w    dla  .
p p

n L p qÑ ® Ñ W <u u  

Tak wi� c, (6.20) jest udowodnione.  

 Dla udowodnienia (6.21) korzystamy z  warunku wzrostu na  ey  z (6.12) i 

otrzymujemy, � e ci� g { }det nÑu  jest ograniczony w  ( )qL W . Z drugiej strony, zawiera on 

podci� g s
abo zbie� ny do ��  Jednoznaczno��  granicy daje nam det .= Ñu�  

 Dla dowodu (6.22), zauwa� my, � e poniewa�  det detnÑ ® Ñu u  w ( )1L W , to istnieje 

podci� g (tak samo oznaczony) taki, � e det detnÑ ® Ñu u prawie wsz� dzie w W.  Dalej, 

zak
adaj� c, � e ci� g ( ){ },n nu m jest � -ograniczony oraz korzystaj� c z lematu Fatou, mamy: 

 ( ) ( )det lim inf det .nn
d d Ke ey y

W W®¥
Ñ £ Ñ £ < ¥� �u x u x  

 Nast� pnie poka� emy, � e zachodzi (6.23). Wykorzystamy technik�  rozbicia funkcji.  

Zdefiniujemy nast� puj� cy zbiór  dla 1t <  

 { }: det .tA t= ÎW Ñ <x u  

 Oczywi� cie, � e nierówno��   (6.23) zachodzi, je� eli wprowadzimy nast� puj� ce oszacowanie 

 q
tA ct£ , (6.27) 

gdzie c  jest dodatni�  sta
� . Poniewa�  

 ( )det det + det detn nÑ º Ñ Ñ - Ñu u u u  

oraz det 0nÑ >u  prawie wsz� dzie, mamy dla wszystkich nÎ �  inkluzj�   

 ( ) ( ){ }2 2: det det .n n n
t t n tA A t A EÌ È ÎW Ñ - Ñ ³ º Èx u x u x  

 Korzystaj� c z twierdzenia Jegorowa, dla ka� dego ( )0,1t Î istnieje V Ì W  takie, � e 

qV t<  oraz det nÑu  zbiega równomiernie do detÑu  na / .VW  Wobec tego zachodzi 

oszacowanie 
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 1
2 / 2 / .n n n q q q n

t t LA A E V E V c K t t E V-£ + Ç + £ + +  

 Wówczas, dla pewnego sta
ego t oraz dostatecznie du� ego n  zbiór /nE V jest pusty. 

Otó� , zachodzi (6.27) przy 11 2 .q
Lc c K-= +  Wtedy, wykonuje si�  (6.23).  �  

Lemat 7.3. Je� eli 1 p q£ < , wtedy ( ) 1
det n

-
Ñu  zbiega do ( ) 1

det
-

Ñu  w ( ).pL W  

Dowód. Wy� ej (lemat 7.2) pokazali�my, � e ci� g det nÑu  jest zbie� ny prawie wsz� dzie oraz � e 

granica detÑu  jest dodatnia. ( ) ( )1 1
det detn

- -
Ñ ® Ñu u  prawie wsz� dzie. Stosuj� c twierdzenie 

Vitaliego o zbie� no� ci wystarczy pokaza� , � e ci� g ( )det
p

n

-
Ñu  jest jednakowo-ca
kowalny. 

� eby to pokaza�  za
ó� my, � e 0>h  jest zadane. Wtedy dla V Ì W   z V d£ podobnie jak w 

dowodzie w (6.26)  mamy: 

 ( ) ( )( )
/

det det
n n
t t

p p

n nV V A V A
d d

- -

Ç
Ñ = + Ñ� � �u x u x  

                                     ( )( ) 1
det

n
t

p pq qp n q
n tV A

t V d A
- --

Ç
£ + Ñ� u x  

                                   1p q p
Lt V c Kt- - -£ + £h ��������������������  

dla odpowiednio dobranych t  oraz d . 

 Teraz musimy upewni�  si� , � e graniczne odwzorowanie jest prawie wsz� dzie 

odwzorowaniem wzajemnie-jednoznacznym.   

Lemat 7.4. Zak
adamy, � e 3W Ì �  jest otwartym zbiorem, odkszta
cenie :nu 3W ® � jest 

wzajemnie-jednoznaczne  prawie wsz� dzie oraz det 0nÑ >u prawie wsz� dzie. Oprócz tego 

zak
adamy, � e ci� g nu  jest s
abo zbie� ny w ( )2,2 W W  do u , det n qÑ ®u  w ( )1L W , oraz 

0q >  prawie wsz� dzie. Wtedy u  jest wzajemnie-jednoznacznym odwzorowaniem prawie 

wsz� dzie (oraz det qÑ =u ).  

Dowód. Wykorzystamy definicj�  indykatrysy Banacha 

 ( ) ( ){ }, , :N W = ÎW =u z x u x z� , 

gdzie u  jest ci� g
ym odwzorowaniem. Otó�  mamy: 

 ( ) { ( ) }3 :  , , 1NW = Î W ³u z u z� . 

Stwierdzamy, � e u  jest wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem wtedy i tylko wtedy, gdy  

 ( ){ }3 : , , 2 0.NÎ W ³ =z u z�  



 95 

 Dla dowodu tej równo� ci za
ó� my, � e Gu  jest wzajemnie- jednoznaczne oraz zbiór 

G  jest miary pe
nej. Wtedy zgodnie z [63] wnioskujemy, � e ( )\E G= Wu  ma miar�  zero. To 

oznacza, � e ( ), , 2N W ³u z  wtedy i tylko wtedy, gdy EÎz . 

Z drugiej strony zak
adamy, � e ( ){ }3 : , , 2E N= Î W ³z u z�  jest zbiorem miary zero. Zbiór 

( )1\G E-= W u . Musimy pokaza� , � e ( )1 0.E- =u  Korzystaj� c z formu
y obszaru (area) [76, 

theorem 5.11] otrzymamy: 

 ( )
( )

( )1
det , , 0.

E E
d N d

-
Ñ = W =� �u

u x x u z z  

Poniewa�  det 0Ñ >u  prawie wsz� dzie, to wnioskujemy, � e ( )1 0.E- =u  

Teraz poka� emy, � e  

 ( ), , , 1N W £u z  prawie wsz� dzie. 

 Niech funkcja ( )3
0Cf Î �  b� dzie nieujemna, 0f ³ . Mo� emy uzyska�  pewny ci� g 

wzajemnie jednoznacznych nu  p.w. taki, � e  

 ( )( ) ( ) ( )
( )

( )3
det

n
n n d d df f f

W W
Ñ = £� � �u

u x u x x z z z z
�

. 

St� d  

 ( )( ) ( ) ( )3
det d df f

W
Ñ £� �u x u x x z z

�
. 

Ostatnia nierówno��  implikuje, � e ( ), , 1N W £u z . A to oznacza, � e u  jest wzajemnie-

jednoznacznym odwzorowaniem prawie wsz� dzie.       �  

Dalej udowodnimy zbie� no��  ci� gów wektorów namagnesowania { }nm .   

Lemat 7.5. Je� eli { },n n Ìu m �  jest � -ograniczonym ci� giem, wtedy istnieje 

( )( )1,2 3 ;WÎm u ��  takie, � e podci� g (tak samo oznaczony) zbiega s
abo do ( ),u m . 

Dowód. Skorzystamy z techniki rozbicia funkcji. Zdefiniujemy zbiór  

 ( ){ }:n
t z n nD t= ÎW Ñ >x m u x�  

Poka� emy, � e  

 
1

2
1 1

q
n q q
t LD Kc t

- -
+ +£  (6.28) 

Wykorzystamy nierówno��  Schwartz’a 
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1
2

1
2

det
1

det
n n
t t

n nn
t D D

n n

D d d
� �

Ñ Ñ� �= = � �
� �Ñ Ñ� �

� �
m u

x x
m u

 

( ) ( )( )
1 1

2 2 12 2det det
n n
t t

n n n nD D
d d

- -
£ Ñ Ñ Ñ Ñ� �m u x m u x  

                              

1
1 2
21 1

detn
tD

n

K d
t

� �
£ � �Ñ� �

� x
u

 

                             
( )

1
21 1 1

1
2 2

1 1

det
n
t

q
n q
tqD

n

K d D
t

� �
-� �

� �
� �

£ � �
� �Ñ� �
� x

u
 

                             ( )( )
11 1 1

1212 2
1

det
n
t

q n q
L n tD

K c d D
t

y
� �

-� �- � �£ Ñ� u x  

                             
1 1 1 1 1

12 2 2 2
1 nq q q

L tc K D
t

� �- + -� �
� �£ . 

Dowodzi to prawdziwo��  wzoru (6.28). 

 Przypomnijmy, � e obszar ( ) ( ) ( )\= W ¶Wu u u�  jest otwarty. Zdefiniujemy dwie 

rodziny zbiorów  

 ( ) ( ) ( )( ){ }: dist ,= Î ¶ >u z u z uh h� � �   oraz  ( ) ( )( ){ }3 : dist , .= Î £u z z u�h h� �  

Zapiszemy  

 ( ) ( )
0

.
>

=u u� h
h

� �  

 Dla pewnego 0>h  otrzymamy, � e ( ) ( )nÌu uh� �  dla wystarczaj� co du� ego n  

poniewa�  mamy jednostajn�  zbie� no��  nu  do u . Teraz poka� emy, � e dla ka� dego 

0>h istnieje podci� g (tak samo oznaczony) taki, � e 

 ( )( )1,2 3    w   ; .n Wm m u �h� �  (6.29) 

Mamy dla ka� dego 0>h   

 ( )
( )

( )
( )

2 2 2
det .

n
n n n nd d d K

W
Ñ £ Ñ = Ñ Ñ £� � �z z zu u

m z z m z z m u x
h� �

 

Korzystaj� c z ograniczenia (6.4) otrzymamy nast� puj� cy rezultat:  

 ( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )
2 2 1

det det
n

n n n n nd d d
-

W W
= Ñ = Ñ� � �u

m z z m u x u x x u x x
�
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( )( )( )

( )( )( )

1
1

12

11 1
12

1

det

det .

q q
q

n

qq q
L n

d

c d K

t

t y

- -

W

- -

W

£ Ñ W

£ Ñ W £

�

�

u x x

u x x

 

St� d wynika, � e istnieje podci� g (tak samo oznaczony) taki, � e  

 ( )( )1,2 3  w   ; .n Wm m u �h� �  

Oprócz tego, istnieje podci� g (tak samo oznaczony) taki, � e 

 ( )( )2 3  w   ; .n L®m m u �h�  (6.30) 

Teraz poka� emy, � e  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 3 2 3 3 3  w  ;   oraz    w  ;
n nn nL Lc c c c ´® Ñ Ñz zu uu um m m m� � � �� �� � �  

Najpierw oszacujemy ( ) ( )    w
n nc c- uu m m�� normie ( )2 3 3  ;L � � . W tym celu zauwa� amy, 

� e 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) .
n nn n n- = - + - + -u u u u uu um m m m m m

h h h
c c c c c c c� � � � �� �  

Wtedy 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2
2 3 \

.

n n
n n nL L LL

I II III

D
- £ + - +

= + +

uu u u u u
m m m m m m

� h h h
c c �� � � � � �  

Do oszacowania I  zdefiniujemy zbiór ( )( )1: .n n
-W =u uh

h�  Korzystaj� c z (6.4) oraz z (6.12) 

dla 1t <   mamy:  

          ( ) ( ) ( )2
2

2 22

\

1
1 det

det
n

n n
n t t

n n A A
n

I d d
W

W W

-
= - Ñ = +

Ñ� � �m u x x
u

h

h

c t
c

�
 

 
( )

( )

1

1 2
12

2
1

1
\

det

\ .

n
t

q q
n nq
t n tA

n

q n
n t

d A A
t

ct A
t

-

-

� �� �
� �£ + W W È� �� �Ñ� �� �

£ + W W È

� x
u

h

h

t
t

t

 

Najpierw wybierzemy 1t <  tak, � eby pierwszy cz
on by
 mniejszy ni�  ( )21
/ 3

2
d . Wtedy 

poka� emy, � e mo� na wybra�  takie h , � e drugi cz
on b� dzie mniejszy od  ( )21
/ 3

2
d . To 

powoduje, � e / 3I d< , co i chcemy. Mo� na to zrobi�  dlatego, � e:  
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( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
\

\ \ \

                        det \ ,
n

n t

n
n n n n t

n
n n tA

A

t A
W W È

³ W W ³ W W È

= Ñ ³ W W È�

u u u u

u
h

h h h
h

h

� �
 (6.31) 

poniewa�  ( ) ( )\u ue
h� �  mo� na zrobi�  dostatecznie ma
ym dla pewnego t .  

 Dla pewnego 0>h  oraz wystarczaj� co du� ego n  mamy, � e / 3II d<  zgodnie z 

(6.30).  

Dalej, dla wybranego d  mo� na znale��  0>h , � eby / 3III d<  dzi� ki temu, � e 

( ) ( )\u uh� �  mo� e by�  dostatecznie ma
e oraz faktu, � e ca
ka jest ci� g
�  na zbiorze 

ca
kowania.  

Poka� emy, � e zachodzi s
aba zbie� no�� . Dla ( )2 3 3 3;Lj ´Î � �  rozpatrzmy 

( ) ( )( )3 n n dc c jÑ - Ñ� z zuu m m z
� ��  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 n n n d� �= - Ñ × + Ñ - Ñ × + - Ñ ×
� �� z z z zu u u uu m m m m z

� h h hc c j c j c c j� � � ��                 

.Y YY YYY= + +  

 Oceniamy pierwszy sk
adnik: 

 ( )( ) ( ) ( )( )2 2 \
.

n n
n L L

Y £ Ñz u u u
m

h
j

� � �
 

Mo� emy otrzyma�  / 3Y <d  przez dobór dostatecznie ma
ego  0>h . 

 Drugi sk
adnik b� dzie ma
y dzi� ki (6.29). Nierówno��  / 3YYY <d  zachodzi je� eli 

wybieramy dostatecznie ma
e 0>h .        �  

Teraz poka� emy doln�  pó
ci� g
o��  cz
onu 
2
detn ndW

Ñ Ñ� m u x . 

Lemat 7.6. Je� eli ( ){ },n n Ìu m �  jest � -ograniczonym ci� giem, wtedy 

 
2 2
det liminf det .n nn

d d
W W®¥

Ñ Ñ £ Ñ Ñ� �z zm u x m u x  

Dowód. Dla ka� dego 0d >  istnieje takie 0>h , � e  

 
( ) ( )

2 2
.d dÑ ³ Ñ -� �z zu u

m z m z
h

d
� �

 

Korzystaj� c z (6.29) mamy, � e  

 
( ) ( )

2 2 2
lim inf det liminf lim inf

n
n n n nn n n

d d d
W®¥ ®¥ ®¥

Ñ Ñ = Ñ ³ Ñ� � �z z zu u
m u x m z m x

h� �
 

 
( ) ( )

2 2 2
det .d d d

W
³ Ñ ³ Ñ - = Ñ Ñ -� � �z z zu u

m z m z m u x
h

d d
� �
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Przez to, � e d jest wybrane dowolnie otrzymujemy dowód lematu.    �  

Wówczas, mo� emy udowodni�  Twierdzenie 7.1.  

Dowód twierdzenia 7.1. Je� eli ( ){ },n n Ìu m �  jest � -ograniczonym ci� giem (6.18), którego 

ograniczeniem jest K , wtedy wobec lematów 7.1-7.6 jego podci� gi s�  s
abo zbie� ne do 

elementu ( ),u m  w �  oraz  

 ( ){ } ( )

22 22 det .D d d Key
W

+ Ñ + Ñ + Ñ £� � zu
u u u x m z

�
 �  

Teraz mo� emy pokaza�  doln�  pó
ci� g
o��  funkcjona
u energii ( ),Je u m . Najpierw 

rozpatrzmy w
asno��  ci� gów minimalizuj� cych.  

Lemat 7.7.Je� eli ( ){ },n n Ìu m �  jest ci� giem minimalizuj� cym, wtedy jest on � - 

ograniczony.  

Dowód. Chcemy oszacowa�   cz
on oddzia
ywania magnetycznego energii ca
kowitej, który 

wnosi niedodatni wk
ad do energii ( ),Je u m : 

( ) ( )
( )

( )( ) ( )( ) ( )det
n

n n n n n nY d d
W

= × = × Ñ� �u
H z m z z H u x m u x u x x

�
 

                      
( )

( ) ( )( )
2 2

det
n

n n nC d d
W

£ + Ñ� �u
H z z m u x u xh h

�
 

                      ( ) ( )2 3

2 12 det nL
C d

-

W
£ + Ñ�H u x

�h ht  

                      ( ) ( )( )2 3

11 1
2 2 det .

q
qq q

L nL
C c de

h ht y
--

W
£ + Ñ W�H u x

�
 

Wykorzystuj� c  nierówno��  Younga, otrzymujemy (dla ustalonego 0e > ):  

 ( ) ( )2 3

1
2 2 1 1

det .n q
L nL

q
J C c d

q q
e

e h ht y
-

W

� �-
£ + Ñ + W� �

� �
�H u x

�
 

Dalej, korzystaj� c z (6.13) mamy: 

 ( )
2 2 22 det detn n n n n nk D dey

W

� �+ Ñ + Ñ + Ñ Ñ� �� �� zu u u m u u x�  

                             ( )1
max 1, ,n n n

L

J
C

� �
£ + + W� �

� �
u mh  

                             ( ) ( )2 3

1
2 2 1 1

det .q
L nL

q
K C c d

q q
e

h ht y
-

W

� �-
£ + W + + Ñ + W� �

� �
�H u x

�
 

Poniewa�   h  jest dostatecznie ma
ym parametrem oraz mo� emy za
o� y� , � e ( )2 3LÎH � , 

wobec tego otrzymujemy tez� .         �  
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Twierdzenie7.2. (por.[63]). Niech energia swobodna dla prawie nie�ci� liwego cia
a 

magnetospr�� ystego ( ),Je u m  zadana w postaci (6.17)  spe
nia warunki wzrostu (6.12) oraz 

(6.13). Wtedy przy za
o� eniu ograniczenia nasycenia magnetycznego (saturacji) (6.4) energia 

osi� ga  minimum.   

Dowód. Rozpatrzmy ci� g minimalizuj� cy ( ){ },n n Ìu m � . Wobec lematu 7.7. ( ){ },n nu m jest 

� - ograniczonym ci� giem. Jak pokazano w twierdzeniu 7.1. istnieje element ( ), Îu m �  

taki, � e podci� g ( ){ },
k kn nu m  jest s
abo zbie� ny do ( ),u m .  

 ( ) ( ), lim inf ,n nn
J Je ®¥

£u m u m  

 
2 22 2lim min .nn

k D d k D d
W W®¥

£� �u x u x  

 Podobnie jak w (6.11) energia anizotropii przedstawiona zosta
a w postaci sumy 

 ( ) ( ) ( )1, , detW W e
e y= +F m F m F . (6.32) 

Najpierw poka� emy, � e  

 ( ) ( )1 1lim , ,n nn
W d W d

W W®¥
Ñ = Ñ� �u m x u m x . (6.33) 

Otó�  , wiemy, � e nÑ ® Ñu u  w ( )3 3;pL ´W �  dla 6p <  oraz n n ®m u m u� �  p.w. W. 

Oprócz tego, korzystaj� c z  lematu 7.3, mamy, � e  

 
det detn n

n

t t
= ® =

Ñ Ñ
m u m u

u u
� �  w ( )1 .L W  

 Korzystamy z faktu [74, Theorem1], (bez potrzeby wybierania innego podci� gu)  

wnioskujemy, � e n n ®m u m u� �  w ( )1 3;L W � . Wobec tego, z ci� g
o�ci operatora 

Nemytskii’ego [63], mamy 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
1, , ,rL L W LW ´ W ' Ñ ® Ñ Î Wu m u m  

gdzie 6r <  jest wyk
adnikiem wzrostu dla ( )1 ,W F m danym w  (6.13), st� d wnioskujemy  

(6.33). 

 Teraz   chcemy udowodni� , � e  

 ( ) ( )det liminf det nn
d de ey y

W W®¥
Ñ £ Ñ� �u x u x . 

Dla energii wymiany magnetycznej mamy z lematu 7.6, � e  

 
2 2
det lim inf detn nn

d da a
W W®¥

Ñ Ñ £ Ñ Ñ� �m u x m u x . 

 Wracaj� c do energii oddzia
ywania magnetycznego  zauwa� ymy, � e  
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 ( ) ( )lim det det .n n nn
d d

W W®¥
× Ñ = × Ñ� �h u m u u x h u m u u x� � � �  

Wtedy mamy: 

 ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )3
det .

n
n

n n n n nd d dc WW
× Ñ = × = ×� � � uu

h u m u u x m z h z z m z h z z
�

� �
�

 

Otó� , ( )n nc Wu m  zbiega do ( )c Wu m  w ( )2 3 3;L � � , co trzeba by
o pokaza� . 

 Dalej chcemy pokaza�  zbie� no��  energii magnetostatycznej ( ),mage u m , podanej w 

(6.7), spe
niaj� cej warunek 

 ( )( ) ( )3

30  dla wszystkich  dz c h h-Ñ + Ñ = Î� z zu m z
�

�� � , (6.34) 

gdzie  

 ( ) ( ) ( ){ }3

3 3 2' : , 0 .L dz z z= Î Ñ Î =� z z
�

� �� �  

Poniewa�  zÑz  dla ( )3z Î ��  jest w przestrzeni ( )2 3 3;L � �  odwzorowaniem ( ) ( )c u m z� , 

mamy: 

 ( )2 2
;

L L
z cÑ £z u m�  

oraz  poniewa�  ( ) ( )n nc c® uu m m��  w ( )2 3 3;L � � , to: 

 
3 3

2 21 1
lim .

2 2nn
d dz z

®¥
Ñ = Ñ� �z zz z

� �
 

 Teraz pozosta
o udowodni� , � e s
abe granice równie�  spe
niaj�  ograniczenia 

dotycz� ce saturacji magnetycznej (6.4). Je� eli ( ),n n Ìu m �  jest ci� giem minimalizuj� cym, 

wtedy nierówno��  (6.4) b� dzie udowodniona, je� eli poka� emy w 2L  zbie� no��  n nm u�  oraz 

det nÑu . Otó�  mamy: 

 
( ) ( )

2 2 2 2

det det

                               det det det .

n n n

n n nL L L L

d
W

Ñ - Ñ

£ - Ñ + Ñ - Ñ

� m u u m u u x

m m u m u u

� �
 

Wówczas, zbieraj� c wszystkie rezultaty, otrzymamy: 

 ( ) ( ), lim ,n nn
J Je e®¥

£u m u m . 

Oznacza to, � e ( ), Îu m �  jest poszukiwanym minimum energetycznym dla 

funkcjona
u ( ), .Je u m          �  

Rozpatrzmy zwi� zek pomi� dzy minimizerami dla cia
a magnetospr�� ystego prawie 

nie�ci� liwego i nie�ci� liwego. 
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Zapiszmy funkcjona
 energii (6.17) w postaci: 

 ( ) ( ) ( ) ( )0

1
, , det 1J J d

W
= + Ñ -� �� ��u m u m u xe y y

e
. (6.35) 

 Wiemy na mocy twierdzenia 7.2, � e funkcjona
  Je  osi� ga 0" >e  swoje minimum, 

które jest realizowane w zbiorze (6.14):   

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ 2,2 3 1,2 3
0, ; ; :                             W W x x= Î W ´ =u m u u u� �� �  

( ) ( )1
1dla      det ,  det 0   p.w.  w x L" Î¶W = G Ñ Î W Ñ > Wu uy  

oraz    jest odwzorowaniemu  wzajemnie jednoznacznym p.w. w }3W ® � , 

oraz zachodzi za
o� enie o saturacji magnetycznej (por.(7.4)):  

 ( )( ) ( )det   w  x xÑ = Wm u u t . 

Przyjmijmy, � e dla dowolnej lecz ustalonej liczby e , ( )0,1Îe  minimum  funkcjona
u 

( , )J u me  jest osi� galne w punkcie ( ), Îu me e � , czyli (dla ustalonegoe ): 

 
( )

( ) ( )
,
inf , ,J J

Î
=

u m
u m u me e

e e�
. 

 Sformu
ujemy  nast� puj� ce zadania minimalizacji funkcjona
ów energetycznych. 

Zadanie ( )Pe . 

Dla dowolnej ustalonej liczby rzeczywistej ( )0,1Îe  znale��  minimum funkcjona
u  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ){ }inf , , det   w  J x xe tÎ Ç Ñ = Wu m u m m u u� , (6.36) 

gdzie �  dane wzorem (6.14). 

Zadanie ( )0P .  

Niech    ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ 2,2 3 1,2 3
0 0, ; ; :   W W x x= Î W ´ =u m u u u� �� �  

             1dla  ,  det 1  p.w. oraz  jest odwzorowaniemx" Î¶W = G Ñ =u u  (6.37) 

              jednoznacznym p.w. w }3W ® � . 

Oczywi� cie zbiór 0 Ì� � .    

Znale��  minimum funkcjona
u 0J  

 ( ) ( ) ( )( ){ }0 0inf , ,J xÎ Ç =u m u m m u t� . 

 Zauwa� my, � e zarówno ( ),J u me oraz  ( )0 ,J u m  s�  funkcjona
ami dolnie 

pó
ci� g
ymi.  

Dolna pó
ci� g
o��  Je  wynika z twierdzenia 7.2. Udowodnimy nast� puj� cy lemat. 
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Lemat 7.8. Funkcjona
 ( )0 ,J u m  okre� lony wzorami (6.35) oraz (6.17) jest dolnie pó
ci� g
y.    

Dowód. Niech funkcjona
 ( )0 ,J u m  nie b� dzie dolnie pó
ci� g
y, wtedy  

 ( ) ( ) ( )0

1
, det 1J d

W
+ Ñ -� �� ��u m u xy y

e
 

te�  nie jest pó
ci� g
y. Ale  

( ) ( ) ( ) ( )0

1
, , det 1J J d

W
= + Ñ -� �� ��u m u m u xe y y

e
 

jest funkcjona
em dolnie pó
ci� g
ym. Mamy sprzeczno�� , co oznacza, � e przypuszczenie o 

nieci� g
o�ci funkcjona
u ( )0 ,J u m  by
o b
� dne.      �  

 Mamy nast� puj� c�  hipotez�  o istnieniu rozwi� zania dla zagadnienia magnetospr�� ystego 

nie�ci� liwego.        

Hipoteza H. 

Problem ( )0P  ma rozwi� zanie w zbiorze 0� , okre� lonym wzorem (6.37), oraz wektor 

magnetyzacji spe
nia warunek nasycenia ( )( )x =m u t . 

 Udowodnimy nast� puj� ce twierdzenie mówi� ce o tym, � e granica ci� gu s
abych rozwi� za�  

dla zagadnienia prawie nie�ci� liwego jest rozwi� zaniem problemu nie�ci� liwego . 

Twierdzenie 7.3. Zak
adamy, � e zachodzi hipoteza H. 

Dla dowolnego ci� gu 0n ®e  ( )n ® ¥  istnieje podci� g (oznaczamy jego identycznie ne ) 

oraz istnieje rozwi� zanie ( )0 0 0, Îu m �  zadania ( )0P , takich � e  

 

( )
( )( )

( )

2,2 3
0

1,2 3
0

2

   w  ; ,

  w  ; ,

det 1   silnie w  .

n

n

n

W

W

L

W

Ñ ® W

u u

m m u

u

�

�

e

e

e

�

� �  (6.38) 

Dowód. Najpierw poka� emy ograniczono��  ci� gu ( ),
n ne eu m . Poniewa�   0 Ì� � , wobec tego 

mamy  

 ( ) ( ) ( )
0

, inf , inf ,
n n n n n

J J Je e e e e= £u m u m u m
� �

.  

Wobec hipotezy H   mamy                
( ) ( )

0
0 0 0inf , ,

n
J Je =u m u m

�
. 

Otó�   

 ( ) ( )0 0 0, ,
n n n

J Je e e £u m u m . (6.39) 
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 Poniewa�   ( ),
n n n

Je e eu m  jest ograniczonym z do
u, wobec tego na mocy za
o� enia o 

koercywno� ci, por. rozdzia
 7 lub [63],  mamy:  

 
2 2 2

2 , , det , ,
n n n nL L L L

C C C CÑ £ Ñ £ Ñ £ Ñ £u u u me e e e  (6.40)  

gdzie C  jest sta
�  niezale� n�  od ne .  

 Poniewa�  z ka� dego ci� gu ograniczonego mo� na zawsze wybra�  podci� g s
abo 

zbie� ny, to 

 

� ( )
� ( )( )

( )

2,2 3

1,2 3

2

      w  ; ,

    w  ; ,

det     w    .

n

n

n

W

W

L

W

Ñ W

u u

m m u

u

�

�

e

e

e d

�

�

�

�  (6.41) 

 Z twierdze�  o zanurzaniu przestrzeni Sobolewa wnioskujemy, � e  

 � ( )1, 3   w  , , 2 6.
n

sW s® W £ £u u �e  

 Z w
asno�ci s
abej ci� g
o� ci  funkcji, które s�  znane jako tzw. zerowe lagrangiany  

(ang.  null-Lagrangians),  por. Ball [5,7], Dacorogna [23], w szczególno�ci wyznacznika 

( )detÑu , który jest szczególnym przypadkiem zerowego lagrangianu, wynika, � e 

 �det det ,
n

Ñ = Ñu ue d�  (6.42) 

gdzie � �( ), Îu m � . 

 Poniewa�  funkcjona
 energii 0J  jest dolnie pó
ci� g
y (zgodnie z lematem 7.8), to 

istnieje nast� puj� ca granica oraz zachodzi nierówno��  

 ( ) � �( )0 0lim inf , , .
n nn

J J
®¥

³u m u me e  (6.43) 

 Niech minimum funkcjona
u  
n

Je , por. (6.35) b� dzie realizowane w ( ),
n n

u me e . Mamy 

wobec tego 

 ( ) ( ) ( ) ( )0

1
, , det 1

n n n n n n

n

J J d
W

� �= + Ñ -� ��u m u m u xe e e e e ey y
e

. (6.44) 

 Mno�� c stronami powy� sz�  relacj�  przez 0n >e  dostajemy 

 ( ) ( ) ( ) ( )0, , det 1n

n n n n nn nJ J d
W

� �= + Ñ -� ��u m u m u xe
e e e e ee e y y . (6.45) 

 Ze zwi� zków  (6.44) oraz (6.45)  wynika nierówno�� :  

 ( ) ( ) ( )0 0 0 0, , ,n

n n n nn n nJ J J£ £u m u m u me
e e e ee e e , (6.46) 

por. tak� e  (6.39). 
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 Poniewa� ( )0 ,
n n

J u me e  jest ci� giem ograniczonym z do
u, wobec tego wnioskujemy na 

mocy (6.46) , � e  

 ( )lim inf , 0n

n nnn
J

®¥
=u me

e ee . 

 Konsekwencj�  tego, � e  ( )0lim inf , 0
n nnJ =u me ee , jest zwi� zek  

 ( ) ( )lim inf det 1 0.
nn

d
W®¥

� �Ñ - =� �� u xey y  

Poniewa� , zgodnie z wcze� niejszymi za
o� eniami funkcjona
 ( )×y  jest wypuk
y oraz   

 ( ) ( )1 0 1a a- = Û =y y , 

to 
 ( )2det 1  w  

n
LeÑ ® Wu . 

St� d tak� e  

 � �
0det 1  p.w., czyli  .Ñ = Îu u �  

Z drugiej strony  

 
( )

( ) ( ) ( )
0

0 0 0 0, 0
inf , , lim inf ,n

n n
n

J J J
Î ®

= ³ ³
u m

u m u m u me
e ee�

 

 ( ) ( ) ( )00 0

1
lim inf , lim inf det 1

n n n
n n n

J d
® ®

W

� �³ + Ñ - ³� ��u m u xe e ee e
y y

e
 

 ( ) � �( )0 00
lim inf , , .J J

®
³ ³u m u me ee

 

Poniewa�  � �( ) 0, Îu m �  �( )det 1Ñ =u , zatem ( ) � �( )0 0, ,=u m u m , oraz 

 ( ) ( ) ( )0 0 0 00 0
, lim inf , lim inf ,n

n n n n
n n

J J J
® ®

= = +u m u m u me
e e e ee e

 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 00 0
lim inf det 1 lim inf , , .

n n n
n n

d J J
® ®

W

� �+ Ñ - = =� �� u x u m u me e ee e
y y  

Czyli ( ) ( )0 0 00
lim , ,

n n
n ®

= Îu m u me ee
�  jest rozwi� zaniem zagadnienia ( )0P : znale��  

( )
( )

0
0,

inf , .J
Îu m

u m
�

          �  

 Znaczenie tego twierdzenia jest nast� puj� ce: materia
y spr�� yste lub 

magnetospr�� yste, które wykazuj�  niski stopie�  �ci� liwo�ci i s�  w literaturze nazywane 

prawie nie� ci� liwymi, mog�  by�  w pe
ni aproksymowane materia
ami nie� ci� liwymi, których 

opis i zwi� zki konstytutywne s�  znacznie prostsze.   
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Rozdzia
 7 

Podsumowanie i wnioski ko � cowe 
 
 

 

 

W niniejszej prace przedstawiono podstawowe aspekty dotycz� ce fizycznych i 

matematycznych zagadnie�  modelowania materia
ów magnetycznych.  

 Rozwa� ania w rozprawie dotyczy
y materia
ów magnetycznych nieodkszta
calnych 

oraz magnetospr�� ystych. Do ich opisu stosowano teori�  mikromagnetyzmu, g
ówne tezy 

której podano w rozdziale drugim. Równania mikromagnetyzmu prowadz�  do zagadnienia 

minimalizacji energii ca
kowitej materia
ów magnetycznych. W pracy rozpatrzono 

zagadnienia minimalizacji energii dla sztywnych ferromagnetyków, które prowadz�  do 

minimalizacji funkcjona
ów niewypuk
ych. Takie zagadnienie nie zawsze maj�  rozwi� zania 

w klasycznym sensie, tzn. w klasie funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a. Dla rozwi� zania 

takich zagadnie�  stosowano relaksacje przy pomocy miar Younga, która zosta
a opisana w 

rozdziale czwartym. Poszukiwano rozwi� za�  zagadnienia minimalizacji energii dla 

materia
ów magnetycznych w sensie miar Younga. Elementy teorii miar Younga podano w 

rozdziale trzecim. W rozdziale pi� tym zosta
 zrealizowany przyk
ad obliczenia numerycznego 

dwuwymiarowego zagadnienia zrelaksowanego dla nieodkszta
calnego ferromagnetyka 

jednoosiowego. Otrzymane wyniki jako�ciowo s�  zgodne z danymi o mikrostrukturze takiego 

ferromagnetyka. Mo� na zatem stwierdzi� , � e stosuj� c przedstawion�  w rozdziale 5 metod�  

numeryczn�  do rozwi� zania zrelaksowanego przez miary Younga zagadnienia mo� emy 

obliczy�  i analizowa�  mikrostruktur�  magnetyczn�  ró� norodnych materia
ów magnetycznych.  

 Ciekawy wydaje si�  przypadek stosowania teorii miar Younga do modelowania 

materia
ów magnetospr�� ystych. Zagadnienia te stanowi�  b� d�  zapewne tematyk�  dalszych 

prac autorki. 

 Zagadnienia zwi� zane z cia
em magnetospr�� ystym s�  rozpatrywane w rozdziale 

szóstym i dotycz�  specjalnego przypadku  cia
 – cia
 nie� ci� liwych i prawie nie�ci� liwych. 

Udowodniono istnienie rozwi� zania zagadnienia minimalizacji funkcjona
u, opisuj� cego takie 

materia
y.  
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Dodatek 1 
Program numeryczny w j� zyku „Maple” do przyk
adu numerycznego z rozdzia
u 5. 
 
1.Obliczenie zewn� trznego pola magnetycznego H , przy
o� onego do jednoosiowego 
ferromagnetyka.  
> restart;  
> with(linalg);  
> a:=3.5*10^(-2); 
b:=2*10^(-3); 
c:=10^(-3); 
 

 := a .03500000000 

 := b
1

500 

 := c
1

1000 

> H:=[a*x*(x-1),b*x-c];  
>  
>  

 := H �
�
��

�
�
��,.03500000000x ( ) - x 1  - 

1
500

x
1

1000  

> N:=6; 
H:=array(1..N); 
for i from 1 to N do 
H[i]:=evalf([int(a*x*(x-1),x=(i-1)/N..i/N),int(b*x- c,x=(i-
1)/N..i/N)]);  
> od;  

 := N 6  

 := H ( )array , .. 1 6 [ ]  

 := H
1

[ ],-.0004320987654-.0001388888889 

 := H
2

[ ],-.001080246914-.00008333333333 

 := H
3

[ ],-.001404320988-.00002777777778 

 := H
4

[ ],-.001404320988.00002777777778 

 := H
5

[ ],-.001080246914.00008333333333 

 := H
6

[ ],-.0004320987654.0001388888889
 

2. Rozwi� zanie ( )uh x  równania Maxwella (5.13) dla p
askiego przypadku z wykorzystaniem 

ca
kowania symbolicznego programu „Maple”  
> restart; 
N:=6;  

 := N 6  
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> S1 := proc (u, v) options operator, arrow; 1/2*u*ln (u^2+v^2)-
u+v*arctan(u/v) end proc; 
S2 := proc (u, v) options operator, arrow; 1/2*v*ln (u^2+v^2)-
v+u*arctan(v/u) end proc;  
> S1(u,v)-S2(v,u);  
> G1:=array(1..N): 
for i from 1 to N do 
G1[i]:=unapply(-(S2(x1-1,i/N-x2)-S2(x1-1,(i-1)/N -x 2)-
S2(x1,i/N-x2)+S2(x1,(i-1)/N -x2))/(2*Pi),x1,x2); 
od;  
> G2:=array(1..N): 
for i from 1 to N do 
G2[i]:=unapply(-(S1(1-x1,x2-i/N)-S1(-x1,x2-i/N)-S1( 1-x1,x2-(i-
1)/N)+S1(-x1,x2-(i-1)/N))/(2*Pi),x1,x2); 
od;  
> i:='i'; 
u:=unapply(sum(m[q][1]*G1[q](x1,x2)+m[q][2]*G2[q](x 1,x2),q=1..
N),x1,x2);  
> U11:=limit(u(x,y),x=1);  
> U10:=limit(u(x,y),x=0);  
> u1:=array(1..N); 
for i from 1 to N do 
u1[i]:=evalf(int(U11-U10,y=(i-1)/N..i/N)): 
od;  
> Wu:=array(1..N); 
for i from 1 to N do 
Wu[i]:=limit(u(x,y),y=i/N)-limit(u(x,y),y=(i-1)/N);  
od:  
> u2:=array(1..N); 
for i from 1 to N do 
u2[i]:=evalf(int(Wu[i],x=0..1)): 
od; 
> u1[1] := .1649661958e-1*m[3][1]+.1037003455e-
1*m[4][1]+.5752335127e-1*m[1][1]+.3053000791e-1*m[2 ][1]; 
u1[2] := .1649661958e-1*m[4][1]+.3053000791e-
1*m[3][1]+.3053000791e-1*m[1][1]+.5752335127e-1*m[2 ][1]; 
u1[3] := .5752335127e-1*m[3][1]+.3053000792e-
1*m[4][1]+.1649661958e-1*m[1][1]+.3053000791e-1*m[2 ][1]; 
u1[4] := .1649661958e-1*m[2][1]+.1037003455e-
1*m[1][1]+.5752335127e-1*m[4][1]+.3053000791e-1*m[3 ][1]; 
u2[1] := .1924766489*m[1][2]-.3053000791e-1*m[2][2] -
.1649661969e-1*m[3][2]-.1037003440e-1*m[4][2]; 
u2[2] := -.3053000777e-1*m[1][2]+.1924766489*m[2][2 ]-
.3053000791e-1*m[3][2]-.1649661969e-1*m[4][2]; 
u2[3] := -.1649661969e-1*m[1][2]-.3053000772e-
1*m[2][2]+.1924766488*m[3][2]-.3053000791e-1*m[4][2 ]; 
u2[4] := -.1037003435e-1*m[1][2]-.1649661988e-1*m[2 ][2]-
.3053000806e-1*m[3][2]+.1924766488*m[4][2];  
 
3. Program do obliczenia wektorów namagnesowania na ka� dej z 6 warstw.  
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> mi6:= 
proc(N::integer,K,theta::array(1..3),alpha::array(1 ..3)) 
local 
a,b,c,m,s,S,i,U11,U10,Wu,G1,G2,x,rw,W,A,E,E1,eq,eqs ,sol,L,k; 
global u1,u2,u,Ec,X; 
> a:=3.5*10^(-2); 
b:=2*10^(-3); 
c:=10^(-3); 
X:=array(1..N,1..K); 
s:='s': 
for i from 1 to N/2 do 
m[i]:=array(1..2,[sum(X[i,s]*cos(theta[s]),s=1..K), sum(X[i,s]*
sin(theta[s]),s=1..K)]); 
od; 
s:='s': 
for i from N/2+1 to N do 
m[i]:=array(1..2,[sum(X[i,s]*cos(alpha[s]),s=1..K), sum(X[i,s]*
sin(alpha[s]),s=1..K)]); 
od; 
> i:='i'; 
for x from 1 to N do 
rw[x]:=sum(X[x,i],i=1..K)-1; 
od;  
> x:='x'; 
W:=sum(L[x]*rw[x],x=1..N); 
u1:=array(1..6); 
u1[1] := .2912589885e-1*m[1][1]+.1698789401e-
1*m[2][1]+.1038872267e-1*m[3][1]+.7208887381e-
2*m[4][1]+.5262927920e-2*m[5][1]+.3975424313e-2*m[6 ][1]; 
u1[2] := .1698789403e-1*m[1][1]+.2912589885e-
1*m[2][1]+.1698789404e-1*m[3][1]+.1038872285e-
1*m[4][1]+.7208887465e-2*m[5][1]+.5262927920e-2*m[6 ][1]; 
u1[3] := .1038872270e-1*m[1][1]+.1698789401e-
1*m[2][1]+.2912589880e-1*m[3][1]+.1698789401e-
1*m[4][1]+.1038872275e-1*m[5][1]+.7208887180e-2*m[6 ][1]; 
u1[4] := .7208887444e-2*m[1][1]+.1038872268e-
1*m[2][1]+.1698789404e-1*m[3][1]+.2912589880e-
1*m[4][1]+.1698789399e-1*m[5][1]+.1038872268e-1*m[6 ][1]; 
u1[5] := .5262927920e-2*m[1][1]+.7208887291e-
2*m[2][1]+.1038872264e-1*m[3][1]+.1698789401e-
1*m[4][1]+.2912589880e-1*m[5][1]+.1698789399e-1*m[6 ][1]; 
u1[6] := .3975424556e-2*m[1][1]+.5262927699e-
2*m[2][1]+.7208887159e-2*m[3][1]+.1038872275e-
1*m[4][1]+.1698789399e-1*m[5][1]+.2912589880e-1*m[6 ][1]; 
u2:=array(1..N); 
u2[1] := .1375407676*m[1][2]-.1698789380e-1*m[2][2] -
.1038872242e-1*m[3][2]-.7208887555e-2*m[4][2]-.5262 927920e-
2*m[5][2]-.3975424334e-2*m[6][2]; 
u2[2] := -.1698789410e-1*m[1][2]+.1375407676*m[2][2 ]-
.1698789382e-1*m[3][2]-.1038872242e-1*m[4][2]-.7208 887493e-
2*m[5][2]-.5262927920e-2*m[6][2]; 
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u2[3] := -.1038872264e-1*m[1][2]-.1698789408e-
1*m[2][2]+.1375407676*m[3][2]-.1698789401e-1*m[4][2 ]-
.1038872240e-1*m[5][2]-.7208887250e-2*m[6][2]; 
u2[4] := -.7208887402e-2*m[1][2]-.1038872246e-1*m[2 ][2]-
.1698789380e-1*m[3][2]+.1375407676*m[4][2]-.1698789 401e-
1*m[5][2]-.1038872248e-1*m[6][2]; 
u2[5] := -.5262927920e-2*m[1][2]-.7208887555e-2*m[2 ][2]-
.1038872246e-1*m[3][2]-.1698789408e-
1*m[4][2]+.1375407676*m[5][2]-.1698789406e-1*m[6][2 ]; 
u2[6] := -.3975424467e-2*m[1][2]-.5262927920e-2*m[2 ][2]-
.7208887333e-2*m[3][2]-.1038872242e-1*m[4][2]-.1698 789404e-
1*m[5][2]+.1375407676*m[6][2]; 
> i:='i'; 
A:=sum(m[i][1]*u1[i]+m[i][2]*u2[i],i=1..N)/N:  
> x:='x'; 
for i from 1 to N/2 do 
E[i]:=1/N*sum(X[i,j]*int(10^(-2)* 
(cos(theta[j])^2+cos(theta[j])^4)-(a*x*(x-
1)*cos(theta[j])+(b*x-c)*sin(theta[j])),x=(i-
1)/N..i/N),j=1..K); 
od; 
for i from N/2+1 to N do 
E[i]:=1/N*sum(X[i,j]*int(10^(-2)* 
(cos(alpha[j])^2+cos(alpha[j])^4)-(a*x*(x-
1)*cos(alpha[j])+(b*x-c)*sin(alpha[j])),x=(i-
1)/N..i/N),j=1..K); 
od;  
> i:='i'; 
E1:=sum(E[i],i=1..N);  
> eq:=array(1..N,1..K); 
for m from 1 to N do 
for i from 1 to K do 
eq[m,i]:=diff(A/2+E1+W,X[m,i])=0; 
od; 
od; 
eqs:=array(1..N);  
> for s from 1 to N do 
eqs[s]:=diff(A/2+E1+W,L[s])=0; 
od;  
> 
sol:=solve({seq(seq(eq[k,m],k=1..N),m=1..K),seq(eqs [s],s=1..N)
}, 
{seq(seq(X[k,m],k=1..N),m=1..K),seq(L[k],k=1..N)});  
assign(sol);  
>  
s:='s'; 
for i from 1 to N/2 do 
m[i]:=array(1..2,[evalf(sum(X[i,s]*cos(theta[s]),s= 1..K)),eval
f(sum(X[i,s]*sin(theta[s]),s=1..K))]); 
od; 
s:='s'; 



 114 

for i from N/2+1 to N do 
m[i]:=array(1..2,[evalf(sum(X[i,s]*cos(alpha[s]),s= 1..K)),eval
f(sum(X[i,s]*sin(alpha[s]),s=1..K))]); 
od; 
Ec:=A/2+E1+W; 
m; 
> end proc:  
 
4. Wprowadzamy dane do procedury numerycznej (mi6) i po wykonaniu jej otrzymujemy 
wektor namagnesowania na ka� dej warstwie oraz  energi� , która przy tym jest osi� galna.  
Przy tym równie�  obliczamy  intensywno�ci ijl  (por.5.7-5.8 z rozdzia
u 5). (W procedurze ijl  

oznaczono jako X[i,s] ). 
1)Wybieramy nast� puj� ce k� ty 0;2 / 3; 2 / 3iq p p= -  do dyskretyzacji okr� gu S (por.rys.5.1) 
> M:=evalf(eval(mi6(6,3,vector(3,[0,2*Pi/3,-
2*Pi/3]),vector(3,[0,2*Pi/3,-2*Pi/3])))); 
evalf(Ec); 
eval(X);  
M  = 1 [ ],-.0238051548-.001042160076  = 2 [ ],-.0362220380-.0006706019218table([ , , := 

 = 3 [ ],-.0405251924 -.0002298414102 = 4 [ ],-.0405251916 .0002298414102, ,
 = 5 [ ],-.0362220378 .0006706017486 ,
 = 6 [ ],-.0238051552 .001042160076

])

 

.001409155328 
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.3174632302 .3406666935 .3418700763

.3091853080 .3450201738 .3457945182

.3063165384 .3467090318 .3469744298

.3063165390 .3469744295 .3467090315

.3091853081 .3457945181 .3450201738

.3174632298 .3418700765 .3406666937

 

2) Najlepsze rozwi� zanie otrzymujemy przy wyborze nast� puj� cych k� tów dla dyskretyzacji 
okr� gu S(por.rys.5.1): / 6;2 / 3; 2 / 3iq p p p= - -   

> M:=evalf(eval(mi6(6,3,vector(3,[-Pi/6,2*Pi/3,-
2*Pi/3]),vector(3,[-Pi/6,2*Pi/3,-2*Pi/3])))); 
evalf(Ec); 
eval(X);  
M  = 1 [ ],-.0110233785-.0010421600  = 2 [ ],-.0304836608-.0006706018table([ , , := 

 = 3 [ ],-.0346074560 -.0002298412  = 4 [ ],-.0346074554 .0002298416, ,
 = 5 [ ],-.0304836608 .0006706017 ,
 = 6 [ ],-.0110233789 .0010421601

])

 

.001100981308 
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.3579557306 .4237533620 .2182909074

.3437098152 .4269783974 .2293117874

.3406909877 .4278708239 .2314381885

.3406909881 .4281362218 .2311727901

.3437098152 .4277527417 .2285374431

.3579557302 .4249567449 .2170875249

 

 
 


