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Rozdzia 1

Wst p

W pracy przedstawiono w sposob zwarty zarowno podsfizyczne zjawiska pojawiania si
mikrostruktury domen magnetycznych jak i probeorii wyjaniaj cej powstawanie
mikrostruktury w cia ach magnetycznych.

Modelowanie materia 6w magnetycznych wymaga dkréa poziomu, na ktdérym
odbywa si opis zachowania danego materiau. Podzia na pakich pozioméw jest
pokazany w tabeli 1.1. Zagadnienia zgéne z magnetyzmem mm@a w pe ni opisatylko na
gruncie mechaniki kwantowej (tak nazywany ,poziortoraowy”). Dla praktycznych
zastosowa materia 6w magnetycznych w technice st wykorzystana jest klasyczna teoria
magnetyzmu z wielkaiami ,makroskopowymi” takimi jak namagnesowani@dukcija,
przy o one pole magnetyczne (,poziom makroskopowy”). Wanleg pracy zosta y wybrane
poziomy 2 i 3 (por. tab.1.1), gdy badamy ,makroskep” w asnoci materia 6w
magnetycznych w zalao ci od ich ,mikrostruktury”. Bdziemy pos ugiwa si teori
mikromagnetyzmu, ktora opisuje procesy namagnesiavanpewnej skali: wystarczajo
du ej dla moliwo ci wykorzystania cig ego wektora magnetyzacji, a nie indywidualnych
spinbw atomoéw, i wystarczajo ma ej, eby analizowa elementy struktur przegiowych
pomi dzy domenami magnetycznymi [14].

Teoria mikromagnetyzmu bazuje na zasadzie wariagyjmoszukiwany jest rozk ad
wektora magnetyzacjim wewntrz ferromagnetycznego ciaawl ¢,(d= 2,3,
minimalizuj cy energi ca kowit .

Wobwczas stosug teorie mikromagnetyzmu mamy ngsij ce zagadnienie
minimalizacji jego energii ca kowitej

Znale minimum funkcjona u
E(m)= (e+tg+e+e)dw E+ K (1.1)

okre lonego w odpowiedniej przestrzeni funkcji dopushayeh.



nazwa rysunek skala obiekt opis
5. Poziom W U redniony Magnetyzm klasyczny,
makroskopowy zale no ci wektor histereza magnetyczna,
od namagnesowan krzywa namagnesowania
zastosowa | 3 prébki jako
funkcja od
zewn. pola
magnetycznegq
4. Poziom Grupa domen z Teoria przej fazowych
mezo/makro- jednakowymi Funkcja rozk adu faz
skopowy >0,1mm kierunkami kierunkow _
namagnesowan namagnesowania
ia jako "faza”
3. Poziom Domena Teoria domenowa,
mezoskopowy magnetyczna, | bazujca na teorii
1-1000 m cianka mikromagnetyzmu i
domenowa opisuj ca mikrostruktur
magnetyczn probki czy
ciaa
2. Poziom Struktura Teoria mikromagnetyzmu
mikroskopowy cianki kontynualna teoria
1-1000 nm | domenowej i | klasycznego wektoroweqa
domen pola magnetycznego
magnetycznych
1. Poziom VL Spiny atomowe, Mechanika kwantowa.
atomowy FRAIR ?i elementarny | Pojawienie si
3 i ;‘f 1*% <1 nm moment elementarnych momentow
h 1 % Ul magnetyczny | magnetycznych, ich

konfiguracja oraz
wzajemne oddzia ywanie

Tabela 1.1.R6 ne podejcia do opisu materia 6w magnetycznych.

Przy rozpatrywaniu energii ca kowitej (1.1) bieisie pod uwag nastpuj ce cz ony:

energi wymiany e, nazywan tak przez jej pochodzenie od elementarnych odylzea

wzajemnych, odpowiadajych za ferromagnetyzm; energmagnetyczn anizotropii g,

opisuj ¢ oddzia ywanie magnetyzacji z siedirystaliczn materia u; energi zewntrzn e,

powstajc pod wp ywem przy oonego pola magnetycznego; enengiagnetostatycznalbo

energi rozproszeni&,, wynikaj ca z faktu, e sam ,magnes” wytwarza pole magnetyczne,

energi napr e magnetostrykcyjnych,,, ktéra powstaje wtedy, gdy pontizy struktur

magnetyczn a deformacjami

sieci

krystalicznej

ciaa wyslje oddziaywanie

~magnetospr yste”, ktore przejawia siw zjawisku magnetostrykcji; energe, wzajemnego

oddzia ywania magnetyzacji z napeniami pochodzenia niemagnetycznego.

Posta energii ca kowitej zaley od typu materiau. W rozdzia ach 4,5 rozamy

energi ca kowit dla materia u ferromagnetycznego nieodkszta cgines rozdziale 6 - dla



odkszta calnych mikromagnetykéw, w rozdziale 7a diieci liwych i prawie nieci liwych
cia magnetospr ystych.

Je eli istnieje rozwizanie m zagadnienia (1.1), wtedy mowimye minimum energii
jest osigalne, a rozwizaniam nazywamyminimizerem Dowdd istnienia minimizerow dla
materia Ow ferromagnetycznych mma znale w pracach [24,52], dla poszczegd6lnych
przypadkow materia 6w magnetospystych w [25,55,63]. W rozdziale 7 pokazujemy
istnienie minimizeréw dla cia a magnetospstego nieci liwego i prawie nieci liwego.

W teorii mikromagnetyzmu, jak i w rachunku wariatyin oraz w mechanice mdkéw
ci g ych, fundamentalnrol odgrywaj funkcjonay ca kowe typu

J(um)= f(x,u,Nu,m), (1.2)
W/
okre lone w pewnej przestrzeni funkcyjnej. 88 rozwa any funkcjona jest funkcjona em

energii, to méwimy wtedy o problemie minimum endygenego.

Jedn z podstawowych metod badania zagadnisstnienia oraz znajdowania
minimizerow jest metoda bezgednia rachunku wariacyjnego. Metoda ta polegaadabiu
minimum funkcjona u bez potrzeby analizowania rowEalera-Lagrange’a i wywodzi si

przypadku skoczenie wymiarowego. Stosowanie tej metody wymaday #&unkcjona
J(u,m) okre lony na odpowiedniej przestrzeni funkcyjnej, np.zgstrzeni Sobolewa
ul W (W), 8 Lrh W?*(W by dolnie p6cigy wzgl dem zmiennychu,m w
odpowiedniej topologii. Topologia ta musi dopuszczatnienie zbiorow relatywnie
zwartych. Tak okrdony funkcjona przy dodatkowych zaeniach koercywnai funkcji
podca kowejf posiada minimum.

Okazuje si, e wypuk o funkcji podca kowej (a nawet pewne jej uogolnieriakie
jak poliwypuk o , kwaziwypuk o , wypuk oc rz du 1, (definicje podane w rozdziale 2))
gra tutaj kluczow rol . Jeli funkcja nie spe nia odpowiedniego warunku wypmuki, mog
nie istnie minimizery w sensie klasycznym, tj. nalee do odpowiednich przestrzeni
Sobolewa.

Problem braku minimum dla pewnych zagadrteorii sterowania by zauwany przez
Younga. Metoda pochodeza od niego polega a na rozszerzeniu klasy razavi Young
wprowadzi pojcie krzywej uogdlnionej, tj. takiej, ktora jest u@gionym rozwizaniem

przy braku rozwizania klasycznego. Jest to pduan), gdzie u=u(x) jest trajektori, a

n=(n,),x1 W, jest miar probabilistyczn (rodzin miar parametryzowarzmienn x1 Wi).



Przyj cie i rozwdj idei rozwiza uogodlnionych w sensie Younga doprowadziy do
rozwoju miar probabilistycznych zwanych teniarami Younga. W rozdziale 2 podano
definicj i niektére w asnaci miar Younga.

Inne alternatywne podajie do zagadnie minimalizacji funkcjona éw, ktore nie
posiadaj klasycznego minimum, polega na zastosowaniu tevaksacji funkcjona u. Tak

metod jest np. relaksacja kwaziwypuk a, polega na tym, e problem znalezienia
inf J(u,m) nie majcy rozwi zania zastpuje si problemem wyznaczaniaf QJ(u,m),
czyli ,zadaniem kwaziwypuk ym”, a naginie udowadnia sj e
inf J (u,m) =inf QJ(u,m) =min QJ(u,m) (1.3)
Tutaj QJ oznacza kwaziwypuk relaksacj funkcjonau J. Okazuje si, e dwa

ostatnie zagadnienia séwnowane zagadnieniu wyznaczania minimum odpowiedniego
funkcjona u zrelaksowanego przez miary Younga.

Pierwotnie miary Younga, znane wcaej jako miary probabilistyczne, syy jako
aparat do znajdowania uogdlnionych rozzei w przypadku, gdy problem minimizacyjny
nie spe nia odpowiedniego warunku zwaciptzw. inf-compactnessRozwi zania klasyczne
nie istniay, natomiast graniczne zachowanie mipn@rdw stawa o si coraz bardziej
oscyluj ce. Rozwdj teorii miar Younga napt w latach siedemdziegich i by zwi zany z
rownaniami réniczkowymi czstkowym [4,9,13,28]. Pdiejszy rozwoj teorii tych miar
zwi zany jest z optymalizacji sterowaniem, z zagadnieniami ewolucyjnymi z pr@ami
fazowymi [13,26,33,36,41,44,48,55]. Miary Youngaataz y zastosowania w zagadnieniach
aproksymacyjnych i obliczeniach numerycznych [172698,39,51,54,57,58,59].

W zastosowaniach, w szczeg6lobdo mechaniki nieliniowej, w bardzo szerokiejdia
tzw. materia 6w inteligentnych, jak np. stopéw nietapamici  ksztatu, gsto energii
wewn trznej jest funkcj niewypuk ; nie jest nawet funkcj kwaziwypuk . Jest to
matematyczna przyczyna nieistnienia klasycznyctwraa . Oznacza to, e niewypuk e
zagadnienie minimalizacji nie posiada minimum wskdafunkcji mierzalnych w sensie
Lebesgue’a. Minimizery majwowczas charakter oscylacyjny. Takie zjawisko,ymame
,mikrostruktur ”, objawia si w postaci szybkich przestrzennych oscylacji graiieNm .
Fizycznie dla zagadnienia mikromagnetyzmu oznaozathienie domen magnetycznych, w
ka dej z ktdrych zmienia sikierunek magnetyzacji. Z matematycznego punktwzenia te
szybkie oscylacje gradientbw mogby opisane przez miary probabilistyczne, w

szczegolnaci przez miary Younga. W pracy korzystamy z zagewiai mikromagnetyzmu



zrelaksowanego przez miary Younga, tzn. poszukujemogwi zania zagadnienia
minimalizacji funkcjona u energii wewirznej w sensie miar Younga.

Stosujc analiz numeryczn do zagadnie mikromagnetyzmu okazujsi, e lepiej
korzysta z relaksacji zagadnienia przez miary Younga, @ niuwypuklenia zadania
minimum (zob. rozdzia 4). Wynika to z dwdch powad@o pierwsze, uwypuklag funkcj
g stoci energii gubimy mikrostruktur ktér mo na ,odzyska’ dopiero w post-
procesorowym kroku, a nie wyznaczywprost z zagadnienia zrelaksowanego z
wykorzystaniem miar Younga; po drugie, zagadniemedaksowane przez uwypuklenie jest
ograniczone do przypadkow, kiedy funkcja, opisajenergi anizotropii magnetycznej jest
znanaexplicite co nie zawsze jest praktycznie riiwe [59].

W pracy s rozpatrywane rhe metody numeryczne rozwania tak zrelaksowanego
zagadnienia mikromagnetyzmu. W rozdziale 5 podamgkpad obliczeniowy dla zagadnienia

minimalizacji sztywnego ferromagnetyka.

1.1. Cel i zakres rozprawy

Celem rozprawy jest analiza funkcjonadw niewypeky charakteryzugych
mikromagnetyki oraz podanie podstawowych faktowtydz cych fizycznych i
matematycznych zagadniéorii mikromagnetyzmu.

Podstawy fizyczne zjawiska magnetyzmu omowiono 4a&tPonach na podstawienie 4
monografii, w tym jednej z 2000 roku, zawie@jch aktualn wiedz o mikrostrukturze
magnetycznej (rozdzia 2). Najnowsze rezultaty égmzne dotyczxe opisu magnetykow i
mikromagnetykow odkszta calnych zabrano w rozézial

Rozdzia 3 zawiera wprowadzenie do teorii miar YgaunW nim réwnie podano
aproksymacj numeryczn zagadnienia niewypuk ego z wykorzystaniem tychrmia

W rozdziale 4 zebrano najwaiejsze twierdzenia i rezultaty dotyce modelowania
mikromagnetykdw nieodkszta calnych poprzez relaksdonkcjona éw energetycznych
miarami Younga.

W rozdziale 5 wykorzystano twierdzenia podane wdrigle 4 do wykonania
numerycznej realizacji przy zaeniu konkretnej postaci energii wevirenej. Opracowano
wasny algorytm numeryczny i wykonano obliczeniausitujce pojawienie si
mikrostruktury pod wp ywem przy @nego pola zewrirznego.

W rozdziale 6 sformuowano i udowodniono twiemizeo istnieniu minimizera
energii modelu cia a niei liwego magnetosprystego.

W asnym wk adem autorki jest:



1)
2)

3)

zdefiniowanie nowego modelu cia a magnetosgstego prawie niei liwego;
pokazanie istnienia rozwza zagadnienia minimalizacji energii wewrenej dla cia
magnetospr ystych prawie nieci liwych;

sformu owanie i udowodnienie twierdze o istnieniu granicznego modelu

nie ci liwego dla cigu zagadnie prawie nieci liwych.
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Rozdzia 2

Mikromagnetyzm: podstawy fizyczne i modelowanie

2.1.Wst p

Mikromagnetyzm jest klasyczrfenomenologiczn makroskopow (pomimo nazwy)
teori , w ktorej nie wyjania si pojawienia namagnesowania, anizotropii magnesjczn
magnetostrykcji ani innych efektéw wawych magneto-uporzdkowanym materia om. W
teorii mikromagnetyzmu wzajemne oddzia ywania, &tpowoduj te efekty s postulowane.
Zagadnieniem mikromagnetyzmu jest znalezalenoci wektora magnetyzacji od
wsp6é rz dnych i czasu, korzystaj ze wzoréw dla energii swobodnej i ogolnych réwna
rownowagi i ruchu magnetyzacji. Gto w literaturze materiay magnetyczne, do opisu
ktérych stosuje siteori mikromagnetyzmu, nazywane siikromagnetykami.

Historia takiego podegia zaczyna siod artyku u Landau i Lifshitza z 1935 roku
[47], dotycz cego obliczeniacianek domen magnetycznych. W tej pracy po razwsey
sformu owano zasadminimalizacji energii ca kowitej jako metodposzukiwania rozk adu
magnetyzacji oraz podano réwnanie opisajnamagnesowanie. Praca zawiera wyniki, ktére
nie straciy na znaczeniu do dzna przyk ad, rozmiary domen magnetycznych i dktara
zmiany magnetyzacji w domenie. Wy wk ad do teorii, ktéra potem otrzyma a nazeorii
mikromagnetyzmu, wnids Kittel (1947), ktéry uwzdhi wp yw formy prébki i anizotropii
magnetycznej na rezonans ferromagnetyczny. Aetaddondorskij (1950,1952) pracuj nad
teori cz steczek jednodomenowych. Herring i Kittel (1951)ramowali makroskopow
teori fal spinowych, a Walker (1957) poda teodrga niejednorodnych namagnesowania.
W pracach [14,15] Brown sformu owa zasady ogdlmmodstawowe réwnania teorii dla
przypadku statycznego, rozwijajréwnania teorii tréjwymiarowej. Teoria mikromagdyemu
znalaz a zastosowanie do modelowania bardzo szgikikisy tzw. materia 6w inteligentnych
(ang. smart materials). Do takich materia 6w nalmateria y ferromagnetyczne wykazcg
pami Kkszta tu. Istniej inne podejcia do opisu takich materia 6w. Na przyk ad, w grac
[26] teoria, ktor autorzy nazwali ,Constrained theory of magnetdaddg’, wykorzystuje
rownie zasady mikromagnetyzmu, a magnetyzacja i defomrggprz one.

Interesujca nas teoria mikromagnetyzmu bazuje na zasadzieiacymej:
poszukiwany jest rozk ad magnetyzacji minimalizyjenergi ca kowit . Zasada wariacyjna
prowadzi do réwna ré niczkowych, nazywanych réwnaniami mikromagnetyzmupracy

[47] s one rozpatrywane w przypadku jednowymiarowym. Reémwa mikromagnetyzmu s
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réwnaniami skomplikowanymi, sto réwnania nieliniowe i nielokalne. Dlatego tradjest
znale rozwi zanie analityczne takich rowngoprocz przypadkéw, kiedy mlwa jest
linearyzacja). Pomimo tego, liczba zagadniéla ktorych konieczne jest zastosowanie teorii
mikromagnetyzmu raiie, na przyk ad przy badaniu zachowania snaych czstek
magnetycznych, wkszych od domeny, ale ma ych dla opisu przez jezthormagnetyzacj,

dla opisywania i obliczenia strukturgianek domenowych oraz dla modelowania materia 6w
magnetospr ystych, ferromagnetykéw wykazuych pami kszta tu [2,26,29,32,33]

Z powodu trudnaci obliczeniowych istotne jest poszukiwanie rozzé
numerycznych. Jednaé& zastosowanie mikromagnetyzmu struktur domenowydt ej skali
wydaje si nierealne: rénica pomidzy rozmiarem prébki (oko o mikrona szeennego), dla
ktorej jest moliwe 3-wymiarowe obliczenie metodelementéw skaczonych a rozmiarem
struktury domenowej, znajduej si w przedziale od milimetréw do centymetréw jest
bardzo dua [59].

Z szybkim wzrostem mdiwo ci obliczeniowych wzroso zainteresowanie
mikromagnetyzmem jako istotnym instrumentem dla ra&kirystyki materia 6w
magnetycznych, mdiwo ci poréwnania wynikéw teorii z eksperymentem, pktjevania
nowych materia 6w magnetycznych, ktérens/korzystywane w nowoczesnych udzeniach
zapisu magnetycznego, magneto-elektronowych prdgre, nonikdéw informacji z ultra
wysok g sto ci zapisu itd.

W dalszej cz ci tego rozdzia u rozpatrzono fizyczne podstawyitenikromagnetyzmu,

materia y magnetyczne, ich struktwraz metody opisu.

2.2. Materia y magnetyczne

.Materia em magnetycznym” — nazywa siwszystkie substancje wykazuag
jakiekolwiek w aciwo ci magnetyczne. Niektére z nich, takie jak diamagkie czy
paramagnetyki, wykazujte w asnoci w niezwykle s abym stopniu i swtedy traktowane
jako ,niemagnetyczne”. W pracy tiziemy rozpatrywa materia 'y, wykazujce w aciwo ci
magnetyczne w stopniu znacym, do nich nale ferromagnetyki, antyferromagnetyki i
ferrimagnetyki.

W aciwo ci magnetyczne materia 6w s wynikiem istnienia momentow
magnetycznych atoméw. Pod nieobecnmewn trznego pola magnetycznego w kézo Ci
pierwiastkbw wypadkowe momentoéw magnetycznych tedeldw atomu s zerowe gdy
ré6 ne kierunki kompensuj si nawzajem. Jednak istnieje szereg pierwiastkéalago,

kobalt, nikiel), ktérych atomy maj nieca kowicie wype nione wewitrzne pow oki
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elektronowe. Moment magnetyczny takich atoméw, narych magnetycznymi, nie jest
zerem. W temperaturze wgzej temperatury krytycznej (tzw. ,temperatury @lrimomenty
magnetyczne sskierowane chaotycznie, jednak w sEej temperaturze otrzymupewny
przewaaj cy kierunek i podczas ruchu cieplnego walsj oko o tego kierunku. Materia y,

w ktorych istniej taki kierunki, nazywano materia ami magnetoupdkowanymi.

2.2.1. Magnesowanie

Materiay, w ktérych powstaje moment magnetycznyd pgp ywem zewntrznego pola
magnetycznego nazywapgi magnetykami, a proces nabycia momentu magnetyozreg
namagnesowaniem materia u. Do opisywania materiandagnetycznych wprowadzono
wektor namagnesowanih, rowny momentowi magnetycznenMi jednostki objto ci V:

_M
=5 (2.1)

W magnetykach, w ktérych momenty magnetyczne zio&alane tylko na atomach,
moment magnetyczny ca ej probMi sk ada si z momentow magnetycznych atomow ( i-

numer atomu):
N

M=, (2.2)

i=1
a sumowanie odbywa sipo wszystkim atomach magnetycznych, gdie jest iloci
atomow.

Namagnesowanie nazywa gednorodnym, jeeli wektor namagnesowanid ma t

sam dugo niezalenie od jego kierunku. Indukcja pola magnetycznegmagnetyku w
uk adzie MKS jest sum

B=mH +J, (2.3)
w jednostkach CGS:

B=H+4pJ, (2.4)
gdzie :
H - jest nat eniem doprowadzonego pola magnetycznego, veynam w amperach na metr
(A/m), w uk adzie CGS w erstedache=( 1/4)x18 A/n);

B- jest wytworzon przez pole indukcj magnetyczn lub gstoci strumienia
magnetycznego,  wyran w weberach na metr kwadratowy (WBjm
(AWb/m?=1TI=10" / 40 Gs=7,93 1D C);

J- jest nat eniem magnetyzacji, wyranym w tych samych jednostkach;
m- jest pierwotn sta magnetyczn lub przenikalnoci magnetyczn pro ni; warto

m =4 40" H/m (henréw na metr).
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W pracach z zakresu magnetyzmusta stosowano zaréwno uk ad jednostek MKS
(metr-kilogram-sekunda), jak i CGS (centymetr-greehkunda), co bywa dogodniejszym.
Przejcie z jednego uk adu do drugiego ma wykona z pomoc nastpuj cych zaleno ci:

1 Wb/nf=10000 Gs (gauséw),
100 A/m=1 A/cm=1,257 Oe (ersteda),
1 Oe =1,8 A/lcm (w przybleniu).

Zauwamy, e do formuy (2.3) wchodznie mikroskopowe wartai , , ,ktére

bardzo zmieniaj si na odleg ociach rzdu odleg oci mi dzyatomowych, a tylko ich

u rednione wartaci makroskopowe.

2.2.2. Struktura krystaliczna

Pierwiastki i stopy ferromagnetyczne, podobnie jakmetale, maj budow
krystaliczn. Ich wasnoci s wywo ane zoonym dzia aniem wszystkich kryszta 6w
sk adowych. Dlatego tewa ne jest poznanie indywidualnych w asaio pojedynczych
kryszta ow.

Idealny kryszta jest zbudowany z powtarzgch si w przestrzeni identycznych
jednostek strukturalnych. Struktuwszystkich kryszta 6w mma opisa za pomoc sieci, w
ktorej z kadym punktem jest zwrzana grupa atoméw. Tgrup atomow nazywamy baz
dzi ki powtarzaniu sijej w przestrzeni powstaje struktura krystaliczna.

Sie jest zdefiniowana przez trzy podstawowe wektoapstacji siecia, ,a, ,a, takich,

e u o enie atomow wyglda tak samo z punktujak i z punktu

r'=sr +ug, +ua,+ua, (2.5)
gdzie u,u,,u, s dowolnymi liczbami ca kowitymi. Zbior punktow', okre lonych przez
wzoér (2.5) dla wszystkich wartoi u;, u,, u, definiuje sie. Sie jest periodycznym uk adem
punktow w przestrzeni. (Analogiczny zbiér w dwockmiarach jest nazywany siatk Sie
jest abstrakcj matematyczmn struktur krystaliczn otrzymujemy wtedy, gdy baza atomow
jest jednoznacznie przypokowana kademu wz owi. Mamy wi ¢ logiczny zwi zek:

Sie + baza= struktura krystaliczna.

Sie nazywamyprost , a wektory translacji,,a, ,a, podstawowymije li dowolne

dwa wektoryr ir ' opisuj ce po oenie punktow, z ktérych uk ad atomow wyda tak samo,

spe niaj zaleno (2.5) dla odpowiednie dobranych liczb ca kowityahu,,u,. Komoérka

zbudowana na tak zdefiniowanych podstawowych wektortranslacji jest elementem

sk adowym struktury krystalicznej o najmniejszej ob ci.
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Podstawowe wektory translacji sucz sto do definiowania osi krystalicznych.
Stosowane s rownie inne osie krystaliczne, ktére mma atwo powiza z symetri
struktury. Osie krystalicznea,, a, , &, tworz trzy s siednie krawdzie rownoleg ocianu. Jeli
wzy s tylko w wierzchokach réwnolegcianu, méwimy o roéwnoleg @ianie

elementarnym.

Rys. 2.1 Typy sieci trojwymiarowych (sieci Bravais'go) (14 nych typow), [45].
W temperaturze pokojowejelazo krystalizuje w sieci przestrzennie centryg¢zne
uk adu regularnego, nikiel w p asko centrycznejadkl regularnego, a kobalt w uk adzie

heksagonalnym. Struktura tych kryszta éw pokazaneysunku 2.2.

Rys.2... Budowa sieci krystalicznej aglaza,sc ang. simple cubic- prosta, b) niklicc-
body centered cubic- przestrzennie centrowana, otjalku, fcc- face centered cubic-
powierzchniowo centrowana. [11].

W podrozdziale 2.4.2 kzie pokazano, jak budowa sieci krystalicznej w@mayna
w asnoci magnetyczne materia u, gdy oméwimy istnienie.tki@runkéw atwego i trudnego

namagnesowania materia Ow oraz energii anizotropgnetycznej.



2.2.3. Diamagnetyki i paramagnetyki.

Rozpatrzmy materiay, w ktérych nie wygtje uporzdkowanie momentéw
magnetycznych atomow, to znaczye atomy nie maj momentéw magnetycznych albo
momenty te snieuporzdkowane.

Zagadnienia zwizane z magnetyzmem mma w pe ni opisa tylko na gruncie
mechaniki kwantowej. Czysto ,klasyczny” uk ad w ré&@a robwnowagi termodynamicznej
mo e nie wykazywa momentu magnetycznego nawet w obecngola magnetycznego.

réd ami momentu magnetycznego swobodnego atomuspin elektronéw, orbitalny
moment pdu elektronébw zwizany z ich ruchem woko dlra oraz zmiana momentu
orbitalnego spowodowana zewirznym polem magnetycznym. Pierwsze dwa czynniki
zwi zane s z paramagnetycznym wk adem do namagnesowaniaci trzez wk adem
diamagnetycznym. W stanie podstawowym 1s atomu wodwmment orbitalny jest rowny
zeru i na moment magnetyczny sk adatglko moment zwizany ze spinem oraz niewielki
indukowany moment diamagnetyczny. W stanié dtsmu helu zaréwno moment spinowy,
jak i orbitalny s réwne zeru i wkad do momentu magnetycznego dgjeo tmoment
indukowany. Atomy o zape nionych pow okach elektnaych maj zerowe momenty
spinowe i orbitalne; tylko w przypadku nie zapemjoh pow ok momenty te mody r6 ne
od zera.

Je eli namagnesowanid definiujemy jako moment magnetyczny jednostki tijci,

H oznacza natenie pola magnetycznego, wtedy podatnmmagnetyczn jednostki objto ci

definiujemy w nastpuj cy sposéb:

gdzie ¢ jest wielkoci bezwymiarow.

Substancje o0 ujemnej podatob magnetycznej nazywamy diamagnetykami, a o
dodatniej - paramagnetykami.dfowe momenty magnetyczne s6d em paramagnetyzmu
j drowego. S one oko o 1000 razy mniejsze od momentu magneggzelektronu.

W diamagnetykach wektor magnetyzacji skierowany t jgsrzeciwnie do
magnesujcego pola i nie wyspuje w asny moment magnetyczny, ktéry pojawiatgiko w
rezultacie dzia ania pola zewrznego. W paramagnetykach wektor magnetyzacjrakiany
jest wzd u pola przy oonego, momenty magnetyczne atoméw i moleku nigdw/ne zero,
ale skierowane schaotycznie. Przy dzia aniu pola zewranego odbywa sizmiana tych

kierunkow. llo momentow magnetycznych z kierunkami bliskimi derinku pola
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magnetycznego staje siprzewaaj ¢, co prowadzi do pojawienia si niezerowego

namagnesowania, skierowanego wzdnektora indukcji pola.

2.3. Materiay magnetouporz  dkowane

Rozpatrzmy teraz materia y magnetoupdkowane. Uporzdkowanie to moe by
ferromagnetyczne, ferrimagnetyczne, antyferromagnee, moe by réwnie spiralne lub
jeszcze bardziej z one [45].

Uporz dkowanie magnetyczne czuli upodkowane przestrzenne rozmieszczenie
momentow magnetycznych wypuje w pewnych materia ach, np. w ciele sta ym man
daleki rzd po o enia atoméw oraz siatkkrystaliczn, w ktérej w z ach s rozmieszczone
periodycznie atomy z momentami magnetycznymi. Wyge réwnie w materia ach
amorficznych, dla ktérych istnieje tylko bliski i@ rozmieszczenia atoméw. Mechanizmy
odpowiedzialne za upordkowane rozmieszczenie atomowych momentow magneygbzs
nast puj ce:

posiadanie przez atomy w asnych momentéw magneygtzmizi ki czemu moliwe
jest pojawienie sispontanicznego momentu magnetycznego nawet pothetao
zewn trznego pola magnetycznego;

istnienie w cia ach sta ych wzajemnego oddzia ywamymiany. Jest ono czi
oddzia ywania elektrostatycznego i zaleod orientacji spindw oddzia wych
elektronéw. Takie oddziaywanie pojawia siv wyniku efektow kwantowo-
mechanicznych i zalg od odleg oci pomi dzy jonami magnetycznymi i ich
po 0 eniem geometrycznym.

Ferromagnetyk ma spontaniczny moment magnetyczmy, taki, ktéry wystpuje
nawet w nieobecnagi zewn trznego pola magnetycznego. Istnienie spontaniczmnegmentu
wskazuje na to,e spiny elektronéw i momenty magnetyczne ustawgne jaki regularny
sposOb. Takie upordkowanie nie musi by proste: wszystkie ustawienia spinéw
przedstawione na rys. 2.3 cechuje spontaniczny mbmagnetyczny nazywany momentem
magnetycznym nasycenia.

Wczeniej termin ferromagnetyki” oznacza wszystkie ey wykazujce
w asnoci magnetyczne w dym stopniu. Momenty magnetyczne atoméw takich neates
rozmieszczaj si rownolegle do siebie, co powoduje ,@&i namagnesowanie, a
spontaniczne namagnesowanie wgsf ce nawet pod nieobecno zewntrznego pola
magnetycznego. Jest to nliswe nie tylko przy rownolegym ustawieniu momento

magnetycznych (patrz rys. 2.3a), ale ®@kprzy antyrownolegym (rys.2.3b) i
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antyréwnoleg ym z niejednakowymi momentami magnatymi dwoch typéw atomow
(rys.2.3c). Takie upormkowania momentow magnetycznych nazywaj odpowiednio
ferromagnetyzmem, antyferromagnetyzmem i ferrimagmeem.

Z punktu widzenia teorii mikromagnetyzmu nie madnej ronicy pomidzy
ferromagnetyzmem i ferrimagnetyzmem. Kluczowym jestnienie magnetyzacji
spontanicznej, tzn. wektora, ktory opisuje stan moslkopowy materia u. Oprécz tego, nie ma
znaczenia przy zagadnieniu mikromagnetyzmu czy miggacja na poziomie atomowym jest
zadana réwnoleg ymi czy antyrbwnoleg ymi spinamlatego teoria mikromagnetyzmu
mo e by zastosowana do materia 6w ferromagnetycznych, i®wto innych materia 6w

.magnetycznych”, por.[15,70].

e £ 2 re
e S N k¢ }&§f @&%«
T PR C R S -
o L P 5
a b C

Rys. 2.3 RO ne typy uporzdkowania spinéw elektronowych: a) struktura magcata
atomowa ferromagnetyka, b) struktura magnetyczmeneva antyferromagnetyka, c)
struktura magnetyczna atomowa ferrimagnetyka, [70].
Temperatura Curid,. jest to taka temperatura, povey ktorej zanika spontaniczne
namagnesowanie. Oddziela ona obszar vpgstania nieupordkowanej fazy
paramagnetycznej, w temperaturakk T., od obszaru wyspowania uporzdkowanej fazy

ferromagnetycznej w temperatura€hk Te..

x| x| I x| |
! | |'|\ | c
\x= | s
| |1 T+8
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Rys.2.4 Temperaturowa zalao podatnoci magnetycznej paramagnetyku,
ferromagnetyka, antyferromagnetyka.
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Temperaturowa zaleo podatnoci magnetycznej paramagnetyka, ferromagnetyka
oraz antyferromagnetyka pokazano na rys.2.4. Tutsr@cza sta Curie.
Na rysunku 2.5 pokazano tp histerezy z zaznaczonymi parametrami myani z

punktu widzenia zastosowaraktycznych.

Rys. 2.5.Krzywa magnesowania [45].
Pole koercjiH. jest to pole magnetyczne, ktore ngi@rzy oy do prébki pewnego

materia u magnetycznego, aby zmniejsmamagnesowanid lub indukcj B do zera. Jest
ono skierowane przeciwnie do kierunku pola, w kidryuprzednio osgni to

namagnesowania nasycenia. Dla materia 6w @jdkoercji definiuje si pole koercjH_ jako

pole, ktére redukuje namagnesowanie do zera.dNapola koercji moe zmienia si 0
siedem rzdow wielko ci; jest to najczulszy parametr charakteryezyjw asnoci materia u
ferromagnetycznego, ktory memy kontrolowa. Materia y o ma ym polu koercji nazywamy
materia ami magnetyczniai kkimi, o du ej —twardymi(na przyk ad, magnesy sta e).

W rdzeniu transformatora chcemy mima koercj, a take du przenikalno
magnetyczn materia u. Uycie materia u czystego, jednorodnego, o dobrzesmtmwanych
ziarnach u atwia przemieszczanie siomen, a tym samym zapewnia dyprzenikalno
magnetyczn. Z drugiej strony, magnesy stae powinna cechowla a koercja, ktor
uzyskujemy utrudniag przemieszczanie sigranic domen (o ktérych mowa drie w
nastpnym podrozdziale), najlepiej przez usu¢ w ogole granic domen z materia u. Ma
to zrealizowa wykorzystuj ¢c bardzo ma e jednodomenowe krystality.

Kontroluj ¢ w procesie technologicznym wytianie si jednej z faz metalicznych,
mo na otrzyma prébk wielofazow o bardzo ma ych obszarach jednej fazy. Istniejeige

krytyczny rozmiar, poniej ktérego wytrcenia staj si jednodomenowe.
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2.4. Domeny ferromagnetyczne i  cianki domenowe

2.4.1. Domeny ferromagnetyczne

W temperaturach znacznie srych od temperatury Curie momenty magnetyczne
elektronow w ferromagnetyku, w skali mikroskopow®j, rownoleg e do siebie. Jednak
je eli rozpatrujemy probkjako ca o , to stwierdzamy, e jej wypadkowe namagnesowanie
mo e by du o mniejsze od namagnesowania nasycenia. W celynaénzia namagnesowania
nasycenia mee by konieczne przy cenie zewntrznego pola magnetycznego. Pod tym
wzgl dem podobnie zachowugi zaréwno monokrysztay, jak i probki polikrystaiie.

Dok adniej rzecz biorc, prébki skadaj si z maych obszarébw nazywanych
domenami. W kadej domenie lokalne namagnesowanie odpowiada sianesycenia.
Jednak kierunki namagnesowania mgch domen nie muszby réwnolege do siebie.
Domeny tworz si tak e w antyferromagnetykach, ferroelektrykach, antgielektrykach,
kryszta ach ferrosprystych, nadprzewodnikach.

Istnienie domen ferromagnetycznych po raz pierw&syo postulowane przez
P.Weissa w 1907 roku. Wprowadzi on to g, aby wyt umaczy stan rozmagnesowania
realnych probek ferromagnetycznych. Zgodnie z l@poWeissa, jeeli prébka nie jest pod
wp ywem pola zewrtrznego, to ona jest podzielona na domeny, z ktorika da jest
namagnesowana do nasycenia. si&lujce dwie domeny maj ré ne kierunki
namagnesowania oraz oddzielone jedna od drugiejigranazywan ciank domenow
( ciank Blocha). W ssiaduj cych domenach wektory namagnesowaniaws ro nych
kierunkach, dlatego namagnesowanie ca ej probki enfiy mniejsze od namagnesowania
nasycenia, a nawet rowne zero. W prziej granicznym pomidzy domenami wektor
namagnesowania z pierwszej domeny odwracalgikierunku wektora namagnesowania w
drugiej domenie.

Hipoteza istnienia domen magnetycznych w ferromgdiaeh otrzyma a
potwierdzenie w eksperymentach G.Barkhauzena w 18ki9. Przy pomocy wynalezionego
wtedy elektronowego wzmacniacza sygna Ow zawma, € namagnesowanie przy
namagnesowaniu ferromagnetyka zmienia(przy wzmocnieniu s ychaby o d wi ki). Te
sygnay dwi kowe odpowiadaj za hamagnesowanie jednego albo niektorej grupyedom

nazwano je skokami Barckhauzena.
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Rys.2.6 Idealna struktura domenowa ferromagnetykaz ¢&st osi atwego
namagnesowania, [70].

Landau i Lifszyc [47] wykazali, e wyst powanie struktury domenowej jest konsekwencj
istnienia rénych wk adéw do energii ca kowitej ferromagnetykaergii wymiany, energii
anizotropii i energii magnetycznej. Bezpednim dowodem istnienia struktury domenowej s
fotografie granic domen otrzymane metodbrazéw proszkowych lub technikbada
optycznych wykorzystugpych zjawisko Faradaya. Metoda obrazéw proszkowyahkta a
rozwini ta przez F.Bittera [29]. Polega ona na umieszczé&nipli koloidalnej zawiesiny
bardzo drobno sproszkowanego materiau ferromagmego na powierzchni kryszta u
ferromagnetycznego. Cgteczki koloidalne w zawiesinie gromadsi w pobli u granic
mi dzy domenami, gdzie istnieje silny gradient polagmetycznego, a we na czstki dzia a
du sia przycigaj ca. Odkrycie przezroczystych zwkéw ferromagnetycznych by o
zacht do bada domen metodoptyczn [45].

Po raz pierwszy bezprednio przez mikroskop domeny obserwowali w 193Ruro
F.Bitter, L.V.Hamos i P.A.Tissen [11].

Obecnie dla obserwacji struktur domenowych wykoiggs si metod
magnetooptyczn metod mikroskopii elektronowej, rentgenowsloraz neutronograficzn
Przy ich pomocy s otrzymywane obrazy domen magnetycznych zaréwn@avaierzchni
prébki, jak i w objto ci. Domeny w ferromagnetykach nmma teraz bezpoednio

obserwowa i fotografowa (rys.2.7).
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Rys.2.7. Domeny magnetyczne, zaobserwowane przy pomocydyietagneto-optycznej oraz

symulacji komputerowej: a) probkalaza, b) cienka warstwa NiFe (grubd30nm, c)

monokryszta granatu z schematycznie pokaraagnetyzacj[29].
Wzrost wypadkowego namagnesowania ferromagnetgiayp ywem pola

magnetycznego (rys.2.8) jest z&any z dwoma niezalaymi procesami:
1. w sabych zewrrznych polach magnetycznych ot domen, ktérych

namagnesowanie jest skierowane wzdkierunku przy oonego pola, zwksza si
kosztem obijto ci domen zorientowanych w innym kierunku;

2. w silnych polach namagnesowanie domen obraca &ierunku zewntrznego pola.

Rys.2.8 Typowa krzywa namagnesowania. W mgch cz ciach krzywej zaznaczono
dominuj cy proces namagnesowania.

Struktura domenowa ferromagnetyka zgled trzech naspuj cych czynnikow:
1. geometrii probki, to znaczy przez jej ksztat ieskwanie osi krystalograficznych

wobec powierzchni prébki;

2. energii anizotropii, to znaczy od istnienia eneygehie ekwiwalentnych kierunkow
namagnesowania, patr.2.4.2;

3. w realnych prébkach od raych defektow sieci krystalicznej.
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Cz sto struktury domenowe s bardziej skomplikowane niprzedstawione proste
przyk ady, lecz zawsze przyczympojawienia si struktury domenowej jest miwo
obni enia energii uk adu w wyniku przeja od konfiguracji o wyszej energii magnetycznej
odpowiadajcej nasyceniu do konfiguracji domenowej osziej energii. Wspo czesna teoria
cia a sta ego przewidujege nie tylko metale ferromagnetyczneel@zo, kobalt, nikiel), ale
tak e pi  metali z grupy lantanowcow i liczne stopy i zeki chemiczne, w tym niektére
zo one z samych pierwiastkdw nieferromagnetycznychads{ si z makroskopowych
domen (o rozmiarach rdu paru tysicznych cz ci centymetra), w ktorych spiny s
ustawione zgodnie. W nienamagnesowanej probce dprserzorientowane chaotycznie
wzgl dem siebie. W procesie namagnesowywania domenwiagtasi zgodnie przez ruch
granic domen. Domeny zorientowane korzystnie wdgn pola rosn kosztem pozosta ych
domen.

Domeny ferromagnetyczne soddzielone jedna od drugiej warstwprzejciow
nazywan granic domenow albo ciank Blocha. Jej grubo jest znacznie wksza od
odlegoci mi dzyatomowej. W naspnych podrozdziaach rozpatrzymy bardziej

szczegO owo energianizotropii ferromagnetykow i granicy pordzy domenami.

2.4.2. Energia anizotropii magnetycznej

W krysztale ferromagnetycznym nmamy wyroni energi, ktéra powoduje, e
magnesuje sion atwiej wzd u pewnych wyrénionych kierunkéw krystalograficznych,
nazywanych kierunkami atwego magnesowania. Energi nazywamy energi
magnetokrystalicznlub energi anizotropii. Jeeli przy tym kierunkiJ i H s jednakowe, to
materia y nazywaj si magnetykami izotropowymi. Je kierunek wektora magnetyzacjl
zaley ot kierunku pola wzgldem osi krystalograficznych, to takie materia y ywaj si
magnetykami anizotropowymi.

W kryszta ach mogby kierunki atwego i trudnego magnesowania. Na rgsria
podstawie krzywej dlaelaza widzimy, e kryszta elaza ma o atwego magnesowania
[100], a trudnego [111] .

23



Rys.2.9.Anizotropia namagnesowanialaza, niklu i kobaltu [45].

Jednym zerd6de anizotropii magnetokrystalicznej jest asyiaet przekrywaniu si
rozk adow elektronéw siednich jonow (rys.2.10). W rezultacie spin-orlmiggo
oddzia ywania rozk ad adunku ma ksztat elipsaigal a nie kulisty. Asymetria jest
zwi zana z kierunkiem spinu, tak wi obr6t spinu wzgldem osi kryszta u zmienia energi
wymiany, a take zmienia energioddzia ywania elektrostatycznego podry rozk adami
adunku par atomow. Energia w konfiguracji (a) j@mta ni w konfiguracji (b) (patrz
rys.2.10).

6-6-6-6-

Rys.2.10 Asymetria przekrycia rozk adéw elektronéw [45].

Wektor namagnesowania krysztau oddziauje z siecikrysztau w wyniku
przekrywania si orbitali elektronowych, a ruch orbitalny elektromgp ywa na jego spin za
po rednictwem sprz enia spin- orbita.

Energia anizotropii w jednoosiowym krysztale rady zapisana jako szereg:

6 = Ka” (2.6)

gdzie a =coyy jest kosinusem kierunkowym mementu magnetycznéfjowzgl dem
pewnej osi, &, - s sta ymi anizotropii krystalograficznej wyznaczanysksperymentalnie.
Cz sto bierze sitylko trzy pierwsze sk adowe:

g = K, + K cosg +K, codq (2.7)
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Przy K, <0, K, =0 otrzymujemy ferromagnetyk z atwosi (minimum energii anizotropii
odpowiadag =0).
Najcz ciej wykorzystuje si nastpuj ce formy zapisu gsto ci energii anizotropii:

dla kryszta u regularnego (kubicznego):

6. = Ka(nfm+ nfrd+ i)+ K i (2.8)
dla kryszta u heksagonalnego:
€&n = Khl(nf + ni) + an( nj + ré)z * (2.9)

dla kryszta u jednoosiowego:
g, = K,sifg+K,,sin'g, (2.10)
gdzie g jest ktem pomidzy osi anizotropii a wektorem magnetyzacji. Sta e mateve w

zale no ci od materia u srz du J_r(lo2 - 2<16)J Im®. Na przyk ad, stale anizotropii

magnetospr ystej (w jednostkach erg/®) stanowi: dla elaza K, =4.6X10 K, =1.5%40,

dla niklu K, =-5x10' K, =2.3x10 oraz kobaltuK, =4.1x10 K, =1.0%0.

Kierunki, ktéore mona wyznaczy z rowna ( 2.8- 2.10) nazywaj si kierunkami
atwego magnesowania. Wzd tekich kierunkéw kryszta me by namagnesowany przy
mniejszych przy oonych po ach zewirznych . Jeeli wektor magnetyzacji zostaje obrécony
do innego po cenia, jak to moe zaistnie przy doprowadzeniu pola magnetycznego pod
odpowiednim ktem, to wykonana zostanie praca przeciw siom kaygz ktore usi uj
utrzyma osie spindw elektronowych réwnolegle do kierunktwego magnesowania, a w
zwi zKu z tym zostaje zmagazynowana w domenie dodatleneegia.

Energia anizotropii magnetycznej w teorii mikromatyzmu odgrywa wan rol .
Mianowicie, wchodzc jako sk adowa do réwnania energii ca kowitejb(£®.17)), moe
skomplikowa poszukiwanie rozwizania zagadnienia minimalizacji funkcjona u (2.t2y

(2.18), powodujc jego niewypuk o (patrz rozdzia 4).

2.4.3. Obszar przej ciowy mi dzy domenami

ciank Blocha w krysztale nazywamy warstwprzejciow , ktora rozdziela
s siaduj ce ze sob domeny namagnesowane w mgch kierunkach. Ca kowita zmiana
kierunku spinu midzy domenami nie ma charakteru skoku w obszarzeejeplaszczyzny
atomowej, lecz nagpuje w sposéb stopniowy na przestrzeni wielu p agat atomowych.

cianka mog aby sirozszerza bez ogranicze gdyby nie energia anizotropii, ktora

ogranicza jej szeroko. Kierunki spinbw znajdugych si wewntrz cianki s istotnie
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odchylone od kierunku atwego namagnesowania. @eistem cianki jest wic zwi zana

pewna energia anizotropii, w przyl#niu proporcjonalna do grubm cianki.

Grubo  cianki B ocha wynosi oko o(J/KaS)”2 staych sieci, a energia na jednostk

powierzchni- okoo(KJ/a)”z, gdzie J oznacza cak wymiany, K - g sto energii

anizotropii, a - stal sieci. [45]. W elazie grubo obszaru przegiowego wynosi oko o 300

sta ych sieci

Rys. 2.11 Struktura ciany Blocha rozdzielagej domeny. [45].

Rys.2.12. Dwa rénych sposoby rotacji wektora magnetyzacji M30°- ciance
domenowej: a)cianka Blocha, b)cianka Neela [29].

Teoria mikromagnetyzmu pozwala na obliczenia ksrta rozmiaréw zaréwno
samych domen magnetycznych, jakcianek midzydomenowych €ianek Blocha). Tym
samym mona mowi o obliczeniu mikrostruktury pewnej probki matesianagnetycznego.
W rozdziale 5 mamy przyk ad obliczenia numerycznatyouwymiarowego zagadnienia
zwi zanego z mikromagnetykami nieodkszta calnymi, midoie jednoosiowego

ferromagnetyka.

2.4.4. Cz steczki jednodomenowe

Materia y ferromagnetyczne znajdljardzo szerokie zastosowanie przede wszystkim

jako magnetyczne naoiki informacji. Do wytwarzania pamgi magnetycznych ywa si
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materia u, ktéry zawiera cgteczki jednodomenowe lub Widsze jednodomenowe obszary.
Do magnetycznych urdze wykorzystywanych do zapisu informacji nalem.in. twarde
dyski w komputerach, tany magnetofonowe i video.

Idealn cz steczk jednodomenow jest ma a czsteczka, zazwyczaj o wyd onym
kszta cie, ktra ma moment magnetyczny zwréconyesukku jednego z k@ow cz steczki.
Dwie mo liwe orientacje momentu magnetycznego w takiegtzczce- moment skierowany
W gor " lub ,w ddé”, mo emy oznaczy przez + i -, lub zapisie cyfrowym jako O i 1. By
wykorzysta cz steczk ferromagnetyczndo zapisu informacji, musi ona byvystarczajco
ma a, rzdu 10-100 nm, tak by zawiera a tylko jeddomen. Jeli cz steczka ma ksztat
wyd u ony lub ma jednoosiowsymetri krystaliczn, to s mo liwe tylko dwie wartoci
momentu magnetycznego takiej jednodomenoweptezzki, co odpowiada wymaganiom,
ktore musz by spe nione przy zapisie cyfrowym w systemie dwojigow

Pierwszym materiaem, ktory z powodzeniem wykomaget do zapisu
magnetycznego, by y cgteczkit - Fe,03, 0 d ugoci mniejszej od 1nm i stosunku d ugo
do szerokaci w przybli eniu réwnym 5:1, ich koercja wynosi ok. 200 Oe.

Jeszcze lepszymi materia ami okaza yreateria y na bazie dwutlenku chromu GrO
bardzo wyd uone (20:1), z koercjblisk 5000e.

Jednodomenowe cgteczki ferromagnetyczne odgrywajdu rol w badaniu
w asnoci ska osadowych. Namagnesowanie stiamve tych ska zawiera informacje na
temat kierunku ziemskiego pola magnetycznego w nmamieeich powstawania; jest to
jednoczenie informacja na temat geograficznego peria tych ska w danej epoce.

Rownie w biologii due znaczenie maj mae jednodomenowe cteczki
magnetyczne, np. cgteczki FeO,. Pozwalaj one zwierztom orientowa si wzgl dem pola
magnetycznego Ziemi. Odgrywa to istotiel w migracji ptakow, locie gobi pocztowych i
pszcz6, a nawet w ruchach bakterii. Efekt polegaoddzia ywaniu jednodomenowych
cz steczek (lub aglomeracji takich steczek) w organizmie z polem magnetycznym Ziemi
[45].

2.5. Materia y magnetospr yste

2.5.1. Magnetostrykcja

Podczas magnesowania materia u ferromagnetycznagbodz zmiany jego wymiarow.
Zaobserwowano szereg zjawisk tego rodzaju i nazwanoazwiskami ich odkrywcow.

Wszystkie te zjawiska olo wspoln nazw magnetostrykcji. Zjawisko Joule’a, czyli zmian
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dugoci — tak wydueniem, jak i kurczeniem- wygiuj ¢ w kierunku zgodnym z
indukowan magnetyzacj Zwi kszeniu dugoci towarzyszy zmniejszenie przekroju
poprzecznego i przeciwnie, podczas gdy zana z tym zmiana olip ci ma znaczenie
zupe nie drugoradne. Zaobserwowano rowniezjawisko odwrotne — efekt Villariego, w
ktérym odkszta cenie na dugo prowadzi do zmian przenikalnd magnetycznej w
kierunku zaistnia ego odkszta cenia. Na ogé neostwierdzi, e materia, ktory w czasie
magnesowania wyd @& si, wyka e zwi kszon przenikalno magnetyczn, je eli poddany

zostanie rozciganiu. Jeeli natomiast jego wspo czynnik magnetostrykcjit jegemny,

przy o ona do niego zewirzna Si a rozcigaj ca zmniejszy jego przenikalnomagnetyczn.

Rys.2.13.Magnetostrykcja monokryszta éwelaza, niklu i kobaltu [11].

Wyniki pomiaréw magnetostrykcjielaza, niklu i kobaltu dla g éwnych kierunkéw
krystalograficznych podano na rys.2.13. Widocznst, jee nikiel i kobalt kurcz si
niezalenie od kierunku magnesowania, magnetostryk@taza jest zjawiskiem bardziej
zo onym: elazo wyd ua si w czasie magnesowania w kierunku [100], czyli wrinku
naj atwiejszego magnesowania, kurczy sikierunku [111], czyli najtrudniejszym, podczas
gdy w kierunku [110] poczkowo wyd ua si, a nastpnie przy wikszych wartociach
indukcji- kurczy.

Magnetospr ystym (albo magnetostrykcyjnym) cia em nazywa tsikie, w ktérym

odbywa si odwracalna deformacja pod dzia aniem pola magrasgo.

2.5.2. Zjawisko pami ci kszta tu

Zjawisko powracania ciaa do potkowego ksztatu w wyniku odwracalnej przemiany

martenzytycznej przy nagrzaniu nazywazgawiskiem pamici kszta tu.

28



Mo liwo kierowania ksztatem i rozmiarami pewnych matéra przy pomocy
napr enia mechanicznego, pola elektrycznego czy magmneégo pozwala wszystkie takie
materiay odnie do klasy materia 6w funkcyjnych. Do takiej klaswle materiay
magnetostrykcyjne, piezoelektryczne oraz matemg/gazuj ce pami kszta tu. Deformacje
odwracalne w kryszta ach za rachunek magnetostryk$), piezoefektu (PE) oraz pamni
kszta tu (SM) naspuj ca:

Dlus Bow

107, 10,

10°, Plee
L

Ka dy z zaznaczonych sposobdéw dzia ania na rozmiasyngéryczne cia a ma swoje zalety i
wady, oraz swdj obszar zastosowania w praktyceetZali materia 6w magnetostrykcyjnych
jest may czas odpowiedzi, a materia 6w z pamiksztatu —dua warto odkszta cenia
odwracalnego [67]. Materia y magnetostrykcyjne swasne s jako nadajniki oraz odbiorniki
d wi ku, stabilizatory czstotliwo ci, siowniki. Materiay z pamii kszta tu umoliwiaj
budow urz dze , przyrz déw i aparatury w oparciu o nowe zasady konstruleyPozwalaj
na znaczne uproszczenia konstrukcji, miniaturyzaeyrobéw oraz obnienie kosztéw
produkcji. Obok techniki materiay wykazgg pami kszta tu maj szerokie zastosowanie
w medycynie jako rthego rodzaju implanty stosowane w chirurgii i ogdp oraz w
technice medycznej [73]. Materiay z pami kszta tu wykorzystuje sirownie do budowy
silnikbw, termoregulatoréw, jako réego rodzaju zcza rur, z cza elektryczne i optyczne
[73]. Pierwszym i najpopularniejszym ze stopdw rhietgykazuj cych pami kszta tu jest
Ni-Ti, jego w asnoci do praktycznego zastosowania stwierdzono w hai®60-65 w USA w
Naval Ordnance Laboratory. Efekt pawii ksztatu stwierdzono w wielu stopéw, ndd
ktérych mona wymieni nastpuj ce: Fe-Ni, Cu-Zn, In-Tl, Au-Cd, Cu-Al., Cu-Zn-AlCu-
Al.-Ni.

Zjawisko pamici ksztatu w metalach zwzane jest z odwracalnprzemian
martenzytyczn. Przemiana martenzytyczna nie wymaga dyfuzji aiwma due odleg oci.
Martenzyt posiada ten sam sk ad chemiczny, stopieporz dkowania atomowego oraz
zdefektowania sieci krystalicznej jak faza austeni®rzemiana martenzytyczna przejawia si
przesuniciem atomow drog odkszta cenia sieci krystalicznej i niewielkichzesuni w
obr bie komorki elementarnej. Jednocaie zachodzi cinanie poprzez ptizg lub
bli niakowanie w poczeniu z niewielk sztywn rotacj. Po raz pierwszy przemian
martenzytyczn zaobserwowano w stopach na bazétaza. Na poczku uwaano j za
przej cie strukturalne od wysoko temperaturowej powientaWwo centrowanej fazy (austenit)

do nisko temperaturowej regularnej przestrzergentrowanej fazy (martenzyt). Teraz
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wiadomo, e przemiana podobna do przemiany martenzytycznegmachodzi nie tylko w
metalach, rownie w dielektrykach, po6 przewodnikach, zwkach organicznych oraz jest

jedn z podstawowych przemian pod przej fazowych w ciele sta ym.

Rys2.14. Schematyczny przebieg odkszta gedczas przemiany martenzytycznej: od
wysokotemperaturowej fazy macierzystej (austenitiskotemperaturowej fazy
martenzytu.

Na rys.2.14  schematycznie pokazano  priej fazowe od
wysokotemperaturowej fazy regularnej powierzchniovemtrowanej do fazy przestrzennie
centrowanej tetragonalnej. Takie pro# zachodz w r6 nych materia ach z panti
kszta tu: Fe-Ni-C, Fe-Pd, In-TI, Ni-Al., Ni-Mn ora%i.MnGa.

Termodynamiczn sil napdow przemiany martenzytycznej jest zmiana energii
swobodnej ukadu. Warunkiem odwracaltio przemiany martenzytycznej jest
termospr ysty charakter tej przemiany. Przebieg odwracapregmiany martenzytycznej
przedstawia krzywa  histerezy zmian @b fazy martenzytycznej od temperatury
(rys.2.15.)[73].

Termospr ysty charakter tej przemiany oznaczea,martenzyt tworzy sii wzrasta w
sposob cig y w miar obni enia temperatury i zanika z jej wzrostem. Przemiasharacalna
zachodzi wic zasadniczo w warunkach réwnowagi podaly energi swobodn jako sil

nap dow przemiany a energispr yst zwi zan z naprzeniami przemiany [73].
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Rys.2.15.Zmiany nat enia linii dyfrakcyjnej fazy martenzytycznej w fugjk
temperatury dla odwracalnej przemiany martenzytgrzriMs - temperatura

pocztku przemiany martenzytycznej, (M- temperatura kaca przemiany

Opis jednokierunkowego efektu pamii kszta tu jako funkcji zmian odkszta cenia od
temperatury jest pokazany na rys.2.16. Mamy od#&gsita tu podczas nagrzewania probki
odkszta conej w stanie martenzytycznym. Podczasdeknia nie wyspuj adne zmiany
kszta tu. Prébka w stanie martenzytycznym odksateacw temperaturze otoczenia wraca
podczas nagrzewania w zakresie temperatthA do swego pierwotnego kszta tu. Odzysk
ten nie jest w pe ni idealny, niewielka cz odkszta cenia nie jest odzyskiwana. Wielko
odzyskiwanego odkszta cenia uzal®na jest od wielkai zadawanego odkszta cenia.
Wynika std, e istnieje ograniczona wielko odkszta cenia, ktérej przekroczenie powoduje
znaczny spadek odzyskiwanego kszta tu. Ta wielkpanicznego odkszta cenia w zaie ci
od stopu waha siw granicach 5-10%. Istnienie granicznej wielkioodkszta ce wynika z
faktu e odkszta cenie nie me przekroczy odkszta cenia odpowiadagego granicy
spr ystoci. W jednokierunkowym efekcie pangi ksztatu odzysk pierwotnej geometrii
przedmiotu naspuje podczas nagrzewania, a w czasie ch odzeniavpgt puje zmiana
ksztatu. Stop ,pamia” jedynie ksztat wysokotemperaturowej fazy memystej. W
dwukierunkowym efekcie panti kszta tu stop zachowuje gakby pamita zaréwno kszta t
wysokotemperaturowej fazy macierzystej jak i nigkoperaturowej fazy martenzytyczne;j
[73].

W niektérych przypadkach praktycznego wykorzystaefektu pamici kszta tu
istnieje potrzeba odzysku napenia a nie odkszta cenia.
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Rys.2.1t. Schematyczne przedstawienie jedno- i dwukierurdgmefektu pamci
kszta tu [73].

Porod materia 6w z pamei ksztatu s materiay ferromagnetyczne. @&iemy w
dalszej cz ci pracy uywa do nazwy materia 6w ferromagnetycznych wykaeygh efekt

pami ci kszta tu nazwy skréconej FMSMA (z ang. ferrgmetic shape memory alloys).

2.5.3. Ferromagnetyki wykazuj ce pami ksztatu

Rozpatrzmy w asnai ferromagnetykéw, ktore wykazupami kszta tu oraz pozwalajna
sterowanie tymi efektami za pomopola magnetycznego. W astoFMSMA s badane w
nasz czas na caynwiecie w laboratoriach [2,32,67,69], oraz teoretykaszukajcymi
najodpowiedniejszy model zachowania tych materia[@®5,26,33,63,69]. Szczegdin
cech oddzia ywania magnetospystego w FMSMA jest to,e obiektem oddzia ywania s
du e ansamble domen strukturalnych oraz ferromagneygtz Pami ksztatu w takich
materia ach jest zwkana z przepiem martenzytycznym fazowym, a wpyw pola
magnetycznego na parametry fazy martenzytycznejrunvkawane jest oddzia ywaniem
magnetospr ystym.

Oproécz temperatury przeja austenit —martenzyt (por.rys.2.15) wami

parametrami stemperatury Curid (patrz rozdzia 2.3) dla austenitu i martenzytu.

Stopy FMSMA mog podlega duym deformacjom odwracalnym w skutek
przebudowy martenzytycznej struktury domenowej e ppagnetycznym. Namagnesowanie
systemu wskutek przemieszczenia scianek domen strukturalnych jest niae w
materiaach z wysok anizotropi magnetokrystalicznej, gdy przebudowa struktury
martenzytycznej jest energetycznie wygodniejsza npreorientacja momentow
magnetycznych. Anizotropia magnetokrystaliczna jggtwnym parametrem, od ktérego
zaley moliwo otrzymania duych deformacji odwracalnych w ferromagnetycznych
materia ach z paméi kszta tu.
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Rys.2.17.Pod wp ywem pola magnetycznegb wzrasta ilo strukturalnych domen

martenzytycznych, magych ten sam kierunek namagnesowania.

Wp yw pola magnetycznego otwiera nowe o ci sterowania kszta tem oraz
rozmiarami ferromagnetyka. Pos ugtisi polem magnetycznym moa zmienia
temperatury strukturalnych przejfazowych, dzia ana topologi fazy martenzytycznej.
Wa n rol odgrywaj przy tym parametry podsystemu magnetycznegonika w
namagnesowaniu austenitu i martenzytu ma wp ywieikkav zmiany temperatury
przej cia fazowego pod wp ywem pola magnetycznego. Stagnetospr yste oraz
anizotropii magnetokrystalicznej wp ywaja przebudowwariantéw martenzytycznych

w polu magnetycznym.

Rys.2.18.Mikrostruktura stopu GiNip gsGa 15 przy temperaturze pokojowg§7].

Po r6d materia 6w FMSMA maa wymieni nastpuj ce: Co-Ni, Fe-Pd, Fe-Pt, Fe-Ni-
Co-Ti. Najszerzej wiadome i stosowane ftopy typu Heuslera BliMn;Ga, w ktérych
osi gni to wielko zadawanych dla odzysku odkszta @® 6%, co odpowiada teoretycznej
granice deformacji przemiany martenzytycznej digotenateria u [69]. Stopy Heuslera s
potréjnymi intermetalowymi zwikami (nikiel, mangan, gal), jak pokazano na ry492w
temperaturze pokojowej mapk ad regularny przestrzennie centrowany.

W ferromagnetycznych stopach Heuslera.Min; xGa temperatura Curie przevega
temperatur przej cia martenzytycznego. Temperatury przdpzowych w takich stopach s
bliski do temperatury pokojowej, co daje niwo praktycznego wykorzystania kierowania

ksztatem i rozmiarami magnetykbw w fazie martepeznhe] przy uyciu pola
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magnetycznego. Na monokryszta ach »J¥n;.xGa w polach ~1 Tl bya ogsini ta

deformacja odwracalna ~6%.

Rys.2.19.Struktura krystaliczna LZazy austenitycznej MilnGa [69].

Na podstawie danych dweiadczalnych wiadomo,e osi atwego magnesowania w
fazie regularnej jest owzd u kierunku krystalograficznego [100] i staa anippif
magnetokrystalicznej Kjest nie du . Z przejciem do fazy martenzytycznej anizotropia
magnetokrystaliczna znacznie zmienia si

Na rysunku 2.20 spokazane krzywe namagnesowania dlgg BMinys Gaps 7 W fazie

martenzytycznej. W fazie macierzystej strukturadieeneny stopy Heuslera tworsi 180-

domenami magnetycznymi z wektorami namagnesommﬂi{ﬂoo].

Rys.2.20. a) Zaleno ci magnetyzacji monokryszta u 1-H|| [100], 2-A[1Q], 3-H|| [111], b)
Zale no ci magnetyzacji dla monowariantnego martenzytycenaganu, 1-o atwego
namagnesowania-o trudnego namagnesowania [6
Podczas przej martenzytycznych zmienia sistruktura domen magnetycznych.
Niskotemperaturowa faza martenzytyczna sk adazskilku 18F-domen magnetycznych.
Szeroko domen magnetycznych znajduje s$v przedziale 5-4@m. Podczas przy @nia

zewn trznego pola magnetycznego odbywa izebudowa zar6wno domen magnetycznych

jak i strukturalnych. W niewielkich polach magnetggch zmienia si topologia domen
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ferromagnetycznych, ktére nabywakszta t ,choinek” ze wspéln ciank domenow (patrz
rys.2.21). Przy zwkszaniu pola magnetycznego procesy zmiany kierunkdektoréw
namagnesowania w domenach ferromagnetycznych eénpeszczenia granic domen

martenzytycznych konkurupomi dzy sob [69].

Rys.2.2: (a) Eksperymentalna obserwacja domen magnetyczngtiukturalnych w
stopie Np)MnGa metod siowej mikroskopii magnetycznej (b), schematyezni
pokazano strukturdomen [69].

Bardzo szerokie zastosowanie w technice otrzymerrofnagnetyczny materia z parii
kszta tu pod nazwhandlow Terfenol-D. Jest to stop TEDYo #e o5 (terb, dysproz, elazo)
[24,26,32,33].

Do modelowania materia 6w magnetycznych nieodksabaych oraz materia 6w
magnetospr ystych stosuje Si teori mikromagnetyzmu
[2,14,15,25,26,29,31,32,33,37,38,39,46,47,52,58(561,63,72].

2.6. Elementy teorii mikromagnetyzmu

Wyj ciowym punktem teorii mikromagnetyzmu jest istigerw ferromagnetyku

spontanicznej magnetyzacji, ktra jest opisanazpkiasyczne pole wektorowe:
3
J=J(r)ym(), nf = (2.11)
i=1

Zwykle poni ej punktu Curie i przy oddzia ywaniu niezbyt wialkizewntrznych pol
mo na przyj zaoenie, e wielko wektora Jg, nazywan magnetyzacj nasycenia, nie

zaley od wspo6 rzdnych przestrzennych i przy pewnej temperaturge weelkoci  sta .

Wowczas rozkad magnetyzacji mma  opisywa wektorem  jednostkowym
m:(ml,mz,rq),|m|:1. Réwnomierny rozk ad wektoram wyznaczamy z teorii

mikromagnetyzmu, stosuj przy tym zasad wariacyjn: cakowita energia uk adu,

sk adajca si z r6 nych sk adowych powinna byminimaln .
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Przy rozpatrywaniu energii ca kowitej bierze $iod uwag nastpuj ce czony
[14,15,29]:
1. energi wymiany e,, nazywan tak przez jej pochodzenie od elementarnych

wzajemnych oddziaywa odpowiadajcych za ferromagnetyzm. Me by ona
przedstawiona jako dodatnio okiena forma kwadratowa pochodnych stkowych
sk adowych namagnesowania watgm zmiennych przestrzennych. Wielkaa definiuje
»SZtywno ” wektora magnetyzacji w stosunku do gwa townychazmprzestrzennych.

W wypadku kryszta 6w kubicznych lub materia 6w mo@owych energia wymiany jest

izotropowa i gsto energii ma naspuj ¢ posta:

2

3 ﬂm
e, =A —_— 2.12
. k= X ( )

gdzie sta a A jest rddu10**- %10 J/n. Je eli symetria kryszta u jest heksagonalna lub

ni sza, to nalea oby wzi pod uwag ogélniejsz posta [29]:

* Im Im
e, = — 1t
" v i,k,|:1'Akl % T

2. energi magnetycznanizotropii  opisuj ¢ oddzia ywanie magnetyzacji z sieci

dv; (2.13)

krystaliczn. RO ne osi krystalograficzne nie séwnowane pod wzgldem magnetyzaciji.
Energi anizotropii zwykle opisuje siprzy pomocy wspo ranych sferycznych, (por.2.6-
2.10);
3. energi zewntrzn e, . Magnetyzacja przy dzia aniu pola zewanego H ma
energi magnetostatyczng sto ktdrej mo na zapisajako:
e, =-HxJ; (2.14)
4. energi magnetostatyczn albo energi rozproszenia Eg. Jest to energia

rozproszenia uwzgtiniaj ca fakt, e sam ,magnes” stwarza pole magnetyczne.
Namagnesowanie i pole magnetyczne zadagem indukcj magnetyczn. B=H +4pJ, dla
ktorej jest prawdziwe rownanie MaxweltivB =0. St d wynika, e

divH =-4pdivd. (2.15)

Je eli dywergencja namagnesowanid nie jest réwna zero, to jest onobd em pola
magnetycznego, tzw. pola rozproszenia, ktéregogeneno na zapisa w dwoéch rénych
formach albo ca kug po ca ej przestrzeni", albo po objto ci prébki P:

Eszsi HédV:——; H xJdV. (2.16)

n P
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W niektérych przypadkach naeuwzgl dni energi powi zania magnetyzacji z
mechanicznymi odkszta ceniami sieci krystaliczitglk energi rozk adamy na dwie czci:

5. energi napr e magnetostrykcyjnyclE,,;. Pomidzy struktur magnetyczn a
deformacjami sieci krystalicznej cia a wystije oddzia ywanie ,magnetospyste”, ktore
przejawia si w zjawisku magnetostrykcji i jest rdu (10‘6 - 103)J Im?;

6. energi wzajemnego oddzia ywania magnetyzacji z nagmiami pochodzenia
niemagnetycznegae, . Cz sto wykorzystuj si przy tym liniow spr ysto (prawo
Hooke’a).

W teorii mikromagnetyzmu stosuje si zasad wariacyjn, mowi ca, e rozk ad
wektora magnetyzacji m wewntrz ferromagnetycznego ciaawl ¢,(d= 2,3

minimalizuje energi ca kowit . Zasada wariacyjna mikromagnetyzmu mdy zapisana

nastpuj co [14]:

df .(entec+g+e)dw B+ B =0, (217)
3
ny =1.
i=1
W pracy bdziemy korzysta z zagadnienia minimalizacji energii ca kowitej alia
magnetospr ystych w postaci (1.1). Szczeg6 owo rozpatrzymy sformu owania w
nastpnych rozdziaach stosownie  mikromagnetykéw nieatiksalnych  oraz

magnetospr ystych.

2.7. Zasada minimum dla mikromagnetykéw nieodkszta calnych

Rozpatrzmy sformu owanie  zagadnienia mikromagmatyzdla statycznego i

sztywnego orodka. Takie zagadnienie wykorzystywane jest dladefmwvania materia 6w

ferromagnetycznych [18,24,30,52,59], mwgich bardzo szerokie zastosowanie w

wspo czesnych urzdzeniach jak magnesy trwa e, sensory magnetyczye mmagnetyczne
no niki zapisu informacji. Padd nich znajduj si materia 'y z kubiczn(regularn) struktur
jak w przypadku elaza, i jednoosiowe materiay magnetyczne podalmn&obaltu, majce
tylko jeden kierunek atwego namagnesowania i wyka=z efekt histerezy, ktéry te
wykorzystuje si w zastosowaniach.

Stosujc teori mikromagnetyzmu zapiszemy funkcjona energii cwaike)

(sztywnego) ferromagnetyka dla rozpatrywanego padip, ktory bdzie mie wtedy cztery
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sk adowe: energi wymiany, energi anizotropii, energi zewntrzn i energi
magnetostatyczn

_ N2 1 o2
E(m)=a W|Nm| dx+ 7 (m) dx- H >mdx+5 o] N dx (2.18)

Parametra >0 jest parametrem wymiany. Niewypuk a, dodatnia fialf jest g sto ci
energii anizotropii i jest rowna zero prey|| e, dlail |, f(+g)<f (m)," mt g.
Woéwczas wektory e 1 ¢ definiuj osie atwego namagnesowania. Funkdjagw ® ¢
opisuje przy oone zewntrzne pole magnetyczne. Skalarny potencja mageetyc

u: ‘® jestzwi zany z wektorem magnetyzagi przez réwnanie Maxwella:
div(-Nu+ ¢,m)=0 w ¢, (2.19)
gdzie ¢, jest funkcj charakterystycznzbioru W:
cw(x)=

Zak adamy, e materia jest nasycony magnetycznie, to znacky eie magnetyzaciji

1, przyxiw ,
0, przyxiw .

m osi ga warto nasycenia (saturacji)|n'n| =1 prawie wszdzie wwW1 ¢,

Definiujemy zbidr funkcji dopuszczalnych
={mT L¥(/V, d):|m|= 1, p.w. V\NV}

Wtedy mamy naspuj ce zagadnienie minimalizacji

Znale

inf {E(m)|mT }. (2.20)

Jeeli istnieje rozwizanie m takiego zagadnienia, to moéwimye minimum energii
jest osigane. Poniej rozpatrujemy problem istnienia rozwania zagadnienia (2.20).
Parametr wymianya w roéwnaniu funkcjona u energii ca kowil‘e{m) (patrz (2.18))
odgrywa tu wan rol . Jeeli a >0 problem (2.20) ma rozwkanie, zob. [13,14], ale gdy
a =0 zagadnienie (2.20) nie ma roze@nia w klasycznym sensie, jak to zachodzi dla
przypadku jednoosiowego ferromagnetyka. Przy nuomrym modelowaniu zagadnienia
energi wymiany pomija si, bowiem warto energii wymiany waha sizazwyczaj
pomi dzy 10™J/m®i2x10'J/nf. WoOwczas energia anizotropii i energia
magnetostatyczna mayvarto ci odpowiedniol0?J /m?- %10 J /n? i 0- Xx10J /n?®, por.
[29]. Ponadto obliczenia dla przypadku kiedy=0 w (2.18) s bardziej skomplikowane.

W a nie ten przypadek jest rozpatrywany w pracy w reedz4. Woéwczas gto  energii
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wewn trznej materiau (2.18) jest funkcjniewypuk , co jest przyczyn nieistnienia
klasycznych rozwiza . Minimizery maj wowczas charakter oscylacyjny. Mamy tutaj do
czynienia ze zjawiskiem zwanym ,mikrostruktlr ktére objawia si w postaci szybkich
przestrzennych oscylacji gradienttN\m. Fizycznie oznacza to istnienie domen
magnetycznych, w ktérych zmienia gierunek magnetyzacji.

Dla rozwi zania takiego niewypuk ego zagadnienia minimalizg20) stosuje Si
r6 ne metody relaksacji: g 6wnie relaksaayypuk oraz relaksacj przy pomocy miar

Younga, definicje i w asnai ktérej podano w nagbnym rozdziale.

2.8. Modelowanie materia 6w magnetospr ystych

Rozpatrzmy teorie magnetospysto ci przedstawionej w [26,33], ktérej podstaw uy
teoria mikromagnetyzmu. Ta teoria opisuje zachowamagnetosprystych materia 6w
takich jak Terfenol-D.

Niech niezdeformowane cia o krystaliczne w konfagji odniesienia zajmuje g adki,

regularny obszatW 1 2. Zak adamy, e istnieje wektor namagnesowania(x), xTW
oraz przy pewnej temperaturze pajitemperatury Curie:

‘m((x))‘° m, W ,
gdzie m, jest saturacj magnetyczn Zak adamy, e mi LZ(N ,mSSz), gdzie m S jest 3-
wymiarow sfer o promieniumg. Oraz, zak adag m =0 poza obszarenW, rozszerzamy
na ca przestrze  %. Niech b dzie przestrze dopuszczalnych wektorow
namagnesowania. Deformacja jest opisana przez fuykdV ® °*tak , e przemieszczenie

jestu(x) =y(x) - x, wtedy infinityzymalne odkszta cenie:

1/« ~ 1/~ -
E[y] (x) =5 Ry () +(Ry (4)) - 1= 5 fu () (R (<))’
gdziel jest macierz jednostkow. Zak adamy, e y1 Hl(N , 3). Dla powi zania wektoréw

namagnesowania z odkszta ceniem korzystamy faktu, e w ka dym punkcie istnieja

preferowane kierunki siatki krystalicznej. Powanie jest funkcjparzyst:

m® E,(m) M2}

sym

33
sym

gdzie M_ - jest macierz symetryczn 3" 3. Uwa amy, e Eo(m) jest odkszta ceniem w

nieobci onym stanie, ktéremu odpowiada wektor namagnes@ani
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G sto energii anizotropii magnetycznej jest funkparzyst, nieujemn

j mS® [0,+¥ ) (zob. rozdzia 2.4.2). Jeli wektorm le y na osi atwego

namagnesowania ord&z=E, (m) jest odpowiadagym mu odkszta ceniem
bezobci eniowym, wtedy paréE,m) minimalizuje (ca kowit) g sto energii anizotropii

F:M2¥ mS® [G;¥ ), ktére jest zdefiniowana jako:

sym

1

F(Em)=/ (m)+E(E' Eo(m))x (E' Eo(m)),
gdzie jest dodatnio- okrédonym tensorem 4 walencji sta ych sprstych. Gsto energii

anizotropii jest inwariantem wzg edem transformagjnetrycznej materia u:
F(Em)=F (QEQ".Qm), " @ P,
gdzie P 0(3) jest grup punktow sko czon niedeformowanej sieci krystalicznej

zwi zanej z obszarerd/. Wowczas, jeeli (E,m) zeruje funkcj F , to réwnie i

(QEQ, Qm) dia" @ P.Zak adamy, e wszystkie minimizery funkcjF sk adaj si z

pojedynczych symetrycznych transformacji. Wtedydekierowych pozioméw gto i

energiiF ma struktur:

i=1
oraz dla kadego j =1,..n istnieje symetryczna transformacdfd P taka, e
(Ej .m, ) = (QE]. Q', Qm, ) Ka da para(E,m)l  nazywa sistudni energetyczn liczba

wszystkich studni energetycznydh=2n.
Rozwi zuj ¢ réwnania Maxweell'a (2.15) zapiszemy energie neagstatyczn (por. (2.16))

W postaci:

(e =
& .
gdzieH, =Nz, .
Niech cia o bdzie pod wp ywem zewirznego po a magnetycznedgb, wtedy energia
zewn trzna (por.(2.14)) dana jest wzorem:

WH>m(x)dx.
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Energi obci e mechanicznych, zwkan z przy o onym napr eniem powierzchniowym
Sn(x) zapiszemy jako:
- WS<E[y](x)dx,
gdzie S jest sta ( niezalen ody) macierz 3" 3.
Sformu ujemy zagadnienie minimalizacji energii ®®dnej po to, by opisa
makroskopowe zachowanie ciaa magnetogmtego w obszarzeW pod wpywem

zewn trznego pola magnetyczned® oraz przy oonego napr enia S (por.(1.1),(2.17):
(Elyl.m)= | F (E[y](x).m(x))ax-  S<E[y](x)dx

Rz, (x)[ o .

3

1
- Hx ax +—

Definiujemy zbidr funkcji dopuszczalnych w sposd@iuralny:

::{(E,m) :E=E[y]| dlayT Hl(JV , 3) orazml } .
Dla rozwi zania tego zagadnienia wykorzystywana jest relgagazez miary Younga,
definicj ktdérej podano w rozdziale 3. W prace [26] wykotay® nastpuj ce za oenia:
obszarW ma kszta t elipsoidalny, wykorzystano energie ain@pii magnetokrystalicznej dla

kryszta 6w regularnych.

Energia zrelaksowana wygla nastpuj co:
\ 1N N
(@--a) =W 2, 9m; 4D qm -i:lq(h m 8§ E),
gdzieg,,i =1,.N s udzia ami objto ciowymi stanéw w i-tej studni energetycznej.
Praca [26] zawiera przyk ad stosowania teorii dbcabnia numerycznego magnetostrykcji
na przyk adzie materiau Terfenol-D. Na rys.2.2Xgxano zaleno ci odkszta cenia od
przy o onego pola magnetycznego w stopie Terfenol-D: alspentalne wyniki oraz wyniki

obliczeniowe.

Rys. 2.22 Magnetostrykcja stopu Terfer-D pod wp ywem zewrtrznego pol:
magnetycznego wzd ud nych osi krystalograficznych wyznaczone eksperyierd i
obliczone numerycznie [26].
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Rozdzia 3

Elementy teorii miar Younga

W zagadnieniach minimalizacji funkcjona éw energetych, gdy funkcjona ten nie jest
dolnie pdécigy, tzn. gdy nie s spe nione odpowiednie warunki wypuko metoda
bezporednia rachunku wariacyjnego nie daje stastosowa W takim przypadku
zagadnienie minimalizacji rozwauje si przy pomocy miar Younga.

W tym rozdziale oméwimy podstawowe definicje polpuk o ci, kwaziwypuk oci
oraz wypukoci rz du 1 oraz klasyczne rezultaty zwaéne z odpowiednim rodzajem
wypukoci i doln pbécigoci funkcjonadw. Podamy proste przyk ady zagadnie
minimalizacyjnych, ktére nie maj klasycznych minimizeréw. W podrozdziale 3.3
wprowadzimy ogoélne pogie miar probabilistycznych, zwanych teniarami Younga, w
uj ciu Balla [9], Tartara [68], Kinderlehrera i Pedatay [40] oraz w podrozdziale 3.4
omawiamy miary Younga generowane przegicgradientow.

3.1. Wybrane poj cia podstawowe
Podstawowymi poiciami w tym rozdziale kd poj cia takie jak: dolna pécgo
funkcjona u, funkcje kwaziwypuk e, funkcje poliwype.

Niech WI " b dzie otwartym, ograniczonym podzbiorem o mierze dsgjue’a
sko czonej. Za émy, e

i niech b d funkcjami mierzalnymi; symbolem oznaczamy

tu zbiér macierzy o wymiarach

Definicja 3.1. Funkcja jestfunkcj Carathéodory’egp je li:

(a) jest mierzalna dla kaego [

(b) jest ci g a dla prawie kadego

Definicja 3.2. Niech b dzie dowoln przestrzeni topologiczn, gdzie symbol

b dzie oznacza tutaj siln, sab Ilub sab* topologi. Moéwimy, e funkcja

jest dolnie poécig , jeeli dla kadego zbior

jest domknity w Powiemy, e jestci gowo  dolnie péciga
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w punkcie je li dla dowolnego cigu zbie nego do  w topologii

mamy

B dziemy méwi, e jestdolnie pécigaw |, je lijest ona dolnie p6 cp a dla
wszystkich
W dowodzie twierdzenia o istnieniu miar probabylesinych wykorzystuje si
twierdzenia Banacha-Alaoglu [64].
Twierdzenie 3.1.Niech b dzie otoczeniem zera w przestrzeni liniowo topcingg)
i niech
‘ () dla ka dego ,

gdzie  oznacza przestrzesprz on do a( ) jest skalarnym iloczynem

Woéwczas jest s abo* zwarty.
Poniewa miary Younga s podzbiorami przestrzeni miar, przypomnijmy [m¢
s abej zbieno ci miar.

Niech b dzie przestrzenimetryczn lokalnie zwart i o rodkow . Niech

gdzie odwzorowanie s cige, a zbior jest zwarty. Wéwczas przestrzemiar

ograniczonych jest przestrzenisprz on do przestrzeni funkcji cg ych o zwartym

no niku, tj. w sensie takim, e dla wszystkich istnieje
taka, e

dla wszystkich
Rozwaamy przestrze miar wyposaon w sab* topologi

. Wprowadmy poj cie s abej* zbieno ci w zbiorze miar.

Definicja 3.3. Niech b dzie ci giem miar Borela. Mowimy,eci g jests abo*

zbie nydo n1 (co zapisujemy jakar; 1), je eli
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dla wszystkich
Z twierdzenia Banacha-Steinhausa i twierdzenia Baaa\laoglu wynika

nastpuj cy rezultat:

Twierdzenie 3.2.Ci g {/71.}1,i jest s abo* zbiey do miaryn wtedy i tylko wtedy, gdy
sup 77, (X) <¥ oraz istnieje gsty podzhiérD I C,(X) taki, e

lim ud?, = udn " D

j@¥
X X

Ponadto, kady ci g {nj} taki, e (/7j (X)) jest ograniczony, zawiera podgi s abo*

zbie ny, a odwzorowani@ n(X) jest dolnie p6 cig e wzgldem s abej* zbiao ci.

Ostatnie stwierdzenie wynika z rowied

n(X)=sup udn|uT G(X|E& 1

oraz z faktu, e supremum rodziny funI:cji poé @ ych jest funkcjpécig .
Definicja 3.4.Funkcjaf: ™®  jestwypuk aje eli dla dowolnychA, BT ™ oraz
/T ,0£/ £1 zachodzi

f(/A+(1-/ )B)g f(A+ (¥ )f(B).
Jeelifunkcja f: ™®  jestniewypuk awtedy istniej takie A, BI ™ oraz pewne ,
e ma miejsce nierbwno

/f(A)+(1-/ )f(B)< f{ A-(® )B).
3.1.1. Kwaziwypuk o, poliwypuk o I wypuk o pierwszego rz du

Za o enie wypuk oci funkcji podca kowej f (x,u,Nu) wzgl dem trzeciej zmiennej jest

warunkiem zbyt silnym dla zagadnigstnienia minimizeréw w nieliniowej mechanice
o rodkéw cigych i ogdllnie w rachunku wariacyjnym. Okazuje sv szczegdllnci, e
warunek wypuk oci jest sprzeczny z jednz podstawowych zasad mechaniki — zasad
obiektywno ci materia owej (por.[20]). Za @nie o wypuk oci g sto ci energii wewntrznej
jest wystarczage dla problemoéw liniowych mechaniki oraz dla néelgth zagadnie
jednowymiarowych. W zwizku z tym pojawiy si w literaturze pojcia znacznie
rozszerzajce klas funkcji i funkcjona éw wypuk ych. Wprowadzimy teraodpowiednie
uogolnienia pojcia wypuk o ci funkcji. Poj cia te s rozwa ane w pracach Balla, Dacorogni i
innych [ 5,8,7,20,22,50]
Definicja 3.5.Funkcjaf : ™®  jestkwaziwypuk aje eli
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(f(A+R7(y))- T(A))dy O (3.1)

D

dla dowolnego ograniczonego zbiolul ™, dla dowolnej macierzyAT ™ i dla ka dej
funkcji 7T W¥ ( D; m),tj. dla £ =0 nafD (brzegu obszariD).

Je eli funkcja podca kowaf b dzie dodatkowo zale od xorazu(x), tj. je i
f=f(xu(x),Nu(x), wéwczas méwimy, e f (x,s, A) jest kwaziwypuk a wzgtlem A,

je eli zamiast (3.1) spe niona jest nierdwno

(f(xo,uo, +Nf(y))- f(%,U, ))dy‘ 0

D
dla prawie kadego x, T\W oraz dla kadegou, =u(x,)T ™ W podobny sposéb nalg
rozumie obie ponisze definicje.
Definicja 3.6.Funkcjaf: ™® jest funkcj wypuk rz du 1 (ang. rank-one
convex), jeel
f(/A+(1-/)B)g f(A)+(¥ )f(B) (3.2)
"N [0]] , dla wszystkich macierzyn n takich, e rz{A- B}£ 1, gdzie rz{ A} oznacza
rz d macierzyA .
Definicja 3.7.Funkcjaf: ™® jest funkcj poliwypuk , je eliistnieje funkcja
wypuk a taka, e
f(A)= (T(A)). (3.3)
gdzie T(A) jest wektorem z@nym ze wszystkich minorows” SIE £ inf{ n rh
macierzyAT ™.
Przyk ad 3.1 NiechW1 % n=m1 uW® 2.Funkcja
f (Ru) =|Ru? - (Rl u)?
jest kwaziwypuk a (a nawet poliwypuk a) i nieogre@ona z dou. Symbol tr oznacza

operator ladu macierzy.

Przyk ad 3.2.Niech m= n=2; wlwczas ostatnidefinicj mo na rozumie jako
T(A)=(A,detA) oraz
f(A)= (A,detA).

Tak wi ¢, na przyk ad, funkcja
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f(A)= (A, detn) =a[ +(dea )
jest poliwypuk a ale nie wypuk a. Tut|aq| oznacza normmacierzyA .
Przyk ad 3.3.Niechm=n i niech
f(x,u,Nu)= (detNu ),
gdzie : ® jest funkcja wypuk; wowczas f jest poliwypuk a. W szczegdlnoi
funkcja f (Nu) =detNu jest funkcj poliwypuk .

Przyk ad 3.4. W zagadnieniach geometrycznie nieliniowej spsto ci mamy do

czynienia z gsto ci energii wewntrznej dan wzorem (por. [20])

W(F):Cl((FFT)Z- 3)+ G (adF adF™- 3 G(( deE)* )
gdzieC >0 s pewnymi sta ymi materia owymi (tzn. materia jgsinorodny), zaF = Nu
jest gradientem deformacji. di dodatkowo przyj w powy szym wzorze, e detF =1,
wowczas materia jest nazywany rdeliwym. Mo na pokaza e W(F) jest funkcj
poliwypuk  (por.[5]). Dok adnej, funkcjaW (F)= (F,adjF,defF) jest funkcj wypuk

wzgl dem wszystkich trzech argumentéw. Podkney, e rozk ad taki na og6é nie jest
jednoznaczny.

Przypomnijmy, e adjF oznacza zbidr wszystkich dope nialgebraicznych macierzy
F (czasami w literaturze oznaczano jataf F ).
Uwaga 3.1.Niech f = f (F), gdzie F = Nu. Wéwczas zachodzmplikacje:
fwypuka fpoliwypuka fkwaziwypuka fwypukarzdu l.
Gdy m=1 lub n=1, wszystkie te pogcia s rownowane. W ogdlnym przypadku implikacje
odwrotne nie sprawdziwe, np. funkcjaf (A) =detA jest funkcj poliwypuk (i oczywi cie

kwaziwypuk ), ale nie jest funkcjwypuk . Ponadto, jeeli f1 C? (wzgl dem gradientu),

to
f (Nu) jest wypuk a rzdu 1 U ﬂzf —//xX 13 0,
fur, fus,
da T ", T ™orazu, S
» ﬂX

a
Ostatni nierbwno  nazywamy warunkiem Legendre’a-Hadamarda. Oznacze o

eliptyczno réwna Eulera-Lagrange’a, lub silreliptyczno , gdy nierébwno jest ostra.
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Uwaga 3.2. Kwaziwypuko g stoci energii wewntrznej ma naspujc
interpretacj w dziedzinie mechaniki: deformacje jednorodne malizuj energi
wewn trzn ciaa przy braku si powierzchniowych i przy zaeoiu, e materia jest
jednorodny. Z drugiej strony nie znaleziono jak tep pory interpretacji fizycznej funkcji
poliwypuk ej (Ball [5] wprowadzi to pogie do nieliniowej teorii sprysto ci w roku 1977),
chocia wiele g sto ci funkcji energii ma tw asno .

Niech teraz symbol€f, Pf, Qf oraz Rf oznaczaj kolejno nastpuj ce regularyzacje
funkcji f: wypuk , poliwypuk , kwaziwypuka oraz wypuk rz du 1, zdefiniowane
nast puj co:

Cf =sup{ £ jest funkcj wypuk },
Pf =sup{ £ jest funkcj poliwypuk 1},
Qf =sup{ £

Rf =sup{ £ jest funkcj wypuk rz du 1}.

jest funkcj kwaziwypuk },

Wowczas mamy nagtuj cy ci g nierébwnoci charakteryzujcy relacje pomidzy
odpowiednimi relaksacjami [22]:

CfE£Pf£QfE£ RfE f. (3.4

Jeli f jest wypuka, to w (3.4) mamy réwnqg poniewa f =Cf =f", gdzie

podwdjna gwiazdka oznacza drugie spnie funkcji f (tzw. bipolara funkcji f),

£ :(f*)*, f*(u):sup{<u,u*>— f(u) :d >§ i X

Ponadto, jdi n=1 lub m=1, to poj cia te pokrywaj si . Wéwczas mamy

Cf=Pf =Qf =Rf (= f,je eli f jestwypuk a).

Nast puj ca nierbwno , zwan nierobwnoci Jensena, odgrywa durol w teorii
miar Younga. Nierbwno ta jest rownowana wypuk oci w sensie, ktory wynika z
poni szego twierdzenia.

Twierdzenie 3.3. Niech f b dzie funkcj wypuk . Woéwczas prawdziwa jest
nast puj ca nierbwno dla wszystkich przestrzeni probabilistyczn;(cw,nj i wszystkich

n.

funkcji mierzalnych W ®

f( ())dm t  ()dm. (3.5)

w w
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Dowadd tego twierdzenia moa znale w ksi dze Braidesa [16], str. 197. Klasyczna
wersja tej nierbwnai jest nastpuj ca: jeeli f jest wypuk a, to spe niona jest nierowno

Younga:

L
Qe

Zwré my uwag, e powy sza nierébwno jest wykorzystana do okdenia funkcji

(u(x)dxe f ﬁQL(g dx.

kwaziwypuk ej (por.(3.1)).

3.1.2. Dolnapéci go  funkcjona 6w a wypuk o

Nastpuj ce klasyczne ju rezultaty charakteryzuj zwi zki pomidzy doln

pb ci g o ci i odpowiedni wypuk o ci funkcji podca kowych dla funkcjona éw ca kowych.
I. Przypadek przestrzeni*.Niech W b dzie otwartym podzbiorem przestrzenl' i
niechuiw® ™
Twierdzenie 3.4 (Ball [6]). Niech 7: "® b dzie funkcj tak, e

f(u(}) TL(W) dlaul LW )". Wéwczas

jest funkcjona em cgowo s abd dolnie p6 cigym na przestrzenl (VV) wtedy i tylko

wtedy, gdy/ jest funkcj wypuk .
Nast puj ca uwaga charakteryzuje wszystkie funkcjeyl.

Uwaga 3.3.Niech 7 b dzie funkcj tak jak w powyszym twierdzeniu. NiecH*
b dzie wyposaona w topologi s ab *, za L' w topologi s ab. Wéwczas odwzorowanie
£ (W)™ ® L' (W)jest cigowo cige wtedy i tylko wtedy, gdy* jest funkcj afiniczn,
tzn. f(u)=a+b>u, gdzie aiwektor bs stae. Zauwamy, e w powyszym twierdzeniu
nie by o koniecznie wymaganie gio ci funkcji 7.

Il. Przypadek przestrzenV**. Rozwamy teraz funkcj y: ™ ® tak, e
y(F(}) TL(W) dlaFT LY (v )™.

Twierdzenie 3.5(Morrey [50]; Ball [6]). Niechy :W~ =~ "® b dzie funkcj

ci g . Rozpatrzmy funkcjona

2= y (x9N H) o

w
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Woéwczas funkcjonal jest ci gowo s abé dolnie p6 cigy wW** (W) wtedy i tylko

wtedy, gdyy jest kwaziwypuk a.
Twierdzenia te ukazujrol wypuk o ci lub kwaziwypuk oci w zale no ci od tego,
czy funkcja podca kowa zalg od gradientu, czy tenie.

W zagadnieniach mechaniki i w rachunku wariacyjnw@a ne jest formu owanie
probleméw minimalizujcych raczej w przestrzeniadh™? (1£ p<¥) ni W poniewa

g sto ci energii wewntrznych (funkcje podcakowe) wielu materia 6w higar ystych
zachowuj si jak wielomiany o ustalonej pailze wzgldem gradientow deformacji lub
kombinacji odpowiednich minoréw gradientu deformacj

Badanie minimizeréw funkcjona 6w niewypuk ych w ta®waniu do nieliniowej
teorii spr ysto ci zosta o rozpocze w pracy Balla [5]. Ball zauwg , e rezultaty Morreya

[50] nie mog by stosowane do nieliniowej spysto ci, gdy nie uwzgldniaj warunku

niepenetracji materia (ldetF > O) ;réwnie brak w nich warunkoéw typu: energia nie, gdy

wyznacznik gradientu deformacji maleje do zeral Balipe ni te braki, wprowadzaj m.in.
poj cie funkcji poliwypuk ej, uogélniaic w ten sposéb pagie wypuk oci. Twierdzenia
Balla o istnieniu minimizeréw funkcjona 6w ca kowyadotycz funkcji poliwypuk ych
spe niajcych odpowiedni warunek koercywrgd. Ten rodzaj wypuk i nie ma interpretacji
fizycznej, cho mo na pokaza, e funkcje gstoci energii wewntrznej dla ci

hiperspr ystych S czsto poliwypuke. Wanym rezultatem dotyczym funkciji

kwaziwypuk ych jest naspuj ce twierdzenie.

NiechW1 "b dzie dowolnym zbiorem mierzalnym i niech

F(uWw) = f(xu(x),Ru(x)dx

w
Twierdzenie 3.6 (Acerbi-Fusco[3]). Niech 1£ p<+¥; ponadto zadmy, e funkcja
f: "™ "gpenia naspuj ce za oenia:
(a) f jest funkcj Carathéodory’ego;

(b) f jest funkcj kwaziwypuk ;
(€) O£ f(x,s, )£a(x)+C(|SJ2 +] |p) dla kadego xT " ™ ™ gdzie
C>0 jeststa oraza= a(x) jest nieujemn, lokalnie ca kowaln funkcj na

n

Wowczas dla kalego zbioru otwartegoW I funkcjona u  F(u,W) jest

(ci gowo) s abo dolnie p6 cgy w przestrzeniv'? (W, m) .
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Dowad tego twierdzenia przy yciu miar Younga podany zosta w pracy [34].

3.2. Metoda bezpo rednia rachunku wariacyjnego

Stosujc metod bezporedni rachunku wariacyjnego, moa udowodni istnienie

minimizerdw, jeli funkcja podca kowa spe nia odpowiednie za&wia. W pierwszym
przyk adzie tego punktu pokamy, stosujc metod bezporedni, e klasyczne minimizery
mog nie istnie. Warunek koercywnai jest tu spe niony, ale brak wypukad odpowiada za
brak dolnej p6 cig o ci badanego funkcjona u. Tego typu problemy prowadea miar

Younga. Znanym przyk adem jest tzw. zagadnienieigaoyjne Zermelo.

Przyk ad 3.5. Rozpatrzmy funkcjona

1
(u)= f uu dx

0

, 2 (3.6)
gdzief uu = *+ u-1

oraz nastpuj ce zagadnienie minimizaciji:
Zadanie ). Znale minimum funkcjona u
inf{l (u):ul }
gdzie
={uT w*(0,9) :u(0F (3= ¢
Funkcjonay, ktére sopisane przez niewypuk e funkcje podca koWwektére w mechanice

przedstawiaj g sto energii wewntrznych, nazywamy potencja ami dwu- lub

wielostudniowymi. Prosty przyk ad potencja u dwustiowego, takiegoe
f(uv)=f(v)=(V- 1)2 :

tzn. niezalenego od zmiennegjl pokazano na rys.3.1.

f(v)

Y

-‘1 0 ‘1
Rys.3.1.Potencja dwustudniowy niewypuk y typfi(v) = (V2 - 1)2.
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Zauwamy, e |(u)3 0 dla dowolnej funkcjiul W**(0,1), wobec czego istnieje

infimum funkcjonau I (u) okrelonego na przestrzeni Sobolews™*(0,1) ¢ W"*(0,)

Zauwamy, e ci g oscylujcy postaci (por.rys.3.2)

k ..~ k 2k+1
X- —, jesli ¥ — 5
u(x)= n n 2n
3 o k+1 jesli 2k+1 k+1
n ' 2n ''n

dla k=0,1,...n- I oraz n=1,2,..jest cigiem zbienym jednostajnie (a wt take i

punktowo) do funkcjiu, ( x) =0.

u( x)s

U,
_‘3§ AAAA X
0 1
Rys.3.2 Ci g minimizeréw dla zadania (P)
Z kolei
‘dund_)((x) °Ju,(X)|=1 p.w. naodcinky 0)1 (3.7)
Mamy wi ¢
O£infPE— .
4an

Std liml (u,)=0, czyli inf P =0, natomiast
n® 0

u, (x)=0=limu (%

ne¥
nie jest rozwizaniem zadania (P), gdy(u,)=13% 0= inf(P). Oznacza to, e cig

minimalizuj cy nie jest zbieny do minimizera funkcjona ui (u):

| (u,)® 0, alel(u,)= 1
Nie mamy zatem spe nionego warunku dolnej pdla ci funkcjona ul :

0=liminf | (u,) # 1 (u,)=1.
Wobec tego zadanie (P) nie posiada klasycznegomiraera. Zobaczymy pdiej, jak

zrelaksowa ten problem, wwaj ¢ miar probabilistycznych (miar Younga).
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Pokaemy teraz, na czym polega metoda relaksacji kwagnikyej. Zadanie

zrelaksowane (QP) dla zadania (P) ma magtc posta.
Zadanie (QP). znale

inf bwqﬁqumaxwwy @)= (2)=0, (3.8)

0

gdzie

Of (ux)= | (Ux). Jeslix>1

u?, jeslix £ 1,
Zadanie (QP) ma conajmniej jeden minimizetr 0. Zauwamy tutaj, e zadanie (QP)

(3.9)

jest wypuk e (zagadnienie jednowymiarowe). Uwypualkdefunkciji f(v) przedstawione na

rys.3.3.

Qf(v)

v

-1 0 1
Rys.3.3.Uwypuklenie funkgiji f (u,v)° Qf (u,v)= Qf( ).

Zauwamy, e:

(@ f (uu)= u2+(L|2— 1)2 jest funkcj niewypuk wzgl dem u (f jest wypuk a
wzgl demu, ale ten fakt jest bez znaczenia).

(b) Brak wypuk oci wzgl dem u jest odpowiedzialny za brak dolnej pégio ci
funkcjona ul (por. Ball [6]). Z kolei problem (QP) spe nia waki: Qf (u,x) jest wypuk a
wzgl demx oraz Qf jest dolnie po cig a.

Zatem problem (QP) posiada minimum. Zwny uwag na to, e ta metoda gubi
niektére istotne informacje o np. oscyleym zachowaniu siminimizerow.

Przejd my teraz do problemu sterowania optymalnego, ktdeyposiada klasycznego
rozwi zania.

Przyk ad 3.6.Zminimalizowa funkcjona kosztow (por.[68])

3= (o 1) (3.10)
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przy nastpuj cych za oeniach:u jest takie, e |u(t)| £1 dla prawie kadegotT (0,T), oraz
spe nione jest rbwnanie:
y'(t)=u(t), y(0)=0.
Zauwamy, e funkcjona J jest niewypuky, a wic nie wiadomo, czy minimizer istnieje.

Poniewa J (u) 8- T dla kadegou, tzn. funkcjonaJ jest ograniczony z do u. Je
T 2 2
()= (o -y de- T
0

to y=0 oraz|u|2 =1 p.w. na odcinky0,1) . Ponadto,y =0 implikuje u=0 p.w. w zbiorze
(0,1). Zatem mamy sprzeczno Pomimo to twierdzimy, e inf J(v)=-T. W tym celu

konstruujemy naspuj cy ci g:
u, (1) =

a nastpnie przed uamy ten cig w ci g w spos6b okresowy na cay odcinEﬂxT]. Jak

+1 dla OEt£T [ D) n= 1,2,..
-1dla@tET M,

wida , wtedy
y,® 0 silnie orazu’=
Std inf J(v)=-T. Jednak pardu, y) taka, e y=0iu? =0, nie moe by rozwi zaniem

rozpatrywanego zadania, tak wiminimum jest nieosgalne.
Rozwamy zadanie uogdlnione, tzw. zagadnienie zrelaksewdfe my dwie funkcje

u i v takie, e
(u(t))2 £v(t)£1 p.w. w( OT)
Okre lamy zbi6r K nastpuj co:
K:{(u,v):v: Ui v£]}.
Widzimy, e
(u,v)T ©o( K) p.w.,
gdzie €6 ( K) oznacza domkntie uwypuklenia zbioruK .

Okre limy uogélniony funkcjona kosztu nagtj co:

J(u,v):Z(Mz— \)dt
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Zrelaksowany funkcjonal (u, v) jest funkcjona em wypuk ym wzglem obu argumentow i

jest okrelony na zbiorze wypuk ym i domkrtym. Std wniosek, e J osiga swoje
minimum, ktére jest realizowane w punkci@,v)=(0,1). Ponadto istnieje wzajemnie
jednoznaczna odpowiednio pomidzy JiJ okrelona przez u (u,uz) oraz
J(u)= J(u, LF). Jeli mamy ci g minimalizuj cy {u,} taki, e

3(u)® (4,
oznaczato,e (un,uﬁ) jest ci giem minimizeréw dlal. Ci g ten jest zbieny do rozwi zania
(0,1) b d cego minimizerem funkcjiJ. Te spostrzesnia umoliwiaj nam wprowadzenie

miar Younga.

3.3. Miary Younga

Niech b dzie dany cig {uj} taki, e u:W® " orazu,(x)I K dla p. k. xIW ,
gdzie zbiork I ™. Wiemy, ejeeliu, u,, wéwczasu, (x)I TO(K) p.w. wW, i wynik
ten jest optymalny. Przypumy, e chcemy znarelacje pomidzy |JI(QQ u; oraz j@!}i}émF(uj) :

gdzieF: "® s funkcjami cigymi, niekoniecznie afinicznymi.

Konstruujemy now funkcj (por.[68])

Uix U (9=(u (9, F(y(3)):

Woéwczas

Zao6my, e

Woéwczas na mocy poprzednich rozaamamyU (x)T €6(K ) dla prawie kadego xIW .
Dochodzimy do naspuj cego zagadnienia: co mma powiedzie o granicach
wszystkich cigow F(uj) dla wszystkich funkcji cig ych F, niekoniecznie wypuk ych?

Najpierw odpowiemy na pytanie, jak zachowuje gowy szy ci g dla funkcji wypuk ych.
Oto je eli F jest funkcj wypuk , wowczas
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F(uj(x)) (x)2 F(u(®) diapk kw
W ogoélnym przypadku odpowiecha powysze pytanie daje naguj ce twierdzenie, ktére
jest fundamentalnym twierdzeniem o istnieniu miasuMga, stowarzyszonych z giem
funkcji zbie nych w sensie miary. Pormj prezentujemy wersje tego twierdzenia z prac
[27,28]; por. réwnie Ball [9], Tartar [68], Dacorogna [21].

Twierdzenie 3.7.Niech W b dzie zbiorem otwartym w ", mierzalnym w sensie Lebesgue’a.
Niech K1 ™b dzie zbiorem domkrtym i niechu, :W® ", j=12,..., b dzie cigiem
funkcji mierzalnych w sensie Lebesgue’a i takiehy; (>) jest zbieny w zbiorzeK wed ug
miary, gdy j ® ¥ , tzn. dla dowolnego otwartego otoczehiabioru K w ™ istnieje

|JI(QQ mea:{ xIW u; ()i U}: 0
Wowczas istnieje podd {ujk} ci gu {uj} oraz rodzina probabilistycznych miar Radona
n., xIW , o mierze dodatniej na ™ zale ca w sposé6b s abo* mierzalny od nazywana

miar Youngg taka, e

@|n|= dn, £1dlaprawie kadegoxiW ,

(b) supm, | K dla prawie kadego xIW ,

*

(c) f(uj) (n,f)= (/) () w przestrzenil* (W) dla kadej funkcji cig €]

m

f: "® spe niaj cej warunek‘!l‘gi f( )=0.

Za 6 my ponadto,e ci g {uj} Spe nia nasipuj cy warunek ciasnai:

r> 0 1&1 sjiup mea% XWC B,

u, (%) |_% ( (3.11)
gdzieB, = B (0) jest kul o promieniuri rodku w zerzeNéwczas

I =1 dla pk.xIwW (3.12)
tznn, jest miar probabilistyczn i zachodzi naspuj cy warunek3.13)

dla dowolnego zbiortATW i dowolnej funkcjif : "®  takiej, e

cig {f(uj)} jest cigowo sao relatywnie zwarty w przestrzeni

L'(A), mamy naspuj ¢ zbieno : f(u) (n,, f)wL(A). (3.13)
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Uwaga 3.7.Ball [9] udowodni, e warunek ciasnai (3.11) jest rwnowany warunkowi:

dla danega >0 istnieje cig a niemalejca funkcja 0,¥)® taka, e

It|®rg (t)=¥ oraz

sup (|uk (x)|)dx< ¥ (3.14)
ki WCB,

Ponadto okazuje si e przy zaoeniu (3.11) dla dowolnego zbioru mierzalnegd W

mamy zbieno

f (>,<uj) </7X, f (x)§ w przestrzeni'( A),
dla ka dej funkcji Carathéodory’egof : A~ "® takiej, ecig { f (>,<uj )} jest ci gowo
s abo relatywnie zwarty w'(A). St d fakt ten jest réwnoway warunkom (3.11), (3.12) i
(3.13).

W tej samej pracy [9] Ball pokazae jeli ci g u, generuje miar Youngan,, woéwczas dla
yi Ll(N ;CO( m)) zachodzi réwno

lim y(x,uk(x))dx: Q7X,y(x>)> dx

k®¥
w

Intuicyjnie moemy myle o0 mierze Younga jako o granicznym rozk adzie
prawdopodobiestwa, gdyk ® 0, wartoci ci gu u® blisko punktu x. Precyzyjniej moa

powiedzie tak: niechB(x &) b dzie kul otwart o rodku w punkciex i promieniud > 0.
Niech x,k b d ustalone, podczas gdryﬁ"j jest rozk adem prawdopodobswa wartoci

funkeji u™ (), gdy y jest wybrane losowo z kuB(x,d). Oznacza to,e

Nk

n, =limlim A
a® 0 kp¥ !

(3.15)

QU

prawie wszdzie.
W zastosowaniach znacznrol odgrywaj nastpuj ce fakty dotyczce silnej
zbie no ci ci géw lub zbieno ci wed ug miary oraz miar produktowych.

Lemat 3.1.[12] Za6émy, e W ma miar skoczon i niechn, b dzie miar Younga

generowan przez cig {uj} . Woéwczas zachodzi rwnowa :
]

u ® u wg miary0 ng d,y da pkiw . (3.16)
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Lemat 3.2. [12] Niech W ma miar skoczon, |W <¥ Jeli ci gi u:W® ™ oraz

Vi IW® “ generuj odpowiednio miary YoungaD{J(X) oraz n,, wéwczas cig (uj,vj)
generuje miar Youngad An,.

Podamy jeszcze wersjTartara [68] lematu 3.1. Tartar pokazag miara Younga
redukuje si do rodziny miar Diraca wtedy i tylko wtedy, gdy giu, jest silnie zbieny w

przestrzeniL® (W) dla pewnegop >1.

Lemat 3.3.[68] Niech u, u w L* (W).Wéwczasu; ® u silnie w L° (W) (p<¥) wtedy i
tylko wtedy, gdy, = d,,, (miara Diraca skupiona wi(x)).

Przykad 3.7. Niech u, uw L*(W) i niech f b dzie identyczneci , tj. f(x)=x
Wowczas na mocy twierdzenia 3.7. mamy nagit ¢ fundamentaln w asno  miar Younga

stowarzyszonych z agiem {uj} :

a()= Tauf )

m

Przyk ad 3.8.Niechu:[0,]® b dzie funkcj ci g i periodyczn o okresie 1. Wowczas
dla u, (x) = u( jx) mamy
* 1
(o) (u i)z H(u})a. jo¥.
0

W tym przypadku mamy, = v ( miara jednorodna).

Przyk ad 3.9. Rozwamy ci g {Sin( jx)} ,J =1,2,.. Mo na pokaza, e odpowiadajca temu cigowi miara

Younga wyraa si nastpuj co (por.[71]):
1 d/
o)

gdzie Cl1y jest funkcj charakterystycznodcinka (-1,1). Wobec tego dla wszystkich funkciji

dv, (/)

f1 C( ) mamy

*

f(sinjx) f Md/, gdy j®¥ .

o 1°
P N1- /7
Ca ka po prawej stronie jest rbwna
L% (siny)
— f(siny)dy.
2P 4
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Przyjmijmy, e f =id. Wowczas otrzymujemy

* 1
sinix + — L _d/=0, gdyj®¥.

P N1- /7

Niech terazf (z) = Z. Woéwczas

* 1 2
2" 1 / |/=%.

(sin(jx)) e

Zauwamy, e dwie ostatnie granice pokrywai z wyra eniem

—  f(si d
2 (siny)dy

0
odpowiednio dlaf =id oraz f (y) =y

Przyk ad 3.10.Niechh: ® b dzie okresowym rozszerzeniem nasij cej funkciji:

a, . . 0f£x</,
= eli
/ £x<1.

Okre lamy ci g funkciji z,:[0,]®  nastpuj co:
z;(x) = h( jx).

Poniewa funkcja h jest okresowa, to mamy nagtyj cy rezultat (por. przyk ad 3.8):

2 h(y)dy=/ a1/ ) b
0
Zo enie f h jestfunkcj okresow (por. przyk ad 3.8), wobec tego zachodzi zbae
t(z) /f(a)+@-/) (D, gdyj@¥.
St d wniosek, e cig {zj} generuje miar Youngav :{vx} tak , e
v =ld , +(1-19 ..
W tym przypadku rodzina miz{rvx} jest niezalena od parametrx, zatem indeksxmo emy

opuci . Tak miar v nazywamyednorodn miar Younga(por. przyk ad 3.8).

3.4. Miary Younga generowane przez gradient.

W zagadnieniach wariacyjnych mechanikiankow ci g ych wszdzie tam,gdzie
poszukujemy rozwiza cisych bd przybli onych, mamy na ogé do czynienia z

funkcjona ami zalenymi od gradientu deformacji (me te wyst pi gradient wyszego
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rz du). B dziemy wtedy méwi, e miara Younga jest generowana nie przeg funkcji,

lecz przez cig gradientow (krotko: przez gradient).
Definicja 3.8. (Sychev [65]). Miara Younga(nx)XiW jest gradientow p- miar Younga,

gdzie pl [1¥ ) jeli jest ona generowana przez gradient{/Nuj} ci gu

il

{uj}ji I Wl'p(N; ’“) takiego, e cig {uj} jest s abo zbiey w przestrzenwl"’(vv: m),

a funkcje‘ﬂluj‘p s jednakowo ca kowalne.

Niech b dzie dany funkcjona

(uW) = W(xu(x),Ru(x)d (3.17)

w

okre lony na przestrzeni Soboleva” (VV: m) i niech cig {uj} b dzie ograniczony w tej

przestrzeni. Poniewanteresuje nas zachowanie finkcjonau  na przestrzeni Sobolewa

WP a nie tylko naW"¥, konieczny jest odpowiedni wzrost funkcji podca lgw

W(x,u,p). Mianowicie, bdziemy da, eby wzrost funkcjW by typu:
CEW(xuA)E q1+jA), AT ™. (3.18)
W przestrzeniach funkcji ca kowalnych wraz g-t potg, jeli ci g {|Nuk|p} jest

ograniczony le(V\/), to generalnie nie memy zagwarantowajego ograniczon@i w

L* (W) (dla pewnegopl [2¥ )). Jeli jednak Nu' T L"(/V; ”‘") oraz
IRiu’ (x)]"dx€ M (3.19)
w

dla pewnegoM1 , woéwczas istnieje rodzina/={vx} oraz podcig danego cigu

W
(oznaczamy tak samo) o tej w asaip e jeli

j(Ru) 7~ wi(w) da Tc( ") (3.20)
to

J (X)= j (A)dv(A) pw.ww (3.21)

Funkcja; musi spe niazale no

im I/ (A)| =0. (3.22)
|Al@¥ 1+|A|p
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W celu precyzyjnego opisania miar Younga generowhnyrzez gradienty funkcji

ca kowalnych zp-t pot g wprowadza sinastpuj ¢ przestrze Banacha (dla ustalonego
p>1):
EP= y1C( m”):suply(—A)J<¥ ‘ (3.23)
mn1+| A|
Wodwczas p- miarami Younga bd elementy przestrzeni sponej (Ep)*.
Mamy nastpuj ¢ charakteryzacjgradientowychp- miar Younga.
Twierdzenie 3.8.(Kinderlehrer-Pedregal [43]; Sychev [65]). Rodziméar probabilistycznycr‘(vx)xiw jest
gradientow pP- miar Younga, gdziepT [Ef ),wtedyitylko wtedy, gdy
(a) istnieje UOT Wl'p(N; m) takie, e

dv,( )=RNu,(x) dla p.k.xIW (3.24)

X
mn

(b) nieréwno

f(Nuy(x)) £ f( )ay( ) (3.25)

X
an
zachodzi dla dowolnej kwaziwypuk ej funkcfi takiej, e

C.£f( )EC(14] [') diap. kxiw,

(c) oraz (1+| |p)dvx( ) dx<¥, dla p. k. xTW . (3.26)

Uwaga 3.5.W przypadku skalarnym, tj. gdmin{n,n} =1, kwaziwypuk o redukuje si do
wypuk o ci. Zatem kada rodzina miar probabilistycznych spe n&g w asnoci (a) oraz (c)
jest gradientow p- miar Younga. Warunek (c) twierdzenia gwarantuje, tzw. moment
rz du p jest skoczony. Jest to konsekwencj przyj tego za oenia o wzrocie funkcji

podca kowej.

W zagadnieniach geometrycznie nieliniowej teoriir spstoci rozwaa si ci gi ograniczone w

wtp (W, m). Wéweczas z dok adnoi  do podcigu mamy
u; ® u, silnie w L” (VV: ’“) orazNuj Nu, s abo wL” (VV: m”).

Jak wiemy (lemat 3.3), zbiro silna w L? gwarantuje, e miara Younga

generowana przez ten gijest miar atomow, natomiast s abo zbiry ci g gradientévauj

generuje miar v, tak, e
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im Wixu, (3.8, (Yo W u( ka) afa) d

W
Ostatnia rowno b dzie mie znaczenie przy formu owaniu probleméw wariacyjnygeh
pomoc miar probabilistycznych.

Problemy wariacyjne wyzego rzdu pojawiaj si cz sto w literaturze
matematycznej, irynierskiej i fizycznej. S one g 6wnie powizane z zagadnieniami
dotycz cymi tzw. gradientowej teorii przej fazowych i z nieliniow teori pow ok.
Zagadnienia réwnowagi materia 6w mikromagnetycznygymagaj wprowadzenia
drugiego gradientu.

Zwyczajowo, w literaturze matematyczijar Younganazywa si rodzina miar

probabilistycznycm :{nx} stowarzyszona z agiem funkcji u; ‘Wi "® Mtak, e

W
no nik miary supp(n,)1 ™ zaley od xIW w taki sposéb,e dla kadej funkcji ci g €j

f(x): "®

(o) (3= 1()a ) we w,
gdzie s aba granicd (x) jest mierzalna.
Nazwa tej miary jako probabilistyczna bierzesstd, e ca kowita norma miary,
jest (por. (3.12))
I, = dn =1 dlapk. XW ,

suup,

gdy suup1, jest nonikiem miaryn, (por.3.12).
Fundamentalna w asnotakiej rodziny miar probabilistycznych nastj ca: je eli

cig {j ( f; )} jest s abo zbiey w L° (W) , wtedy s aba granica tego gi jest funkcj / :

im J (£)h(3= 109 4 A AdL( ) o
dla wszystkichhT L'V ).

W rozdzia ach 4, 5 pokamy zastosowanie teorii miar Younga do zagadnie

zwi zanych z mikromagnetykami nieodkszta calnymi.
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Rozdzia 4

Matematyczne zagadnienia zwi  zane z mikromagnetykami
nieodkszta calnymi

Rozpatrzmy w ramach teorii mikromagnetyzmu zagaaiei poszukiwania minimum energii
ca kowitej (minimalizacji odpowiedniego funkcjonfdia magnetykow nieodkszta calnych.
Zgodnie z zasadminimum rozpatrywanw rozdziale 2.6, poszukujemy rozk adu wektora

magnetyzacjim wewn trz sztywnego cia a ferromagnetycznego pepiemperatury Curie,
zajmuj cego obszawl ", n= 2,3 pod wp ywem zewrtrznego pola magnetycznego.
Zak adamy ograniczenia na wektor namagnesowania2(pd:

Im(x)| =1 prawie wszdzie w W. (4.1)
Funkcjona energii ca kowitej sztywnego ferromagkatsk ada siw tym przypadku z
trzech sk adowych: energii anizotropii, energii retiznej i energii magnetostatycznej
(por.(2.17-2.19)):

1 "2
E(m) = Wf(m)dx- JH >mo|x+E | N dx. (4.2)

Niewypuk a, dodatnia funkcjd jest gstoci energii anizotropii i jest rowna zero
przy m|e, dail I, oraz wektory el ", = 2,3 definiuj osie atwego
namagnesowania materia u:

f(tg) < (m)," nt ¢ (4.3)

Dla tzw. jednoosiowych ferromagnetykéw funkcfaosi ga minimum tylko wzd u
jednego kierunku atwego namagnesowania, w tzw.ickalgch ferromagnetykach takich
kierunkow liniowo-niezalenych jest trzy. Wektor H:-W® " opisuje przy oone
zewn trzne pole magnetyczne. Skalarny potencja magmeyya: "®  zwi zany jest z
wektorem magnetyzacjn przez réwnanie Maxwella:

div(-Nu+ ¢ym)=0 w ", (4.4)

gdzie ¢, jest funkcj charakterystycznobszaruW i zdefiniowan jako:

cw(x)=

Definiujemy zbidr funkcji dopuszczalnych

1, przyxiw ,

. (4.5)
0, przyxIW .
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=[mT (v, "):m[= 1, p.w. ww} (4.6)
Zagadnienie minimalizacji energii ca kowitej sztygo cia a magnetycznego sprowadza Si
do poszukiwania rozwkania zagadnienia (P) :
(P) inf {E(m)|mT }. (4.7)

W pracy [30] pokazano,e moe nie istnie klasyczne rozwizanie dla zagadnienia
(P). Gdy takie rozwizanie istnieje, moéwimy,e energia osga minimum i magnetyk jest w
stanie rownowagi.

W dalszej cz ci pracy bdziemy rozpatrywa przypadki, gdy klasyczne minimum w
zagadnieniu (P) nie istnieje dlatege funkcja podca kowa, ktéra jestsgoci energii
wewn trznej materia u jest funkcja nie wypuk a (patrzdeia 2.6). Oprocz tego, warunek
(4.1) okrela niewypuky zbior funkcji dopuszczalnych (4.6adtagadnienia (P). Méwimy
wtedy, e zagadnienie (P) jest niewypuk e. Dla rozminia niewypuk ego zagadnienia
minimalizacji (P) dla mikromagnetykéw stosuje si6 ne metody relaksacji: g 6wnie

relaksacj wypuk (CP) oraz relaksacja przy pomocy miar Younga (RP).
4.1. Relaksacja problemu (P) przez uwypuklenie

Niech/ (m)= " (m) oznacza dolnie p6 ajle uwypuklenie funkciji gsto ci energii
anizotropii magnetycznejf (por.(4.2)), jeeli |m|£1, za ;j (m)=¥ w pozostaych
przypadkach. Wtedy energia zrelaksowana wigvego zagadnienia przez uwypuklenie:

_ 1 G
RE(m) =/ (m)dx- JH >mdx+§ N ok, (4.8)

gdzie dla kadegoml L’V ) istniejeul Hy(V ), otrzymane z réwnania Maxwella

-Du+div(me,)=0 wH*(W).

Definiujemy zbidr funkcji dopuszczalnych

:{mT LZ(N, n):|m|£ 1, p.w. V\W} (4.9)
Wodéweczas relaksacja wygiowego zagadnienia przez uwypuklenie ma posta
znale
(CP) min{ RE(m)|mT %} (4.10)

Istnienie rozwizania zagadnienia uwypuklonego (CP) pokazano wepfaDeSimone [24], a
wi C
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inf E(m) =min REm). (4.11)

Rozwi zanie wypuk ego zagadnienia (CP) sprowadzads rozwizania réwna
Eulera-Lagranga. W pracy [17] podano algorytm niyceny do obliczenia zagadnienia
(CP) oparty na metodzie Newtona-Raphsona, policzgmeyk ady 2-wymiarowego
zagadnienia dla jednoosiowych ferromagnetykéw, takich, ktére maj jeden atwy
kierunek namagnesowania. Do nich nal&krysztay heksagonalne, romboedryczne oraz
tetragonalne z dodatnanizotropi (por.[29]).

W zagadnieniu (CP) zrelaksowanym przez uwypuklerdscylacje cigow
minimalizuj cych nie mog by zaobserwowane, poniewagubimy informacj o
mikrostrukturze. Rozwianie zagadnienia (CP) opisuje poziom mezoskopawgdniony, w
ktérym mo liwe g adkie polem jest poszukiwane.

Informacj o mikrostrukturze maa odzyska przy pomocy miar Younga. Na
przyk ad, dla jednoosiowego ferromagnetyka miafounga stowarzyszonz ci giem

minimalizuj cym zagadnienia (P) jest (zob.[24]):
ne= / (m (X)pm*(m(x)) +(1_/ (m(x)»’ m’ (m(x))’
(1- (m (x)xe, )2)1/2 eH{m(x %) e, (4.12)

m(x)>e

3
I+
—
3
—
X
~—
N—
1
I+

1,
(m) 2 2(1— (m(x)xeA)z)m,

gdzie el ? jest zgodne z osi atwego namagnesowanid,- udzia objto ciowy. Mo na

znale miar Younga na etapie obliczeniowym, korzystag réwnoci (4.12) i tym samym
dosta informacj o mikrostrukturze. W pracach [58,59] pokazano kgy numerycznego
obliczenia mikrostruktury ferromagnetyka. W danefage pokaemy przyk ad obliczenia
mikrostruktury magnetycznej jednoosiowego ferronegka, rozwizuj ¢ zagadnienie

minimalizacji energii zrelaksowanej przy pomocy ni¥@aunga.

4.2 Relaksacja problemu (P) z wykorzystaniem miar ~ Younga

Rozszerzamy klas rozwi za zagadnienia, ktére przy zastosowaniu metody beedniej
wykazuje oscylacje cgoéw minimalizuj cych, do pojcia ,rozwi zania w sensie miary”. W
przypadku zagadnienia zwianego z mikromagnetykami dziemy mowi o magnetyzacji w

k

sensie miary Stosujc definicje miary Younga, mamy: dla gu m“ réwnomiernie
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ograniczonego wL* (W) istnieje rodzina miar probabilistycznydi,} . oraz podcig (tak
samo nazywanyin® taki, e

lim Wv(mk(x),x)dx: y vy xd A ), (4.13)
dla ka dej funkcji y ci g ejwzg dem/ , mierzalnej pox.

Przy takim podegiu zak adamy, e oscylacje cigébw minimalizujcych m*
zachodz na bardzo drobnej skali. W analizie problemu meas tylko kierunki wektorow
namagnesowania oraz wzdhe udzia y objto ciowe obszaréw - domen magnetycznych, w
ktérych te kierunki s stae. Kierunki nale do nonika miary, a wzgldne udziay

obj to ciowe s wagami miary.
Niech m* b dzie cigiem wektorow magnetyzacji, aU:{nX}XM niech bdzie

sparametryzowan miar stowarzyszon z tym ci giem. Poniewa m* przyjmuje swoje

warto ci na jednostkowej sferze
S:{yT = ]} (4.14)
wi ¢ nonik 71, zawarty jest wS dla prawie wszystkicxIW . Korzystaj ¢ z (4.13) funkgj

energii anizotropii Wf (m)dx (por. (4.2)) zapiszemy w postaci:

H k —
lim F(m*Jx= £ ()d () dx (4.15)
Z drugiej strony, jeeli

m(x)= , dn( ) xIw,
to, korzystajc z (4.13): . (4.16)
m“ m w L (W),

graniczna warto energii zewntrznej (por. (4.2)) jest réwna WH><mdx.

Jednak sprawa jest bardziej skomplikowana przy jpize do granicy z energi

magnetostatyczn% n|Nu|2dx (por. (4.2)) przyk®¥ dlatego, e magnetyzacjan i
potencja u jest zwizane s przez relacj div(-Nu+ me,)= 0. Ponisze twierdzenie
wyja nia spraw przej cia do granicy w energii magnetostatycznej.

Twierdzenie 4.1.(Pedregal [53]). Dla cgu magnetyzacj{mk}, kT N takiego, e

{divm"} jest zbiorem zwartym vH,;)i( ”) mamy

u“® u (silnie) w H'( ") (4.17)
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gdzie
div (—N uk+ mkcw): 0 WH'l( ”) :
m< m w ¥ (W), s abo*, (4.18)
div (-Nu+ me,)=0 wH'l( ”).
W szczegdlnai, granica energii magnetostatycznej jestgalina gdy namagnesowanie
jest s ab granic m* przy k®¥ , poniewa {divmk} jest zbiorem zwartym le,oc( ”).
Rozpatrzmy definici magnetyzacji w sensie miary przez rodzimmiar

probabilistycznych z nmikiem na jednostkowej sferz® dla prawie wszystkichkIW oraz

takiej, ktéra moe by generowana przez ¢ magnetyzacji klasycznen®, dla ktorej jest
spe niony warunek{divmk} jest zbiorem zwartym V\H'l,oc( N). Dla takiej uogélnionegj

magnetyzacjin :{nx} ,, definiujemy energi ca kowit nastpuj co:

xi

E(n)=_ ./ ()a.( )05<+% IRy de Hom g, (4.19)

gdziem(x)= , dn,( ) izachodzidiv(-Nu+ ¢,m)= 0, wH'l( ”).

Cig {divmk} jest zbiorem zwartym vH'l( ”) oraz
— =,
E(”)‘L'(,QQ E(m )
zgodnie z twierdzeniem 4.1. Chcemy os akarunek na ocony na dywergencj{divmk} ;
poniewa 1 :{nX}xiW jest miar probabilistyczna zwian z ci giem magnetyzacjﬁmk} , to
korzystajc ze s abej cg o ci odwzorowania rozwiza dla réwnania (4.4) i wypuk @i
funkciji |l§|u|2 mamy:
p— . . — K
E(7) £ iminf E(m"). (4.20)
Rozpatrzmy zbiér funkcji dopuszczalnych

~={n={n}_, :n, jest miar probailistyczn

X

) R (4.21)
oraz supp?, | S™' dlap.kiw }
Wowczas moemy sformu owa zagadnienie zrelaksowane problemu (P):
znale :
(RP) min{E(n)‘ nl _} , (4.22)
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gdzie m(x) = o n,(d ), dia prawie wszystkictx W , oraz
div(-Nu+ ¢,m)=0 WW'“( ").
Istnienie rozwizania tak sformu owanego zagadnienia wynika z sekyjeej s abej*

pé ci go ci dolnej E oraz ze s abej* sekwencyjnej kompaktriozbioru_ [53].
W pracy [52] pokazanoge

minE (7) = minREm) = inf E(m). (4.23)

Oznacza to, e rozwi zanie zagadnienia zrelaksowanego przez miary Yo(iRBa lub
uwypuklenie (CP) bdzie rozwi zaniem zagadnienia (P).

Korzystajc z zagadnienia zrelaksowanego przez miary Youngajdajemy
magnetyzacj m w punkcie makroskopowynxiW jako warto oczekiwan zmiennej
losowej o zadanej funkcji rozk adu prawdopodobteva. Wynik ten mana zinterpretowa
jako pojawienie si na mikroskali domen o réych kierunkach namagnesowania. Udzia
obj to ciowy jednakowo zorientowanych domen okoay jest przez intensywnoi miar
Diraca, za orientacja tych domen dana jest przez punkty (@adpunkty na sferze)

koncentracji tych miar.

4.3. Numeryczna dyskretyzacja zagadnienia mikromag netyzmu
zrelaksowanego przy pomocy miar Younga

Stosujc analiz numeryczn lepiej jest korzystaz relaksacji zagadnienia (P) przez miary
Younga, a nie uwypuklenia. Wynika to z dwéch powwdo

1) uwypuklajc funkcj g stoci energii £ gubimy mikrostruktur, ktér mo na
,0dzyska” dopiero w wyniku obrobki otrzymanych danych,

2) zagadnienie (CP) jest ograniczone do przypadKdedy funkcja f jest znana

explicite, co nie zawsze jest praktycznie twe. Na przyk ad, dla funkcji

f(m)=anf+end, ¢ >0,
nie znaleziono dotychczas uwypuklenia [24]. W thkizzypadkach méwimy o rozwianiu
zagadnienia (P) w sensie miar Younga, (zob. [119,8]1,36,37,38,52,54,58,
61]).
Do rozwi zywania zrelaksowanych przy pomocy miary Younga adage
zwi zanych z mikromagnetykami szeroko wykorzystane reetody numeryczne. Po raz

pierwszy numeryczn aproksymacj takich zagadnie zaproponowa Kruzik [38]. W/ on
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regularnej triangulacji obszarW 1 Zoraz trzy-punktowych miar Younga, staych na
ka dym elemencie. Pdiej Kruzik i Prohl [37] zaproponowali i przeanaizali uzgodnion
metod elementdw skoczonych bazuic na aktywnej strategii efektywnego wyboru
dyskretnego rozwiania uogolnionego zagadnienia minimalizacji. Priggm by a

wykorzystana tzw. wielopunktowa miara Younga, kitor® nik S™' jest zwizany z

triangulacj obszaru ¢

. W pracy [37] zagadnienie (P) sprowadza dp zagadnienia
optymalizacyjnego programowania kwadratowo-linioaeg

Podstawy matematyczne metod numerycznych do ra@amia zagadnie
mikromagnetyzmu stacjonarnego zostay podane wyptaeskina, Ma [48], w ktorej
dyskretyzacj numeryczn wykonano uywaj ¢ kawa kami-sta ych funkcji namagnesowania.

Dla obszaruw 1 ? badamy

rpirlE o (4.24)
gdzie 1 wybieramy nasipuj co:
A{mt cal Rk (4.25)
dla triangulacji kartezjeskiej = ¢, ktéra jest powizan z atw 0si namagnesowania

ferromagnetyka i kawa kami staym namagnesowaniem,|..1 R(K) . Gownym

c

ograniczeniem takiego podeja jest warunek powkzania triangulacji z osi atwego
namagnesowani@l °. Dla zwi kszenia uytecznoci analizy numerycznej rai autorzy
proponuj swoje schematy i algorytmy, wykorzystajdyskretyzowne namagnesowania z
ré6 n dok adnoci . Takie algorytmy dla rozwza zagadnie dotycz cych jednoosiowych
oraz regularnych ferromagnetykdédw znajdgj w pracach Kruzika, Prohla [37,59], gdzie
przy pomocy metody bezp®dniej zosta y zbudowane adaptywne algorytmy othliczenia
struktury magnetycznej. S abcech takiego podegia jest zoono obliczeniowa oraz
mo liwo pojawiania si minimum lokalnego i nietrywialnych rozwda . We wszystkich
pracach [17,24,36,37,38,48, 52,58,89] dotggzh numerycznego obliczenia zagadnie
zwi zanych z mikromagnetykami zat® namagnesowanien i potencja u magnetycznego

u, podana zosta a przez rbwnanie Maxwella. Dla prdgpadwuwymiarowego to rownanie
jest rozwi zywane jawnie przy pomocy formu Greena. Dla tggjviarowego zagadnienia
rozwi zywania réwnania Maxwella z wykorzystaniem sztucinyvarunkéw brzegowych
znajduje si w [72]. W pracy do rozwizania numerycznego zagadnienia zrelaksowanego

przez miary Younga, ldziemy stosowadyskretyzacje zaproponowaw [59].
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4.3.1. Dyskretyzacja zagadnienia przy pomocy uzgod nionej metody
elementéw sko czonych.

Rozwaymy uzgodnion metod elementéw skoczonych dla zagadnienia mikromagnetyzmu
zrelaksowanego przez mialfounga. Korzystamy z definicji i g éwnych rezutiat prac
Kruzika i Prohla [37,59].

Zak adamy, e funkcja h(x,A) jest taka, e h(x,A)=g(x) f(A) dla prawie
wszystkichx1W oraz dla wszystkictAT S™*, gdzie funkcjigl L'W )i f1 C(S"'l).

Niech di b dzie jednorodntriangulacj obszaruW, rozmiary elementow ktérej nie
1 ‘I 1

przekraczaj d, >0. Jeeli d, <d,, wtedy mamy siatk 4 tZn. di jest drobniejsza

ni dll. Analogicznie zdefiniujemy inn triangulacj di na S™*', ktorej elementy nie
przekraczaj d,. Tak samo mamye d22 jest drobniejszym rozbiciem ni dj. Wtedy mona
otrzyma triangulacj 4= 4 ’ o na obszarze W'S"™ z  rozbiciem
d=(d,d,)T [or¥ ) [@¥ )

Nast pnie okrelamy operatorP; : Ll(VV: C(S”' 1)) ® E(W; q S 1)):

Pih (A= h(xA)dk ' K (4.26)

K]
Peh (x,3 jest operatorem, ktéry kaej funkcji h(x,3 przyporz dkowuije jej kawa kami

afiniczn interpolacj
Lo
Peh (x,A)=  h(x,A;) (A), (4.27)

i=1

gdzie funkcje bazy s nieujemne, spe niage warunek

L
(A)=1 (4.28)
i=1
dla wszystkichAT S™*, orazl, = (d;'”).
Konstruujemy operator
R= Ffdl,dz) = Pdt Fd)i - Fczizz Fdiq (4.29)

taki, ktory prowadzi do nagbuj cej uzgodnionej aproksymaciji: na obszak¥ejest ona

kawa kami staa zana sferzeS™"' jest kawa kami afiniczna. Zgodnie z (4.21) mamy

nastpuj cy zbiér funkcji dopuszczalnych
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::{n ={n} ., 17 iest miar probabilistyczn orazsupp, 1 S™'dla p.k AW } (4.30)

Operator sprzony P':  ® jest zdefiniowany naspuj co

(vRI=(Fvh (4.31)

oraz 4=P |
Roubicek [61] pokaza e dla' i L\/(J ;C(S"l)) ma miejsce réwno

lim|R,h- H=0 (4.32)

d®o

Zatem
KV_ Pd*v’ h>‘: |<V’ h P I)F ” WLl(W,C(S"'l))* ” N LP"ll(wq §'1)@ 0, (4.33)

dlad® 0, awic limP;v=v (sab*) na Ll(VV:C(S”'l))*.
d®0
W pracy Roubicka [61] réwnie pokazano,e vi  , wtedy i tylko wtedy, gdy
L, .
v, = 1i(xg,, xTw (4.34)

X
i=1

przy tym
L,
/;:welo], /,=1,
i=1
oraz/ |, °/ «; s kawa kami sta e dla siatki, dla kadegol£i£L,,oraz AT S** dla
ka degol£i £L, . Tak wi c mamy zbiér funkcji dopuszczalnych dyskretyzowany:

_ Loy A
o= v ={v} da"’i = ld, "H L. (4.35)

i=1

Teraz zrelaksowane zagadnienia w dyskretnym pdiupaapiszemy jako:

. . 1 ~ 2
(R"P) min . (A (dA) &+ [Ny, - Hm ot (4.36)
gdzie
m Ki dll_ SnlA”Z (dA)’

oraz spe nione jest réwnanie

n

div(-Nu+ ¢,m,)=0 w
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Zagadnienie (BP) jest dyskretyzacj jednorodn zagadnienia (RP). Poprawno
postawienia tego zagadnienia i jego w ash@proksymacyjne srozpatrywane w pracy
[38].

Lemat 4.1.Zagadnienie (BP) ma rozwizaniew 4.
Lemat 4.2.Niech 1 CO(S"'l), HI LZ(N, ”). Jeelid=(d,, d,)® 0 wraz z
d,/d"*® 0, to
nlin(Rd P)® min RA. (4.37)

Nast pny wynik o zbieno ci jest wany dla wystarczago g adkich wielkoci takich

jak rozwi zaniem.

Whniosek 4.1. Niech f b dzie funkcj lipschitzowsk, HT Wl'z(lv, ”), a wektor
namagnesowaniam1 Wl*Z(N, "). Rozwi zanie zagadnienia {R) oznaczamy jako
n® =arg min- E, gdzie d = (dl, dz). Oprocz tego, rozwkanie zagadnienia (RP) oznaczono
jako 7 =argmin- E . Wtedy istnieje sta &€ >0 nie zalena odd] ? taka, e

d2

n/2 °
dl

[E(n)- E(n*)e C d+ d+ (4.38)

Dowdd wynika z oszacowania w dowodzie lematu 4@arkoci f i Horaz z

standartowych wynikow aproksymacji dla odwzorov@obolewa V\WLZ(VV, ") [20].

4.3.2.Schemat (R“’ F(’?).A na podstawie zbioru aktywnego.

jl
Zagadnienie(R%P) jest wypuk ym zagadnieniem optymalizacji, w ktdrymszukiwane s

{/K’i} . Zagadnienie to ma liniowo-kwadratowtruktur oraz liczba niewiadomych jest du

O((dl”)) co oznacza, e niewiadomych jest do wi cej, ni elementow podzia u di.
Oprocz tego, z wniosku 4.1 wynika koniecznavykorzystania duej liczby punktow na
ka dym elemencieK 1 di po to, eby dosta sensown aproksymacj minimum energii.

Wobec tego ma sens wykorzystanie metody adaptgcypa@roponowanej w [37] na

podstawie tak zwanego zbioru aktywnego, tzn. nieda zbioru pewnych punktéw na
ka dym elemencieK 1 di, ktore s wykorzystywane do poszukiwania rozwania. Metoda

ta bazuje na optymalnym warunku, ktéry po raz psayby wykorzystany w pracy [19] dla

wariacyjnego zagadnienia skalarnego albo jednowsomiago. Do rozwizania zagadnienia
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dyskretnego zrelaksowanego przez miary Younga kwiykorzystuje si niewielka ilo

punktow (czasami nazywanych atomami). Twierdzerdga@eodory’ego [36] prowadzi do
hipotezy, e je eli istnieje rozwizanie ni  zagadnienia (RP) dla prawie kiego xTW
wtedy miaras, skupiona jest nie wcej jak w (n+1) punktach. Zasada maksimum
Weierstrass’a uzasadnia to.

Lemat 4.3. Zasada maksimum Weierstrass'a J37]. Niech H1 LZ(N; "), f: "® b dze
funkcj cig ,oraz niect(n“,md)T o LZ\(\/ ; ") b dzie rozwi zaniem zagadnienia

(R'P). Wiedy

o a(xA)m(dA)=max Y(xA) "X Ko, (4.39)
gdzie Hamiltonian z definicji ma posta
T=R( JAid-7), (4.40)

n

dla ,=H-Nu,, orazu, jest rozwizaniem réwnanialiv(-Nu+ ¢,m)=0 w
Lemat 4.4[37] Niech d :(dl,dz) b dzie parametrem dyskretyzaciji, niech*?1 b dzie
rozwi zaniem zagadnieniéR(dl’o) P), oraz niechr®T 4 b dzie rozwi zaniem zagadnienia
(Rd P). Niechm, =n'*°.id, orazm, =n"-id, z odpowiednimi rozwizaniami L

u, rownania Poissona. Wteddjg]O (4.6,) = (40 Prawie wszdzie wW, gdzie ,oraz

di.dy) d.0)
s mno nikami Lagrange’a odpowiednio dla zagadn(eRd P) [ (R(dl'o) P).
Podobnie jak w [61], zdefiniujemy naptij co nonik miary Youngani — :
supp? :{(x A)iw” st Al suppx} (4.41)
oraz zdefiniujemy inne zagadnienie, nazywéﬁlﬁil %), w ktérym zaw amy nonik miary
Younga z 4 do zbioruQiW~ S, gdzie zbi6rQ jest zoony z wybranych punktéw

{A}, na kadym elemencieKT , patrz (4.43). Zgodnie z [19], mamy zrelaksowane

zagadnienie( R I%) dyskretyzowane przy yciu aktywnego zbior@:

(RR)  min  _J (A)nd(dA)d(+% IRy [ e, 442

my

= Sn_1A/7Z(dA), dla supp/fl Q,

1
Kl g
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n

div(-Nu+ ¢,m,)=0 w

Dla ka degoe >0 definiujemy nastpuj cy zbior:

Q= (xA)IW" S"*; hx,A} max H{xB) e . (4.43)

B s™t
Lemat 4.5 [37] Niech zbi6orQiW’~ S™' b dzie taki, e

{(x,A)TW' S™; A jestwz em siatki rozbicia (4.44)
d — d i
(xA)=max °(x A)}I Q,
oraz niech , b dzie odpowiednim mnmikiem Lagrange’a zagadnien(ﬁd P).

Wtedy kade rozwi zanie zagadnienié\Rd %) jest rozwi zaniem zagadnieniéaczd P) .

Nast puj ce lematy dotycz zastosowania aproksymacji hamiltonianu w schemacie

aktywnego doboru.

Lemat 4.6.[37] Niech Hh ‘j £ e/ 2 dla pewnych rozwiza zagadnienie(Rd P) z

L(w: )
mno nikom Lagrange’a ,i dla pewnych 1 S™' takich, e dla prawie kadych xTW

argmax °(x¥ arg mak(x kI (4.45)

Niech zbiér Q b dzie zdefiniowany jak wczaiej. Wtedy kade rozwizanie

zagadnienie( R %) b dzie rozwi zaniem zagadnieni%Rd P) :

Lemat 4.7. [37] Dla kadego e> 0 istnieje takied, >0, ejeelid,<d,, to

H () (dde) £ el2 (4.46)
(dp.dp) (dl,dz) L¥ (W' St 1)
Lemat 4.8 [37] Niech
Q:{(x,A)TW’ s °(x,A} max ° (x A—) e} . (4.47)
b A’I‘ Sn»l b

Dla ka dego e>0 istniejeb = (dl, dz) takie, e dla wszystkichd, > d, ka de rozwi zanie
zagadnienia( R %) z parametrem dyskretyzacfl = (dl, dz) jest rozwi zaniem zagadnienia
(R'P).

Warunek optymalny z lematu 4.3 sprawdzamy kolejlzoka dego elementk 1 df

po to, by w procesie minimalizacji otrzymywapunkty aktywne na kalym z tych
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elementéw. Takie dzia anie prowadzi do tak zwarmgcematu{(Rd’ %)} ~ha podstawie
jl
zbioru aktywnego wybieramy cig {ei};i I (0+¥ ) pocztkowy parametr dyskretyzacji

dlz(dll,dzl), oraz kryteria zatrzymaniaTOL>0. Dalej oznaczamyn'l o jako

rozwi zanie zagadnienia(RdJI%) dla kadego dj:(dll,21'jd21) oraz = " 2z

mno nikami Lagranga ; odpowiadajcym n'.
Algorytm 4.1.[59]
1. Zada j=Lh=0,e=¢.

2. Zbudowa rozhicie iobliczy QI ;.

3. Obliczy n':=arg min(R"’ I%).

4. Sprawdzi czy zachodzi zasada maksimum dlg je eli tak, wtedy i do punktu 6,
je eli nie- kontynuowa.

5. Zwi kszy wska nik tolerancyjny ( tzn. ilo rozpatrywanych atoméw) zak adaj
e:=2eii do punktu 2.

6. Jeeli j=1,wtedyi do punktu 8., jeeli nie - kontynuowa

7. Je eli spe niona jest nieréwnoE(n"l)— E(nj )< TOL, wtedy koniec, jeeli nie, to
kontynuujemy.

8. Pooy j:=j+1,oraz zbiorh: ' d’ ::(dl,dzj' 1/2) ,e=e,i dopunktu 2.
Uwaga 4.1 Liczba e>0 jest parametrem dopasowania w schemacie iteratywny
Parametr ten jest dobierany w zaile ci od parametru dyskretyzacji podstawowetjo
(por. lemat 4.8). Ma a liczba ogranicza wzbogaceni@ na j -tym kroku iteracyjnym.
Uwaga 4.2Poréwnanie zasady maksimum Weierstrassa dla zb@ruktory jest
zoony z elementdw i punktow rozbicia ; oznacza rozwianie dyskretnego

zagadnienia optymalizacyjnego dla Bago K 1 di.

Na kadym kroku jT  w zagadnieniL{(Rd’ %)} zbiér atomow aktywnych na kdym

i
elemencieK 1 di jest zoony z wzoOw, ktore s wydzielone z rozbicia dzj W kroku 4
2

algorytmu 4.1, ktéry zabezpiecza optymalnebioru Q dla istniej cej triangulaciji tzn.

di’
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n' =arg mln(Rd ) arg m|r( R Ij (4.48)

Korzystamy z lematu 4.3. dla potwierdzenia n@aisi cego rezultatu.

Whniosek 4.2. [59] Niech zachodz warunki z wniosku 4.1. Wtedy wj-tym kroku

przedstawionego algorytmu mamy di&:= arg min( R R )

o+ igl
(dll)nlz

W nastpnym rozdziale poka&my przyk ad numeryczny rozwiania dwuwymiarowego

E(n"*)- E(n')e C o+ 20 d+ (4.49)

zagadnienia mikromagnetyzmu dla magnetykoéw nieddksainych zrelaksowanego przez

miary Younga.
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Rozdzia 5.

Przyk ad numeryczny.

Rozpatrzmy przyk ad dwuwymiarowego zagadnienia amiagnetyzmu przy za eniu, e
ferromagnetyk ma jedro atwego namagnesowania. Energia anizotropii mggneej
ferromagnetyka zadana jest przy pomocy funkcji (2ot 7)):

2
mf +(m - 1)), 5.1)

Taka posta funkcji ; by a rozwaana w pracy [48]. W tym przypadku potencja

/ (m)=107?

posiada dwie studnie 0,1)i (0,- 1), co oznacza,e j (0,5 (0- )= C. Funkcjona
energii wewntrznej jest wtedy niewypuk y. W tym przypadku rGe/nnie znana jest posta
dolnego po6 cig ego uwypuklenig/ (m) (por. rozdzia 4.1), a we¢ nie mona poszukiwa
minimum funkcjona u metodbezporedni rachunku wariacyjnego.
Niech obszawW =(O,1)2. Przyjmujemy zewrtrzne pole magnetyczne w postaci
H(x)=(a%(%-1).bx- 4, x (% %W , (5.2)
gdziea=3.5 10°,b= 2 10° & 1C.

Energia ca kowita wyra si wzorem (por.(4.1)):
”12+(”f'])2)' (a%(% 3 m (bx k ra)) dg(% N Jix  (53)

W celu znalezienia minimum energii danej tym  wxnore stosujemy  relaksac]

E(m)= (10'2

1
0

funkcjona u przez wprowadzenie miar Younga i dyBkracj. Stosujc dyskretyzacj
u ywa b dziemy oznaczeprzyj tych w rozdziale 4.3.
Dyskretyzuj c zagadnienie, przyjmujemye d =(N; K) . Oznacza to rozbicie dll

2
2

ktore dyskretyzuje obszal/ na N réwnych warstwT 1 dll dlad, = N =6, a rozbicie ,
dla d, = K =3 oznacza wybor punktowA ,A ,,A , odpowiadajcym k tom g,,q,,g;na
okr gu S.

Mianowicie, poszukujemy wektora namagnesowaniav postaci
m= _Adn, (A) dlapwxiw (5.4)
gdzie S oznacza okmg jednostkowy, ktory jest noikiem miary Younga.
Std
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dn, (A) = K 1(xy,, xIW, /, we[o], .K/ =1 (5.5)

=1
oraz/, |T °/ ;. jest kawa kami stale na warstwach (patrz rys.5,1)  dla kadego

1£i£N, orazA 1 Sdlaka dego Ei £K .

1 A

A,

0 1

Rys.5.1.Dyskretyzacja obszarlV oraz okrgu Sdla dwuwymiarowego
zagadnienia.

Parametryzujc okr g S k temg mo emy (5.4) zapisajako:
_ 2p ~
m(x) = ) A(g)dn (g), xIw, (5.6)
gdzie

dn, (g) = K L(x)d s, xIW, /7, Wwe[o], y =1 (5.7)

i=1
oraz/, |T °/ ;; s kawakamistaedla fli£K, AT S dlakadego Ei£K.

Wektor namagnesowania zapiszemy jako:

N N K

o, /i (X)(COQi ,Siqi)Z ! ( cqs ,5?0), (5.8)

i=1 j=1i=1

my,

K
gdzie /; =1dlakadegoj=1,..N,oraz/, :W®[0,1. Oznaczymyn, |, =(m;; m )
i=1
na kadej warstwieT,, gdzie j =1,...,4, wtedy
K K
m;= /;cog,, nmy= /; cgs. (5.9)
i=1 i=1
W | -tej warstwie zadajemy miatYounga skoncentrowarw K punktach"i" o
ré nych intensywncci /.
Zapiszemy energica kowit E (por. (5.3)) jako sum,liniowej’- E, wzgl dem miary

Younga, oraz czci ,kwadratowej’-E, wzgl dem tej miary.
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~Liniowy” cz on energii ca kowitej po dyskretyzaama posta:

N K i/N
E = / (10‘2(coé7j + coéyj)—(ax(x— L cgs+ (bx 9 scyrp)) ob.
i=lj=l (i-)/N
Rozpatrzmy cz E, energii ca kowitej
£, =2 [y, [de=2 m, <Ay, o
2 2,
ktor aproksymujemy w nagtuj cy sposéb
1 -
Ez:z ) m X Ny ), -

Przez< > rozumiemy urednienie po pojedynczej warstwie.

(5.10)

(5.11)

(5.12)

Celem naszym jest Wyzna(:zerﬁlitum>|T przy pomocy przyjtych miar Younga. W

tym celu poszukujemy rozwiania roéwnania Maxwella:

2

div(-Nu+ ¢ym,)=0 w ?,

gdzie ¢, jest funkcj charakterystycznzbioru W:

Cw(x) =

Rozwi zanie w p askim przypadku wyra si wzorem [59]:

1, przyxiw ,
0,przyxiw .

U, (x)=-$ infx- y|div, m(y)dy= %divx inje ym(y)dy " iw

w w

Cak po W zastpujemy sum po warstwach:

Uy (X): mh|TGT(X)1

(5.13)

(5.14)

(5.15)

(5.16)

T}
gdzie
G (x)=-— In(jx y|)nds,
2 ¢
oraz nl ? jest jednostkowym wektorem normalnym, skierowangen zewntrz brzegu
obszarufT .
Obliczamy

N

u,(x)= (MG+mG)(x %,

i=1

(5.17)

gdzieG, i G, obliczamy z wykorzystaniem ca kowania symbolicznggogramu ,Maple”:
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(R |
G, =-— dy, —Iny(x- d
o Py, Jor W (05 w) dy
' (5.18)
1N
=- = ny(x- D% (% w)E Iny(xF (% ¥ dy
P i
N
Dokonuj ¢ zamiany zmiennychy, - X,= Vv, dy,= d\, mamy:
_ 1 N 2
G, =-— Iny(%- )+ V- InyxF V d. (5.19)
P i,
N 2
Niech  Invu?+Vdv= g u V¥, wtedy
0
1 i i-1 i
G,=-— S % 1— % S-x1— X S x
=%, X N % X N X 1XN X
- (5.20)
|_
S x- 1;—
to X N %
Analogicznie
GZi=-iﬁdyzliln (% wW* (% w) dy (5.21)
2Ioi;l oﬂyz
N
L n i’ 17
== | . — x — d
7 n\/(xl W % | \/(xl W% @
N
_Yi-xEu o 1t L -1
= dysdu 2'O_Xlln\/xz g In,| % i U du
1 [ i-1 i- 1 i- 1
:'z S %- N,l X- S-% W’ -X S ZXW,].'*' X -SZX—N, 1 X

Wstawiajc (5.20) i (5.21) do wzoru(5.15) otrzymujemy jawzaleno u,od

zmiennych(x;, X,).

Nast pnie obliczamy

~ fu qu
N ) 5.22
s = <ﬂ><1 ﬂxz>T 5.22)
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1 N
<E> :% dx RICTIN n}] dx = (5.23)
T

11, Nu(x, %) 11
== dx, 1l =2 gy (1 x)- 0, ¥)
N T NO>£L( %)- {0, ¥
N
fu 1Y, N u(x, %) 11 i i-1
— ) == dx — X ZHdx=— dx U x¥— - u ¥x— . 5.24
<1TX2>T N0X1i—1 P N, * N N (5.24)

Tutaj T oznaczai- t warstw podzia u,i =1,...N .

W opisie procedury numerycznej funkc<:11u> <1}T >oznaczamy odpowiednio
X/ %/
przezul[i] i u2[ 1|, gdziei- jest numerem warstwy (patrz Dodatek1).

Podstawiajc (5.9) i (5.22) do (5.12) otrzymujemy

1N u u
= Y em (= 2
SR - ml<ﬂ><l>i+mz<‘ﬂxz>i ’ (5.25)

gdzie gradienty na poszczegolnych warstwgehl,..K s funkcjami wektora

K K
m; = 3 /; cog, ’-—1/ i s, i=1.K j,= 1.N. (5.26)
Std wida, eE, jest funkcj kwadratow od /;. W celu uproszczenia zapisu nie
podajemy tych zalao ci explicite.
Zatem otrzymujemy zagadnienie minimalizacji funkgau

mlnF(/ ) (5.27)

1y

1 N u u
+ =) +m(—) , 5.28
2N i ml<ﬂxl>i I2<ﬂX2>i ( )
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przy ograniczeniu

/,=1 [/, WO®[O]L. (5.29)
i=1

W procedurze numerycznéj oznaczamyjakO([i, j] .
Wprowadzajc mno niki Lagrange’aL[ j], j=1,..N, zastpujemy zagadnienie (5.27)

nast puj cym zadaniem poszukiwania punktu ekstremalnego funkejona

F(/;.L[1]). (5.30)
czyli
=0 1= =0,
1/, i

gdzie F(/;,L[i])=F{ ;) +L[i]. oraz/, :w®][0,3].
Otrzymali my zagadnienie, w ktérym funkcjona jest funkkjvadratow wzgl dem

niewiadomych/. , a wi ¢ rownie funkcj wypuk .

ij ?

Tak wi ¢ zagadnienie nieliniowe i niewypuk e dii wprowadzeniu miar Younga
zosta o zaspione zagadnieniem wypuk ym i kwadratowym. Trudn@olega jedynie na
koniecznoci wprowadzenia dwej liczby niewiadomych. Aproksymacja przez dyskretyzacj
odtwarzajca obraz mikrostruktury wymaga drobnej siatki i destanie bogatego zbioru
punktow koncentracji miar Younga.

Takie zagadnienie maa zapisa jako:
min  (x) =2 (,A%) +{b x). (5.31)

gdzieOEx £1, 1£i £N, oraz
Cx+d =0, (5.32)

gdzie N jest liczb niewiadomych (w naszym przyk adzie jedt K+ N= N(K+1)
niewiadomych). TutaAT ?? jest macierz, otrzyman z obliczenia energii
magnetostatyczne, , wektorb wyznaczamy z obliczent, - sumy energii anizotropii
magnetycznej oraz energii zevirznej.

Numeryczna realizacja zagadnienia w ,Maple” podanoodddku 1.
Zadajemy w procedurze: >
mi6:=proc(N::integer,K,theta::array(1..3),alpha::ar ray(1..3))

llo warstw, na ktére podzielono obszar W: N=6.
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K =3.
theta =

llo wybieranych k tow naka  dejwarstwie:

Zadajemy k
-pl6;2013: 2013
alpha=-p/6;20/3: 2o /3

ty g,i=12,3naka dejwarstwie:

Wybor k tow ma duy wp yw na rozwizanie. W rozdziale 4.3. znajdowano veiave
k ty dzi ki wprowadzeniu do procedury zasady maksimum Weiessdral utaj przy wyborze

ré nych k tow w réd rozwi za szukamy optymalnych, tzn. takich, aby poszukiw#pe(w

procedurze X[i,j]) by y dodatnie, oraz aby energia caika by a minimalna. Tego wyboru
dokonujemy poréwnug rezultaty rénych kombinaciji.
Wprowadzamy naspuj ce dane:
M:=evalf(eval(mi6(6,3,vector(3,[-Pi/6,2*Pi/3,-
2*Pi/3]),vector(3,[-Pi/6,2*Pi/3,-2*Pi/3]))));
evalf(Ec);
eval(X);
Wykonuj ¢ procedur

numeryczn znajdziemy najpierw intensywna /

ij -
Zauwamy, e wielkocite musz by z przedzia u[O,:I] oraz suma ich w kaej z warstw

rowna 1.
.357955730 .423753362 .218290907

3437098152
.3406909877
.3406909881
3437098152
3579557302

4269783974
4278708239
4281362218
4277527417
4249567449

2293117874
.2314381885
2311727901
.2285374431
.2170875249

Rozwi zuj ¢ to zagadnienie otrzymamy poszukiwany dyskretyzowarwektor
namagnesowanien (w sensie miary) na kdej z 6 warstw:

M :=table(1 =[-.0110233785.0010421600 2 = [-.0304836608.0006706018
3 =[-.0346074560-.000229841P, 4 =[-.0346074554.000229841f
5 =[-.0304836608.000670601F
6 =[-.0110233789.0010421601]).

Energia ca kowita przy takim wektorze namagnesowanigasiartoci:
0.001100981308.
Powy szy przyk ad ilustruje jak@iowo u oenie si wektorow namagnesowania

zgodne z kierunkami przy onego pola zewnrznego, (por. Rys.5.2).
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K
Zauwamy, e wypadkowy —wektam) =((m,m)) = /,(cog, , sig, = na
i=1

ka dym przedziale T nie jest jednostkowy, ale jest kombinacjiniow wektoréw
jednostkowych.

Wprowad my oznaczenia:

3

(m}j = /,(cog, , sig;) dla j=1,.., (5.33)
=

na 1-j warstwie <m>l =(-0.110233785e-1, -0.10421600F,

na2-j-  (m), =(-0.304836608e-1, -0.6706018},

na3j-  (m),=(-0.346074560e-1, -0.2298412},

na4-j-  (m), =(-0.346074554e-1, 0.2298416},

na5j-  (m) =(-0.304836608e-1, 0.6706017¢,

na6-j-  (m), =(-0.110233789-1, 0.10421601§.

Mikrostruktur s wektory :

na warstwieT,: 0.3579557306 cdsp J6 ;sfnp )p

0.4237533620 cds 2 )3 ;ffnp2 ))3 0.2182909074 cds 2 )3 ;n p2 ));
na warstwieT, : 0.343709815@ cdsp )6 ;sfnp )

0.426978397ff cds 2 )3 ;sfnp2 )), 0.229311787f cds 2 )3 ;sfn p2 ));
na warstwid’,: 0.340690987¢ cdsp )6 ;sfnp )

0.427870823p cds 2 )3 ;fnp2 )),0.2314381886 cds 2 )3 ;sfn p2 )k
na warstwid, : 0.340690988{L cdsp )6 ;sfnp )F.

0.428136221 cqs2 )3 ;ginp2 )k, 0.231172790fL cds 2 )3 ;sin g2 )
na warstwid;: 0.343709815 cdsp )6 ;sfnp )k,

0.427752741f cqs® )3 ;inp2 )), 0.228537443fL cds 2 )3 ;sin 52 ).
na warstwieT, :0.357955730R cdsp )6 ;sfnp )b

0.424956744f cds 2 )3 ;ffnp2 )J3 0.217087524p cds 2 )3 ;sn p2 ).
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Rys.5.2.Poréwnanie kierunkow wektoréw namagnesowa(mi'la}T (cienkie) oraz przy amnego

pola magnetycznegbl (grube) na warstwach.

Na rysunku 5.2 przedstawiono wypadkowy wektor namagwania(m)T na

poszczegoblnych warstwach w por6éwnaniu doednionego wektora pola zewrznego.
Pomimo ma ej liczby elementéw dyskretyzacji oraz geomelygkretyzacji (. warstwy
zamiast kwadratéw jak w rozdziale poprzednim) widoczegt jjakociowo poprawny
charakter uk adania sivektoréw magnetyzacji zgodnie z przyomym polem zewrtrznym.
Oznacza to, e zastosowana procedura numeryczna zosta a popraapisana i maa j

odpowiednio rozbudowado konkretnych, bardziej skomplikowanych zagadnie
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Rozdzia 6

Nie ci liwe iprawie nie ci liwe cia a magnetospr  yste

W niniejszym rozdziale rozpatrujemy zagadnienie nielimowpr ystego magnetyka,
zak adajc e cia o jest nieci liwe albo prawie nieci liwe. Wyznacznik gradientu deformaciji
dla nieci liwego i prawie nieciliwego orodka rowny jest odpowiednio 1,

tzn.detNu(x):l, albo prawie 1. Wykorzystuf model zaproponowany przez Rybk

Luskina w pracy [63], poka&my istnienie rozwizania zagadnienia minimum energii
nie ci liwego ciaa magnetosprystego oraz udowodnimy,e to rozwizanie jest granic
rozwi za zagadnienia minimum energii dla cia prawie oidiwych.

Model matematyczny dla materia 6w magnetosgstych, w ktérym deformacija i
namagnesowanie ssprz one, jest opisany w pracach [15,25,26,33,39,55,60\69pracy
[63] udowodniono istnienie minimizeréw deformacji oraz m@gnesowania dla
magnetospr ystej energii swobodnej. W opisie energii istotne jest w jak@jfiguraciji
opisujemy funkcje gstoci energii. Namagnesowanie opisujemy stp w konfiguracji
aktualnej, za energi spr yst w konfiguracji odniesienia. W celu ujednolicenia zapisu
naley wyznaczy Jacobian deformacji. Deformacja jest odwzorowaniem wzaie
jednoznacznym prawie wsdzie, cigym oraz o dodatnim wyznaczniku z gradientu

deformaciji.

6.1. Energia deformowanego cia a magnetycznego

Zak adamy, jak i wczeniej, e poniej temperatury Curie materia magnetyczny jest
opisywany przez wektor namagnesowamaW ® 3. Cia 0 magnetyczne w zewnznym
polu magnetycznynH ,, podlega deformacji. Konfiguracjodniesienia jest obszar otwarty

WI 3 u:W® *oznacza wektor deformacji, z& = Nu gradient deformagji.

Energi cia a magnetosprystego zapiszemy jako, (por.[60]):
. 1 -
I(um)= F(xF(x)m(x) Nm)ax- H(u(x)km(x) k+2 IRz &. (6.2)

Ta energia zawiera cz on z poliwypukiunkcj F , rozpatrywan przez Rogersa w pracy
[60], dotyczcej magnetosprysto ci , por. (1.1). Czon F jest sum energii wymiany,
energii anizotropii magnetycznej oraz energii magnetogptej. W niektérych szczegdélnych

przypadkach przyjmuje si e energia (6.1) nie zalgod Nm, (por.[25]).
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Analogicznie jak w pracy [63] rozpatrujemy krysztaagnetospr ysty znajdujcy si

3

w obszarzeW | z lipchitzowskim brzegiemf]W. Deformacj kryszta u opisuje wektor

u:W® 3, ktéry jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym egulkarnoci

ul WZ‘Z(N; 3) i zachowujcy orientacje, tzndetu(x) > C prawie wszdzie w W, (rys.6.1)

Rys. 6.1. a) Wzajemnie jednoznaczna deformacjaavbs?/, zajmowanego przez kryszta w
konfiguracji odniesienia; b) deformacja, ktora jeist jednoznaczna.

Regularno ul WZ'Z(N; 3) implikuje, e obrazu(v_v) domkni tego zbioruW oraz
u(ﬂﬁo brzegu obszaruW s zbiorami domknitymi, natomiast deformowany obszar

(u) :u(V\/)\u( ‘H_V\) jest zbiorem otwartym (por.rys.6.1). Zaymy, e rozpatrywane cia o
deformuje si w spos6b zgodny z zadana niepustej czci brzeguG | fW deformagj:
u(x) =u,(x) dla wszystkichxiG . (6.2)
Je eli wektor namagnesowanim(x) kryszta u jest w naturalny sposob zdefiniowany w
konfiguracji aktualnej, m: (u)® °, por.[6], oraz mi Wl'z( (u); 3), to mamy

nastpuj ¢ rowno :
(|sz (z)|2 +|m(z)|2) dz= (‘ K, m( u x))‘2 +‘ m( 2 x))‘z) detNu( X dx<¥. (6.3)
(u) w
Warunkiem nasycenia magnetycznego cia a mpmemperatury Curie jest

nast puj ca relacja w konfiguracji odniesienia

‘m(u(x))‘detﬂlu(x):t w W, (6.4)
gdziet jest parametrem konstytutywnym, sta ym przy ustalomepézaturze i jest w
literaturze nazywany saturagnagnetyczn, (w poprzednich rozdzia ach 2,4,5 w

rozpatrywanych zagadnieniach dla sztywnych magnetyl{év(u(x))‘ =1).
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Rybka i Luskin w swojej pracy [63] wykorzystali ngstj ¢ posta energii dla
przypadku kryszta u magnetospystego:

a|fm(2) a-

J(um)= k|Du(x)[ax+ W(F.m u(x)) d+ 5
- H,(zpm(z)dz e (um) . '

® mep

Parametryk oraz a w réwnaniu (7.5) sdodatnimi sta ymi materia owymi zaleymi od
temperatury.

Ponadto w (6.5) przyjo nastpuj ¢ definicj :

2
3

Tu(x)
1x 1%

W‘Dzu(x)‘zdx = (6.6)

W
1]

gdzie ¢ (u)(z) oznacza funkcjcharakterystycznobszaru (u).

Energia cia a magnetospystego w réwnaniu (6.5) sk ada s energii opisujcej
efekt oddzia ywa powierzchniowych, ktéra z kolei jest opisana przy pomopgratora
zdefiniowanego w (6.6), energii anizotropii magnetyczeeergii wymiany, powsta ej w

wyniku dzia ania przy conego zewntrznego pola magnetycznegbl_, oraz energii

ext
magnetostatyczne;.

Ostatni cz on w energii oznacza nielokatz  energii magnetostatycznej

1 |«
g (1) =3 |z (2) e, 6.7)
gdzie z spe nia rbwnania Maxwella
din(NZz— c (u)m): o, 2 °. (6.8)

Maj ¢ wektor namagnesowania w konfiguracji aktualnej memy przedstawi ten

wektor w konfiguracji odniesienia jakm u:W® *. Wéwczas (6.5) przyjmie posta
J(u,m)= Wk‘Dzu(x)‘zdx+ WW(X,Nu,m u(x)) &
N,m (u (x))‘2 detNu (x) dx -

+ 4 H e (u (%) )xm (u (x)) detfl (x) o (6.9)

w

+1 Rz|dz
2

Energi magnetostatycznemag(u,m) mo emy zapisaw postaci:
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emag(u,m):% sz(z)|2dz:—; N, (u(x))‘zdx+—; sz(z)|2dx
3 Y t (6.10)
:% sz(u(x))rdeﬂu(x)dx+0.
w

Energia anizotropii magnetycan(F,m) jest funkcj ci g gradientu deformacji
F1 ¥3 oraz namagnesowanial *. Tutaj ¥® oznacza grupmacierzy o wymiarach 3
na 3 majcych wyznaczniki dodatnie. Poniewaak adamy, e temperatura jest staa, to
g sto energii anizotropiW(F,m) nie zaley od temperatury.

W pracy [63] przyjte zosta 0 naspuj ce za oenie: gsto energii anizotropii

Wi CZ( s 3 ) jest roz oona na dwie czci, a mianowicie:

W (F,m) =W (F,m)+y (detF), (6.11)
gdzie funkcjeW, i y spe niaj nastpuj ce warunki:
1. funkcja y:(0,¥)® jest funkcj ci g , wypuk , oraz spe nia nagiuj cy
warunek wzrostu przy > 2 orazg > (

cL(a'q+aq)£y(a) dla kadego O<a< +¥ (6.12)

2. funkcja W, : %R jest funkcj ci g oraz spenia nagtuj ce warunki

wzrostu:
istniej staleC _orazC, takie, e 0<C_<G(,, oraz
C.(FF-1)e W(Fm)e G (F[+1) da Z = (6.13)

Przez oznaczymy zbiér nagpuj cych funkcji, nazywanychzbiorem funkciji
dopuszczalnych
:{(u,m)T WZ'Z(N; 3) Wl'z( (u); 3):u(x): ug( %
dla "AIW =G, y(dsuj LW ), et O, pw. (6.14)

oraz u jest odwzorowaniem wzajemnidgjeznacznym p.w. WV ® 3}

gdziey spe nia warunek (6.12).
Dla tak postawionego zagadnienia Rybka i Luskin w pf&8yudowodnili twierdzenie o

istnieniu minimizeréw dla magnetykéw spystych, tzn. pokazali,e zagadnienie
min{J(u,m): (u,m)T oraz‘m(u(x))‘ détu= ¢ dla kalegoiWw } (6.15)

posiada rozwizanie.
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Metoda zastosowana w pracy [63] jest tzw. metmezporedni rachunku
wariacyjnego i wymaga pokazani@ minimalizowany funkcjona energetyczny jest

funkcjona em dolnie p6 cg ym w odpowiednio przytej topologii.

6.2. Magnetyki nie ci liwe i prawie nie ci liwe

Rozpatrzmy zagadnienie cia a magnetogmstego nieci liwego albo prawie niei liwego.
Opis podejcia do materia 6w prawie ni@ liwych mo na znale w pracach [20,49,62].
Wykorzystamy rezultat [63] dla zagadnienia minimalizacji ftjoka u energii
magnetospr ystej dla przypadku cia niei liwych albo prawie nieci liwych.

Za b my, e gsto energii anizotropii magnetycznej dla cia a prawie ciidwego

jest zapisana w postaci
1
WE(F,m):V\{(F,m)+g(y(detF)—y (9). (6.16)
dla el (0,1).
W dalszych rozwaaniach w zapisie (6.16) pominiemy czyn(l) jako dodatni sta
nieistotn w dowodzie istnienia rozwzania.
Jeeli w (6.9) zastpimy W przez W, zgodnie z (6.16), wtedy funkcjona energii
zdefiniujemy w sposéb nagtuj cy:
_ 2 2
J,(um)= W/(‘D u(x)‘ dx + WV\é(x,F,m u(x)) &

+ a
w

sz(u(x))‘2 defiu(x)dx - Ho,(u(x)jm(u(x)) defli(x)ck (6.17)
+% INz|dz .

Jeeli e=1 w (6.16), to W,(F,m)=W(F,m). Zagadnienie istnienia minimum energii
prawie nieci liwego ciaa magnetosprystego sprowadza si do zagadnienia
rozpatrywanego w pracy [63].

Ostatni czon w (6.16) jest funkckary. Interpretacja cz onu kary jest ngstj ca:
gdy e d y do zera, wtedy energia potrzebna do zmiany tolji ciaa d y do
niesko czonoci, dlatego materia jest coraz mnigji liwy. Je eli detF d y do jednoci

oraz e® 0, to

im (v (a)- (W)= 0.
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wtedy otrzymujemy funkcjona energii graniczrh!gj(l) J, dla cia a nieci liwego, ktéra bdzie

rozpatrywana ponej (por. (6.36)).
Aby udowodni istnienie minimizeréw dla cia prawie n@& liwych, pokaemy e
funkcjonay J, s dolnie p6cige dla" e 0.
Nowy funkcjona J, (u,m) = J(u,m)+§ (v (detu) -y ()
W
ré ni si od wprowadzonego w pracy [63] (por. (6.9)oraz 1§.2 uwzgl dnieniem (6.16))

tylko cz onem é (y (defu)-y (:I))dx, co nie wp ywa na jego dolp6é cigo  (mno enie

W
funkcji dolnie p6 cig ej z do u przez liczbi dodawanie sta ej). Ale powtarzamy ca y dowdd
z pracy [63] ze zmienionym funkcjona em energii w cklalydaktycznych oraz podania
kompletnoci materia u.

Okre limy, podobnie jak w [63] cechy zbioru deformacji dopemdnych. Cig
{(u,,m)}1 s abo zbiega do elemenfu,m)T  wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi:

u u sz'Z(W; 3),

n

€ (M ® ¢ ym w L2( % 3),

oraz
¢ w\m,®c Nmw L2( % 33)

up)
Inna definicja: méwimy, e ci g {(un,mn)}i jest -ograniczony je eli istnieje
staaK >0 niezalena odn taka, e

I, (f + [, (x) 4y (e, (ax+  [Rm (2)ezeK  (6.18)

Twierdzenie 7.1[63] Jeelici g {(un,mn)}i jest - ograniczony, wtedy istnieje podgi
(tak samo oznaczony) ordm,m)1  taki, e (u,,m,) zbiega s abo du,m).

To twierdzenie jest bardzo wae dla naszego rozumowania, gdapewnia istnienie
minimizerow, ktére ss abymi granicami cgéw minimalizuj cych.
Dowdd twierdzenia sk ada siz kilka krokéw (lematy 7.1-7.6). Najpierw wprowadzono

nastpuj ce zbiory:
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Oczywi cie w poniszym rozumowaniu wszystkie sta e w szacowaniach zalé parametru

e (e> O). Dowody powtarzajrozumowanie z pracy [63] z naptj ¢ identyfikacj funkcji

1
yOy & (3 oy (x € (6.19)
gdzieC® =- iy (1) jest stal.
Lemat 7.1.Jeelici g {(u,,m,)}1  jest -ograniczony, wtedy

c'K oraz ¢'K.

Dowdéd. Rozpatrzmy najpierw:

1
q 1
= k= tokEt = &kegt o« fA[
A ATt A" defNu, A (deﬂ\]un)q

Ot6 , wykorzystuj c (6.12) mamy:

An(deiNun)_quthq1 Any(deNun)d<£ ¢ K dlat< 1

Szacujemy réwnie

= 1k= ket ndeNund<£t1( deflu,,) ) %Eﬂl*
B Bt B

Btr‘l

Wtedy, korzystajc z (6.12) mamy:

B’

£t 3n(deNun)qu£t i¢* B‘ny(deﬁlun)d( £19¢' K dlat> 1
Poniej przedstawimy go6wny lemat o zbici {u,}. Rezultaty dotycze

zbie no ci{detNu,} podane ponkj wynikaj z twierdze o zanurzaniu przestrzeni Sobolewa

oraz twierdzenia o zwartoi [1]. Istotne s w tych rozwaaniach warunki wzrostu (6.12) .

Lemat 7.2.Je eli ci g{(un,mn)}i jest -ograniczony, wtedy istnieje podgitaki, e

n

u u WWZ'Z(VV, 3),

oraz
defu, ® déiu wL’(W) dip<q (6.20)
defNu, defNu wL(W) (6.21)
er(deNu)dx <¥, (6.22)
defNu>0 p.w (6.23)
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Dowod. Wystarczy udowodniograniczono ci gu norm |u, | eby pokaza istnienie

W
podci gu {u} :=1’ ktory jest s abo zbiay w WZ'Z(W, 3). Maj ¢ -ograniczono ci gu
{(u,.m,)} wystarczy pokazawspéin ograniczono dia |Ju,|.. Ot6 mamy:
x)|2dx£2 Jua () - uo(x)|2dx+ 2 Juo(x)] o
£ e(W) | R(u, (%) -ug(x)) dx+ 2 Ju,(x) o
u, (x)] o + )1£c(|<+ L.

£C( |Nu
W

Poniewa ci g {u,} jests abo zbiey wWZ'Z(VV: 3), to wykorzystujc twierdzenia

0 zanurzeniu w przestrzeniach Sobolewa wnioskujemjstnieje podcig u, ® u silnie

zbie ny wW"* (W °) dla p£6 oraz zbieny w C* (V\/ )dla 0<a <1- g— %
Dla tego podcigu mamy:
Nu,®Nu p.w.
detNu, ® dellu  pw
detNu, ® deflu wL’W) dlap< : (6.24)

Teraz moemy poprawi zbieno w (6.24). W tym celu pokamy, e funkcje

{(deNun)p} s jednakowo ca kowalne dla kdego p<q, co oznacza,e dla kadego #
istnieje @ >0 takie, e jeeli VIW spe nia nieréwno |V|<d, wtedy

,(deflu, ) dx<p. (6.25)
Ot6 , dla kadegoV IW orazt >1 mamy:

V(deﬂun)pdx=( et s )(deﬂun)pdx (6.26)

Korzystaj ¢ z definicji naB mamy:

o p
V(delNun) dx £tP +( vorr (defu,,) ) *B“

P
eeMfre( e déw,) o {rg )

EtPV[+q KT P,
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Mo emy wybra t >1 dostatecznie de, tak eby drugi cz on by mniejszy ofi/2.
Wowczas dobierag o dostatecznie mae,eby t°d<h/2 zachodzi (6.25), poniewa
V|<d.

Poniewa podci g u, prawie wszdzie zbieny, to z twierdzenia Vitaliego [63], mamy:
defNu, ® déiu wL’(W) di@<qg
Ponadto mona wyci gn  wniosek [63], e
(defu,)® ® (détiu)® wL'(W) dlap<q
Tak wi c, (6.20) jest udowodnione.

Dla udowodnienia (6.21) korzystamy z warunku gmiona y° z (6.12) i
otrzymujemy, e ci g {defNu,} jest ograniczony w L*(W). Z drugiej strony, zawiera on
podci g s abo zbieny do  Jednoznaczno granicy daje nam =detNu.

Dla dowodu (6.22), zauweny, e poniewa defNu, ® ddiu w L*(W), to istnieje
podci g (tak samo oznaczony) takg defNu  ® dell u prawie wszdzie wW. Dalej,
zak adajc, ecig {(un,mn)} jest -ograniczony oraz korzystaj z lematu Fatou, mamy:

er(deNu)dXE liminf v °(defNu, Jdx £ K<¥ .

Nast pnie pokaemy, e zachodzi (6.23). Wykorzystamy technikozbicia funkcji.

Zdefiniujemy nastpuj cy zbiér dlat <1
A ={xTW :del u< t} .
Oczywi cie, e nierbwno (6.23) zachodzi, jeeli wprowadzimy naspuj ce oszacowanie
|A| £ ct?, (6.27)
gdzie c jest dodatni sta . Poniewa
defNu© detlu, « détu- detu,)
orazdefNu,, > 0 prawie wszdzie, mamy dla wszystkichl  inkluz;
Al AE {i(W ot u(x) det u, () 0t} B FE

Korzystajc z twierdzenia Jegorowa, dla kiego ti (0,1)istnieje V IW takie, e

|V| <t? oraz deflu, zbiega réwnomiernie dadeflu na W/V. Wobec tego zachodzi

oszacowanie
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ALE| &+ E'GV+| B/ E ¢ R+ 4] BV .

Wowczas, dla pewnego sta egoraz dostatecznie dego n zbiér E"/V jest pusty.
Otd , zachodzi (6.27) przg =1+ ¢ 'K2'. Wtedy, wykonuje si (6.23).
Lemat 7.3.Je eli 1€ p< g, wtedy (defllu, ) * zbiega do(defliu) " w L” (W).
Dowdd. Wy ej (lemat 7.2) pokazaliny, e ci g defNu, jest zbieny prawie wszdzie oraz e

granicadefu jest dodatnia(deflu,)" ® (defiu) ' prawie wszdzie. Stosujc twierdzenie

Vitaliego o zbieno ci wystarczy pokaza e cig (deflu,)” jest jednakowo-ca kowalny.

eby to pokazaza 6 my, e />0 jest zadane. Wtedy dM W z |V|£ d'podobnie jak w

dowodzie w (6.26) mamy:

(defiu, ) "ax=( o+ )(deflu,) " o
% VIA  VCA

~ -q Ep 1- P
(det\u,,) dx)

£t'p|v|+( q

VoR A
Et P+ Kt PEA
dla odpowiednio dobranychorazd.
Teraz musimy upewnisi , e graniczne odwzorowanie jest prawie wize

odwzorowaniem wzajemnie-jednoznacznym.

Lemat 7.4 Zak adamy, e WI 2 jest otwartym zbiorem, odkszta cenig : W® ®jest
wzajemnie-jednoznaczne prawie wdzie orazdetu, > Oprawie wszdzie. Oprécz tego
zak adamy, e cig u, jest s abo zbiey w W?**(W) do u, defu,® g w L'(W), oraz

g >0 prawie wszdzie. Wtedy u jest wzajemnie-jednoznacznym odwzorowaniem prawie
wsz dzie (orazdeNu =g).

Dowdd. Wykorzystamy definicjindykatrysy Banacha
N(u,W,z) = {XTW ‘u(x)= z},
gdzieu jest ci g ym odwzorowaniem. Otémamy:
u(w :{ZT *:N(uw,z)3 J}
Stwierdzamy, e u jest wzajemnie jednoznacznym odwzorowaniem wtegiko wtedy, gdy

{z1 *:N(wv,2F 3F o
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Dla dowodu tej rownai za 6 my, e u|G jest wzajemnie- jednoznaczne oraz zbior
G jest miary pe nej. Wtedy zgodnie z [63] wnioskujene E = u(VV\ G) ma miar zero. To
oznacza, e N(u,W,z) 2 2 wtedy i tylko wtedy, gdyzl E.
Z drugiej strony zak adamyge E :{zT 3 N(uW ,2)3 2} jest zbiorem miary zero. Zbior
G =W\u*(E). Musimy pokaza, e ‘u'l(E)‘ =0. Korzystajc z formu y obszaru (area) [76,
theorem 5.11] otrzymamy:

u

defNu(x)dx= _N(u,wWz)dz =0
E) E
Poniewa defNu > 0 prawie wszdzie, to wnioskujemy,e ‘u'l(E)‘ =0.
Teraz pokaemy, e
N(u,W,z,) £1 prawie wszdzie.
Niech funkcja 71 CO( 3) b dzie nieujemna/ 3 0. Mo emy uzyska pewny cig
wzajemnie jednoznacznyah, p.w. taki, e
flu (x))defNu, (x)dx= 7 (z)dz£ £ (2z)dz
W(n())d n() un(\/\l)() 3()
Std
Wf(u(x))dell\lu(x)de f (z)dz.
Ostatnia nieréwno implikuje, e N(u,V\/,z) £1. A to oznacza, e u jest wzajemnie-
jednoznacznym odwzorowaniem prawie wdze.

Dalej udowodnimy zbieno  ci goéw wektoré6w namagnesowar{in, } .
Lemat 7.5. Jeeli {u,m}I jest  -ograniczonym cigiem, wtedy istnieje
mi Wl'z( (u); 3) takie, e podcig (tak samo oznaczony) zbiega s abq(don).
Dowadd. Skorzystamy z techniki rozbicia funkcji. Zidéujemy zbior

D" :{XTW Nom, o (x) t}
Pokaemy, e

1,4
D7 £ Ke ™t o (6.28)

Wykorzystamy nierébwno Schwartz'a
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1
) INm, |det:Nu,,
D, _

= n:I'dX = n 1
D] o 1.
|Nm, |det’Nu,

NI~

1
£( n|Nmn|2deNundx)2( |Rim, |2 deflu,) *
Dy D

dx

o (detNu, )*

_ ) T
( D!ncLly (deﬂ\lun)dx)2q D2 @

1 11 1.1

1 -5 L1 1,1

£, K2 M|yl "o
t

Dtrl

Dowodzi to prawdziwo wzoru (6.28).
Przypomnijmy, e obszar (u)=u(V\0\u(ﬂ_V\) jest otwarty. Zdefiniujemy dwie
rodziny zbiorow
Ju)={zl  (u):dist(z1 (u)p A} oraz "(u)={zl ‘:dist(z, (u)f A}

Zapiszemy

h>0
Dla pewnego/>0 otrzymamy, e ,(u)l  (u,) dla wystarczajco duego n

poniewa mamy jednostajn zbieno u_ do u. Teraz pokaemy, e dla kadego

n

h > 0istnieje podcig (tak samo oznaczony) take

m m w Wl'z( ,(u); 3). (6.29)

n

Mamy dla kadego/ >0

~ 2 ~ 2 ~ 2 ~
N,m, (z)] dz£ N,m,(2) dz=" |N,m|detNydx£ K.

n(v) (un)
Korzystaj c z ograniczenia (6.4) otrzymamy nasij cy rezultat:

m, (z)|2dz= mn(un(x))‘zdetN u,(x)dx="( deﬁlun(x))'ldx

Wi

(un)
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£1‘2( W(deNun(x))'qu); |V\/[1§
EIZCL:( % (deNun(x))dx)cl‘|V\{l': £K,.

St d wynika, e istnieje podcig (tak samo oznaczony) take
m, mw Wl'z( »(u); 3).
Oprocz tego, istnieje podg (tak samo oznaczony) take
me®mw L( ,(u); 3. (6.30)
Teraz pokaemy, e

C( )m”® ¢ (U)m w LZ( 3; 3) orazc (un~ My ¢ (uﬁI M WLZ( : ;33)

Un

Najpierw oszacujemyc ,,m,- ¢ ,m wnormie L ( 3 3). W tym celu zauwaamy,

HC ()M~ € (u)mHLz( 3)£ ”mn”LZ( (o H(u) Im,- m”LZ( J ||m||L2( (W) 4(u))
=1+ +I .
Do oszacowanid zdefiniujemy zbiorw/ :=u'nl( h(u)). Korzystajc z (6.4) oraz z (6.12)

dlat<1l mamy:

(l- Cur )21‘2

= dx
defNu,

2 o
2= (1- ¢, ) Im, [ defi u,dx= ( o )

1

q

£t ! dx

A deflu,

Ty +[T‘W\(V({ EA)

Aﬂ

L tF -
£thl+T‘W\(V« EA)

Najpierw wybierzemyt <1 tak, eby pierwszy czon by mniejszy n%(a’/:%)z. Wtedy

pokaemy, e mona wybra takie #, e drugi czon bdzie mniejszy od %(a’/3)2. To

powoduje, e | <d/3, coichcemy. Mona to zrobi dlatego, e:
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3

[N )] fun w2 fu, (W (w, EAD))
= (o) OB W (W EA)

(6.31)

poniewa ‘ “(u)\ , (u)‘ mo na zrobi dostatecznie ma ym dla pewnego

Dla pewnego/s >0 oraz wystarczago duego n mamy, e Il <d/3 zgodnie z
(6.30).

Dalej, dla wybranegod mona znale A>0, eby Il <d/3 dziki temu, e
‘ (u)\ ,,(u)‘ mo e by dostatecznie mae oraz faktug caka jest cg na zbiorze
ca kowania.

Pokaemy, e zachodzi saba zbieo . Dla /1 L2( %, 33) rozpatrzmy
3(0 w)NzMp - ¢ (N Zm)’ dz

= e e Names £ (Rm, -Rm)x o e ) Noix dz
ZY +YYH YYY

Oceniamy pierwszy sk adnik:

|Y| £”l\lzmn”LZ( (u,)) |/ ||L2( (Ua)\ A(u) "
Mo emy otrzyma |Y| <d/3 przez dobor dostatecznie ma ego> 0.
Drugi sk adnik bdzie may dziki (6.29). Nieréwno [YYY<d/3 zachodzi jeeli
wybieramy dostatecznie ma/e>0.
Teraz pokaemy doln p6cigo czonu W|Nmn|2deNundx.
Lemat 7.6.Jeeli {(un,mn)}i jest -ograniczonym cigiem, wtedy
|sz|2delﬁlu dx £ liminf |szn|2deﬂundx .
w n®¥ W
Dowdd. Dla kadegod >0 istnieje takien >0, e
N,m[dzs [ ,m[dz o

n(u) (u)

Korzystaj c z (6.29) mamy, e

i o2 i T SR .2
liminf  |N,m, |detNu dx = liminf |N,m,| dz 2 liminf N,m,| dx
ney¥ W n®¥ (un) ¥ #(u)

o Rmfae fome ¢ § fdét vk o

(u
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Przez to, e djest wybrane dowolnie otrzymujemy dowod lematu.

Wowczas, moemy udowodni Twierdzenie 7.1.
Dowdd twierdzenia 7.1. Jeli {(un,mn)}i jest -ograniczonym cigiem (6.18), ktérego
ograniczeniem jestK, wtedy wobec lematéw 7.1-7.6 jego podgis s abo zbiene do

elementu(u,m) w  oraz
W{‘Dzu‘2 +|Nu|* +ye(detﬂu)} dx + (u)| sz|2dz £K.

Teraz moemy pokazadoln p6cigo funkcjonau energii]e(u,m). Najpierw
rozpatrzmy w asno ci géw minimalizuj cych.
Lemat 7.7.Jeeli {(un,mn)}i jest cigiem minimalizujcym, wtedy jest on

ograniczony.
Dowdéd. Chcemy oszacowacz on oddzia ywania magnetycznego energii ca tejwktory

wnosi niedodatni wk ad do energ]g(u,m);
Yn:‘ oy (@)m,(2) dz‘ 1 AU () m, (u,(x))det §,(x)ax

£C, H (z)dz+h Wmn(un(x))rdelﬂundx

(un)
£C, ||H||i2( ) +ht? W(delNun)'ldx

2 1 .
£C,[HIEy o +he7a (| *(detiu, ok W'

Wykorzystuj ¢ nierbwno Younga, otrzymujemy (dla ustalonego> 0):

1
; ’ 2co L) e(de q-1
JEEC,,||H||L2( ) Th'G ; y °(detu, )+ ] W .
Dalej, korzystajc z (6.13) mamy:

2 ~ 2 e ~ ~ 2 ~
. k|Du,|" +|Ru|* +y ¢ (detlu,) +{Rm, u |* deflu, dx

n

Emax 12 A(u, m,)+3,+W

L

1

Tl -1
£K+|W +C/7||H||i2( 3) mtzqq a V‘}/ (detNun)d( +qT| W '

Poniewa # jest dostatecznie ma ym parametrem orazemy zaoy , e H1 L2( 3),

wobec tego otrzymujemy tez
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Twierdzenie7.2. (por.[63]). Niech energia swobodna dla prawie cidiwego ciaa
magnetospr ystego Je(u,m) zadana w postaci (6.17) spe nia warunki wzro6ti) oraz

(6.13). Wtedy przy za @niu ograniczenia nasycenia magnetycznego (safu(éel) energia

osi ga minimum.

Dowdd. Rozpatrzmy cg minimalizuj cy {(u,,m,)}1 . Wobec lematu 7.4(u,,m, )} jest

- ograniczonym cigiem. Jak pokazano w twierdzeniu 7.1. istnieje elen{u,m)i
taki, e podcig {(unk,mn‘)} jest s abo zbieny do (u,m).
J.(um)E liminf J(u, m,)

k |0 axElimmink | Du,[ &
Wi n®¥

Podobnie jak w (6.11) energia anizotropii przedgiaa zosta a w postaci sumy
W, (F,m) =W (F,m)+y °(detF). (6.32)
Najpierw pokaemy, e

lim W, (Nu,m, )= WW(Nu,m)d(. (6.33)

ne¥ W
Ot6 , wiemy, e Nu, ® Nu w L"(Vv: 3'3) dla p<6 orazm, u,® m u p.w. W.

Oprocz tego, korzystag z lematu 7.3, mamye

_t r 1
Mo U= oy, © dera Im YW LW

Korzystamy z faktu [74, Theoreml], (bez potrzebybigrania innego podajyu)
wnioskujemy, e m_ u, ® m u w Ll(VV: 3). Wobec tego, z cgoci operatora
Nemytskii'ego [63], mamy

LW (W) ' (Num)® W um) B ),
gdzie r <6 jest wyk adnikiem wzrostu dlay (F,m)danym w (6.13), st wnioskujemy
(6.33).

Teraz chcemy udowodni e
Y (defNu)dx £ liminf  y °(defu, ) dx.
Dla energii wymiany magnetycznej mamy z lematu 7e6,
a W|Nm|2de1Nu dx £ liminfa W||§lmn|2del§lundx.

Wracaj c do energii oddzia ywania magnetycznego zaywyy, e
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lim (h u,>m u,)detNidx = (h urm u)det Bdx
n®¥ W W

Wtedy mamy:
Lhupmou)detfudx = (un)mn(z) h(z)dz =,c, wm (2 K2dz
Oto ¢,,wM, zbiega doc,,,m w LZ( 3. 3), co trzeba by o pokaza
Dalej chcemy pokazazbie no energii magnetostatycznenjlag(u,m), podanej w

(6.7), spe niajcej warunek

3(—N Z+ c (u)m)?l hdz=0 dla wszystkichal ( 3), (6.34)
gdzie

( 3):{ZT ( 3)N A 1% [ z(z)dz 0}.

Poniewa N z dla z1 ( 3) jest w przestrzean( 8. 3) odwzorowaniemc (u)m(z),
mamy:

1N,z EHC M

u )

LZ

oraz poniewa ¢ )M ® ¢ ymw LZ( 3. 3), to:

Un

jim 1 3|szn|2dz:—; Nz oz

ney¥ 2
Teraz pozosta o udowodni e s abe granice réwniepe niaj ograniczenia
dotycz ce saturacji magnetycznej (6.4). di¢ (un,mn)i jest ci giem minimalizuj cym,
wtedy nieréwno (6.4) b dzie udowodniona, jeli poka emy w L> zbieno m_ u, oraz
defNu, . Ot6 mamy:
|(m, u,)defu, - (m u) defl u|dx
W
E[m, - ml | dew, ]+ m.[ &, fde..
Woéwczas, zbierag wszystkie rezultaty, otrzymamy:
J.(um)E lim J.(u,,m,).
Oznacza to, e (u,m)i jest poszukiwanym minimum energetycznym dla
funkcjona uJ, (u,m).

Rozpatrzmy zwizek pomidzy minimizerami dla cia a magnetospystego prawie

nie ci liwego i nieci liwego.
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Zapiszmy funkcjona energii (6.17) w postaci:

1 -
Je(u,m):Jo(u,m)+; ., ¥ (defu) -y (9 . (6.35)
Wiemy na mocy twierdzenia 7.2 funkcjona J, osi ga" e 0 swoje minimum,

ktére jest realizowane w zbiorze (6.14):
:{(u,m)i WZ’Z(/V; 3) Wl'z( (u); 3) u( X ug( X

dla "XfW £G y(ddtu] LW ), dete 0 pw.ww

oraz u jest odwzorowanie wzajemnie jednoznacznym p.w.W ® 3} :
oraz zachodzi za enie o saturacji magnetycznej (por.(7.4)):

‘m(u(x))‘detﬁlu(x):t w W.

Przyjmijmy, e dla dowolnej lecz ustalonej liczhy, el (0,1) minimum funkcjona u
J.(u,m) jest osigalne w punkcie(ue,me)T , czyli (dla ustalonege):

it Je(wm) =3 {ume).

Sformu ujemy naspuj ce zadania minimalizacji funkcjona 6w energetycinyc
Zadanie (P.).
Dla dowolnej ustalonej liczby rzeczywistej (0,1) znale minimum funkcjona u
int{ 3, (wm)| (um)T G |m(u(x)[deil u(xF ¢ ww}, (6.36)
gdzie dane wzorem (6.14).
Zadanie (R).
Niech :{(u,m)T w22 v Y w2 (u); Yru(RE ue( )
dla"AIW =G , dét v= 1 p.w.oraz jest odwzorowem (6.37)
jednoznacznym p.w. W ® 3} .
Oczywi cie zbior 1
Znale minimum funkcjona uJ,
inf{JO(u,m)‘ (um)l & ‘m(u(x)}*: z‘} .
Zauwamy, e zaréwnoJ,(u,m)oraz J,(u,m) s funkcjona ami dolnie
pé ci g ymi.
Dolnap6cigo J, wynika z twierdzenia 7.2. Udowodnimy ngsij cy lemat.
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Lemat 7.8.Funkcjona Jo(u,m) okre lony wzorami (6.35) oraz (6.17) jest dolnie pogcy.
Dowdd. Niech funkcjonaJ, (u,m) nie b dzie dolnie p6 cig y, wtedy
1 -
Jo(u,m)+g ,, ¥ (defu) -y (3 dx
te nie jest po cigy. Ale
1 .

J,(u,m)= Jo(u,m)+z Wy(deﬂ\lu)-y () o

jest funkcjona em dolnie p6 @ ym. Mamy sprzeczno, Co 0znacza,e przypuszczenie o

nieci g o ci funkcjona uJ,(u,m) by o b dne.
Mamy nastpuj ¢ hipotez o istnieniu rozwizania dla zagadnienia magnetosgstego
nie ci liwego.
Hipoteza H.
Problem (PO) ma rozwizanie w zbiorze ,, okrelonym wzorem (6.37), oraz wektor
magnetyzacji spe nia warunek nasyce{nia(u (x))‘ =t.

Udowodnimy nasipuj ce twierdzenie méwce o tym, e granica cigu s abych rozwiza
dla zagadnienia prawie n@ liwego jest rozwizaniem problemu niei liwego .
Twierdzenie 7.3.Zak adamy, e zachodzi hipoteza H.

Dla dowolnego cigu ¢, ® 0 (n®¥ ) istnieje podcig (oznaczamy jego identyczn&)
oraz istnieje rozwizanie(u,,m,)1 , zadania(R,), takich e

u U, WWZ‘Z(W; 3),

€

m, m, w Wl'z( (u); 3), (6.38)
detNu, ® 1 silnie wL* W) .
Dowdd. Najpierw pokaemy ograniczono ci gu (uen,me"). Poniewa ,I ,wobec tego
mamy

Jen(u%,m%):inf J.(um)£inf J_(um).

0

Wobechipotezy H mamy
inf J, (u,m)=1J,(ugm,).

ot6
3, (ug.m )€ 3 (ugm,). (6.39)
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Poniewa J, (uen,m Pﬂ) jest ograniczonym z do u, wobec tego na mocy Emia o

koercywnoci, por. rozdzia 7 lub [63], mamy:
[N, |, £C, |Nu,|,£cC, |detfu | £C, [fim,
n [ L L

gdzie C jest sta niezalen od e,.

LEC. (6.40)

Poniewa z ka dego cigu ograniczonego maa zawsze wybrapodci g s abo

zbie ny, to
u u WWZ’Z(W; 3),

m, m ww?( (u); ), (6.41)
detNu, o w L*(W) .
Z twierdze o zanurzaniu przestrzeni Sobolewa wnioskujeray,
u, ®u WWl*S(\N, 3), 2f£ sE 6

Z w asnhoci s abej cig o ci funkgji, ktére s znane jako tzw. zerowe lagrangiany

(ang. null-Lagrangians), por. Ball [5,7], Daconag23], w szczego6lnai wyznacznika
(detNu), ktory jest szczegdlinym przypadkiem zerowego lagi@nu, wynika, e
detNu, o= detNu (6.42)
gdzie(u,m)T
Poniewa funkcjona energiiJ, jest dolnie p6 cig y (zgodnie z lematem 7.8), to

istnieje nastpuj ca granica oraz zachodzi nieréwno

Li(gginf Jo(uen,m%)3 Jo(u,m). (6.43)

Niech minimum funkcjona uJ, , por. (6.35) bdzie realizowane v(uen,men). Mamy

wobec tego

J. (uen,m%)=Jo(u%,m ﬁ)+ei Wy(detNu ﬁ)-y () o. (6.44)

n

Mno c stronami powysz relacj przeze, >0 dostajemy

enJe“(uen,men)= ehJo(uFﬂ,,m €)+ ” y(deiNu ﬁ)-y(l) o (6.45)
Ze zwi zkéw (6.44) oraz (6.45) wynika nieréwno
eJdo(u,.m,)£83%(u,.m. )€ & (upm,), (6.46)

por. take (6.39).
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Poniewa J, (uen,men) jest ci giem ograniczonym z do u, wobec tego wnioskujemy na

mocy (6.46) , e

Li(gginf eJ (uen, men) =0.

Konsekwencj tego, e liminf enJo(ue",men):O,jest zwi zek

liminf Wy(detNuen)—y (1) dx= 0.

ne¥

Poniewa, zgodnie z wczaniejszymi za oeniami funkcjonay (>) jest wypuk y oraz

y(a)-y ()=00 & 1,

to
detNu, ® 1 wL*(W).

Stdtake
detNu=1 p.w., czyliul |
Z drugiej strony

inf J,(u,m)=J;(ug,my)3 (Igir@noinf .]6'“(uen,m@n)3

(um)i o

o | ~
3 L![Dpolnf Jo(uen, men)+ I!ﬁ{@nolnf .. 1% (detN u, )—y (1) e

* liminf Jo(u,m,) Jo(u,m).
Poniewa (u,m)T o (detNu = :I) zatem(u,,m,) :(u,m), oraz

Jo (ug,my) :ligqoinf Jé (uen,men) =Lin(£3noinf Jo(u oM ﬁ) +

6,®0

+2%poinf Wy(detNuen)—y (1) dx= liminf J(uen,men): J (ug,my).

Czyli Liréno(uen, men) =(up,my)T , jest rozwi zaniem zagadnienigR, ): znale

(u'incl)%‘ 0Jo(u,m).

Znaczenie tego twierdzenia jest nasij ce: materiay spryste lub
magnetospr yste, ktére wykazuj niski stopie ciliwo ci i s w literaturze nazywane
prawie nieci liwymi, mog by w pe ni aproksymowane materia ami mieliwymi, ktérych

opis i zwi zki konstytutywne sznacznie prostsze.
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Rozdzia 7

Podsumowanie i wnioski ko cowe

W niniejszej prace przedstawiono podstawowe aspekliytyczce fizycznych i
matematycznych zagadnienodelowania materia 6w magnetycznych.

Rozwaania w rozprawie dotyczyy materia 6w magnetycznytsbodkszta calnych
oraz magnetosprystych. Do ich opisu stosowano teornikromagnetyzmu, g éwne tezy
ktérej podano w rozdziale drugim. Réwnania mikrometgzmu prowadz do zagadnienia
minimalizacji energii ca kowitej materia 6w magnetpych. W pracy rozpatrzono
zagadnienia minimalizacji energii dla sztywnych réenagnetykéw, ktére prowadzdo
minimalizacji funkcjona éw niewypuk ych. Takie zalfaenie nie zawsze majyozwi zania
w klasycznym sensie, tzn. w klasie funkcji mierzalm w sensie Lebesgue’a. Dla rozeania
takich zagadnie stosowano relaksacje przy pomocy miar Younga,akiimsta a opisana w
rozdziale czwartym. Poszukiwano roze& zagadnienia minimalizacji energii dla
materia 6w magnetycznych w sensie miar Younga. Etgynteorii miar Younga podano w
rozdziale trzecim. W rozdziale pym zosta zrealizowany przyk ad obliczenia numenggo
dwuwymiarowego zagadnienia zrelaksowanego dla Reed calnego ferromagnetyka
jednoosiowego. Otrzymane wyniki jakadowo s zgodne z danymi o mikrostrukturze takiego
ferromagnetyka. Mma zatem stwierdzj e stosujc przedstawion w rozdziale 5 metod
numeryczn do rozwizania zrelaksowanego przez miary Younga zagadnieroaemy
obliczy ianalizowa mikrostruktur magnetycznré norodnych materia 6w magnetycznych.

Ciekawy wydaje si przypadek stosowania teorii miar Younga do modalug
materia 6w magnetosprystych. Zagadnienia te stanowb d zapewne tematykdalszych
prac autorki.

Zagadnienia zwizane z ciaem magnetospystym s rozpatrywane w rozdziale
szOstym i dotycz specjalnego przypadku cia — cia mieliwych i prawie nieci liwych.
Udowodniono istnienie rozwzania zagadnienia minimalizacji funkcjona u, opisepo takie

materia y.
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Dodatek 1

Program numeryczny wyku ,Maple” do przyk adu numerycznego z rozdzia.u

1.0bliczenie zewrtrznego pola magnetycznegt, przy o onego do jednoosiowego

ferromagnetyka.
> restart;

> with(linalg);

> a:=3.5*107(-2);
b:=2*10"(-3);
c:=107(-3);

a :=.0350000000

1
c =1
1000
> H:=[a*x*(x-1),b*x-c];
>
>
H:= .0350000000@& (x- 1 ix— 1
T ( ) 500" 1000
> N:=6;

H:=array(1..N);
forifrom1to N do
H[i]:=evalf([int(a*x*(x-1),x=(i-1)/N..i/N),int(b*x-
1)/N..i/N)]);
> od;

N:=6

H:=arraf1..6,[ ])

c,x=(i-

H, :=[-.00043209876¢, -.00013888888¢]

H, :=[-.00108024691, -.000083333333]

H, :=[-.0014043209¢, -.0000277777771]

H, :=[-.0014043209¢, .0000277777771]

H, :=[-.00108024691, .000083333333!]

H, :=[-.00043209876%, .00013888888¢]

2. Rozwi zanieu, (x) réwnania Maxwella (5.13) dla p askiego przypadkuykorzystaniem

ca kowania symbolicznego programu ,Maple”
> restart;
N:=6;

N:=6
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> S1 := proc (u, v) options operator, arrow; 1/2*u*In
u+v*arctan(u/v) end proc;

S2 := proc (u, v) options operator, arrow; 1/2*v*In
v+u*arctan(v/u) end proc;

> S1(u,v)-S2(v,u);

> Gl:=array(1..N):

forifrom 1 to N do
G1[i]:=unapply(-(S2(x1-1,i/N-x2)-S2(x1-1,(i-1)/N -x
S2(x1,i/N-x2)+S2(x1,(i-1)/N -x2))/(2*Pi),x1,x2);

od,;

> G2:=array(1..N):

forifrom 1 to N do
G2[i]:=unapply(-(S1(1-x1,x2-i/N)-S1(-x1,x2-i/N)-S1(
1)/N)+S1(-x1,x2-(i-1)/N))/(2*Pi),x1,x2);

od,

> 0=
u:=unapply(sum(m[q][1]*G1[a](x1,x2)+m[q][2]*G2[q](x
N),x1,x2);

> Ull:=limit(u(x,y),x=1);

> U10:=limit(u(x,y),x=0);

> ul:=array(1..N);

forifrom 1to N do
ul[i]:=evalf(int(U11-U10,y=(i-1)/N..i/N)):

od,;

> Wu:=array(1..N);

forifrom 1 to N do
Wu[i]:=limit(u(x,y),y=i/N)-limit(u(x,y),y=(i-1)/N);

od:

> u2:=array(1..N);

forifrom 1to N do

u2[i]:=evalf(int(Wuli],x=0..1)):

od,;

> ul[l] :=.1649661958e-1*m[3][1]+.1037003455e-
1*m[4][1]+.5752335127e-1*m[1][1]+.3053000791e-1*m[2
ul[2] :=.1649661958e-1*m[4][1]+.3053000791e-
1*m[3][1]+.3053000791e-1*m[1][1]+.5752335127e-1*m[2
ul[3] :=.5752335127e-1*m[3][1]+.3053000792e-
1*m[4][1]+.1649661958e-1*m[1][1]+.3053000791e-1*m[2
ul[4] :=.1649661958e-1*m[2][1]+.1037003455€e-
1*m[1][1]+.5752335127e-1*m[4][1]+.3053000791e-1*m[3
u2[1] :=.1924766489*m[1][2]-.3053000791e-1*m[2][2]
.1649661969e-1*m[3][2]-.1037003440e-1*m[4][2];

u2[2] := -.3053000777e-1*m[1][2]+.1924766489*m[2][2
.3053000791e-1*m[3][2]-.1649661969e-1*m[4][2];

u2[3] :=-.1649661969e-1*m[1][2]-.3053000772e-
1*m[2][2]+.1924766488*m[3][2]-.3053000791e-1*m[4][2
u2[4] := -.1037003435e-1*m[1][2]-.1649661988e-1*m[2
.3053000806e-1*m([3][2]+.1924766488*m[4][2];

(UN2+V12)-

(uN2+vn2)-

2)-

1-x1,x2-(i-

1,x2),0=1..

11];
11];
11];
11];

]_

I;
112]-

3. Program do obliczenia wektorow namagnesowanieardej z 6 warstw.
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> mi6:=

proc(N::integer,K,theta::array(1..3),alpha::array(1

local

a,b,c,m,s,S,i,U11,U10,Wu,G1,G2 x,rw,W,A,E,E1,eq,eqs
global ul,u2,u,Ec,X;

> a:=3.5*10"(-2);

b:=2*10"(-3);

c:=107(-3);

X:=array(1..N,1..K);

S:='s"

for i from 1 to N/2 do
m[i]:=array(1..2,[sum(X][i,s]*cos(theta[s]),s=1..K),
sin(thetal[s]),s=1..K)]);

od;

S:='s"

for i from N/2+1 to N do
m[i]:=array(1..2,[sum(X][i,s]*cos(alpha[s]),s=1..K),
sin(alpha[s]),s=1..K)]);

od;

> Q="

for x from 1 to N do

rw[x]:=sum(X[x,i],i=1..K)-1,

od;

> x:='x"

W:=sum(L[x]*rw[x],x=1..N);

ul:=array(1..6);

ul[l] :=.2912589885e-1*m[1][1]+.1698789401e-
1*m[2][1]+.1038872267e-1*m[3][1]+.7208887381e-
2*m[4][1]+.5262927920e-2*m[5][1]+.3975424313e-2*m[6
ul[2] :=.1698789403e-1*m[1][1]+.2912589885e-
1*m[2][1]+.1698789404e-1*m[3][1]+.1038872285e-
1*m[4][1]+.7208887465e-2*m[5][1]+.5262927920e-2*m[6
ul[3] :=.1038872270e-1*m[1][1]+.1698789401e-
1*m[2][1]+.2912589880e-1*m[3][1]+.1698789401e-
1*m[4][1]+.1038872275e-1*m[5][1]+.7208887180e-2*m[6
ul[4] :=.7208887444e-2*m[1][1]+.1038872268e-
1*m[2][1]+.1698789404e-1*m[3][1]+.2912589880e-
1*m[4][1]+.1698789399e-1*m[5][1]+.1038872268e-1*m[6
ul[5] :=.5262927920e-2*m[1][1]+.7208887291e-
2*m[2][1]+.1038872264e-1*m[3][1]+.1698789401e-
1*m[4][1]+.2912589880e-1*m[5][1]+.1698789399e-1*m[6
ul[6] :=.3975424556e-2*m[1][1]+.5262927699%€-
2*m[2][1]+.7208887159e-2*m[3][1]+.1038872275e-
1*m[4][1]+.1698789399e-1*m[5][1]+.2912589880e-1*m[6
u2:=array(1..N);

u2[1] :=.1375407676*m[1][2]-.1698789380e-1*m[2][2]
.1038872242e-1*m[3][2]-.7208887555e-2*m[4][2]-.5262
2*m[5][2]-.3975424334e-2*m[6][2];

u2[2] := -.1698789410e-1*m[1][2]+.1375407676*m[2][2
.1698789382e-1*m[3][2]-.1038872242e-1*m[4][2]-.7208
2*m[5][2]-.5262927920e-2*m[6][2];

-.3))

,sol,L,k;

sum(X[i,sJ*

sum(X[i,sJ*

101];

101];

101];

101];

101];

101];

927920e-

-
887493e-



u2[3] := -.1038872264e-1*m[1][2]-.1698789408e-

1*m[2][2]+.1375407676*m[3][2]-.1698789401e-1*m[4][2

.1038872240e-1*m[5][2]-.7208887250e-2*m[6][2];

u2[4] := -.7208887402e-2*m[1][2]-.1038872246e-1*m][2
.1698789380e-1*m[3][2]+.1375407676*m[4][2]-. 1698789

1*m([5][2]-.1038872248e-1*m[6][2];

u2[5] := -.5262927920e-2*m[1][2]-.7208887555e-2*m|[2

.1038872246e-1*m([3][2]-.1698789408e-

1*m[4][2]+.1375407676*m[5][2]-.1698789406e-1*m[6][2
u2[6] := -.3975424467e-2*m[1][2]-.5262927920e-2*m|[2
.7208887333e-2*m[3][2]-.1038872242e-1*m[4][2]-.1698

1*m[5][2]+.1375407676*m[6][2];

> 0=,
A:=sum(m[i][1]*ud[i]+m[i][2]*u2[i],i=1..N)/N:
> x:='x";

for i from 1 to N/2 do
E[i]:=2/N*sum(X[i,jJ*int(10"(-2)*
(cos(theta[j])"2+cos(thetalj])"4)-(a*x*(x-
1)*cos(thetal[j])+(b*x-c)*sin(theta[j])),x=(i-
1)/N..i/N),j=1..K);

od,;

for i from N/2+1 to N do
E[i]:=2/N*sum(X[i,jJ*int(10"(-2)*
(cos(alpha[j]))*2+cos(alpha[j])4)-(a*x*(x-
1)*cos(alpha[j])+(b*x-c)*sin(alphalj])),x=(i-
1)/N..i/N),j=1..K);

od,;

> 0=

El:=sum(E[i],i=1..N);

> eq:=array(1..N,1..K);

for m from 1 to N do

forifrom 1 to K do
eg[m,i]:=diff(A/2+E1+W,X[m,i])=0;

od,;

od,;

egs:=array(1..N);

> for s from 1 to N do
egs[s]:=diff(A/2+E1+W,L[s])=0;

od,;

>
sol:=solve({seq(seq(eq[k,m],k=1..N),m=1..K),seq(eqs
2
{seq(seq(X[k,m],k=1..N),m=1..K),seq(L[k],k=1..N)});
assign(sol);

>

S:='s"

for i from 1 to N/2 do
m([i]:=array(1..2,[evalf(sum(X[i,s]*cos(theta[s]),s=
f(sum(X[i,s]*sin(theta[s]),s=1..K))]);

od,;

S:='s"

11z
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1[2]-
401e-
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I;

1[2]-
789404e-

[s],s=1..N)

1..K)),eval



for i from N/2+1 to N do
m[i]:=array(1..2,[evalf(sum(X[i,s]*cos(alpha[s]),s=
f(sum(X[i,s]*sin(alpha[s]),s=1..K))]);

od;

Ec:=A/2+E1+W;

m;

> end proc:

1..K)),eval

4. Wprowadzamy dane do procedury numeryczmep) i po wykonaniu jej otrzymujemy
wektor namagnesowania na Kej warstwie oraz energiktora przy tym jest osgalna.
Przy tym réwnie obliczamy intensywnai /; (por.5.7-5.8 z rozdzia u 5). (W procedurzge
oznaczono jak&[i,s] ).

1)Wybieramy naspuj ce kty g =0;2p /3;- 20 /2 do dyskretyzacji okigu S (por.rys.5.1)

> M:=evalf(eval(mi6(6,3,vector(3,[0,2*Pi/3,-

2*Pi/3]),vector(3,[0,2*Pi/3,-2*Pi/3]))));

evalf(Ec);

eval(X);

M :=table[1 =[-.023805154, -.00104216007], 2 =[-.036222038, -.000670601921],

3=[-.0405251924 -.0002298414102 = [-.0405251916 .0002298414102
5=[-.0362220378 .0006706017486 ,

6 =[-.0238051552 .0010421600[/6

)

.00140915532
317463230 .340666693 .341870076

3091853080
3063165384
3063165390
3091853081
3174632298

.3450201738
3467090318
3469744295
3457945181
3418700765

.3457945182
3469744298
.3467090315
3450201738
.3406666937

2) Najlepsze rozwizanie otrzymujemy przy wyborze ngstij cych k téw dla dyskretyzacji
okr gu S(por.rys.5.1).g, =-p/6;20/3; 2p /%

> M:=evalf(eval(mi6(6,3,vector(3,[-Pi/6,2*Pi/3,-
2*Pi/3]),vector(3,[-Pi/6,2*Pi/3,-2*Pi/3]))));

evalf(Ec);

eval(X);

M :=table[1 =[-.011023378, -.001042160], 2 =[-.030483660, -.000670601],

3=[-.0346074560 -.00022984],2 = [-.0346074554 .00022984]1.6
5=[-.0304836608 .0006706017 ,

6 =[-.0110233789 .00104216D1

)

.0011009813C
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357955730 .423753362 .218290907

3437098152
.3406909877
.3406909881
3437098152
3579557302

4269783974
4278708239
4281362218
4277527417
4249567449

11t

2293117874
.2314381885
2311727901
.2285374431
.2170875249



