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Wstęp

Model ciała afinicznie sztywnego, tzn. deformowalnego jednorodnie, jest używany

w mechanice kontinuum, a także w rozmaitych zagadnieniach dynamiki układów wie-

locząstkowych od dawna i w różnych kontekstach. Zacząć trzeba od tego, że jest to

przypadek szczególny kolektywnych stopni swobody i metod momentowych w zagad-

nieniu wielu ciał, mechanice ośrodków ciągłych i teorii pola. Wiąże to się z klasycznymi

procedurami dyskretyzacyjnymi typu Rietza, Galerkina [55] i z metodą elementów

skończonych. Jest znanym faktem, że dosyć często zagadnienia o nieskończonej, w tym

kontynualnej, liczbie stopni swobody da się w dobrym przybliżeniu efektywnie opi-

sać w języku skończenie-wymiarowych układów dynamicznych. Przejście od układów

opisywanych równaniami różniczkowymi cząstkowymi do modelu opartego na równa-

niach różniczkowych zwyczajnych jest zawsze wielkim uproszczeniem zarówno w sensie

analizy jakościowej jak i rachunków przybliżonych oraz technik numerycznych.

Metody oparte na modach kolektywnych i procedurach momentowych są skuteczne,

gdy zjawisko ma na tyle nielokalny charakter, że do jego zadowalającej charakterystyki

wystarczy niewielka liczba parametrów zależnych jednakowo, na równych prawach od

zmiennych jednocząstkowych. Te nielokalne, „kolektywne” parametry winny przy tym

w przybliżeniu odprzęgać się od pozostałych i spełniać z dobrym przybliżeniem autono-

miczny układ równań różniczkowych zwyczajnych (jako funkcje czasu). Ma to miejsce

np. wtedy, gdy długość fal sprężystych wzbudzanych w ciele jest porównywalna z jego

rozmiarami. Występowanie modów kolektywnych wiąże się z geometrią przestrzeni

fizycznej i z geometriami innych przestrzeni występujących w opisie kinematyki pro-

blemu. Przestrzeń konfiguracyjna zmiennych kolektywnych jest z reguły jakąś grupą

Liego związaną ze wspomnianymi strukturami geometrycznymi lub przestrzenią jedno-
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Wstęp

rodną grupy Liego. Związek między strukturą teorii fizycznych na fundamentalnym po-

ziomie a geometrią sprawia, że są to z reguły grupy automorfizmów rozmaitych struktur

przestrzennych. Typowym przykładem jest bryła sztywna. Związane z nią pojęciowo

układy dynamiczne na grupie ortogonalnej są prawzorem dla wszystkich innych uogól-

nień tego typu. Skrajnym przypadkiem grupowego układu dynamicznego wzorowanego

na bryle sztywnej jest hydrodynamika idealnej cieczy nieściśliwej (Arnold [3]); istnieją

też sformułowania podobnego typu dla teorii sprężystości. Nieskończenie-wymiarowy

język oznacza, że nie jest to oczywiście dyskretyzacja, jest to jednak wprowadzenie

wielocząstkowych efektywnych modów prostszych niż mikroskopowy opis układu jako

dyskretnego agregatu wielu cząstek, będącego uśrednionym opisem ich zachowania,

podległego prawidłowościom statystycznym. Metody heurystyczne oparte na analo-

gii z grupami skończenie-wymiarowymi pozwalają ponadto odgadnąć, zapostulować

niektóre typy rozwiązań i następnie sprawdzić je wprost bezpośrednim rachunkiem.

Oczywiście brak efektywnej, dobrze sformułowanej teorii nieskończenie-wymiarowych

„grup Liego”. Tym cenniejsze są opisy pośrednie między bryłą sztywną, a pełnym

opisem ośrodka ciągłego. Najprostszym modelem jest ciało afinicznie sztywne, tzn.

sztywne w sensie geometrii afinicznej. Zachowane są wtedy wszystkie relacje afiniczne

między punktami materialnymi, a więc zbiór prostych materialnych, ich równoległość

oraz proporcje odcinków na prostych równoległych. Przestrzeń konfiguracyjna modów

kolektywnych daje się wtedy utożsamić z grupą afiniczną, a raczej z jej przestrzenią

jednorodną z trywialnymi grupami izotropii.

Tego rodzaju „usztywnione” deformacje mają miejsce, jak wspomniano, w makro-

skopowych ciałach sprężystych, gdy wzbudzone fale mają długość porównywalną z roz-

miarami liniowymi ciała. Również niektóre zagadnienia astrofizyczne (teoria kształtu

Ziemi, wibracje i obroty gwiazd) wiążą się z zastosowaniem tego rodzaju metod [5], [6],

[10]. Dynamika obiektów w fizycznej mikroskali jak jądra atomowe i molekuły również

wykorzystuje tego rodzaju opis kolektywny (skrajny przykład – molekuła fosforu P4

ma wyłącznie afiniczne stopnie swobody). Dynamika molekuł i różnych struktur nad-

molekularnych wiąże się z teorią ośrodków ze strukturą, jak np. kryształy molekularne,

a w ciągłej granicy – kontinua ze strukturą, np. mikromorficzne (uogólnienie mikro-

polarnych) lub mikromorficzne wyższego rzędu. Właśnie tutaj miało miejsce jedno

z pierwszych zastosowań afinicznych stopni swobody jako modelu modów wewnętrz-

nych, tzn. teoria mikromorficzna Eringena. Później model afiniczny stał się przedmio-

tem samym w sobie, chociaż trzeba przyznać, że potrzeby teorii ośrodków struktu-

ralnych dostarczają silnej motywacji dla badań układów dynamicznych opisujących
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Wstęp

zachowanie pojedyńczych ciał afinicznie sztywnych. Zagadnienia te są interesujące nie

tylko w trzech ale i dwóch (także w jednym) wymiarach, jako np. modele powłok

z mikrostrukturą. Z punktu widzenia czystej mechaniki analitycznej, modele te wiążą

się silnie z teorią układów całkowalnych oraz zagadnieniami symetrii i degeneracji.

Zastosowania mikroskopowe, w tym na poziomie molekularnym i nadmolekularnym

wymagają użycia modelu kwantowego. Najprostszym podejściem jest tu Schrödinge-

rowska kwantyzacja w języku funkcji falowych na odpowiedniej grupie Liego lub jej

przestrzeni jednorodnej. Zagadnienie to wiąże się też z przybliżeniem quasiklasycz-

nym, a to ze względu na zastosowania w mechanice dużych molekuł, fullerenów, itp.,

gdzie jednocześnie występują w ramach opisu tego samego obiektu zjawiska klasyczne

i kwantowe.

Model ciała afinicznie sztywnego wiąże się też z metodą elementów skończonych

i z technikami numerycznymi. W metodzie tej, w każdym razie w jednej z bardzo

popularnych wersji, ciało poddane zostaje triangulacji na niewielkie elementy, np.

czworościany (sympleksy) deformujące się w przybliżeniu w sposób jednorodny. W ten

sposób kontinuum zostaje opisane jako skończony agregat wzajemnie oddziałujących

ciał afinicznie sztywnych. Umożliwia to zastosowanie budzących zaufanie, wiarygod-

nych metod łączących w sobie środki analityczne i numeryczne (Rubin [37]).

Model ciała afinicznie sztywnego pojawił się, jak wspomniano, w teorii ośrodków

mikromorficznych pochodzącej od Eringena i jego szkoły [15], [16]. Jako teoria oparta

na geometrii różniczkowej i mechanice Hamiltonowskiej oraz kwantowej był rozwi-

nięty w różnych aspektach przez profesora J. J. Sławianowskiego i współpracowni-

ków [52], [44], [48], [50], [56], [60]-[68]. Niektórzy autorzy używają też nazwy ciało

pseudo-sztywne [11], [12], [13], [34], [70], [71].

W tej rozprawie koncetrujemy się głównie na analizie istotnie nieliniowych modeli

Hamiltonowskich dotyczących układów deformowalnych z więzami. Ze względu na pla-

nowane zastosowania do opisu obiektów w skali mikroskopowej badana jest równolegle

kwantowa wersja problemu.

Przesłankami, które nas skłoniły do tych badań jest coraz większe zapotrzebowanie

na modele modów wewnętrznych i kolektywnych (np. ośrodki z mikrostrukturą, krysz-

tały molekularne, nanostruktury), w których ma miejsce pewnego rodzaju przenika-

nie się poziomu klasycznego i kwantowego. Klasyczne i kwantowe problemy dynamiki

obiektów deformacyjnych były raczej rozpatrywane osobno, bądź w oparciu o trady-

cyjne metody teorii sprężystości na poziomie makro-, bądź w sposób czysto kwantowy

na poziomie mikroskopowym. Już zjawiska nadprzewodnictwa i nadciekłości wykazały
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Wstęp

konieczność jednoczesnego używania pojęć klasycznych i kwantowych. Obecna eksplo-

zja badań nad ośrodkami z mikrostrukturą, zjawisk w nanoskali, postępy w inżynierii

materiałowej i potrzeby rodzącej się informatyki kwantowej, wymagają syntezy badań

prowadzonych dotychczas we względnej separacji. We wspomnianych nietypowych za-

stosowaniach jednocześnie teorii sprężystości i mechaniki kwantowej układów wielo-

cząstkowych dużą rolę z pewnych względów mogą odgrywać badane przez nas modele

dynamiczne niezmiennicze względem grupy liniowej lub grupy Weyla. Z czysto mate-

matycznego punktu widzenia metodyka naszych badań oparta jest na geometrycznej

teorii układów Hamiltonowskich, teorii układów całkowalnych (wliczając w to pro-

blemy degeneracji), kwantowej i quasiklasycznej mechanice takich układów oraz teorii

funkcji specjalnych.

Zagadnienie ciała deformowalnego jednorodnie w trzech wymiarach nastręcza sze-

regu problemów matematycznych, które nie pozwalają na efektywne, analityczne po-

danie rozwiązań w funkcjach elementarnych, czy choćby w znanych funkcjach spe-

cjalnych. W zasadzie musimy więc polegać na metodach jakościowych. Potencjały,

dla których możliwa jest separacja równań ruchu są potencjałami o „niefizycznym”

kształcie, które nie spełniają znanych wymagań teorii sprężystości. Co więcej, nie na-

dają się też do zastosowań mikrofizycznych, np. jako fenomenologiczne modele energii

drgań sprężystych w cząsteczkach. Jest natomiast regułą, że potencjały izotropowe

o „fizycznym” kształcie prowadzą do równań nieseparowalnych. Dlatego też zbadane

zostały te przypadki, dla których można otrzymać analityczne rozwiązania. Są to dwa

podstawowe modele: zagadnienie bąka sferycznego z dylatacjami w izotropowym polu

sił oraz dwuwymiarowe ciało afinicznie sztywne przy założeniu podwójnej izotropii -

przestrzennej i materialnej. Przestrzeniami konfiguracyjnymi tych zagadnień są odpo-

wiednio: grupa Weyla SO(3, IR) × IR+ oraz grupa liniowa GL(2, IR), gdzie SO(n, IR)

jest grupą rzeczywistych macierzy ortogonalnych n × n, IR+ ⊂ IR - multiplikatywna

grupa liczb rzeczywistych dodatnich, a GL(n, IR) - grupa nieosobliwych macierzy rze-

czywistych n× n.

Celem pracy jest podanie rozwiązań analitycznych dla tych problemów. Oczywi-

ście nakłada to znaczne ograniczenie na dozwolone potencjały. Z jednej strony, jak

już wspomniano, potencjały te powinny być fizycznie interesujące przynajmniej ze

względu na ich jakościowe zachowanie się, a z drugiej strony powinny „dopuszczać”

ścisłe, analityczne rozwiązania. To założenie doprowadziło do interesujących rezulta-

tów. Okazuje się, że narzucenie tego rodzaju dość drastycznych warunków „wyróżnia”

te potencjały, dla których zarówno stacjonarne równanie Hamiltona-Jacobiego jak i
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Wstęp

stacjonarne równanie Schrödingera są separowalne, a otrzymane równania dają się

rozwiązać analitycznie.

Na poziomie klasycznym wyznaczono zmienne działania, znaleziono stałe ruchu

oraz wyprowadzono zależność energii od zmiennych działania wraz z dyskusją pro-

blemu degeneracji (rezonansu między fundamentalnymi częstościami). W celu wyzna-

czenia zmiennych działania posłużono się metodą całkowania zespolonego opracowaną

przez Maxa Borna w mechanice analitycznej i starszej teorii kwantów [7].

Na poziomie kwantowym uzyskano zarówno quasiklasyczne (oparte na warunkach

Bohra-Sommerfelda) jak i ścisłe rozwiązania, przy poszukiwaniu których wykorzy-

stano rozwiniętą przez Rubinowicza metodę wielomianów Sommerfelda. W metodzie

tej wyraża się rozwiązania poprzez zwykłe lub konfluentne P -funkcje Riemanna, które

są ściśle związane z funkcjami hipergeometrycznymi (zwykłymi bądź konfluentnymi).

Narzucenie na funkcje falowe warunków zbieżności prowadzi do tego, że funkcje hiper-

geometryczne stają się wielomianami, a rozwiązania wyrażają się poprzez te właśnie

wielomiany i funkcje elementarne. Równocześnie otrzymujemy widmo wartości wła-

snych energii bądź stałych separacji równania Schrödingera. Ograniczenie się tylko

do rozwiązań wyrażających się przez P -funkcje Riemanna jest o tyle uzasadnione,

że funkcje te są dobrze zbadane, a ponadto wiele funkcji specjalnych fizyki można

przez nie wyrazić. Istnieje też ścisły związek pomiędzy teorią reprezentacji grup Liego,

a pewnymi rodzajami tych funkcji.
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Rozdział 1

Wstępne pojęcia dotyczące mechaniki ciał

jednorodnie deformowalnych

1.1. Przestrzeń konfiguracyjna

Zakładamy, że przestrzeń fizyczna M i materialna N wyposażone są w struktury

euklidesowe (M,V,→, g) i (N, U,→, η) odpowiednio; V i U są przestrzeniami linio-

wymi translacji odpowiednio w M i N (dimM = dimN = n). Symbole g ∈ V ∗ ⊗ V ∗

i η ∈ U∗⊗U∗ oznaczają tensory metryczne naszych przestrzeni. Dla określenia stopni

swobody ciała afinicznie sztywnego istotne są same struktury afiniczne (M, V,→),

(N, U,→). Oznaczenie wektorów translacji w obydwu przestrzeniach za pomocą tej

samej strzałki (→) polepsza ekonomię oznaczeń, nie prowadząc przy tym do żadnych

dwuznaczności. Elementy zbioru M symbolizują punkty geometryczne przestrzeni. Za-

kładamy, że punkty materialne ośrodka są rozróżnialne i „numerujemy” je przy pomocy

przestrzeni materialnej N . Model przestrzeni euklidesowej jest zadawalającym opisem

geometrii niezbyt wielkich obszarów przestrzeni fizycznej. W każdym razie stosuje

się doskonale dla takich obszarów, którymi zajmuje się mechanika ośrodków ciągłych

(ogólniej - mechanika ciał odkształcalnych).

Przestrzeń konfiguracyjna ciała afinicznie sztywnego Qc

Qc := AfI(N, M)
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1.1. Przestrzeń konfiguracyjna

składa się z izomorfizmów afinicznych przestrzeni N na M , tzn. odwracalnych od-

wzorowań afinicznych. Oczywiście AfI(N, M) jest podzbiorem otwartym w Af(N, M)

i jego uzupełnienie jest zbiorem miary zero; składa się ono z osobliwych, tzn. degeneru-

jących wymiar odwzorowań afinicznych. Symbolem Af(N, M) oznaczamy jak zwykle

zbiór odwzorowań afinicznych przestrzeni N w przestrzeń M . Są to odwzorowania

zachowujące relacje afiniczne między punktami.

Mając na uwadze zastosowania praktyczne, będziemy używali innej reprezentacji

przestrzeni konfiguracyjnej. Chodzi o to, by oddzielić od siebie stopnie swobody ru-

chu postępowego i wewnętrznego. Zarówno w makroskopowej teorii sprężystości, jak

i w zagadnieniach dynamiki mikroobiektów interesuje nas tylko ruch wewnętrzny.

Umówmy się, że współrzędne Lagrange’a aA ∈ N zostaną wybrane w taki sposób,

aby ich początek aA = 0 pokrywał się ze środkiem masy w ciele O
∫

aAdµ(a) = 0,

gdzie dodatnia, stała w czasie miara µ(a) na N opisuje lagranżowski rozkład masy.

Przestrzeń konfiguracyjną możemy utożsamić z iloczynem kartezjańskim

Qc = AfI(N, M) ' M× LI(U, V ) = M×Q,

gdzie LI(U, V ) oznacza zbiór izomorfizmów liniowych U na V , będący oczywiście pod-

zbiorem otwartym w L(U, V ). Dopełnienie LI(U, V ) do pełnego L(U, V ) jest zbio-

rem miary zero, złożonym z osobliwych odwzorowań liniowych. Iloczynowa struktura

przestrzeni Qc pozwala dokonać rozkładu stopni swobody na część translacyjną M

i wewnętrzną LI(U, V ). Mechanika ciał odkształcalnych interesuje się głównie częścią

wewnętrzną, tzn. ruchem względem środka masy. Ruch ciała afinicznie sztywnego mo-

żemy zapisać w postaci

xi(t, a) = Φi
A(t)aA + ri(t), Φi

A(t) ∈ LI(U, V ), (1.1)

gdzie ~r(t) jest wektorem wodzącym środka masy w przestrzeni fizycznej, a Φi
A jest

wewnętrzną konfiguracją ciała łączącą współrzędne materialne, lagranżowskie aA ∈
N z eulerowskimi xi ∈ M . Stan deformacji jest opisany przez Φi

A (należy jednak

pamiętać, że Φi
A opisuje także rotacyjne stopnie swobody). Współczynniki Φi

A tworzą

macierz nieosobliwą, co oznacza fizycznie, że różne cząstki zajmują różne położenia (nie

zlepiają się).

Rozważmy n-wymiarowe ciało zamocowane w jednym punkcie. Narzucając takie

więzy abstrahujemy od translacyjnych stopni swobody. Modelem przestrzeni fizycznej
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1.1. Przestrzeń konfiguracyjna

M i przestrzeni materialnej N jest n-wymiarowa przestrzeń wektorowa (ze względu

na istnienie nieruchomego, wyróżnionego punktu, który utożsamiamy z zerem prze-

strzeni wektorów swobodnych). Jak już wspominaliśmy, punkty materialne ośrodka są

rozróżnialne i możemy określić ich położenie przez podanie współrzędnych względem

zewnętrznego układu odniesienia (laboratoryjnego) lub względem układu związanego

z ciałem (współtowarzyszącego). Jeśli utożsamimy U i V z IRn, to Q = GL(n, IR).

Przestrzeń konfiguracyjna ogólnych deformacji jednorodnych i obrotów ma n2 wy-

miarów. Macierz jednostkowa 11 ∈ GL(n, IR) odpowiada konfiguracji równowagowej.

Rozważania geometryczne przeprowadzamy przy dowolnym n; oczywiście sens fizyczny

mają przypadki n = 1, 2, 3.

W przestrzeni konfiguracyjnej Q = GL(n, IR) działają dwie naturalne grupy trans-

formacji: lewostronne i prawostronne transformacje GL(n, IR) w siebie:

Φ 7→ AΦ, Φ 7→ ΦA, (1.2)

gdzie Φ,A ∈ GL(n, IR). Grupy przekształceń lewostronnych i prawostronnych są prze-

mienne ze sobą, ale nie rozłączne. Ich przekrój jest jednowymiarową grupą dylatacji:

Φ 7→ λΦ, λ ∈ IR+.

Transformacje eulerowskie (przestrzenne, lewostronne) i lagranżowskie (materialne,

prawostronne) w przestrzeni konfiguracyjnej Q wyróżnione są przez samą geometrię

stopni swobody. Mają przy tym ściśle określony sens fizyczny. Transformacje eulerow-

skie są bowiem generowane przez przekształcenia działające w przestrzeni fizycznej,

natomiast lagranżowskie odpowiadają przekształceniom samego materiału.

Znając macierz deformacji możemy wprowadzić tensory deformacji Greena G i Cau-

chyego C
G = ΦT Φ, C−1 = ΦΦT . (1.3)

Oczywiście, GT = G, CT = C. Jeśli Φ jest macierzą ortogonalną, to tensory (1.3) są

tensorami jednostkowymi. Tak więc deformacje afiniczne są ogólniejsze od sztywnych

obrotów. Tensor Greena jest nieczuły na przestrzenne, zaś tensor Cauchyego na ma-

terialne sztywne obroty. Niezmienniki deformacji, tzn. wartości własne symetrycznej

macierzy G (lub, równoważnie C−1) są niewrażliwe na jednoczesne działanie obrotów

lagranżowskich i eulerowskich. Układów tych wielkości jest wiele.
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1.2. Wielkości kinematyczne

1.2. Wielkości kinematyczne

Jak zwykle w mechanice analitycznej ruch układu w przestrzeni konfiguracyjnej

Q opisuje krzywa gładka IR 3 t 7→ Φ(t) ∈ GL(n, IR). Prędkość uogólniona ξ(t)i
A =

dΦi
A

dt
∈ L(n, IR) jest gradientem lagranżowskiego pola prędkości V(a)

V i(a) =
dΦi

A

dt
aA,

(V(a) przyporządkowuje punktowi materialnemu o współrzędnych odniesienia aA jego

prędkość w danej chwili czasu) przy czym L(n, IR) jest zbiorem rzeczywistych macierzy

n×n, zaś GL(n, IR) ⊂ L(n, IR) jest otwartym podzbiorem przestrzeni liniowej L(n, IR).

Oprócz prędkości uogólnionych będziemy również używali, tzw. quasiprędkości,

czyli prędkości nieholonomicznych wyróżnionych przez strukturę geometryczną prze-

strzeni konfiguracyjnej. Będziemy je nazywali prędkościami afinicznymi. Jest to natu-

ralne, afiniczne uogólnienie pojęcia prędkości kątowej używanego w mechanice ciała

sztywnego [41]-[46], [48].

Prędkość afiniczna ciała afinicznie sztywnego znajdującego się w konfiguracji Φ ∈
GL(n, IR) w układzie laboratoryjnym dana jest wzorem

Ω = ξΦ−1, Ωi
j = ξi

A(Φ−1)A
j. (1.4)

Przy ustalonej konfiguracji Φ znajomość prędkości uogólnionej ξ jest równoważna zna-

jomości quasiprędkości Ω. Nieosobliwość odwzorowania Φ sprawia, że odpowiedniość

jest tu wzajemnie jednoznaczna.

Analogicznie, współtowarzysząca (lagranżowska) prędkość afiniczna ma postać

Ω̂ = Φ−1ξ = Φ−1ΩΦ, Ω̂A
B = (Φ−1)A

iξ
i
B = (Φ−1)A

iΩ
i
jΦ

j
B. (1.5)

Przy dowolnym ustalonym Φ związek między ξ a Ω̂ jest wzajemnie jednoznaczny.

Wielkości Ω, Ω̂ mają jasny sens teorio-grupowy jako elementy algebry Liego grupy

GL(n, IR). Sugeruje to, by w pewnych zagadnieniach opisywać wewnętrzny stan new-

tonowski ciała raczej przez parę (Φ, Ω) lub (Φ, Ω̂) zamiast przez (Φ, ξ). Jest to wspólna

cecha wszystkich układów o teorio-grupowej strukturze stopni swobody. Najbardziej

znanym przykładem jest ciało sztywne, gdzie z reguły używa się prędkości kątowych

(elementów algebry Liego ortogonalnej grupy ruchów przestrzeni konfiguracyjnej we-

wnętrznych stopni swobody) zamiast niezbyt wygodnych prędkości uogólnionych. Czyli

dla Φ ∈ SO(n, IR) macierze Ω i Ω̂ są antysymetryczne, a ich elementy są odpowiednio

składowymi prędkości kątowych względem układu laboratoryjnego i współtowarzyszą-

cego (wmrożonego w ciało).
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1.2. Wielkości kinematyczne

Prędkość afiniczna Ω jest gradientem eulerowskiego pola prędkości v

vi(x) = Ωi
jx

j, (1.6)

(v(x) jest prędkością punktu materialnego, który zajmuje położenie przestrzenne o

współrzędnych xi).

Pojęcie prędkości afinicznej było używane przez Eringena w jego teorii ośrodków

mikromorficznych stopnia 1, tzn. w mechanice kontinuum złożonego z infinityzymal-

nych ciał afinicznie sztywnych. Używał on dla niej terminu „gyration” [16].

Prędkości afiniczne mają proste własności transformacyjne. Przy transformacjach

prawostronnych (1.2) wielkość Ω jest niezmiennicza, natomiast przy lewostronnych

Φ 7→ AΦ ulega zmianie zgodnie ze wzorem

Ω 7→ AΩA−1.

Natomiast wielkość Ω̂ jest nieczuła na transformacje lewostronne, zaś przy prawostron-

nych Φ 7→ ΦA transformuje się zgodnie ze wzorem

Ω̂ 7→ A−1Ω̂A.

Energia kinetyczna ciała deformowalnego jednorodnie jest równa sumie energii ki-

netycznych jego infinityzymalnych elementów. Aby wprowadzić energię kinetyczną mu-

simy dysponować tensorem metrycznym w przestrzeni fizycznej M (możliwe jest też

podejście bazujące na znajomości metryki materialnej w przestrzeni N [41], [44], [46]).

W zwykłych teoriach spężystości i jej zastosowaniach, należy oczywiście posługiwać

się metryką fizyczną, gdy obliczamy energię kinetyczną układu [41], [44], [48], [49]

T =
1

2
gij

∫
V i(a)Vj(a)dµ(a), (1.7)

gdzie dodatnia miara µ(a) opisuje lagranżowski rozkład masy w N . Energia kinetyczna

zapisana w postaci macierzowej wyraża się wzorem

T =
1

2
Tr(

dΦ

dt
J
dΦT

dt
), (1.8)

gdzie symetryczny tensor J jest kwadrupolowym momentem rozkładu masy w prze-

strzeni materialnej

JAK =

∫
aAaKdµ(a). (1.9)

W zgadnieniach trójwymiarowych, a więc najbardziej interesujących fizycznie, za-

miast kwadrupola J używa się często, tzw. tensora momentu bezwładności I. Wiąże

się on z J za pomocą następującego wzoru [48], [49]

I = TrJ1̂1− J. (1.10)
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1.3. Wielkości dynamiczne

W mechanice ciał odkształcalnych przeważnie, choć nie zawsze, interesuje nas dy-

namika ruchu względnego. Bardzo często bada się sytuacje, gdy nie ma ruchu postępo-

wego, a oddziaływania, jakim poddane jest ciało, opisuje się za pomocą dipola rozkładu

sił N, odniesionego do aktualnego środka masy. W stosunku do wielkości N używa się

też terminu „hipersiła” (nomenklatura pochodząca z teorii ośrodków uogólnionych) lub

afiniczny moment sił. Hipersiła N „kręci” wewnętrznymi stopniami swobody i zależy

efektywnie od (Φ, ξ, t) (od czasu t, gdy zagadnienie jest nieautonomiczne).

Macierz dipolowego momentu siły możemy zapisać w postaci

Nij =

∫
xi(a)Fj(Φ · a,

dΦ

dt
· a, t)dµ(a), (1.11)

gdzie F jest eulerowskim wektorem gęstości siły na jednostkę masy. Zwykle używany

moment siły jest podwojoną częścią antysymetryczną N. Jeśli mamy do czynienia z

siłami potencjalnymi, to

Nij = −Φi
A

∂V

∂Φk
A

gkj,

gdzie V jest energią potencjalną.

Przez kinetyczny spin afiniczny - eulerowski K (nazwy tej używał również Westp-

fahl [80]) rozumiemy dipolowy rozkład momentu pędu

Kij =

∫
xi(a)Vj(a)dµ(a),

skąd w postaci macierzowej

K = ΦJ
dΦT

dt
. (1.12)

W stosunku do wielkości tej używa się też terminu „hipermoment” [22], [23]. Podwo-

jona część antysymetryczna K jest spinem ciała, czyli momentem pędu i ma postać

S = K−KT = ΦJ
dΦT

dt
− dΦ

dt
JΦT . (1.13)

Zasada d’Alemberta prowadzi do równań ruchu postaci [45], [49]

ΦJ
d2ΦT

dt2
= N, (1.14)

lub równoważnie
d2Φ

dt2
JΦT = NT .

Równania ruchu ciała afinicznie sztywnego są prawami bilansu dla spinu afinicznego

dK
dt

=
dΦ

dt
J
dΦT

dt
+ N. (1.15)
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Asymetryczna część bilansu spinu afinicznego daje nam bilans spinu

dS

dt
= N− NT . (1.16)

Gdy znika moment siły N − NT dostajemy stąd prawo zachowania spinu dS
dt

= 0; S

jest wtedy stałą ruchu. Natomiast w wyrażeniu (1.15) widać, że wielkość K nie jest

zachowana nawet dla N = 0. Wynika to stąd, że teoria nawet wtedy nie jest afinicznie,

lecz tylko metrycznie niezmiennicza. Afiniczna symetria stopni swobody jest złamana

przez energię kinetyczną i ograniczona do euklidesowej SO(n, IR) ⊂ GL(n, IR) [42],

[45], [48].

Równania ruchu w postaci praw bilansu są szczególnie użyteczne, jeżeli badamy

ruch ciał afinicznie sztywnych poddanych dodatkowym więzom. Otóż, nałożenie dodat-

kowych ograniczeń na przestrzeń konfiguracyjną prowadzi do modyfikacji tych równań.

Ruch nieściśliwego ciała afinicznie sztywnego (Q = SL(n, IR) ⊂ GL(n, IR)) jest opisy-

wany przez bezśladową część równania (1.15). Natomiast dla ciał o ustalonym kształcie

(Q = SO(n, IR) × IR+ = {ρR : R ∈ SO(n, IR), ρ > 0}), dla których dopuszczalnymi

ruchami są obroty sztywne i dylatacje należy uwzględnić część antysymetryczną rów-

nania (1.15) oraz jego ślad. Jeżeli rozważamy sztywne obroty (Q = SO(n, IR)) to ruch

opisywany jest przez antysymetryczną część równania (1.15), a więc równanie (1.16).

1.4. Newtonowska i hamiltonowska przestrzeń stanów

W mechanice analitycznej używa się dwóch typów przestrzeni stanów: newtonow-

skiej PN i hamiltonowskiej PH . Pierwsza z nich, mówiąc nieprecyzyjnie, lecz obra-

zowo, powstaje z przestrzeni konfiguracyjnej w ten sposób, że do opisu aktualnego

stanu układu, oprócz zmiennych położeniowych (opisujących konfigurację) włączamy

prędkości. Zbiór {(Φ, dΦ
dt

)} = {(Φ, ξ)} = GL(n, IR) × L(n, IR) jest newtonowską prze-

strzenią stanów. Newtonowska przestrzeń stanów, czyli przestrzeń położeń i prędkości

jest pojęciem stosowanym do wszystkich układów mechanicznych rządzonych prawami

dynamiki Newtona - zarówno zachowawczych jak i dysypatywnych. Natomiast ha-

miltonowska przestrzeń stanów PH , czyli przestrzeń fazowa służy wyłącznie do opisu

układów rządzonych równaniami Eulera-Lagrange’a wyprowadzanymi z zasady waria-

cyjnej, tzn. zasady najmniejszego (a raczej stacjonarnego) działania. Wyklucza to w za-

sadzie układy dysypatywne, w których występuje tarcie. Przestrzeń fazową buduje się

z przestrzeni konfiguracyjnej w ten sposób, że do układu zmiennych położeniowych do-

łącza się tzw. pędy kanoniczne, czyli wektory kowariantne. Jak wiadomo, te ko-wektory

są pojęciowo tożsame z rzeczywistymi funkcjami liniowymi od wektorów kontrawa-
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1.4. Newtonowska i hamiltonowska przestrzeń stanów

riantnych, czyli wszystkich możliwych prędkości. Newtonowska przestrzeń stanów jest

wiązką styczną TQ do Q, natomiast przestrzeń fazowa, czyli hamiltonowska przestrzeń

stanów jest wiązką ko-styczną T ∗Q.

Jak wiadomo z mechaniki analitycznej, oddziaływania występujące w układzie o

dynamice wariacyjnej, scharakteryzowane są w pełni przez jedną funkcję Lagrange’a

zależną od położeń w przestrzeni konfiguracyjnej Q, prędkości uogólnionych i ewentu-

alnie czasu. W naszym przypadku L(Φ, ξ) = T (Φ, ξ) − V (Φ), gdzie T opisuje energię

kinetyczną, zaś V - potencjalną. Aby przejść od prędkości do pędów uogólnionych mu-

simy wykonać przekształcenie Legendre’a [3], [38], [48], które zależy jawnie od funkcji

Lagrange’a

πA
i =

∂L

∂ξi
A

, (1.17)

gdzie π oznacza uogólniony pęd kanoniczny ruchu wewnętrznego. Hamiltonowską (we-

wnętrzną) przestrzenią fazową ciała afinicznie sztywnego jest więc rozmaitość PH =

GL(n, IR)× L(n, IR), która składa się z uporządkowanych dwójek (Φ, π).

Zamiast pędów uogólnionych można również używać wielkości nieholonomicznych,

tzw. quasipędów [41], [46], [48]. Rozróżniamy dwa rodzaje quasipędów: eulerowskie

(przestrzenne) Σ

Σ = Φπ, Σi
j = Φi

AπA
j, (1.18)

i lagranżowskie (materialne) Σ̂

Σ̂ = πΦ, Σ̂A
B = πA

iΦ
i
B. (1.19)

Wielkości Σ i Σ̂ są kanonicznymi quasipędami ruchu wewnętrznego lub, mówiąc inaczej,

kanonicznymi spinami afinicznymi. Są one hamiltonowskimi generatorami przestrzen-

nych i materialnych transformacji (1.2). Przy transformacjach prawostronnych wielkość

Σ jest niezmiennicza, tzn. Σ 7→ Σ, natomiast przy lewostronnych ulega zmianie zgodnie

ze wzorem

Σ 7→ AΣA−1.

Natomiast wielkość Σ̂ jest nieczuła na transformacje lewostronne, tzn. Σ̂ 7→ Σ̂, zaś

przy prawostronnych transformuje się zgodnie ze wzorem

Σ̂ 7→ A−1Σ̂A.

W przypadku ruchu obrotowego Φ ∈ SO(n, IR) wielkości Σ i Σ̂ są antysymetryczne,

a ich niezależne elementy są składowymi momentu pędu odpowiednio w układzie la-

boratoryjnym i współtowarzyszącym.
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1.5. Stacjonarne równanie Hamiltona-Jacobiego

Ponieważ dalej rozpatrywane będą ogólne deformacje jednorodne i obroty spełnia-

jące pewne dodatkowe warunki, wygodnie będzie więc przyjąć, że elementy macierzy

deformacji Φ wyrażają się jednoznacznie przez parametry qi (i=1, . . . , f, gdzie f jest

liczbą stopni swobody). Takimi parametrami mogą być inaczej ponumerowane ele-

menty macierzy Φ. Założenie to prowadzi do otrzymania w miejsce Q pewnej prze-

strzeni konfiguracyjnej Qq, w której forma energii kinetycznej (1.7) indukuje tensor

metryczny G (Gij(q) = Gji(q)). Energię kinetyczną możemy zapisać w postaci

T =
µ

2
Gij(q)

dqi

dt

dqj

dt
,

gdzie parametr µ został wybrany w związku z przyszłymi rozważaniami.

Przekształcenie Legendre’a odwzorowuje newtonowską przestrzeń stanów w hamil-

tonowską

pi =
∂L(q, q̇)

∂q̇i
,

gdzie pi są pędami uogólnionymi kanonicznie sprzężonymi do qi. Możemy zbudować

Hamiltonian

H(q, p) = T (q, p) + V (q), T (q, p) =
1

2µ
Gijpipj,

w którym energia potencjalna zależy od parametrów qi, tak że V = V (qi) = V (Φ(qi)).

1.5. Stacjonarne równanie Hamiltona-Jacobiego

W mechanice hamiltonowskiej istnieją rozmaite metody poszukiwania ścisłych roz-

wiązań zagadnień nieliniowych. Najbardziej znaną metodą jest poszukiwanie całki zu-

pełnej równania Hamiltona-Jacobiego metodą separacji zmiennych. Pozwala to spro-

wadzić zagadnienie do kwadratur, co w mechanice nieliniowej uważa się już za rozwią-

zanie, nawet jeśli pojawiają się funkcje nieelementarne.

Układy mechaniczne, dla których istnieją takie współrzędne pi = pi(q
i), gdzie qi

są współrzędnymi uogólnionymi, a pi pędami sprzężonymi z nimi kanonicznie i pi jest

funkcją tylko qi z tym samym wskaźnikiem i nazywamy układami separowalnymi.

Nazwa pochodzi stąd, że w tych przypadkach rozwiązać możemy cząstkowe równanie

różniczkowe Hamiltona-Jacobiego przez rozdzielenie, czyli separację zmiennych. Otrzy-

mujemy je szukając funkcji tworzącej S(qi, Pi) przekształcenia kanonicznego [3], [38],

[39]
f∑

i=1

(
pidqi + QidPi

)
= dS(qi, Pi), (1.20)
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1.5. Stacjonarne równanie Hamiltona-Jacobiego

które zmienne pierwotne qi i pi zastępuje zmiennymi Qi, Pi, dla których funkcja Ha-

miltona H(qi, pi) jest wyłącznie tylko funkcją pędów Pi, tzn. H(qi, pi) = H(Pi) i Qi

są współrzędnymi cyklicznymi. Tu, jak i w następnych rozważaniach zakładamy, że

Hamiltoniany nie zależą od czasu. Tak więc, pędy Pi są wielkościami stałymi. Wynika

to z faktu, że na mocy (1.20) ważne są również dla nowych zmiennych Qi, Pi równania

Hamiltona
dQi

dt
=

∂H

∂Pi

,
dPi

dt
= − ∂H

∂Qi
,

a więc Pi = const, gdy H = H(Pi).

Ponieważ według (1.20) jest

pi =
∂S

∂qi
, (1.21)

to w przypadku zagadnień niezależnych od czasu otrzymujemy dla funkcji tworzącej

S cząstkowe równanie różniczkowe

H

(
qi,

∂S

∂qi

)
= E, (1.22)

zwane stacjonarnym równaniem Hamiltona-Jacobiego (E jest energią układu). Jeżeli

dla (1.22) uda się znaleźć rozwiązanie w postaci

S =

f∑
i=1

Si(q
i), (1.23)

gdzie Si(q
i) zależy wyłącznie od qi mającego ten sam wskaźnik i co Si, to wówczas

mówimy, że rozwiązaliśmy (1.22) przez separację zmiennych. Gdy rozwiązanie S rów-

nania (1.22) ma ilość stałych całkowania równą ilości zmiennych qi, tzn. ilości f stopni

swobody danego układu mechanicznego, to takie rozwiązanie nazywamy zupełnym.

Oznaczając te stałe całkowania literami Pi możemy uważać

S = S(q1, . . . , qf ; P1, . . . , Pf ) (1.24)

za funkcję tworzącą przekształcenia kanonicznego (1.20). Ponieważ (1.24) jest rozwią-

zaniem równania (1.22), to po wstawieniu (1.24) w równanie (1.22) funkcja Hamiltona

(1.22) przechodzi w funkcję H(Pi) = E stałych całkowania Pi. Ostatecznie z (1.21),

(1.23) i (1.24) wynika, że pi =
dSi(q

i;P1,...,Pf )

dqi , tak że pęd pi zależy jedynie od współrzęd-

nej qi mającej ten sam wskaźnik i, co pi.
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1.6. Zmienne kąt-działanie

1.6. Zmienne kąt-działanie

Zmienne działania Ji dla wspomnianych wcześniej układów separowalnych opierają

się na wielkościach [3], [39]

Ji =

∮
dSi(q

i, P )

dqi
dqi, (i = 1, . . . , f). (1.25)

W równaniu tym występuje niezależna od czasu funkcja działania

S = S(q, P ) =
∑
i=1

Si(q
i, P ) (1.26)

jako funkcja f współrzędnych qi i f stałych całkowania Pi. Litery q, P występujące

w powyższych wzorach bez wskaźników oznaczają przy tym całe zespoły współrzęd-

nych qi, . . . , qf i stałych Pi, . . . , Pf .

Za pomocą f równań (1.25) obliczyć możemy stałe P jako funkcje stałych J , tzn.

Pi = Pi(J) (1.27)

i wstawić je w poszczególne funkcje Si(q
i, P ). Otrzymujemy wówczas poszczególne

Si(q
i, P ), a więc również ich sumę (1.26) jako funkcję S0

S = S0(q, J) =

f∑
i=1

S0
i (q

i, J) (1.28)

współrzędnych q i stałych J .

Ponieważ (1.26) jest rozwiązaniem cząstkowego równania różniczkowego Hamiltona-

Jacobiego

H

(
q,

∂S(q, P )

∂q

)
= H(P ) = E, (1.29)

to (1.28) spełnia równanie, które otrzymujemy z (1.29) na mocy (1.27)

H

(
q,

∂S0(q, J)

∂q

)
= H(J) = E. (1.30)

Funkcja działania S0(q, J) różni się bowiem od funkcji działania S(q, P ) tylko tym, że

stałe P na mocy (1.27) zostały zastąpione przez stałe J .

Funkcję (1.28) możemy uważać również za niezależną od czasu funkcję tworzącą

przekształcenia kanonicznego

f∑
i=1

(
pidqi + ΘidJi

)
= dS0(q, J) (1.31)
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1.6. Zmienne kąt-działanie

pomiędzy pierwotnymi zmiennymi q, p i nowymi Θ, J . Ze względu na to, że pomiędzy

zespołami zmiennych q, p i Θ, J istnieje przekształcenie kanoniczne niezależne od

czasu, również dla zmiennych Θ, J ważne są równania Hamiltona z tą samą funkcją

Hamiltona, co w przypadku zmiennych q, p. Ponieważ funkcja Hamiltona w nowych

zmiennych Θ, J zależy tylko od pędów J , to z pierwszej grupy równań Hamiltona

w tych zmiennych
dJi

dt
= −∂H(J)

∂Θi
,

dΘi

dt
=

∂H(J)

∂Ji

, (1.32)

wnioskujemy ze względu na ∂H(J)
∂Θi = 0, że pędy Ji (jak to zresztą wynika już z (1.25))

nie zależą od czasu, są stałe. Z uwagi na to również i wielkości zwane podstawowymi

cząstościami drgań

νi =
∂H(J)

∂Ji

(1.33)

są stałe, tak że z drugiej grupy równań Hamiltona (1.32) otrzymujemy

Θi(t) = νit + εi,

gdzie εi są stałymi. Zmienne działania J (J ma wymiar działania) wraz ze zmiennymi

kątowymi Θ tworzą układ współrzędnych kanonicznych działanie-kąt.

W niniejszej pracy zajmujemy się zagadnieniami separowalnymi, a więc sprowa-

dzalnymi do kwadratur. Szczególny nacisk położony jest na modele ściśle rozwiązalne,

w których wyrażenie podcałkowe dla zmiennych działania będzie dawało się sprowadzić

(przez odpowiednią zamianę zmiennych) do postaci

R(x,
√

ax2 + bx + c), (1.34)

gdzie R jest wymierną funkcją od dwóch zmiennych. Wiadomo, że w zasadzie całki

nieoznaczone z wyrażeń (1.34) dają się elementarnie obliczyć przez podstawienia Eu-

lera. Następnie zmienne działania można wyrazić jako odpowiednie całki oznaczone, a

więc podwojone wartości całek nieoznaczonych wziętych w granicach jakimi są punkty

zawracania. Procedura taka jest jednak rachunkowo bardzo zawiła i nastręcza mnóstwo

okazji do błędów. Znacznie prościej jest policzyć wprost całki oznaczone dla zmien-

nych działania, posługując się metodą całkowania zespolonego. W tym celu wyrażenie

przedłużamy analitycznie na całą płaszczyznę zespoloną. Mówiąc precyzyjniej, z osi

rzeczywistej usuwamy cięcie łączące punkty zawracania; są one punktami rozgałęzienia

dla odpowiedniego wyrażenia zespolonego. W obszarze otrzymanym z C po usunięciu

cięcia wyrażenie podcałkowe jest jednoznaczne (po ustaleniu konwencji znaku).
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1.7. Warunki kwantowe Bohra-Sommerfelda

Zmienną działania:

J =

∮
R(x,

√
ax2 + bx + c )dx = 2

∫ xmax

xmin

R(x,
√

ax2 + bx + c )dx, (1.35)

(xmin, xmax są punktami zawracania, tzn. miejscami zerowymi wyrażenia pod pier-

wiastkiem) można wtedy zapisać w postaci

J =

∮

C

R(z,
√

az2 + bz + c )dz, (1.36)

gdzie C jest konturem infinitezymalnie okrążającym cięcie.

Można łatwo wykazać, że wyrażenie to daje się przekształcić do postaci:

J = −2πi
∑

a

resza , (1.37)

gdzie za są biegunami zespolonego wyrażenia podcałkowego R(z,
√

az2 + bz + c ), wli-

czając (jeśli istnieje) biegun w nieskończoności. Ta maksymalnie ekonomiczna metoda

obliczania zmiennych działania była, jak już wspomniano, intensywnie wykorzysty-

wana przez Maxa Borna w starszej teorii kwantów [7].

Gdy za jest biegunem rzędu m to:

resza =
1

(m− 1)!
lim
z→za

dm−1

dzm−1

[
(z − za)

mR(z,
√

az2 + bz + c)
]
. (1.38)

1.7. Warunki kwantowe Bohra-Sommerfelda

Zanim sformułujemy warunki kwantowe Bohra-Sommerfelda przybliżymy w skrócie

kilka pojęć z teorii wielokrotnie periodycznych układów mechanicznych [7], [39], [73],

[74]. Do klasy tych układów mechanicznych należą też układy separowalne.

Przyjmujemy, że zmienne działania są argumentami Hamiltonianu. Zakładamy, że

ich liczba jest zredukowana o ile to możliwe, tzn. wprowadźmy dla układu o f stop-

niach swobody takie zmienne kąt-działanie Θ1, . . . , Θf , J1, . . . , Jf , że tylko k wielkości

działania, k ≤ f , J1, . . . , Jk są argumentami Hamiltonianu

H = E(J1, . . . , Jk)

i między fundamentalnymi częstościami

νa =
∂E

∂Ja

, a = 1, . . . , k,
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1.8. Przejście do teorii kwantowej

nie ma tożsamości postaci
k∑

a=1

maν
a = 0,

gdzie całkowite współczynniki ma są niezależne od J i nie wszystkie równe zeru.

Wtedy mówimy, że układ jest (f − k)-krotnie zdegenerowany lub k-periodyczny, po-

nieważ występuje k istotnie niezależnych okresów [7], [39], [57]. Tak więc, każda tra-

jektoria leży w całości na jakiejś podrozmaitości Lagranżowskiej danej równaniami

Ji = const, i = 1, . . . , f , ale ponadto topologiczne domknięcie każdej trajektorii jest

k-wymiarowym izotropowym torusem. Jeśli k = f wtedy mówimy, że układ jest kla-

sycznie niezdegenerowany, natomiast jeśli k = 1 wtedy występuje całkowita degene-

racja. W pierwszym przypadku trajektorie są gęste na rozmaitości Lagranżowskiej

Ji = const, i = 1, . . . , f , podczas gdy w drugim przypadku są zamknięte (wszystkie

ruchy są periodyczne).

Podamy teraz warunki kwantowe Bohra-Sommerfelda dla układów wielokrotnie

periodycznych. Żądamy, aby w stanie kwantowym układu mechanicznego o k stopniach

periodyczności pędy J1, . . . , Jk określające wartość energii, tzn. funkcji Hamiltona,

przyjmowały wartości

Ja = nah, a = 1, . . . , k, (1.39)

gdzie na jest liczbą naturalną lub całkowitą, zależną od tego czy ruch w danym stop-

niu swobody jest oscylacją między punktami zawracania czy libracją, tzn. cyrkulacją

dookoła pewnego kątowego zakresu w przestrzeni konfiguracyjnej. Prowadzi to do po-

ziomów energetycznych postaci

En1...nk
= E(n1h, . . . , nkh).

1.8. Przejście do teorii kwantowej

Język hamiltonowski, pędowy dostarcza wielu efektywnych metod rachunkowych,

jak np. metoda separacji zmiennych w równaniu Hamiltona-Jacobiego. Poza tym, ha-

miltonowskie sformułowanie mechaniki jest niezbędnym krokiem przy przejściu do

teorii kwantowej. Kwantowa wersja teorii jest zaś konieczna, gdy chcemy stosować afi-

niczny model stopni swobody w zagadnieniach mikroskopowych, jak np. teorii drgań

molekuł.

Dzięki istnieniu tensora metrycznego G przestrzeń konfiguracyjna jest przestrzenią

Riemanna. Występuje na niej naturalna miara µ̃ wyróżniona przez ten tensor określona

jako

dµ̃(q) =
√
|G|dfq, (1.40)
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gdzie |G| = detG. Możemy zatem określić na Qq funkcyjną przestrzeń Hilberta

L2(Qq, µ̃(q)) z iloczynem skalarnym [27]

〈Ψ1(q)|Ψ2(q)〉 =

∫

Qq

Ψ∗
1(q)Ψ2(q)dµ̃(q), (1.41)

gdzie Ψ1(q), Ψ2(q) są funkcjami falowymi.

W mechanice kwantowej wielkościom fizycznym przypisujemy operatory. Operator

Hamiltona Ĥ ma następującą postać

Ĥ = − ~
2

2µ
∆ + V (q), (1.42)

gdzie ∆ jest operatorem Laplace’a-Beltramiego. Jego działanie na funkcję falową wy-

raża się wzorem

∆Ψ = Gij∇i∇jΨ =
1√

| det G|
∑
i,j

∂

∂qi

(√
| det G|Gij ∂Ψ

∂qj

)
, (1.43)

gdzie ∇ jest operatorem różniczkowania kowariantnego. Można powiedzieć, że opisana

powyżej procedura jest w gruncie rzeczy identyczna z Schrödingerowską kwantyzacją,

kiedy w miejsce klasycznych pędów wprowadzamy operatory różniczkowe.

Założeniem pracy jest rozwiązanie stacjonarnego równania Schrödingera

ĤΨ(q1, . . . , qf ) = EΨ(q1, . . . , qf ). (1.44)

Zastosujemy metodę separacji zmiennych. Biorąc

Ψ(q1, . . . , qf ) = fq1(q1)fq2(q2) . . . fqf (qf )

dostajemy, o ile separacja jest możliwa, dla każdej z funkcji fqi(qi) równanie postaci

[39], [40]
d

dx

(
p(x)

df(x)

dx

)
− (q(x)− λ%(x)) f(x) = 0, (1.45)

gdzie x jest jedną ze zmiennych qi, f(x) funkcją fqi(qi), λ parametrem własnym, który

wyraża się przez stałe separacji powyższego równania lub parametr E, zaś q(x) zawiera

informacje o zależności energii potencjalnej od zmiennej x. Równanie (1.45) jest rów-

naniem typu Sturma-Liouville’a [9] i będziemy je rozwiązywać metodą wielomianów

Sommerfelda [39].

Od dwu funkcji własnych f1(x), f2(x) przynależnych do dwu różnych wartości

własnych λ1, λ2 żądamy, aby były one względem siebie ortogonalne. Aby funkcje f1(x),

f2(x) były względem siebie ortogonalne, musi być
∫ x2

x1

f ∗2 (x)f1(x)%(x)dx = 0. (1.46)
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Oprócz tego oczywiście każda funkcja własna f musi się dać unormować, a więc całka

analogiczna do całki (1.46) ∫ x2

x1

f ∗(x)f(x)%(x)dx (1.47)

musi być zbieżna. W obu całkach (1.46), (1.47) występuje to samo %(x) jako funkcja

wagowa.



Rozdział 2

Metoda wielomianów Sommerfelda

W teorii kwantów określa się w ogólności zagadnienia własne w przestrzeni konfi-

guracyjnej. Przez separację zmiennych przeprowadza się je jednak - o ile to możliwe -

w jednowymiarowe zagadnienia własne. Takie zagadnienia dane są bardzo często przez

równania różniczkowe drugiego rzędu w postaci samosprzężonej (1.45), tzn.

d

dx

(
p(x)

df(x)

dx

)
− (q(x)− λ%(x)) f(x) = 0. (2.1)

Do rozwiązywania pewnej dość obszernej klasy często w teorii kwantów spotyka-

nych zagadnień własnych (2.1) podał A. Sommerfeld pewną metodę, którą nazywamy

metodą wielomianów [39], [40]. Używając jej zakładamy, że zagadnienie własne (2.1)

możemy rozwiązać przy pomocy funkcji o postaci f(x) = E(x)Φ(x), gdzie Φ(x) jest

rozwiązaniem równania różniczkowego drugiego rzędu

(A2 + B2x
h)x2d2Φ(x)

dx2
+ 2(A1 + B1x

h)x
dΦ(x)

dx
+ (A0 + B0x

h)Φ(x) = 0, (2.2)

oraz Ai, Bi = const, i = 0, 1, 2. Postać funkcji E(x) jest określona przez równania

różniczkowe (2.1) i (2.2) dla funkcji f(x) i Φ(x). Ponieważ poza tym postać rozwiązań

równania różniczkowego (2.2) jest znana, można ustalić postać rozwiązań zagadnienia

własnego (2.1), jeżeli zastosować możemy do niego metodę Sommerfelda. Okazuje się,

że

f(x) = p(x)−1/2P (ξ), (2.3)

25



2.1. Zwykła funkcja Riemanna P

gdzie p(x) jest funkcją występującą w równaniu (2.1), a P (ξ) - funkcją Riemanna

P w jej zwykłej lub konfluentnej postaci. Między zmiennymi x i ξ istnieje przy tym

związek

ξ = κxh, (2.4)

gdzie κ i h są stałymi. Dowodu na prawdziwość wzoru (2.3) tu nie przeprowadzamy.

Wykorzystamy tylko znajomość postaci rozwiązań (2.3), aby podać wzory do szybkiego

i prostego wyznaczania wartości i funkcji własnych większości zagadnień własnych

teorii kwantów, które można rozwiązać przy pomocy metody wielomianów.

2.1. Zwykła funkcja Riemanna P

W celu podania warunków na to, aby rozwiązanie zagadnienia własnego (2.1) miało

postać (2.3), gdzie P oznacza zwykłą funkcję Riemanna, musimy zaznajomić się obec-

nie z własnościami tej funkcji.

Zwykłą funkcją Riemanna P nazywamy rozwiązanie równania różniczkowego dru-

giego rzędu [39], [40]

d2P

dξ2
+

(
1− α− α′

ξ
− 1− γ − γ′

1− ξ

)
dP

dξ
+

(
αα′

ξ
+

γγ′

1− ξ
− ββ′

)
1

ξ(1− ξ)
P = 0. (2.5)

Funkcja P zależy od sześciu parametrów α, β, γ, α′, β′, γ′, występujących w równaniu

(2.5), pomiędzy którymi postulujemy związek

α + β + γ + α′ + β′ + γ′ = 1, (2.6)

tak, że funkcja P zawiera tylko pięć liniowo niezależnych parametrów. Równanie róż-

niczkowe (2.5) funkcji P ma trzy regularne punkty osobliwe ξ = 0, 1 i ∞.

W celu uwidocznienia zależności jakiegokolwiek rozwiązania równania (2.5) od pa-

rametrów α, β, γ, α′, β′, γ′ zapisujemy rozwiązanie to w postaci używanej już przez

B. Riemanna, czyli

P = P




0 ∞ 1

α β γ

α′ β′ γ′
ξ


 . (2.7)

Następnie będziemy korzystać z twierdzenia, które mówi, że funkcja P (2.7) po-

mnożona przez funkcję ξδ(1−ξ)ε, gdzie δ i ε są dowolnymi współczynnikami jest znowu
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2.1. Zwykła funkcja Riemanna P

funkcją P , ale zależną od innych parametrów α, β, γ, α′, β′, γ′. Otrzymujemy wówczas

związek

ξδ(1− ξ)εP




0 ∞ 1

α β γ

α′ β′ γ′
ξ


 = P0




0 ∞ 1

α + δ β − δ − ε γ + ε

α′ + δ β′ − δ − ε γ′ + ε

ξ


 . (2.8)

Dowodu na prawdziwość tego twierdzenia tu nie przeprowadzamy. Parametry w funkcji

P oznaczonej przez P0 występującej po prawej stronie powyższego równania spełniają

również zależność (2.6).

Jeśli dobierzemy odpowiednio wartości stałych δ i ε w związku (2.8) to możemy

liczbę parametrów niezależnych występujących w P zredukować do trzech. Robimy to,

aby rozwiązanie równania różniczkowego funkcji Riemanna P sprowadzić do rozwią-

zania równania zwykłej funkcji hipergeometrycznej F

ξ(1− ξ)
d2F (ξ)

dξ2
+ [c− (a + b + 1)ξ]

dF (ξ)

dξ
− abF (ξ) = 0. (2.9)

Równanie to nazywa się hipergeometrycznym równaniem różniczkowym albo równa-

niem Gaussa [69].

W przypadku, gdy δ = −α i ε = −γ na mocy (2.8) dostajemy

P




0 ∞ 1

α β γ

α′ β′ γ′
ξ


 = ξα(1− ξ)γP0




0 ∞ 1

0 α + β + γ 0

α′ − α α + β′ + γ γ′ − γ

ξ


 . (2.10)

Zatem, otrzymujemy dla funkcji P0 występującej po prawej stronie równania (2.10) ze

względu na (2.5) następujące równanie

d2P0

dξ2
+

(
1− α′ + α

ξ
− 1− γ′ + γ

1− ξ

)
dP0

dξ
− (α + β + γ)(α + β′ + γ)

ξ(1− ξ)
P0 = 0. (2.11)

Powyższe równanie jest identyczne z równaniem różniczkowym (2.9), przy czym ze

względu na (2.6) jest

a = α + β + γ, b = α + β′ + γ, c = 1− α′ + α. (2.12)

Z (2.10) wynika, że dowolną zwykłą funkcję Riemanna P możemy przedstawić w po-

staci

P = ξα(1− ξ)γF, (2.13)

gdzie F jest dowolną funkcją hipergeometryczną (dowolnym rozwiązaniem równania

różniczkowego (2.9)).
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2.1. Zwykła funkcja Riemanna P

Równanie różniczkowe (2.9) funkcji hipergeometrycznej ma dwa liniowo niezależne

rozwiązania, które możemy przedstawić w postaci szeregów zbieżnych wokół punk-

tów osobliwych tego równania ξ = 0, 1 i ∞. Szukając rozwiązań w postaci szeregu

potęgowego wokół punktu ξ = 0, a więc w postaci [39]

F = ξσ

∞∑
m=0

amξm, a0 6= 0,

otrzymujemy na wykładnik σ równanie drugiego stopnia zwane równaniem podsta-

wowym, z którego wynikają dla σ dwie wartości σ = 0 i σ
′

= 1 − c. Jeśli różnica

σ − σ
′

= c − 1 obu pierwiastków równania podstawowego nie znika i nie jest liczbą

całkowitą, dodatnią albo ujemną, to oba rozwiązania równania (2.9) odpowiadające

σ = 0 i σ
′
= 1− c są w przedziale (0, 1) regularne i mają postaci

F = F (a, b; c; ξ) = 1 +
cb

1!c
ξ +

a(a + 1)b(b + 1)

2!c(c + 1)
ξ2 + ... (2.14)

oraz

F = ξ1−cF (a− c + 1, b− c + 1; 2− c; ξ). (2.15)

Ostatecznie otrzymujemy na mocy (2.12), (2.13) oraz (2.14) następujące rozwiązanie

równania różniczkowego (2.5) funkcji Riemanna P

P = ξα(1− ξ)γF (α + β + γ, α + β′ + γ; 1 + α− α′; ξ). (2.16)

Okazuje się, że funkcja F (2.15) daje nam rozwiązanie równania (2.5), które otrzymu-

jemy przez przemianę stałych α i α′ w funkcji (2.16)

P = ξα′(1− ξ)γF (α′ + β + γ, α′ + β′ + γ; 1 + α′ − α; ξ). (2.17)

Oba rozwiązania są różne od siebie, gdy 1− c nie jest liczbą całkowitą lub zerem, tzn.

ze względu na (2.12), gdy α− α′ nie jest liczbą całkowitą lub zerem.

Możemy również wyrazić rozwiązania równania różniczkowego (2.9) funkcji hiper-

geometrycznej przez szeregi potęgowe wokół obu pozostałych punktów osobliwych

ξ = 1 i ξ = ∞. Otrzymujemy wówczas następujące rozwiązania równania (2.5) funkcji

P [39]

P = ξα(1− ξ)γF (α + β + γ, α + β′ + γ; 1 + γ − γ′; 1− ξ), (2.18)

P = ξα(1− ξ)γ′F (α + β + γ′, α + β′ + γ′; 1 + γ′ − γ; 1− ξ), (2.19)

P = ξ−β−γ(1− ξ)γF (α + β + γ, α′ + β + γ; 1 + β − β′; 1/ξ), (2.20)

P = ξ−β′−γ(1− ξ)γF (α + β′ + γ, α′ + β′ + γ; 1 + β′ − β; 1/ξ). (2.21)

28



2.2. Rozwiązywanie zagadnień własnych ze zwykłą funkcją Riemanna P

Szereg potęgowy, przez który wyraża się funkcja F , może być nieskończony lub

może się urywać przechodząc w wielomian. Dzieje się to wówczas, gdy pierwszy lub

drugi współczynnik w niej występujący, a więc np. współczynnik a lub b w F (a, b; c; ξ)

jest ujemną liczbą całkowitą. Jak z szeregu (2.14) wynika jest np. F (−n, b; c; ξ) (n =

0, 1, 2, . . .) wielomianem stopnia n-tego zmiennej ξ. Natomiast jeśli szeregi potęgowe nie

urywają się, rozwinięcia (2.16) i (2.17) są zbieżne na płaszczyźnie zmiennej zespolonej

ξ w obszarze kołowym |ξ| < 1, rozwinięcia (2.18) i (2.19) - w obszarze |ξ − 1| < 1,

a rozwinięcia (2.20) i (2.21) - w obszarze |1/ξ| < 1.

2.2. Rozwiązywanie zagadnień własnych ze zwykłą funkcją

Riemanna P

Zreferowane wyżej pojęcia możemy teraz wykorzystać w celu uzyskania rozwiązań

zagadnień własnych (2.1) w przypadku, gdy w rozwiązaniu f (2.3) występuje zwykła

funkcja Riemanna P .

Wstawiając funkcję (2.3) w równanie różniczkowe (2.1) i wykorzystując związek

(2.4) otrzymujemy [39]

d2P

dξ2
+

h− 1

h

1

ξ

dP

dξ
+

x2

h2ξ2

[(
1

2p

dp

dx

)2

− 1

2p

d2p

dx2
− q− λ%

p

]
P = 0. (2.22)

To równanie różniczkowe musi być spełnione niezależnie od tego, czy P jest zwykłą

czy jakąkolwiek konfluentną funkcją Riemanna P . W przypadku, którym się obecnie

zajmujemy, funkcja P (ξ) jest zwykłą funkcją Riemanna. Zatem, równanie (2.22) musi

być identyczne z pierwotnym równaniem (2.5) na tę funkcję. Z przyrównania współ-

czynników przy dP
dξ

wynika, że

α + α′ =
1

h
, β + β′ = −1

h
, γ + γ′ = 1, (2.23)

przy czym uwzględniono zależność (2.6). Porównajmy teraz wyrażenia przy samej funk-

cji P w obu równaniach (2.5) i (2.22). Mnożąc je przez h2ξ2 i przyrównując do siebie

przekonujemy się, że funkcja

S(ξ) =
h2ξ

1− ξ

[
αα′

ξ
+

γγ′

1− ξ
− ββ′

]

zmiennej ξ zawierająca parametry funkcji Riemanna P oraz stałą h musi być równa

funkcji zmiennej x

S(x) = x2

[(
1

2p

dp

dx

)2

− 1

2p

d2p

dx2
− q− λ%

p

]
. (2.24)
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Przekształcając funkcję S(ξ) przez rozkład na ułamki proste możemy ją zapisać w po-

staci

S(ξ) =
s−2

(1− ξ)2
+

s−1

1− ξ
+ s0, (2.25)

gdzie

s−2 = h2γγ′, s−1 = h2(αα′ − ββ′ − γγ′), s0 = h2ββ′. (2.26)

Wykorzystując zależności (2.23) otrzymujemy

α

(
α− 1

h

)
= −s−2 + s−1 + s0

h2
, β

(
β +

1

h

)
= − s0

h2
, γ (γ − 1) = −s−2

h2
, (2.27)

czyli

α =
1

2h

(
1±

√
1− 4(s−2 + s−1 + s0)

)
, β = − 1

2h

(
1±√1− 4s0

)
,

γ =
1

2

(
1±

√
1− 4s−2

h2

)
. (2.28)

Podsumowując: Aby funkcja f (2.3) ze zwykłą funkcją Riemanna P była rozwiązaniem

równania różniczkowego (2.1), funkcja S(x) (2.24) utworzona ze współczynników p,

q, % tego równania musi się dać przedstawić w postaci funkcji S(ξ) (2.25), przy czym

pomiędzy x i ξ musi istnieć związek ξ = κxh. Gdy spełniony jest ten warunek możemy

bezpośrednio podać wartości stałych κ, h, s−2, s−1 i s0, a następnie obliczyć ze wzorów

(2.28) parametry α, β, γ, które ustalają funkcję Riemanna P . Musimy jeszcze określić

warunki, które należy nałożyć dodatkowo na parametry α, β, γ, aby funkcja f (2.3)

była rozwiązaniem zagadnienia własnego (2.1). Obszar, w którym określone jest dane

zagadnienie własne, odpowiada w zmiennej ξ obszarowi (0, 1). Dla zmiennej x jest to

również obszar ograniczony, przy czym x przebiega wartości należące do przedziału

(0,±κ−
1
h ) albo (−κ−

1
h , κ−

1
h ), co wynika ze związku ξ = κxh. W pierwszym przypadku

punkty ξ = 0 i ξ = 1 są punktami osobliwymi funkcji f . W przypadku drugim w punk-

cie x = 0, a więc też w ξ = 0 funkcja f musi być regularna, a na to, by miała osobliwości

w punktach x1 = −κ−
1
h i x2 = κ−

1
h trzeba, by oba te punkty odpowiadały punktowi

osobliwemu ξ = 1. Wynika stąd, że h musi być w tym przypadku liczbą całkowitą

parzystą.

W obu przypadkach funkcja f(x) musi spełniać warunek normowalności z wagą

%(x) na odpowiednim odcinku, to znaczy funkcja P (ξ) nie może w punktach ξ = 0

i ξ = 1 zbyt szybko dążyć do nieskończoności. W celu niedopuszczenia do zbyt pręd-

kiego wzrastania funkcji własnych w tych punktach rozporządzamy dwiema możliwo-

ściami: odpowiednim doborem parametrów α, β i γ wynikających ze wzorów (2.28)

30



2.3. Rozwiązywanie zagadnień własnych z konfluentną funkcją Riemanna P

oraz warunkami, które otrzymujemy żądając, aby funkcja hipergeometryczna F wystę-

pująca w funkcji Riemanna P była wielomianem. W związku z tym, że w wyrażeniu

(2.24) na funkcję S(x) występuje parametr własny λ, musi od niego zależeć przy-

najmniej jeden ze współczynników s−2, s−1, s0, a więc również przynajmniej jeden

z parametrów α, β, γ. Jak wynika z postaci funkcji P (2.16)-(2.21), pierwsze dwa

współczynniki (odpowiadające np. w funkcji F (a, b; c; ξ) parametrom a i b) wchodzące

w skład ich funkcji hipergeometrycznych zależą albo wprost od α, β, γ albo na mocy

związków (2.23) przez parametry α′, β′, γ′. W ten sposób przyrównanie każdego z obu

tych współczynników funkcji hipergeometrycznych F do ujemnej liczby całkowitej,

czyli przejście do wielomianu, ustala wartość parametru własnego λ.

Interesujący jest fakt, że otrzymujemy zawsze te same funkcje i wartości własne

niezależnie od postaci funkcji P , których używamy do ich obliczania [39]. Ze wszystkich

funkcji P podanych przez wzory (2.16)-(2.21) praktycznie potrzebne są do rozwiązy-

wania zagadnień własnych teorii kwantów właściwie tylko dwie, te które odpowiadają

rozwinięciu wokół punktów ξ = 0 i ξ = ∞. Funkcja hipergeometryczna F zawarta

w pierwszej lub drugiej funkcji P daje bowiem wielomiany uporządkowane według ro-

snących lub malejących potęg ξ. Którą z obu funkcji (2.16) i (2.17) lub (2.20) i (2.21)

wybierzemy, jest rzeczą obojętną, gdyż każda z tych postaci przechodzi w drugą przy

przemianie parametrów α i α′ lub β i β′. Ponieważ jednak wielomiany pochodzące

z funkcji hipergeometrycznej łatwo przeprowadzić z postaci uporządkowanej według

rosnących potęg ξ do postaci uporządkowanej według malejących potęg ξ i na odwrót,

możemy zasadniczo zadowolić się jedną funkcją P w dalszych obliczeniach, np. (2.16).

2.3. Rozwiązywanie zagadnień własnych z konfluentną

funkcją Riemanna P

Oprócz zwykłego równania Riemanna i zwykłego równania hipergeometrycznego

ważną rolę odgrywać będą konfluentne formy tych równań. Aby w tym przypadku

otrzymać wzory na rozwiązanie równania różniczkowego (2.1) odpowiadające wzorom

dla zwykłej funkcji Riemanna P musimy wykonać pewne przejście graniczne. Punkty

ξ = 0, 1 i ∞ są zarówno dla zwykłej funkcji P , jak też dla zwykłej funkcji F regu-

larnymi punktami osobliwymi. Chcąc otrzymać konfluentną postać F1(a; c; ζ) funkcji

hipergeometrycznej F (a, b; c; ξ) należy najpierw wprowadzić nową zmienną ξ = ζ
b
.

Wtedy funkcja F (a, b; c; ζ
b
) ma punkt osobliwy ζ = b, odpowiadający punktowi oso-

bliwemu ξ = 1. Jeśli wykonamy przejście graniczne b → ∞, to punkt osobliwy ζ = b
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„zlewa” się (po łacinie co fluere) z punktem osobliwym w nieskończoności i dostajemy

na mocy szeregu potęgowego (2.14) konfluentną postać funkcji hipergeometrycznej [39]

F1(a; c; ζ) = 1 +
a

1!c
ζ +

a(a + 1)

2!c(c + 1)
ζ2 + . . . . (2.29)

W dalszych rozważaniach nie będą nas interesowały konfluentne postaci ogólnej

funkcji Riemanna, tylko tej specjalnej funkcji P , w której parametry α, β, γ, α′, β′, γ′

spełniają związki (2.23). Następnie wykonujemy z funkcją P przejście graniczne ε → 0

przy założeniu [39]

ξ = εζ, α = α, β = β0 − 1

2ε
, γ = γ0 +

1

2ε
,

α′ = α′, β′ = β′0 +
1

2ε
, γ′ = γ′0 −

1

2ε
. (2.30)

Chcąc zapewnić spełnianie się związków (2.23) zakładamy, że

α + α′ =
1

h
, β0 + β′0 = −1

h
, γ0 + γ′0 = 1, (2.31)

zaś na mocy (2.12) jest

a = α + β0 + γ0, b = α + β′0 + γ0 +
1

ε
, c = 1− α′ + α. (2.32)

Jak wynika z (2.32) współczynnik b dla ε → 0 dąży do nieskończoności, podczas gdy

wartości współczynników a, c pozostają skończone.

Równanie (2.5) funkcji P otrzymuje po pomnożeniu przez ε2 w granicy ε → 0 na

mocy (2.31) następującą postać

d2P1

dζ2
+

1− α− α′

ζ

dP1

dζ
+

(
αα′

ζ2
+

β′0 − β0 − γ0 + γ′0
2ζ

− 1

4

)
P1 = 0, (2.33)

gdzie P1 jest konfluentną funkcją Riemanna. Równanie to posiada osobliwość regularną

w zerze i istotną w nieskończoności. Ostateczna postać równania (2.33) na mocy (2.31)

i (2.32) jest następująca

d2P1

dζ2
+

h− 1

h

1

ζ

dP1

dζ
+

[
α( 1

h
− α)

ζ2
+

α− a + 1
2
− 1

2h

ζ
− 1

4

]
P1 = 0. (2.34)

Ze względu na (2.4) i (2.30) pomiędzy zmiennymi ζ i x istnieje związek

ζ = κxh. (2.35)

Przyrównując do siebie nawiasy przy funkcji P1 w równaniu (2.34) i przy funkcji P

w równaniu (2.22), w którym zastąpiliśmy zmienną ξ przez zmienną ζ, przekonujemy

się, że funkcja

S(ζ) = s∗0 + s∗1ζ + s∗2ζ
2, (2.36)
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2.3. Rozwiązywanie zagadnień własnych z konfluentną funkcją Riemanna P

musi być równa funkcji S(x) (2.24). Współczynniki funkcji S(ζ) mają postać

s∗0 = −h2α(α− 1

h
), s∗1 = h2

(
α− a +

1

2
− 1

2h

)
, s∗2 = −h2

4
. (2.37)

Aby rozwiązanie f równania różniczkowego (2.1) dało się wyrazić w postaci

f(x) = p(x)−1/2P1(ζ), (2.38)

musi funkcja S(x) (2.24) dać się wyrazić jako funkcja zmiennej ζ (2.35) przez wyrażenie

(2.36), musi więc mieć następującą postać

S(x) = σ0 + σ1x
h + σ2x

2h. (2.39)

Gdy ten warunek jest spełniony, możemy ustalić bezpośrednio wartość stałej h, a na-

stępnie wartości stałych σ0, σ1, σ2 korzystając ze wzorów

σ0 = −h2α(α− 1

h
), σ1 = κh2

(
α− a +

1

2
− 1

2h

)
, σ2 = −κ2h2

4
. (2.40)

Stąd otrzymujemy wyrażenia na parametry κ, α oraz a

κ =
1

h

√−4σ2, α =
1

2h

(
1±√1− 4σ0

)
, a = α− σ1

κh2
+

1

2
− 1

2h
. (2.41)

Rozwiązanie równania różniczkowego (2.34) konfluentnej funkcji Riemanna P1 otrzy-

mujemy ze zwykłej funkcji P (2.16) po podstawieniu (2.30) i przy pomocy przejścia

granicznego ε → 0 w postaci [39]

P1 = ζαe−ζ/2F1

(
a; 2α + 1− 1

h
; ζ

)
, (2.42)

gdzie zgodnie z (2.32) a = α + β0 + γ0, zaś F1 jest konfluentną funkcją hipergeome-

tryczną.

Jeśli podstawimy (2.30) do funkcji (2.17) i wykonamy przejście graniczne ε → 0,

to dostaniemy rozwiązanie (2.42), w którym α zastąpione zostało przez α′.

Z obu rozwiązań zbieżnych w otoczeniu punktu ξ = ∞ otrzymujemy z (2.20) po

podstawieniu (2.30) i przejściu granicznym ε → 0 funkcję

P1 = ζ−a+αe−ζ/2G

(
a, a− 2α +

1

h
;
1

ζ

)
, (2.43)

gdzie

G(a, b; ζ) = 1 +
ab

1!
ζ +

a(a + 1)b(b + 1)

2!
ζ2 + . . . . (2.44)
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2.4. Zestawienie wzorów do rozwiązywania zagadnień własnych metodą Sommerfelda

W przypadku, gdy a lub b jest ujemną liczbą całkowitą, szereg (2.44) przechodzi w wie-

lomian, a więc funkcja (2.43) określona jest przez wyrażenie zbieżne. Druga funkcja P

(2.21) z obu rozwinięć wokół punktu w nieskończoności ξ = ∞ nie dąży dla ε → 0 do

określonego wyrażenia.

Do wyznaczania funkcji własnych f możemy używać funkcji P1 (2.42) lub (2.43) za-

leżnie od tego, czy zamierzamy otrzymywać wielomiany uporządkowane według rosną-

cych czy też malejących potęg ζ, odpowiednio. W dalszych rozważaniach ograniczymy

się do wyłącznego używania funkcji P1 określonej przez wzór (2.42).

Konfluentna funkcja Riemanna P1 występująca w (2.38) ma dwa punkty osobliwe

ζ = 0 i ζ = ∞. Fakt, że punkt ζ = ∞ jest istotnym punktem osobliwym funkcji P1

powoduje, że konfluentna funkcja hipergeometryczna F1 występująca w (2.42) musi

być wielomianem. Dzieje się to wówczas, gdy jej parametr a jest ujemną liczbą cał-

kowitą, tzn. a = −n, n = 0, 1, 2, . . . . Narzucenie warunku a = −n pozwala na

wyznaczenie widma własnego zagadnienia (2.1) podobnie, jak w przypadku zwykłej

funkcji hipergeometrycznej. Parametr α musimy dobrać w ten sposób, aby funkcja

własna zachowywała się dostatecznie regularnie w punkcie ζ = 0.

Obszar, w którym określone jest zagadnienie własne może sięgać od −∞ do ∞,

albo od 0 do −∞, lub ∞. W przypadku obszaru (−∞,∞) czynnik e−ζ/2 we wzorze

(2.42) narzuca warunek, by h było liczbą całkowitą i parzystą.

2.4. Zestawienie wzorów do rozwiązywania zagadnień

własnych metodą Sommerfelda

W celu ułatwienia posługiwania się podanymi powyżej wzorami, zostaną one ze-

brane i uporządkowane w sposób bezpośrednio dający się wykorzystać podczas wyko-

nywania obliczeń [39].

Równanie różniczkowe drugiego rzędu określające zagadnienie własne należy - ewen-

tualnie mnożąc przez odpowiednią funkcję - przedstawić w postaci samosprzężonej

(2.1)
d

dx

(
p(x)

df(x)

dx

)
− (q(x)− λ%(x)) f(x) = 0.

Następnie należy podać funkcję

S(x) = x2

[(
p′

2p

)2

− p′′

2p
− q− λ%

p

]
. (2.45)

Dalszy bieg obliczeń zależy od tego, czy obszar, w którym określone jest zagadnienie

własne, jest skończony, czy też nieskończony.
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Aby w przypadku przedziału skończonego zagadnienie własne (2.1) dało się roz-

wiązać przy pomocy metody wielomianów, funkcja S(x) musi mieć postać

S(ξ) =
s−2

(1− ξ)2
+

s−1

(1− ξ)
+ s0 =

s0ξ
2 − (s−1 + 2s0)ξ + (s0 + s−1 + s−2)

(1− ξ)2
, (2.46)

gdzie

ξ = κxh. (2.47)

Jeśli S(x) ma tę postać, należy ustalić wartości stałych κ, h, s−2, s−1, s0 i wyznaczyć

parametry α, β, γ korzystając ze wzorów

α =
1

2h

(
1±

√
1− 4(s0 + s−1 + s−2)

)
, β = − 1

2h

(
1±√1− 4s0

)
,

γ =
1

2

(
1±

√
1− 4s−2

h2

)
. (2.48)

Rozwiązanie równania różniczkowego (2.1) dane jest wówczas przez

f(x) = p(x)−1/2P (ξ), (2.49)

gdzie P (ξ) jest zwykłą funkcją Riemanna daną wzorem

P (ξ) = ξα(1− ξ)γF

(
α + β + γ, α− β + γ − 1

h
; 2α + 1− 1

h
; ξ

)
, (2.50)

przy czym należy tak dobrać stałe α, β, γ, aby rozwiązanie f było dobrze określone

dla ξ = 0 i ξ = 1. Następnie narzucając warunek

α + β + γ = −n (albo α− β + γ − 1

h
= −n), (2.51)

wyznaczamy wartości własne parametru λ.

Aby zagadnienie własne (2.1) dało się rozwiązać w przypadku przedziału nieskoń-

czonego, funkcja S(x) (2.45) musi się dać przedstawić w postaci

S(x) = σ0 + σ1x
h + σ2x

2h. (2.52)

Gdy ten warunek jest spełniony, możemy ustalić bezpośrednio wartość stałej h, a na-

stępnie wartości stałych σ0, σ1, σ2 i wyznaczyć parametry κ, α oraz a korzystając ze

wzorów

κ =
1

h

√−4σ2, α =
1

2h

(
1±√1− 4σ0

)
, a = α− σ1

κh2
+

1

2
− 1

2h
. (2.53)

Rozwiązanie równania różniczkowego (2.1) dane jest wówczas przez

f(x) = p(x)−1/2P1(ζ), ζ = κxh, (2.54)



2.4. Zestawienie wzorów do rozwiązywania zagadnień własnych metodą Sommerfelda

gdzie P1(ζ) jest konfluentną funkcja Riemanna daną wzorem

P1(ζ) = ζαe
−ζ
2 F1

(
a; 2α + 1− 1

h
; ζ

)
, (2.55)

przy czym należy tak dobrać α, aby f(x) było dobrze określone w punkcie x = 0.

Następnie narzucając warunek a = −n wyznaczamy wartości własne parametru λ.
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Rozdział 3

Bąk sferyczny z dylatacjami

Przedmiotem rozważań tego rozdziału jest próba klasycznego i kwantowego opisu

zagadnienia bąka sferycznego z dylatacjami w izotropowym polu sił. Najpierw zaj-

miemy się problemem bąka sferycznego poddanego oddziaływaniom zewnętrznym opi-

sywanym przy pomocy potencjałów Bertranda [29], [30], [47].

3.1. Ciało sztywne - parametryzacja problemu. Wielkości

kinematyczne i dynamiczne

Więzy metrycznej sztywności nałożone na ruch afiniczny oznaczają, że oprócz rela-

cji afinicznych zachowują się też wszystkie relacje metryczne między punktami mate-

rialnymi, a więc wszystkie odległości, a tym samym i kąty. Przestrzeń konfiguracyjna Q

ciała sztywnego, bez translacyjnych stopni swobody, jest izomorficzna z SO(3, IR) i

ma trzy wymiary. Zamiast więc mówić o macierzy deformacji Φ, będziemy mówili o

macierzy obrotu R(t) ∈ SO(3, IR), która spełnia warunek ortogonalności RT R = 11,

stąd RT = R−1.

W przestrzeni konfiguracyjnej Q działają dwie naturalne grupy transformacji

SO(3, IR) w siebie: lewe i prawe regularne translacje

R 7→ AR, R 7→ RA, (3.1)

37



3.1. Ciało sztywne - parametryzacja problemu. Wielkości kinematyczne i dynamiczne

gdzie R,A ∈ SO(3, IR). Grupy przekształceń lewostronnych i prawostronnych są tran-

zytywne. Lewe translacje opisują obroty ciała sztywnego w przestrzeni fizycznej, zaś

prawe - obroty w przestrzeni materialnej, tzn. obroty konfiguracji odniesienia. Grupy te

przecinają się trywialnie, tzn. nie posiadają wspólnych elementów poza transformacją

identyczności. Natomiast grupa automorfizmów wewnętrznych

R 7→ ARA−1, A ∈ SO(3, IR), (3.2)

jest grupą nietranzytywną.

Wygodnie będzie wprowadzić wielkości nieholonomiczne (quasiprędkości), czyli

prędkości kątowe. Macierz prędkości kątowej ω związanej z układem laboratoryjnym

można wyrazić za pomocą macierzy obrotu R w następujący sposób

ω =
dR

dt
RT = −ωT , ω =




0 ω3 −ω2

−ω3 0 ω1

ω2 −ω1 0


 . (3.3)

Natomiast macierz prędkości kątowej ω̂ związanej z układem współtowarzyszącym ma

postać

ω̂ = RT dR

dt
= −ω̂T , ω̂ =




0 ω̂3 −ω̂2

−ω̂3 0 ω̂1

ω̂2 −ω̂1 0


 . (3.4)

Zachodzi między nimi związek

ω = Rω̂RT .

Podobnie, jak w przypadku ciała deformowalnego jednorodnie energia kinetyczna

ciała sztywnego wyraża się wzorem (1.8), co przy uwzględnieniu (3.4) prowadzi do

wyrażenia

T = −1

2
Tr(Jω̂2). (3.5)

Pamiętając, że I = TrJ1̂1− J (1.10) dostajemy energię kinetyczną w postaci

T =
1

2

3∑
i=1

I i(ω̂i)2, (3.6)

gdzie I i są to główne momenty bezwładności ciała.

Moment pędu (spin) S ciała związany z układem laboratoryjnym wyraża się wzo-

rem (1.13), tzn.

S = RJ
dRT

dt
− dR

dt
JRT = R(Jω̂ − ω̂J)RT . (3.7)
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3.1. Ciało sztywne - parametryzacja problemu. Wielkości kinematyczne i dynamiczne

Natomiast spin współtowarzyszący Ŝ przyjmuje postać

Ŝ = RT SR = −(Jω̂ − ω̂J). (3.8)

Wielkość
~D = ~S − ~̂S (3.9)

nazywamy hiperspinem. Wielkości Si są składowymi momentu pędu w układzie labo-

ratoryjnym, zaś Ŝi są składowymi momentu pędu w układzie współtowarzyszącym.

Położenie ciała sztywnego unieruchomionego w jednym punkcie można opisywać za

pomocą kątów Eulera. Analizując zagadnienia dotyczące bąka kulistego wygodniej jest

przyjąć za współrzędne uogólnione składowe wektora obrotu ~k, które są współrzędnymi

kanonicznymi pierwszego rodzaju na grupie obrotów. Kierunek wektora obrotu, tzn.

~n =
~k
k
, oznacza orientację osi obrotu (reguła śruby prawoskrętnej), natomiast długość

k równa się kątowi obrotu. Obroty o kąt π wokół ~n i −~n są nierozróżnialne, tzn.

R(π~n) = R(−π~n).

Ponieważ wyrażenie macierzy R(~k) poprzez składowe wektora obrotu jest skompli-

kowane, rozważmy działanie tej macierzy na wektor ~x, czyli

R(~k)~x = cos k~x + k−2(1− cos k)(~k~x)~k + k−1 sin k~k × ~x, (3.10)

gdzie k = |~k| =
√

~k~k, przy czym 0 ≤ k ≤ π. Dla małych obrotów k ≈ 0 mamy

R(~k)~x ≈ ~x + ~k × ~x. (3.11)

Charakter ~k jako współrzędnych kanonicznych pierwszego rodzaju jest wyrażony rów-

naniami

R(~k) = exp(kiΛi) =
∞∑

n=0

1

n!
(kiΛi)

n, (konwencja sumacyjna) (3.12)

gdzie Λi - macierze o składowych (Λi)jk = −εijk, ε jest antysymetryczne i ε123 =

1. Macierze te podlegają standardowym regułom komutacyjnym dla grupy obrotów

SO(3, IR): [Λi, Λj] = εijkΛk.

Rozmaitość SO(3, IR) w przestrzeni ~k jest kulą o promieniu π, przy czym an-

typodalne punkty sfery k = π utożsamiają się ze sobą. Rozmaitość ta jest więc

dwuspójna. Jedoparametrowe podgrupy i ich klasy równoważności otrzymane przez

działanie lewych i prawych translacji regularnych jako lewe i prawe warstwy są krzy-

wymi nieściągalnymi do punktu. W wyniku działania automorfizmu wewnętrznego

AR(~k)A−1 = R(A~k) = AR(~k)AT ulega obrotowi tylko wektor obrotu ~k, natomiast

jego długość (kąt obrotu) pozostaje bez zmian.
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3.2. Formalizm kanoniczny

Grupa SU(2) jest grupą nakrywającą dla SO(3, IR). Jest to grupa unitarnych i uni-

modularnych macierzy zespolonych 2× 2, takich że dla każdego u ∈ SU(2) spełnione

jest:

u+u = 11, detu = 1, 11 =

(
1 0

0 1

)
,

gdzie u+ jest macierzą hermitowsko sprzężoną do u. Grupa ta również może być pa-

rametryzowana za pomocą wektora obrotu. Macierz u wyrażona za pomocą ~k przed-

stawia się następująco

u(~k) = exp(kj σj

2i
) = cos

k

2
11− ikjσj

1

k
sin

k

2
, (3.13)

gdzie σj są macierzami Pauliego, a k: 0 ≤ k ≤ 2π,

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
.

Macierze aj :=
σj

2i
podlegają standardowym regułom komutacyjnym: [ai, aj] = εijkak.

Rozmaitość SU(2) w przestrzeni ~k jest kulą o promieniu 2π, przy czym cała

sfera k = 2π utożsamia się z punktem −11. Jest to rozmaitość jednospójna. Jedno-

parametrowe podgrupy są prostymi przechodzącymi przez środek kuli o promieniu

k = 2π, są więc jej osiami. Dwa punkty na każdej z takich prostych znajdujące się

we wzajemnej odległości równej 2π odpowiadają tej samej macierzy R ∈ SO(3, IR).

Jądrem homomorfizmu SU(2) 7→ SO(3, IR) jest zbiór {11,−11}. Zatem, każdej macie-

rzy R ∈ SO(3, IR) odpowiadają dwie różniące się znakiem macierze u, −u ∈ SU(2).

Te podgrupy jednoparametrowe, podobnie jak ich warstwy otrzymane przez działanie

lewych i prawych translacji regularnych są oczywiście krzywymi zamkniętymi i to to-

pologicznie trywialnymi, sciągalnymi do punktu. W tym przejawia się jednospójność

grupy SU(2).

3.2. Formalizm kanoniczny

Wprowadzone powyżej prędkości kątowe nie są prędkościami uogólnionymi. Jed-

nak możemy za ich pomocą wykonać przekształcenie Legendre’a, w wyniku którego

dostaniemy wielkości kanoniczne do nich sprzężone, tzw. spiny kanoniczne

Υi =
∂L

∂ωi
, Πi =

∂L

∂ω̂i
, (3.14)
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3.3. Bąk sferyczny. Zmienne hamiltonowskie

gdzie L = T − V , a Υi i Πi są składowymi kanonicznego momentu pędu w układzie

laboratoryjnym i współtowarzyszącym, odpowiednio. Kanoniczny hiperspin przyjmuje

postać
~M = ~Υ− ~Π ≡ ~S − ~̂S = ~D, (3.15)

gdzie ~Υ = ~S, ~Π = ~̂S w przypadku sił potencjalnych. Składowe Υi, Πi, Mi spełniają

nawiasy Poissone’a

{Υi, Υj} = εijkΥk, {Πi, Πj} = −εijkΠk, {Υi, Πj} = 0, {Mi,Mj} = εijkMk.

(3.16)

Wielkości ~Υ, ~Π interpretuje się jako generatory hamiltonowskie, odpowiednio, prze-

strzennych i materialnych obrotów. Jak wspomniano wcześniej, transformacje pierw-

szego rodzaju mogą być interpretowane jako obroty bryły sztywnej w przestrzeni fi-

zycznej, zaś transformacje drugiego rodzaju opisują obroty konfiguracji odniesienia.

Kanoniczny hiperspin ~M generuje wewnętrzny automorfizm, tzn. hiperobroty, czyli

obroty wektora obrotu.

Wielkość pi = ∂L
∂k̇i jest pędem kanonicznym sprzężonym do ki, gdzie k̇i = dki

dt
jest

prędkością uogólnioną. Hiperspin w tych zmiennych ma postać

~M = ~k × ~p = ~D. (3.17)

Jak widać, wzór ten jest analogiczny do wyrażenia dla momentu pędu punktu mate-

rialnego we współrzędnych kartezjańskich.

3.3. Bąk sferyczny. Zmienne hamiltonowskie

Problem ruchu ciała sztywnego w zewnętrznym polu sił nastręcza poważne kło-

poty zarówno przy opisie klasycznym i kwantowym. Jednak zagadnienie to daje się

rozwiązać analitycznie w przypadku izotropowym. Izotropowość problemu prowadzi

do zagadnień o wysokim stopniu symetrii, co ułatwia ich rozwiązanie. Izotropowy jest

rozkład masy w ciele, tzn. tensor bezwładności jest kulisty, ma trzy jednakowe główne

momenty bezwładności (wartości własne). Izotropowe są również siły działające na

ciało, a więc także energia potencjalna, która jest niezmiennicza względem hiperobro-

tów. Energia kinetyczna bąka sferycznego jest niezmiennicza zarówno względem lewych

i prawych translacji (3.1) oraz względem automorfizmów wewnętrznych, co prowadzi

do uproszczenia problemu. Otóż, indukowany przez formę energii kinetycznej kinema-

tyczny tensor metryczny G jest także niezmienniczy względem lewych i prawych trans-

lacji, czyli przestrzennych i materialnych obrotów, odpowiednio. Skutkiem czego miara
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3.3. Bąk sferyczny. Zmienne hamiltonowskie

określona na grupie SO(3, IR) (oraz na grupie nakrywającej SU(2)) jest jednocześnie

miarą Haara (miarą niezmienniczą) oraz naturalną miarą w przestrzeni Riemanna o

tensorze metrycznym G (1.40).

Dla bąka kulistego I1 = I2 = I3 = µ energia kinetyczna (3.6) po wyrażeniu ωi

przez k̇i przyjmuje postać

T =
µ

2
Gij

dki

dt

dkj

dt
. (3.18)

Tensor G (tensor Killinga na grupie obrotów SO(3, IR)) wyrażony za pomocą współ-

rzędnych kanonicznych dany jest wzorem

Gij = 4k−2 sin2 k

2
δij + k−2

(
1− 4k−2 sin2 k

2

)
kikj. (3.19)

Ponieważ rozpatrujemy model izotropowy wygodnie będzie wprowadzić zmienne

sferyczne (k, ϑ, φ) w przestrzeni ~k

k1 = k sin ϑ cos φ,

k2 = k sin ϑ sin φ, (3.20)

k3 = k cos ϑ,

gdzie 0 ≤ k ≤ π dla SO(3, IR) (0 ≤ k ≤ 2π dla SU(2)), 0 ≤ ϑ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π.

Twierdzenie Stäckela [26] pozwala na podanie wzoru na ogólną postać potencjału,

dla którego odpowiednie równanie Hamiltona-Jacobiego jak i równanie Schrödingera

będą separowalne. Można sprawdzić, że rozpatrywane przez nas zagadnienie jest sepa-

rowalne, jeśli potencjał ma postać

V = V (k) + Ã(ϑ) sin−2 k

2
+ B̃(φ) sin−2 k

2
sin−2 ϑ. (3.21)

Rozpatrujemy tylko modele izoropowe, czyli takie dla których V = V (k) (k = |~k|),
tzn. Ã(ϑ) = 0, B̃(φ) = 0.

Energia kinetyczna w zmiennych (k, ϑ, φ) wyraża się wzorem

T =
µ

2

((
dk

dt

)2

+ 4 sin2 k

2

(
dϑ

dt

)2

+ 4 sin2 k

2
sin2 ϑ

(
dφ

dt

)2
)

. (3.22)

Po wykonaniu przekształcenia Legendre’a możemy Hamiltonian napisać w postaci

H =
1

2µ

(
p2

k +
1

4
sin−2 k

2
p2

ϑ +
1

4
sin−2 k

2
sin−2 ϑp2

φ

)
+ V (k), (3.23)

gdzie pk, pϑ, pφ są pędami kanonicznie sprzężonymi do k, ϑ, φ.
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Generator hamiltonowski ~M = ~k × ~p jest stałą ruchu

{Mi, H} = 0,

w szczególności stały jest jego kierunek, zatem ruch wektora ~k jest płaski. Tak więc,

kiedy analizujemy izotropowe drgania torsyjne możemy korzystać z efektywnych tech-

nik matematycznych, wypracowanych w mechanice punktu materialnego.

Oczywiście układ jest całkowalny w tym sensie, że istnieją tam trzy (tzn. tyle ile

stopni swobody) niezależne stałe ruchu z parami znikającymi nawiasami Poissone’a

H =
µ

2

(
dk

dt

)2

+
1

8µ
M2 sin−2 k

2
+ V (k),

M2 = ~M · ~M = 16µ2 sin4 k

2

((
dϑ

dt

)2

+ sin2 ϑ

(
dφ

dt

)2
)

= p2
ϑ + sin−2 ϑp2

φ, (3.24)

M3 = 4µ sin2 k

2
sin2 ϑ

dφ

dt
= pφ.

Natomiast generatory hamiltonowskie ~Υ, ~Π wyrażają się wzorami

~Υ =
1

k
pk

~k − 1

2k
ctg

k

2
~k × ~M +

1

2
~M,

~Π =
1

k
pk

~k − 1

2k
ctg

k

2
~k × ~M − 1

2
~M. (3.25)

3.4. Stacjonarne równanie Hamiltona-Jacobiego. Zmienne

działania. Warunki Bohra-Sommerfelda

Stacjonarne równanie Hamiltona-Jacobiego dla bąka sferycznego we współrzędnych

(k, ϑ, φ) przyjmuje postać

(
∂S

∂k

)2

+
1

4
sin−2 k

2

(
∂S

∂ϑ

)2

+
1

4
sin−2 k

2
sin−2 ϑ

(
∂S

∂φ

)2

= 2µ(E − Vk(k)), (3.26)

gdzie E jest ustaloną wartością energii. Rozwiązania z separacją zmiennych k, ϑ, φ (φ

jest zmienną cykliczną)

S = Sk(k) + Sϑ(ϑ) + αφφ

są scharakteryzowane przez trzy stałe separacji αφ, αϑ i E, gdzie

pφ =
dSφ

dφ
= αφ, pϑ =

dSϑ

dϑ
= ±

√
αϑ

2 − αφ
2

sin2 ϑ
,
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pk =
dSk

dk
= ±

√
2µ(E − Vk(k))− α2

ϑ

4
sin−2 k

2
. (3.27)

Możemy zauważyć analogię z punktem materialnym poruszającym się w polu siły

centralnej. Zamiast orbitalnego momentu pędu mamy, tzw. hiperspin ~M generujący

hiperobroty. Zgodnie z analogią do problemów siły centralnej zmienne działania przyj-

mują następującą postać [7]

Jφ =

∮
pφdφ =

∫ 2π

0

αφdφ = 2παφ, Jϑ =

∮
pϑdϑ = 2π(αϑ − αφ), (3.28)

Jk = pkdk = ±
∮ √

2µ (E − Vk(k))− (Jϑ + Jφ)2

16π2
sin−2 k

2
dk , (3.29)

gdzie αϑ =
(Jϑ+Jφ)

2π
, zaś znak ± odpowiada dwu przeciwnym kierunkom ruchu między

punktami zawracania.

Podstawiając szczególną postać potencjału Vk(k) we wzorze (3.29) możemy w spo-

sób jawny wyznaczyć Jk = Jk(E, Jϑ, Jφ), a następnie rozwiązując to wyrażenie wzglę-

dem E znaleźć zależność energii od zmiennych działania E = H(Jk, Jϑ, Jφ).

Zależność E od Jϑ + Jφ odzwierciedla fakt, że dla dowolnych Vk(k) układ jest co

najmniej jednokrotnie zdegenerowany, νϑ−νφ = 0, gdzie podstawowe częstości są dane

przez

νi =
∂E

∂Ji

, i = k, ϑ, φ. (3.30)

Przedstawimy dwa modele Bertranda (wraz z kwantowaniem quasiklasycznym opar-

tym na warunkach Bohra-Sommerfelda), tj. zdegenerowany oscylator torsyjny Vk(k) =

2χ tg2 k
2
, χ > 0 (dla Q = SO(3, IR)) oraz „problem Coulomba” Vk(k) = −α

2
ctg k

2
,

α > 0.

3.4.1. Zdegenerowany oscylator torsyjny

Dla potencjału zdegenerowanego oscylatora torsyjnego

Vk(k) = 2χ tg2 k

2
(3.31)

wyrażenie (3.29) przy użyciu podstawienia z = tg2 k
2
∈ (0,∞) przyjmuje postać

Jk =

∮
±

√
−4µχz2 +

(
2µE − (Jϑ + Jφ)2

16π2

)
z − (Jϑ + Jφ)2

16π2

dz

z(1 + z)
.

Wyrażenie podcałkowe jest funkcją wymierną zmiennej z i pierwiastka kwadrato-

wego od pewnego trójmianu kwadratowego tej zmiennej. Posłużymy się całkowaniem

po odpowiednim konturze w płaszczyźnie zespolonej zmiennej z. Przedłużenie anali-

tyczne wyrażen podcałkowych na płaszczyznę zespoloną ma następujące osobliwości:
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- dwa punkty rozgałęzienia na osi rzeczywistej położone w klasycznych punktach

zawracania (miejscach zerowych trójmianu stojącego w całce pod znakiem pier-

wiastka),

- trzy bieguny 1-go rzędu: z = −1, z = 0, z = ∞.

Oczywiście wyrażenie podcałkowe jest jednoznaczną funkcją w obszarze otrzymanym

z płaszczyzny zespolonej C przez usunięcie cięcia łączącego punkty zawracania. Jasne

jest, że wyrażenie dla zmiennej działania Jk jest tożsame z całką zespoloną wykonaną

po konturze infinitezymalnie otaczającym wspomniane cięcie. Kontur jest obiegany

w zwykłym kierunku, a więc przeciwnie do wskazówek zegara. Zatem,

Jk = −2πi res−1 − 2πi res0 − 2πi res∞, (3.32)

gdzie symbol residuum dotyczy pełnego wyrażenia podcałkowego.

Używamy następującej konwencji znaków
√−1: +i na prawo od punktów zawra-

cania, zaś −i na lewo od nich. W tym paragrafie jak i w późniejszych rachunkach

będziemy posługiwać się wzorami (1.38) i resz=∞f(z) = −resw=0

(
1

w2 f
(

1
w

))
(zamiast

z w argumencie funkcji f podstawiamy 1
w

) w celu podania rozwiązania problemu. Po

szeregu obliczeń otrzymujemy:

res−1 = i
√

4µχ + 2µE, res0 = −i
(Jϑ + Jφ)

4π
, res∞ = −2i

√
µχ.

Zatem

Jk = −(Jϑ + Jφ)

2
+ 2π

√
4µχ + 2µE − 4π

√
µχ. (3.33)

Rozwiązując (3.33) względem E dostajemy zależność energii od zmiennych działania

Jk, Jϑ, Jφ w postaci

E =
J2

32µπ2
+

ω

2π
J, ω =

√
χ

µ
, (3.34)

gdzie J = 2Jk +Jϑ +Jφ. Mamy do czynienia z całkowitą degeneracją układu, ponieważ

E zależy od J za pośrednictwem wymiernej kombinacji, tzn. J = 2Jk + Jϑ + Jφ, stąd

νk = 2νϑ = 2νφ = ν. Podstawowa częstość drgań wynosi ν = ∂E
∂J

= 1
2π

√
ω2 + E

2µ
.

Przeprowadzając kwantyzację w sensie warunków Bohra-Sommerfelda, tzn. J =

nh, gdzie h jest stałą Plancka i n = 0, 1, . . . , otrzymujemy następujące widmo energii:

E =
n2~2

8µ
+ n~ω =

j2~2

2µ
+ (2j)~ω, (3.35)

gdzie j = 0, 1
2
, 1, . . ..

Klasyczna funkcja E(J) i odpowiadające jej quasiklasyczne poziomy energetyczne

są superpozycjami odpowiednich wyrażeń: dla „spinorowego” bąka swobodnego i dla
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oscylatora harmonicznego. Z grubsza mówiąc, ruch wywołany przez potencjał (3.31)

jest superpozycją dwóch składowych: swobodnych, spinorowych obrotów (z grupą

SU(2) jako przestrzenią konfiguracyjną) i drgań harmonicznych
(

χ
2
k2

)
w algebrze

Liego. Przejście graniczne χ → 0 daje nam spinorowe poziomy (pół-całkowity spin)

pomimo faktu, że z powodu osobliwości potencjału w k = π właściwą przestrzenią

konfiguracyjną jest zawsze SO(3, IR), nie zaś SU(2). Pomimo istotnego użycia nie-

spinorowej przestrzeni konfiguracyjnej SO(3, IR), dostajemy pół-całkowite wartości j,

ponieważ osobliwość (3.31) w k = π wywołuje odbicie sprężyste. Wskutek tego zakres

skalarnego kąta k zostaje podwojony tak, jakby zastąpić SO(3, IR) przez jej nakry-

wającą grupę SU(2). Potencjał Vk(k) = 2χ tg2 k
2

w SO(3, IR) dostarcza nam czegoś

w rodzaju klasycznego modelu dla pół-całkowitego spinu.

3.4.2. Problem Coulomba

W przypadku „problemu Coulomba”

Vk(k) = −α

2
ctg

k

2
, (3.36)

zależność energii E od zmiennych działania Jk, Jϑ, Jφ wyraża się wzorem

E =
J2

32µπ2
− 2π2µα2

J2
, (3.37)

gdzie J = Jk + Jϑ + Jφ. Układ jest całkowicie zdegenerowany, gdyż energia E zależy

od wymiernej kombinacji zmiennych działania, tzn. J = Jk + Jϑ + Jφ (νk = νϑ =

νφ). Wyrażenie E(J) jest znowu superpozycją dwóch członów: „spinorowego” bąka

swobodnego i zagadnienia Coulomba w płaskiej przestrzeni (z potencjałem −α
r
).

Widmo Bohra-Sommerfelda ma postać

E =
n2~2

8µ
− µα2

2n2~2
=

j2~2

2µ
− µα2

8j2~2
, (3.38)

gdzie n = 1, 2, . . . , j = 1
2
, 1, 3

2
, . . ..

Pierwszy wyraz we wzorze (3.38) ma tę samą postać co poprawka anharmoniczna

w problemie oscylatora, a drugi wyraz jak w zwykłym zagadnieniu Keplera. Zauważmy

pewną ewidentnie niefizyczną cechę tej quasiklasycznej reguły. W przypadku, gdy α →
0 to nie odtworzymy stanu podstawowego bąka swobodnego E = 0.

3.4.3. Podsumowanie

W klasie zagadnień izotropowych, tzn. dla potencjałów zależnych tylko od k = |~k|
(czyli od kąta obrotu, ale nie od jego osi) omówione powyżej dwa modele są jedynymi
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cechującymi się na poziomie klasycznym całkowitą degeneracją (wszystkie orbity dla

tych potencjałów są zamknięte). Tak więc modele te odgrywają w dynamice bąka tę

samą rolę co klasyczne modele Bertranda: izotropowy oscylator harmoniczny i przy-

ciągający „problem Keplera” w mechanice punktu materialnego.

3.5. Stacjonarne równanie Schrödingera

Używana będzie przestrzeń Hilberta L2(Q, µ̃) z miarą określoną przez metrykę. Jest

ona identyczna z miarą Haara na grupie. Iloczyn skalarny zdefiniowany jest zgodnie

ze wzorem (1.41) w postaci

〈Ψ1(k, ϑ, φ)|Ψ2(k, ϑ, φ)〉 =

∫
Ψ∗

1(k, ϑ, φ)Ψ2(k, ϑ, φ)4 sin2 k

2
sin ϑdkdϑdφ.

Operator hiperspinu M̂i = Υ̂i − Π̂i przyjmuje postać

M̂i =
~
i
εijmkj ∂

∂km
,

gdzie wielkości Υ̂i i Π̂i są operatorami laboratoryjnych i współtowarzyszących składo-

wych momentu pędu, czyli odpowiednio, generatorami przestrzennych i materialnych

obrotów. Operatory te określone są wzorami

Υ̂i =
~
i

ki

k

∂

∂k
− 1

2
ctg

k

2
εijm

kj

k
M̂m +

1

2
M̂i,

Π̂i =
~
i

ki

k

∂

∂k
− 1

2
ctg

k

2
εijm

kj

k
M̂m − 1

2
M̂i, (3.39)

i spełniają następujące reguły komutacyjne
[
Υ̂i, Υ̂j

]
= i~εijkΥ̂k,

[
Π̂i, Π̂j

]
= −i~εijkΠ̂k,

[
Υ̂i, Π̂j

]
= 0. (3.40)

Operator Hamiltona Ĥ ma postać

Ĥ = − ~
2

2µ
∆ + Vk(k), (3.41)

gdzie ∆ jest operatorem Laplace’a-Beltramiego, który w działaniu na funkcję falową

wyraża się wzorem

∆Ψ =
∂2Ψ

∂k2
+ ctg

k

2

∂Ψ

∂k
+

1

4
sin−2 k

2

(
1

sin ϑ

∂

∂ϑ

(
sin ϑ

∂Ψ

∂ϑ

)
+

1

sin2 ϑ

∂2Ψ

∂φ2

)
.

Mamy następujący układ zgodnych obserwabli: Ĥ, M̂3 i M̂2, gdzie

M̂2 =
3∑

i=1

M̂iM̂i.
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Tak więc, stacjonarne równanie Schrödingera

ĤΨ(k, ϑ, φ) = EΨ(k, ϑ, φ), (3.42)

z izotropowym potencjałem Vk(k) sprowadza się do jednowymiarowego równania przez

podstawienie

ΨE,l,m(k, ϑ, φ) = fE,l(k)Ylm(ϑ, φ), (3.43)

gdzie ~2l(l + 1), ~m są wartościami własnymi operatorów M̂2 i M̂3, odpowiednio, zaś

Ylm są harmonikami sferycznymi i radialna funkcja f(k) spełnia poniższe równanie

− ~
2

2µ

[
d2f(k)

dk2
+ ctg

k

2

df(k)

dk

]
+
~2l(l + 1)

8µ
sin−2 k

2
f(k) + Vk(k)f(k) = Ef(k). (3.44)

Równanie to da się rozwiązać dopiero wtedy, gdy zadana zostanie jawnie postać

potencjału Vk(k). Można spodziewać się prostych rozwiązań wyrażających się anali-

tycznie przez znane funkcje specjalne tylko w tych przypadkach, gdy potencjał będzie

posiadał jakieś szczególne własności geometryczne, np. związane z degeneracją od-

powiedniego problemu klasycznego lub z występowaniem ukrytych symetrii. Poniżej

przedstawione zostaną dwa modele Bertranda: zdegenerowany oscylator torsyjny oraz

„problem Coulomba”.

3.5.1. Zdegenerowany oscylator torsyjny

Podstawienie f(k) = X
sin k

2

we wzorze (3.44) prowadzi do równania różniczkowego

na X w postaci

d2X

dk2
− l(l + 1)

4
sin−2 k

2
X − 2µVk(k)

~2
X +

2µ

~2

(
E +

~2

8µ

)
X = 0.

Otrzymaliśmy równanie różniczkowe drugiego rzędu określające zagadnienie własne.

Chcąc doprowadzić je do postaci samosprzężonej (2.1) wprowadzamy nową zmienną

x = sin k
2
. Po szeregu przekształceń otrzymujemy postać samosprzężoną potrzebną do

zbadania przydatności metody Sommerfelda

d

dx

(√
1− x2

dX

dx

)
−

(
l(l + 1)

x2
√

1− x2
+

8µVk(k)

~2
√

1− x2
− 8µ

~2

(
E +

~2

8µ

)
1√

1− x2

)
X = 0.

(3.45)

Funkcja (2.45) przyjmuje postać

S(x) =
x4 + 2x2 − 4l(l + 1)(1− x2)− 32x2(1− x2)µVk(k)/~2 + 4λx2(1− x2)

4(1− x2)2
,

(3.46)
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gdzie λ = 8µE
~2 + 1. Podstawiając jawną postać potencjału (3.31) Vk(k) = 2χ tg2 k

2
=

2χ x2

1−x2 do powyższego wzoru dostajemy

S(x) =
(1/4− λ− 16µ2ω2/~2)x4 + (1/2 + l(l + 1) + λ)x2 − l(l + 1)

(1− x2)2
, (3.47)

gdzie ω =
√

χ
µ
. Jak widać funkcja S(x) ma postać (2.46). Zatem funkcja X wyrażać

się będzie przez zwykłą funkcję Riemanna zmiennej ξ = κxh (2.47), przy czym z (3.47)

wynika, że κ = 1, h = 2, więc ξ = x2 oraz

S(ξ) =
s0x

4 − (s−1 + 2s0)x
2 + (s0 + s−1 + s−2)

(1− x2)2
. (3.48)

Porównując współczynniki we wzorach (3.47) i (3.48) możemy ustalić wartości stałych

s−2, s−1, s0 i wyznaczyć parametry α, β, γ korzystając ze wzorów (2.48).

Rozwiązaniem równania różniczkowego (3.45) jest zgodnie z rozważaniami roz-

działu drugiego funkcja

X = p(x)−
1
2 P (ξ), (3.49)

gdzie funkcja Riemanna P (ξ) dana jest wzorem (2.50), czyli dostajemy

X = (1− x2)γ− 1
4 x2αF

(
α + β + γ, α− β + γ − 1

2
; 2α + 1− 1

2
; x2

)
. (3.50)

Pamiętając, że f(k) = X
sin k

2

otrzymujemy

f(k) =

(
sin

k

2

)l (
cos

k

2

)2(γ− 1
4
)

F

(
α + β + γ, α− β + γ − 1

2
; 2α + 1− 1

2
; sin2 k

2

)
,

(3.51)

przy czym parametry α, β, γ wyrażają się wzorami

α =
l

2
+

1

2
, β = −1

4
± 1

2

√
λ +

16µ2ω2

~2
, γ =

1

2
+

1

4

√
1 +

64µ2ω2

~2
. (3.52)

Mamy dwie możliwości znaku dla β, ale odpowiadają im te same wartości E i te same

funkcje falowe (dzięki symetrii F (a, b; c; x) w dwu pierwszych parametrach: a ←→ b).

Warunkiem analityczności funkcji hipergeometrycznej występującej w równaniu (3.51)

jest (2.51)

α + β + γ = −nk (albo α− β + γ − 1

h
= −nk), nk = 0, 1, . . . , (3.53)

skąd poziomy energetyczne możemy zapisać w postaci

E =
~2

8µ

(
2nk + l +

3

2

)2

+
~2

8µ

√
1 +

64µ2ω2

~2

(
2nk + l +

3

2

)
− 3~2

32µ
. (3.54)
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3.5. Stacjonarne równanie Schrödingera

Podstawiając 2nk + l = n w powyższym wzorze dostajemy:

E =
~2

8µ

(
n +

3

2

)2

+
~2

8µ

√
1 +

64µ2ω2

~2

(
n +

3

2

)
− 3~2

32µ
, (3.55)

gdy n-parzyste, to l = 0, 2, . . . , n, a gdy n-nieparzyste, to l = 1, 3, . . . , n. Wprowa-

dzając liczbę kwantową j = n+1
2

wzór (3.55) przyjmuje postać

E =
~2

2µ
j(j + 1) + ~ω̃

(
(2j − 1) +

3

2

)
, (3.56)

gdzie ω̃ = ~
8µ

(√
1 + 64µ2ω2

~2 − 1

)
, j = 1

2
, 1, 3

2
, . . . i l = 0, 2, . . . , (2j − 1) dla

połówkowych wartości j; l = 1, 3, . . . , (2j − 1) dla całkowitych wartości j.

Ostateczny wzór na funkcję radialną f(k) jest następujący

f(k) = sinl k

2
cosb k

2
F

(
−2j + 1, j +

l − 1

2
+ 1 + b; l +

3

2
; sin2 k

2

)
, (3.57)

gdzie b = 1
2

(
1 +

√
1 + 64I2ω2

~2

)
.

Poziomy energetyczne układają się znowu jako superpozycja dwóch członów odpo-

wiednio, dla spinorowego bąka swobodnego i dla oscylatora harmonicznego. Po porów-

naniu (3.56) z odpowiednim wzorem quasiklasycznym (3.35) możemy zauważyć czysto

kwantowe efekty:

a) spodziewana zamiana j2 → j(j + 1) w członie bąka swobodnego,

b) oczekiwane 3
2

w członie oscylatora,

c) ω → ω̃ - zastąpienie infinitezymalnej częstości ω =
√

χ
µ

zmodyfikowaną często-

ścią ω̃,

d). j przybiera wartości od j = 1
2

„skacząc” co 1
2
.

Przejście graniczne χ → 0 daje nam widmo spinorowego bąka swobodnego, wyłą-

czając stan podstawowy E = 0.

3.5.2. Problem Coulomba

W przypadku „problemu Coulomba” (3.36)

Vk(k) = −α

2
ctg

k

2
,

rozwiązania są dobrze określone na SU(2), bowiem potencjał ten dopuszcza stany o

k > π.
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3.6. Bąk sferyczny z dylatacjami

Funkcja radialna przyjmuje postać

f(k) = sinl k

2
e(−i(2j−l) k

2
−bk)F

(
−2j + l, 1 + l + 2ib, 2l + 2;−2i sin

k

2
exp i

k

2

)
, (3.58)

gdzie b = µα
~2(2j+1)

, j = 0, 1
2
, 1, . . . i l = 0, 1, . . . , 2j, zaś poziomy energetyczne dane

się wzorem

E =
~2

2µ
j(j + 1)− µα2

2(2j + 1)2~2
. (3.59)

Porównując (3.59) z odpowiednim wzorem quasiklasycznym (3.38) możemy zauwa-

żyć czysto kwantowe efekty:

a) spodziewana zamiana j2 → j(j + 1) w członie bąka swobodnego,

b) zastąpienie j → (
j + 1

2

)
w członie „atomu wodoru”,

c) j przybiera wartości od 0 „skacząc” co 1
2
.

Gdy α → 0 to dostajemy pełne widmo spinorowego bąka swobodnego łącznie

z sytuacją gdy E = 0. Wszystkie poziomy energetyczne są superpozycją poziomów

spinorowego bąka swobodnego i atomu wodoru w IR3.

3.5.3. Podsumowanie

Nasze zdegenerowane potencjały, odpowiednie widma i funkcje własne mogą być

używane jako modele skończonych drgań torsyjnych molekuł w kryształach moleku-

larnych [4]. Spodziewamy się, że będą grały taką samą rolę jak potencjały: r2 i 1
r

w mechanice translacyjnych stopni swobody.

Jest bardzo interesujące, że ruch pod wpływem obu nietrywialnie zdegenerowanych

modeli potencjalnych jest superpozycją „spinorowego” bąka swobodnego i odpowied-

niego zdegenerowanego problemu Bertranda w płaskiej przestrzeni konfiguracyjnej IR3

(tzn. χ
2
r2 i −α

r
potencjałów). Możemy powiedzieć, że jest to interesujący wkład do

ogólnej reguły, zgodnie z którą quasiklasyczne i kwantowe przewidywania dla widma

dla całkowicie zdegenerowanych układów są jakościowo zgodne.

3.6. Bąk sferyczny z dylatacjami

W dalszych rozważaniach zajmiemy się zagadnieniem bąka sferycznego z dylata-

cjami w izotropowym polu sił. Żądamy tu, aby podczas ruchu zachowywał się kształt

ciała, ale niekoniecznie rozmiary. Stosunki odległości między punktami materialnymi

muszą więc pozostawać stałe. Dopuszczalnymi ruchami są obroty sztywne i dylatacje

jednorodne. Jest to zagadnienie mieszczące się w ramach teorii deformacji jedno-

rodnych. Przestrzenią konfiguracyjną Q naszego zagadnienia jest grupa Weyla
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3.6. Bąk sferyczny z dylatacjami

Q = SO(3, IR) × IR+ (lub jej „spinorowa” grupa nakrywająca Q = SU(2) × IR+).

Rozmaitość konfiguracji wewnętrznych składa się z odwzorowań postaci

Φi
A(t) = ρ(t)Ri

A(t), (3.60)

gdzie ρ(t) ∈ IR+ jest czynnikiem dylatacyjnym, a R(t) ∈ SO(3, IR) jest izometrią

przestrzeni materialnej w przestrzeń fizyczną, gijR
i
CRj

D = ηCD; wtedy gijΦ
i
CΦj

D =

ρ2(t)ηCD, gdzie ηCD jest metryką materialną.

Energia kinetyczna (1.7) przyjmuje postać [29]

T =
1

2
ρ2(t)ηCDΩ̂C

AΩ̂D
BJAB. (3.61)

Współtowarzyszącą prędkość afiniczną Ω̂ (1.5), wykorzystując związek (3.60), możemy

wyrazić za pomocą wzoru

Ω̂(t) = ρ−1(t)ρ̇(t)1̂1 + R−1(t)Ṙ(t) =: ẏ(t)1̂1 + ω̂(t),

gdzie y(t) = ln ρ(t), ω̂(t) = R−1(t)Ṙ(t) jest współtowarzyszącą prędkością kątową

(3.4), zaś 1̂1 tensorem jednostkowym.

W zagadnieniach trójwymiarowych, a więc najbardziej interesujących fizycznie,

zamiast kwadrupola J używa się często, tzw. tensora momentu bezwładności I. Wiąże

się on z J za pomocą następującego wzoru I = TrJ1̂1 − J (1.10). Łatwo pokazać, że

zachodzi związek J = 1
n−1

TrI 1̂1− I, n = dim Q.

W przypadku bąka sferycznego z dylatacjami mamy I1 = I2 = I3 = µ, zatem ener-

gię kinetyczną z wydzieleniem czynnika dylatacyjnego i prędkości kątowej właściwego

obrotu R możemy zapisać w następującej postaci

T =
3µ

2
ρ̇2(t) +

µ

2
ρ2(t)

3∑
i=1

(ω̂i)2. (3.62)

Ponieważ rozpatrujemy model izotropowy wygodnie będzie posłużyć się zmiennymi

sferycznymi (k, ϑ, φ) (3.20) w przestrzeni ~k. Zatem, otrzymujemy

T =
K

2

(
dρ

dt

)2

+
µ

2
ρ2(t)

((
dk

dt

)2

+ 4 sin2 k

2

(
dϑ

dt

)2

+ 4 sin2 k

2
sin2 ϑ

(
dφ

dt

)2
)

.

(3.63)

Wprowadzona tu została nowa zmienna K, która w naszym modelu jest równa

3µ. Można sobie jednak formalnie wyobrazić sytuację, kiedy K, µ są niezależnymi
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3.6. Bąk sferyczny z dylatacjami

parametrami charakteryzującymi odpowiednio bezwładność ruchu dylatacyjnego i ob-

rotowego. Wyrażenie dla energii kinetycznej będzie miało wtedy postać

T =
K

2

[(
dρ

dt

)2

+
µ

K
ρ2(t)

((
dk

dt

)2

+ 4 sin2 k

2

(
dϑ

dt

)2

+ 4 sin2 k

2
sin2 ϑ

(
dφ

dt

)2
)]

,

(3.64)

zaś odpowiedni element łuku dany jest przez wyrażenie

ds2
(4) = dρ2 +

µ

K
ρ2(t)

[
dk2 + 4 sin2 k

2
dϑ2 + 4 sin2 k

2
sin2 ϑ dφ2

]
= dρ2 +

µ

K
ρ2(t)ds2

(3).

Jeśli skorzystamy z możliwości niezależnego manipulowania wielkościami K, µ jako

niezależnymi od siebie zmiennymi i położymy K = µ to ds2
(4) stanie się zwykłą Eu-

klidesową metryką w IR4, tzn. ds2 = (dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2. Całkowita

degeneracja wystąpi wtedy dla potencjałów Vρ(ρ) o następującej postaci funkcyjnej:

Vρ(ρ) = −α
ρ

, α > 0 i Vρ(ρ) = χ
2

ρ2, χ > 0, tzn. dla zagadnienia Keplera oraz

izotropowego oscylatora harmonicznego w IR4.

Można sobie wyobrazić fizyczne powody, by zmienne K, µ traktować jako nieza-

leżne. Klasyczny przypadek szczególny K = 3µ odpowiada modom kolektywnym opar-

tym na mechanizmie więzów i zasadzie d’Alemberta. Można sobie jednak wyobrazić

inny model kolektywnych stopni swobody oparty, np. na swego rodzaju mechanizmie

adiabatycznego odprzęgania. Różnica polega na tym, że w przypadku mechanizmu

więzów ruch kolektywny jest „duży” i „powolny”, zaś drgania niekolektywne są „małe”

i „szybkie”. Przeciwnie, gdy ma miejsce mechanizm adiabatycznego odprzęgania, ruchy

niekolektywne są „duże”, zaś ruch kolektywny jest efektem uśrednionym zjawisk jedno-

cząstkowych zachodzących na poziomie podstawowym. Tego rodzaju mechanizm jest

niewykluczony w fizyce jądrowej i zagadnieniach astrofizycznych jak drgania gwiazd.

Oczywiście w zastosowaniach jądrowych należy posłużyć się kwantową wersją modelu.

Rozmaite niestandardowe modele kolektywne fizyki jądrowej obejmujące drgania dy-

latacyjne (jak w rozważanym tutaj modelu) są dyskutowane w [14]. Poniżej nie specy-

fikujemy wartości K i wszystkie rozważania przeprowadzamy dla całkowicie ogólnych

parametrów inercyjnych.

Zmienne (ρ, k, ϑ, φ) są ortogonalne, więc możemy powołać się na klasyczne twier-

dzenie Stäckela i wyznaczyć za jego pomocą ogólną postać potencjałów, dla których

odpowiednie zagadnienia klasyczne jak i kwantowe będą się w danych zmiennych se-

parowały. Można sprawdzić, że ogólna postać potencjałów jest następująca

V (ρ, k, ϑ, φ) = Vρ(ρ) +
Vk(k)

ρ2
+

Vϑ(ϑ)

ρ2
sin−2 k

2
+

Vφ(φ)

ρ2
sin−2 k

2
sin−2 ϑ. (3.65)
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3.7. Stacjonarne równanie H-J. Zmienne działania. Warunki Bohra-Sommerfelda

Nas interesują wyłącznie modele izotropowe, gdy energia potencjalna V nie zależy od

kątów ϑ, φ. Najogólniejszą postać potencjałów izotropowych separujących się w zmien-

nych (ρ, k, ϑ, φ) dostaniemy kładąc Vϑ = 0 i Vφ = 0 we wzorze (3.65), tzn.

V (ρ, k) = Vρ(ρ) +
Vk(k)

ρ2
. (3.66)

Po wykonaniu przekształcenia Legendre’a możemy Hamiltonian napisać w postaci

H =
pρ

2

2K
+ Vρ(ρ) +

1

ρ2

1

2µ

(
pk

2 +
pϑ

2

4
sin−2 k

2
+

pφ
2

4
sin−2 k

2
sin−2 ϑ

)
+

Vk(k)

ρ2
=

=
pρ

2

2K
+ Vρ(ρ) +

1

ρ2
Hrot, (3.67)

gdzie pρ, pk, pϑ, pφ są pędami kanonicznie sprzężonymi do ρ, k, ϑ, φ. Następujące

wielkości są stałymi ruchu: H, Hrot, M2, M3.

3.7. Stacjonarne równanie Hamiltona-Jacobiego. Zmienne

działania. Warunki Bohra-Sommerfelda

Stacjonarne równanie Hamiltona-Jacobiego dla bąka sferycznego z dylatacjami

w zmiennych (ρ, k, ϑ, φ) przyjmuje postać

1

2K

(
∂S

∂ρ

)2

+
1

2µρ2

(
∂S

∂k

)2

+
1

8µρ2
sin−2 k

2

(
∂S

∂ϑ

)2

+

+
1

8µρ2
sin−2 k

2
sin−2 ϑ

(
∂S

∂φ

)2

+ Vρ(ρ) +
Vk(k)

ρ2
= E, (3.68)

gdzie E jest ustaloną wartością energii. Rozwiązania z separacją zmiennych są dane

przez

S = Sρ(ρ) + Sk(k) + Sϑ(ϑ) + Sφ(φ).

Zmienna kątowa φ jest cykliczna, zatem Sφ(φ) = αφφ = M3φ. Tak więc, otrzymujemy

pφ =
dSφ

dφ
= αφ, pk =

dSk

dk
= ±

√
2µ(A− Vk(k))− α2

ϑ

4
sin−2 k

2
,

pϑ =
dSϑ

dϑ
= ±

√
αϑ

2 − αφ
2

sin2 ϑ
, pρ =

dSρ

dρ
= ±

√
2K (E − Vρ(ρ))− 2KA

ρ2
, (3.69)

gdzie αφ, αϑ, A, E są stałymi separacji.

Natomiast wyrażenia dla zmiennych działania mają postać

Jφ =

∮
pφdφ = 2παφ, Jϑ =

∮
pϑdϑ = 2π(αϑ − αφ),
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3.7. Stacjonarne równanie H-J. Zmienne działania. Warunki Bohra-Sommerfelda

Jk = ±
∮ √

2µ (A− Vk(k))− (Jϑ + Jφ)2

16π2
sin−2 k

2
dk ,

Jρ = ±
∮ √

2K(E − Vρ(ρ))− 2KA

ρ2
dρ. (3.70)

Wyrażenia Jφ, Jϑ, Jk są identyczne z równaniami (3.28) i (3.29), z tym że miejsce

parametru E zajęła stała separacji A. Pozostaje więc tylko do rozwiązania równanie

dotyczące zmiennej ρ. Rozwiązywać je będziemy metodą całkowania zespolonego po

konturze. W miejsce A należy podstawić odpowiednią wartość parametru E z para-

grafów [3.4.1], [3.4.2].

Podstawiając szczególną postać potencjału Vρ(ρ) możemy w sposób jawny wyzna-

czyć Jρ = Jρ(E, Jk, Jϑ, Jφ), a następnie rozwiązując to wyrażenie względem E zna-

leźć zależność energii od zmiennych działania Jρ, Jk, Jϑ, Jφ. Przeprowadzimy również

kwantyzację w sensie warunków Bohra-Sommerfelda. Poniżej zajmiemy się prostymi

modelami, które dają się efektywnie, analitycznie policzyć [29].

3.7.1. Oscylator harmoniczny

Dla potencjału oscylatora harmonicznego w postaci

Vρ(ρ) =
Γ

2
ρ2, Γ > 0, (3.71)

zmienna działania Jρ, po szeregu obliczeń, przyjmuje postać

Jρ = −π
√

2KA +
πKE√

ΓK
. (3.72)

Rozwiązując (3.72) względem E dostajemy

E =
Jρ

π

√
Γ

K
+
√

2ΓA. (3.73)

a)

W przypadku, gdy obrotową część energii potencjalnej stanowi zdegenerowany

oscylator torsyjny (3.31), wówczas stała separacji A dana jest wzorem (3.34). Zatem,

zależność energii E od zmiennych działania Jρ, Jk, Jϑ, Jφ przyjmuje postać

E =
Jρ

π

√
Γ

K
+

√
J2Γ

16π2µ
+

JΓ

π
ω, (3.74)

gdzie J = 2Jk+Jϑ+Jφ. Mamy do czynienia z dwukrotną degeneracją układu, ponieważ

E zależy od J za pośrednictwem wymiernej kombinacji, tzn. J = 2Jk + Jϑ + Jφ (νk =

2νϑ = 2νφ). Nie ma degeneracji w zmiennej ρ.
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Kwantyzacja w sensie warunków Bohra-Sommerfelda, tzn. Jρ = mh, gdzie h jest

stałą Plancka i m = 0, 1, . . . , prowadzi do następującego widma energii:

E =
1

2
~
√

Γ

K

(
4m +

√
4Kj2

µ
+

8(2j)Kω

~

)
, (3.75)

gdzie j = 0, 1
2
, 1, . . ..

b)

Natomiast, jeżeli obrotową część energii potencjalnej wyraża „problem Coulomba”

(3.36), wtedy stała A ma postać (3.37). Zatem, energia E dana jest wzorem

E =
Jρ

π

√
Γ

K
+

√
J2Γ

16π2µ
− 4Γπ2µα2

J2
, (3.76)

gdzie J = Jk+Jϑ+Jφ. Układ jest dwukrotnie zdegenerowany, gdyż energia E zależy od

J za pośrednictwem wymiernej kombinacji zmiennych działania, tzn. J = Jk +Jϑ +Jφ

(νk = νϑ = νφ). Również nie ma degeneracji w zmiennej ρ.

Widmo Bohra-Sommerfelda ma postać

E =
1

2
~
√

Γ

K

(
4m +

√
4Kj2

µ
− µα2K

j2~4

)
, (3.77)

gdzie m = 0, 1, . . . , j = 1
2
, 1, 3

2
, . . ..

3.7.2. Potencjał Coulomba

W przypadku potencjału Coulomba

Vρ(ρ) = −B

ρ
, B > 0, (3.78)

można pokazać, że zmienna działania Jρ dana jest wzorem

Jρ =
2πiKB√

2KE
− 2π

√
2KA. (3.79)

Rozwiązując wyrażenie (3.79) względem E otrzymujemy

E = − 2π2KB2

(
Jρ + 2π

√
2KA

)2 . (3.80)
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a)

Jeśli obrotową część energii potencjalnej stanowi zdegenerowany oscylator torsyjny

(3.31), wówczas stała separacji A dana jest wzorem (3.34). Zależność energii E od

zmiennych działania Jρ, Jk, Jϑ, Jφ ma postać

E = − 2π2KB2

(
Jρ +

√
J2K
4µ

+ 4KπJω
)2 , (3.81)

gdzie J = 2Jk+Jϑ+Jφ. Mamy do czynienia z dwukrotną degeneracją układu, ponieważ

energia E zależy od J za pośrednictwem wymiernej kombinacji zmiennych działania,

tzn. J = 2Jk + Jϑ + Jφ (νk = 2νϑ = 2νφ). Nie ma degeneracji w zmiennej ρ.

Widmo Bohra-Sommerfelda określa wzór

E = − KB2

2~2
(
m +

√
j2K

µ
+ 2(2j)Kω

~

)2 , (3.82)

gdzie m = 1, 2, . . . , j = 0, 1
2
, 1, 3

2
, . . ..

b)

Natomiast w przypadku „problemu Coulomba” (3.36) stała A ma postać (3.37).

Tak więc, energia E wyraża się wzorem

E = − 2π2KB2

(
Jρ +

√
J2K
4µ

− 16π4α2µK
J2

)2 , (3.83)

gdzie J = Jk + Jϑ + Jφ. Występuje dwukrotna degeneracja układu, ze względu na

zależność E od J za pośrednictwem wymiernej kombinacji zmiennych działania, tzn.

J = Jk + Jϑ + Jφ (νk = νϑ = νφ). Tak jak w powyższym modelu nie ma degeneracji

w zmiennej ρ.

Kwantyzacja w sensie warunków Bohra-Sommerfelda prowadzi do następującego

widma energii:

E = − KB2

2~2
(
m +

√
j2K

µ
− α2µK

4j2~4

)2 , (3.84)

gdzie m = 0, 1, 2, . . . , j = 1
2
, 1, 3

2
, . . ..

3.7.3. Przypadki szczególne

Rozpatrzmy potencjał, w którym obrotowa część energii potencjalnej ma strukturę

Bertranda, tzn. a) zdegenerowany oscylator torsyjny Vk(k) = 2χ tg2 k
2
, b) problem

Coulomba Vk(k) = −α
2

ctg k
2
, natomiast dylatacyjną stanowi potencjał postaci

Vρ(ρ) = ς

(
1

ρ2
+ ρ2

)
, ς > 0. (3.85)
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3.7. Stacjonarne równanie H-J. Zmienne działania. Warunki Bohra-Sommerfelda

Struktura tego potencjału gwarantuje, że ciało nie da się zgnieść do punktu. Uniemożli-

wia również ruchy z nieograniczonym rozciąganiem się ciała w jakimkolwiek kierunku.

W przypadku potencjału (3.85) obliczenia prowadzą do następującego wyrażenia

Jρ = −π
√

2Kς + 2KA +
πKE√
2Kς

. (3.86)

Rozwiązując (3.86) względem E otrzymujemy

E =
√

2

√
ς

K

(
Jρ

π
+
√

2Kς + 2KA

)
. (3.87)

a)

W miejsce stałej A podstawiamy wyrażenie (3.34) i dostajemy zależność energii od

zmiennych działania Jρ, Jk, Jϑ, Jφ w postaci

E =
√

2

√
ς

K

(
Jρ

π
+

√
2Kς +

J2K

16µπ2
+

KJω

π

)
, (3.88)

gdzie J = 2Jk + Jϑ + Jφ (νk = 2νϑ = 2νφ).

Kwantyzacja w sensie warunków Bohra-Sommerfelda prowadzi do następującego

widma energii:

E =
1

2

√
2 ~

√
ς

K

(
4m +

√
8Kς

~2
+

4Kj2

µ
+

8(2j)Kω

~

)
, (3.89)

gdzie m = 0, 1, . . . , j = 0, 1
2
, 1, 3

2
, . . ..

b)

W tym przypadku stała separacji A we wzorze (3.87) dana jest przez wyrażenie

(3.37). Tak więc, energia E przyjmuje postać

E =
√

2

√
ς

K

(
Jρ

π
+

√
2Kς +

J2K

16µπ2
− 4Kπ2µα2

J2

)
, (3.90)

gdzie J = Jk + Jϑ + Jφ (νk = νϑ = νφ).

Widmo Bohra-Sommerfelda wyraża się wzorem

E =
1

2

√
2 ~

√
ς

K

(
4m +

√
8Kς

~2
+

4Kj2

µ
− µα2K

j2~4

)
, (3.91)

gdzie m = 0, 1, . . . , j = 1
2
, 1, 3

2
, . . ..

W obu tych modelach mamy również do czynienia z dwukrotną degeneracją układu

ze względu na zależność E od J za pośrednictwem wymiernej kombinacji zmiennych

działania. Nie ma degeneracji w zmiennej ρ.
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3.8. Stacjonarne równanie Schrödingera

3.7.4. Podsumowanie

Przedyskutowaliśmy oddziaływanie całkowicie zdegenerowanych drgań torsyjnych

i dylatacji; dynamiką tych ostatnich rządziły pewne naturalne potencjały fenome-

nologiczne. Okazuje się, że wszystkie te modele są tylko dwukrotnie zdegenerowane

i ich trajektorie są gęste na dwuwymiarowych torusach (będących ich domknięciami).

Zatem kwantyzacja Bohra-Sommerfelda jest opisywana przez dwie liczby kwantowe

(rozumiane w sensie starszej teorii kwantów).

Omówione modele potencjalne są szczególnie ciekawe z tego względu, że odpowied-

nie zagadnienie kwantowe również można rozwiązać analitycznie.

3.8. Stacjonarne równanie Schrödingera

Rozważania prowadzące do kwantyzacji zagadnienia są identyczne jak w paragrafie

[3.5]. Musimy jedynie uwzględnić dodatkowy stopień swobody związany z dylatacją

ciała. W przypadku bąka sferycznego z dylatacjami iloczyn skalarny (1.41) wyraża się

wzorem

〈Ψ1(ρ, k, ϑ, φ)|Ψ2(ρ, k, ϑ, φ)〉 =

∫
Ψ∗

1(ρ, k, ϑ, φ)Ψ2(ρ, k, ϑ, φ)
√
| det[Gij]|dρdkdϑdφ.

Elementy diagonalne tensorów Gij i Gij we współrzędnych (ρ, k, ϑ, φ) przyjmują

postać

Gρρ = 1, Gkk =
µ

K
ρ2, Gϑϑ =

4µ

K
ρ2 sin2 k

2
, Gφφ =

4µ

K
ρ2 sin2 k

2
sin2 ϑ,

Gρρ = 1, Gkk =
K

µρ2
, Gϑϑ =

K

4µρ2
sin−2 k

2
, Gφφ =

K

4µρ2
sin−2 k

2
sin−2 ϑ.

Stacjonarne równanie Schrödingera ma postać

ĤΨ(ρ, k, ϑ, φ) = EΨ(ρ, k, ϑ, φ), (3.92)

czyli (
− ~

2

2K
∆ + V (ρ, k)

)
Ψ(ρ, k, ϑ, φ) = EΨ(ρ, k, ϑ, φ), (3.93)

gdzie

Ψ(ρ, k, ϑ, φ) = fρ(ρ)fk(k)Ylm(ϑ, φ).

Operator Laplace’a-Beltramiego w działaniu na funkcję falową wyraża się wzorem

∆Ψ =
∂2Ψ

∂ρ2
+

3

ρ

∂Ψ

∂ρ
+

K

4µρ2
sin−2 k

2

[
4

∂

∂k

(
sin2 k

2

∂Ψ

∂k

)
+

∂

∂ϑ

(
sin ϑ

∂Ψ

∂ϑ

)
+ sin−2 ϑ

∂2Ψ

∂φ2

]
.

(3.94)
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3.8. Stacjonarne równanie Schrödingera

Separację równania Schrödingera można przeprowadzić dla potencjału V (ρ, k) =

Vρ(ρ) + Vk(k)
ρ2 (3.66), co prowadzi do układu równań

− ~
2

2µ

[
d2fk(k)

dk2
+ ctg

k

2

dfk(k)

dk

]
+
~2l(l + 1)

8µ
sin−2 k

2
fk(k) + Vk(k)fk(k) = Afk(k),

(3.95)

− ~
2

2K

[
d2fρ(ρ)

dρ2
+

3

ρ

dfρ(ρ)

dρ

]
+ Vρ(ρ)fρ(ρ) +

A

ρ2
fρ(ρ) = Efρ(ρ), (3.96)

gdzie A jest stałą separacji, a E ustaloną wartością energii.

Równanie (3.95) jest identyczne z równaniem (3.44), z tym że miejsce parame-

tru E zajęła stała separacji A. Zatem pozostaje do rozwiązania równanie dotyczące

zmiennej ρ. W miejsce A należy podstawić odpowiednią wartość parametru E z para-

grafów [3.5.1], [3.5.2]. Można spodziewać się, że dla potencjałów (3.71), (3.78), (3.85)

otrzymamy ścisłe, analityczne rozwiązania równania (3.96) [30].

Równanie (3.96) doprowadzamy do postaci samosprzężonej (2.1)

d

dρ
ρ3dfρ(ρ)

dρ
−

(
2KVρ(ρ)

~2
ρ3 +

2KA

~2
ρ− 2KE

~2
ρ3

)
fρ(ρ) = 0, (3.97)

stąd

S(ρ) = −3

4
− 2KA

~2
+

2KE

~2
ρ2 − 2KVρ(ρ)

~2
ρ2.

3.8.1. Oscylator harmoniczny

W przypadku potencjału oscylatora harmonicznego (3.71)

Vρ(ρ) =
Γ

2
ρ2

funkcja S(ρ) równa jest

S(ρ) = −3

4
− 2KA

~2
+

2KE

~2
ρ2 − KΓ

~2
ρ4 = σ0 + σ1ρ

h + σ2ρ
2h, h = 2. (3.98)

Postać funkcji S(ρ) wskazuje na to, że funkcja fρ(ρ) wyrażać się będzie przez konflu-

entną funkcję Riemanna. Zatem, za pomocą wzorów (2.53)-(2.55) podamy rozwiązanie

problemu. Po szeregu obliczeń dostajemy

E =
1

2
~
√

Γ

K

(
4m + 2 +

√
4 +

8KA

~2

)
, m = 0, 1, . . . . (3.99)
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3.8. Stacjonarne równanie Schrödingera

a)

Gdy obrotową część energii potencjalnej stanowi zdegenerowany oscylator torsyjny

(3.31), wówczas stała separacji A dana jest wzorem (3.56). Zatem, widmo wartości

własnych energii wyraża się następująco

E =
1

2
~
√

Γ

K

(
4m + 2 +

√
4 +

4K

µ
j(j + 1) +

8K

~
ω̃

(
(2j − 1) +

3

2

))
, (3.100)

gdzie j = 1
2
, 1, 3

2
, . . .. Natomiast funkcja fρ(ρ) ma postać

fρ(ρ) = ρ−1+υκ
1
4
+υ

2 e−
κρ2

2 F1

(−m; 1 + υ; κρ2
)
, (3.101)

gdzie κ =
√

KΓ
~2 , υ =

√
1 + 2KA

~2 , zaś funkcja radialna fk(k) dana jest wzorem (3.57).

b)

W przypadku „problemu Coulomba” (3.36) stałą A określa wzór (3.59) i otrzymu-

jemy widmo wartości własnych energii w postaci

E =
1

2
~
√

Γ

K

(
4m + 2 +

√
4 +

4K

µ
j(j + 1)− 4Kµα2

~4(2j + 1)2

)
, (3.102)

gdzie j = 0, 1
2
, 1, . . .. Natomiast funkcje fρ(ρ), fk(k) dane są odpowiednio przez wyra-

żenia (3.101), (3.58).

3.8.2. Potencjał Coulomba

Dla potencjału Coulomba (3.78)

Vρ(ρ) = −B

ρ
,

funkcję S(ρ) wyraża wzór

S(ρ) = −3

4
− 2KA

~2
+

2KB

~2
ρ +

2KE

~2
ρ2 = σ0 + σ1ρ

h + σ2ρ
2h, h = 1. (3.103)

Jej postać wskazuje na to, że funkcja fρ(ρ) wyrażać się będzie przez konfluentną funkcję

Riemanna. Zatem, tak jak w powyższym modelu posłużymy się wzorami (2.53)-(2.55)

w celu podania rozwiązania problemu. Po prostych obliczeniach otrzymujemy

E = − KB2

2~2
(
m + 1

2
+

√
1 + 2KA

~2

)2 , m = 0, 1, . . . . (3.104)
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3.8. Stacjonarne równanie Schrödingera

a)

Jeżeli obrotową część energii potencjalnej stanowi zdegenerowany oscylator tor-

syjny (3.31), wtedy stała separacji A dana jest wzorem (3.56). Widmo wartości wła-

snych energii wygląda następująco

E = − KB2

2~2
(
m + 1

2
+

√
1 + K

µ
j(j + 1) + 2K

~ ω̃
(
(2j − 1) + 3

2

))2 , (3.105)

gdzie j = 1
2
, 1, 3

2
, . . .. Natomiast funkcja fρ(ρ) wyraża się wzorem

fρ(ρ) = ρ−1+υκ
1
2
+υe−

κρ
2 F1 (−m; 1 + 2υ; κρ) , (3.106)

gdzie κ = 2KB

~2(m+ 1
2
+υ)

, υ =
√

1 + 2KA
~2 , zaś funkcja radialna fk(k) ma postać (3.57).

b)

Natomiast, jeśli obrotową część energii potencjalnej wyraża „problem Coulomba”

(3.36), wówczas stałą A określa wzór (3.59). W tym przypadku widmo wartości wła-

snych energii przyjmuje postać

E = − KB2

2~2
(
m + 1

2
+

√
1 + K

µ
j(j + 1)− µα2K

~4(2j+1)2

)2 , (3.107)

gdzie j = 0, 1
2
, 1, . . .. Funkcje fρ(ρ), fk(k) dane są wzorami (3.106), (3.58).

3.8.3. Przypadki szczególne

Rozpatrzmy potencjał, w którym obrotowa część energii potencjalnej ma strukturę

Bertranda, tzn. a) zdegenerowany oscylator torsyjny Vk(k) = 2χ tg2 k
2
, b) problem

Coulomba Vk(k) = −α
2

ctg k
2
, natomiast dylatacyjną stanowi potencjał postaci (3.85)

Vρ(ρ) = ς

(
1

ρ2
+ ρ2

)
.

W tym przypadku funkcja S(ρ) równa jest

S(ρ) = −3

4
− 2KA

~2
− 2Kς

~2
+

2KE

~2
ρ2− 2Kς

~2
ρ4 = σ0 + σ1ρ

h + σ2ρ
2h, h = 2. (3.108)

Postać funkcji S(ρ) wskazuje na to, że funkcja fρ(ρ) wyrażać się będzie przez kon-

fluentną funkcję Riemanna. Zatem, tak jak w powyższych modelach użyjemy wzorów

(2.53)-(2.55) w celu podania rozwiązania problemu. Po szeregu obliczeń otrzymujemy

E =
1

2

√
2~

√
ς

K

(
4m + 2 +

√
4 +

8Kς

~2
+

8KA

~2

)
, m = 0, 1, . . . . (3.109)
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a)

Stała separacji A dana jest wzorem (3.56). Widmo wartości własnych energii ma

postać

E =
1

2

√
2~

√
ς

K

(
4m + 2 +

√
4 +

8Kς

~2
+

4K

µ
j(j + 1) +

8K

~
ω̃

(
(2j − 1) +

3

2

) )
,

(3.110)

gdzie j = 1
2
, 1, 3

2
, . . .. Funkcja fρ(ρ) wygląda następująco

fρ(ρ) = ρ−1+ικ
1
4
+ ι

2 e−
κρ2

2 F1

(−m; 1 + ι; κρ2
)
, (3.111)

gdzie κ =
√

Kς
~2 , ι =

√
1 + 2KA

~2 + 2Kς
~2 , a funkcja radialna fk(k) wyraża się wzorem

(3.57).

b)

Natomiast w tym przypadku stała A dana jest przez wyrażenie (3.59). Widmo

wartości własnych energii przyjmuje postać

E =
1

2

√
2~

√
ς

K

(
4m + 2 +

√
4 +

8Kς

~2
+

4K

µ
j(j + 1)− 4Kµα2

~4(2j + 1)2

)
, (3.112)

gdzie j = 0, 1
2
, 1, . . ., zaś funkcje fρ(ρ), fk(k) określają wzory (3.111), (3.58).

3.8.4. Podsumowanie

Skutkiem braku całkowitej degeneracji w odpowiednich zagadnieniach klasycznych,

topologiczne domknięcia trajektorii klasycznych są dwuwymiarowymi torusami. Roz-

patrywane układy są zatem dwukrotnie zdegenerowane. Na poziomie kwantowym fakt

ten przejawia się w ten sposób, że poziomy energetyczne są indeksowane przez dwie

liczby kwantowe. Nie da się ich skombinowac w jedną liczbę kwantową, to znaczy nie

zachodzi między nimi degeneracja.

Ścisłe rozwiązania tego rodzaju zagadnień mogą być użyteczne zarówno w fizyce

jądrowej i zagadnieniach astrofizycznych jak drgania gwiazd [10]. Oczywiście w za-

stosowaniach jądrowych należy posłużyć się kwantową wersją modelu. Rozmaite nie-

standardowe modele kolektywne fizyki jądrowej obejmujące drgania dylatacyjne (jak

w rozważanym przez nas modelu) są dyskutowane w [14]. Poza zastosowaniami w

kolektywnym modelu jądra i dynamice pojedynczych molekuł (np. P4), model ten

jest też stosowalny w teorii kryształów molekularnych dla wyjaśnienia rozpraszania

Ramanowskiego. Nawiasem mówiąc, egzotyczne nieco obiekty, jak np. pęcherzyki gazu

w cieczy mają właśnie dylatacyjne stopnie swobody.



Rozdział 4

Dwuwymiarowe ciało afinicznie sztywne

4.1. Parametryzacja problemu

W rozdziale tym dokonamy klasycznego i kwantowego opisu zagadnienia dwuwy-

miarowego ciała afinicznie sztywnego przy założeniu podwójnej izotropii - przestrzen-

nej i materialnej. Równania ruchu są wtedy niezmiennicze zarówno względem obrotów

fizycznych (lewostronnych) jak i materialnych (prawostronnych). Izotropowość pro-

blemu prowadzi do zagadnień o wysokim stopniu symetrii. Ta wysoka symetria sprawia,

że istnieje wtedy wiele stałych ruchu, co bardzo ułatwia całkowanie równań. Niestety,

w przypadku trójwymiarowym nawet tak daleko idące uproszczenie nie pozwala na

rozwiązanie równań ruchu.

Podwójna izotropia równań ruchu jest możliwa tylko wtedy, gdy bezwładność ciała

jest izotropowa. Wówczas kwadrupol bezwładności ma symetrię kulistą, tzn.

J = µ11, (4.1)

gdzie µ jest parametrem bezwładnościowym.

Jak zwykle w zagadnieniach podwójnie izotropowych do opisu stopni swobody

posłużymy się rozkładem potrójnym (dwubiegunowym) [31], [48], [49], [66], [67], [68]

Φ = ODBT , (4.2)

64



4.1. Parametryzacja problemu

gdzie O, B ∈ SO(n, IR) są macierzami ortogonalnymi (OT O = BT B = 11, detO =

detB = 1), zaś D macierzą diagonalną. Nie jest to rozkład jednoznaczny.

Korzystając ze wzorów (1.3) i (4.2) możemy tensory deformacji Greena G i Cau-

chyego C zapisać w postaci

G = BD2BT , C−1 = OD2OT . (4.3)

Macierz D jest skalarną miarą deformacji. Natomiast macierze O i B zawierają „kie-

runkową” informację o odkształceniu, tzn. informację na temat orientacji odkształcenia

względem przestrzeni i ciała. Zatem, mamy do czynienia z trzema podukładami stopni

swobody. Myślowo wyodrębniony podukład o stopniach swobody opisywanych przez O

nazywać będziemy żyroskopem Cauchyego. Podobnie, element rozkładu B reprezentuje

stopnie swobody żyroskopu Greena. Trzecim podukładem jest czysta skalarna deforma-

cja - opisywana przez macierz D. Lagranżowskie obroty sztywne nie działają w ogóle

na żyroskop Cauchyego i skalarną deformację, a obracają jedynie żyroskop Greena.

Wiąże się to z niezmienniczością tensora Cauchyego względem obrotów materialnych.

Na odwrót, niezmienniczość tensora Greena względem obrotów przestrzennych spra-

wia, że eulerowskie obroty sztywne kręcą żyroskopem Cauchyego, ale nie wpływają

na żyroskop Greena i na niezmienniki deformacji. Natomiast na jednoczesne działanie

obrotów lagranżowskich i eulerowskich niewrażliwe są wyłącznie niezmienniki defor-

macji.

Energia potencjalna naszego zagadnienia jest funkcją izotropową, niezmienniczą

zarówno względem obrotów fizycznych (lewostronnych) jak i materialnych (prawo-

stronnych). Wynika z tego, że potencjał może być wyrażony zarówno jako funkcja od

tensora Greena, jak i od tensora Cauchyego, tzn. V (Φ) = V (G(Φ)) = V (C(Φ)). Jest

to możliwe tylko wtedy, jeśli jest on funkcją niezmienników deformacji D1, . . . , Dn

V (Φ) = V (D1, . . . , Dn). (4.4)

Zgodnie z teorią sprężystości potencjał powinien mieć minimum w stanie naturalnym,

tzn. gdy D1 = . . . = Dn = 1.

Oprócz prędkości uogólnionych dΦ
dt

dla żyroskopowych stopni swobody będziemy

również używali, tzw. quasiprędkości, czyli prędkości nieholonomicznych. Wygodnie

jest wprowadzić antysymetryczne macierze

χ =
dO

dt
OT , ϑ =

dB

dt
BT , (4.5)

których niezależne elementy można interpretować jako składowe prędkości kątowych

odpowiednio żyroskopów Cauchyego i Greena względem laboratoryjnego układu od-
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niesienia. Współtowarzyszące prędkości kątowe względem osi głównych tensorów Cau-

chyego i Greena w analogiczny sposób określają macierze

χ̂ = OT dO

dt
, ϑ̂ = BT dB

dt
. (4.6)

Wykorzystując macierze (4.6) oraz macierz D można energię kinetyczną ciała afinicznie

sztywnego wyrazić w postaci

T = −µ

2
Tr(D2χ̂2)− µ

2
Tr(D2ϑ̂2) + µTr(Dχ̂Dϑ̂) +

µ

2
Tr

(
dD

dt

)2

, (4.7)

gdzie macierz diagonalna dD
dt

jest prędkością skalarną deformacji.

4.2. Formalizm kanoniczny

W paragrafie tym podamy jawne wzory na opis przekształcenia Legendre’a w ję-

zyku rozkładu potrójnego Φ = ODBT . Jak pamiętamy, rozkład ten sugerował użycie

zamiast prędkości uogólnionej dΦ
dt

quasiprędkości danej przez układ (χ̂, ϑ̂, dD
dt

). Aby wy-

konać przekształcenie Legendre’a musimy użyć wzoru na energię kinetyczną wyrażoną

przez (χ̂, ϑ̂, dD
dt

), czyli (4.7). Ostatecznie dostajemy następujące wielkości kanoniczne

(ρ̂, τ̂ , p) sprzężone do wielkości (χ̂, ϑ̂, dD
dt

) [48], [49]

ρ̂ = µ(−D2χ̂− χ̂D2 + 2Dϑ̂D), τ̂ = µ(−D2ϑ̂− ϑ̂D2 + 2Dχ̂D), pi = µ
dDi

dt
, (4.8)

gdzie i = 1, . . . , n. Otrzymane wielkości nieholonomiczne, tzw. quasipędy ρ̂, τ̂ są

macierzami antysymetrycznymi, których niezależne elementy są odpowiednio składo-

wymi momentu pędu żyroskopów Cauchyego i Greena względem układów związanych

z osiami własnymi odpowiednich tensorów deformacji. Natomiast p jest macierzą diago-

nalną. Jej elementy są pędami kanonicznymi p1, . . . , pn sprzężonymi do niezmienników

deformacji D1, . . . , Dn.

Quasipędy ρ̂, τ̂ są hamiltonowskimi generatorami lokalnych grup przekształceń

ρ̂ : Φ = ODBT 7→ (OU)DBT ,

τ̂ : Φ = ODBT 7→ OD(BU)T ,

gdzie U ∈ SO(n, IR). Natomiast wielkości ρ = Oρ̂OT , τ = Bτ̂BT sprzężone kanonicz-

nie do χ, ϑ są generatorami transformacji

ρ : Φ = ODBT 7→ (UO)DBT = UΦ,

τ : Φ = ODBT 7→ OD(UB)T = ΦUT , U ∈ SO(n, IR),

czyli lewych (przestrzennych) i prawych (materialnych) obrotów.
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4.3. Płaskie zagadnienie izotropowe

W dalszych rozważaniach zajmiemy się zagadnieniem dwuwymiarowym. Przypa-

dek płaski jest znacznie prostszy niż trójwymiarowy i to zarówno z punktu widze-

nia rachunków, jak i teorii. Głównym powodem jest różnica w strukturze grup or-

togonalnych w dwu i trzech wymiarach. Mają one wręcz przeciwstawne własności:

SO(3, IR) jest grupą nieprzemienną i prostą, zaś SO(2, IR) jest przemienna. Dzięki

temu, w przypadku dwuwymiarowym istnieje szeroka klasa potencjałów izotropowych

o „fizycznym” kształcie dopuszczających ścisłe rozwiązania. Odpowiednie równanie

Hamiltona-Jacobiego jak i równanie Schrödingera są separowalne, zaś twierdzenie

Stäckela pozwala na podanie wzorów na dość ogólną postać potencjałów „całkowal-

nych”.

Macierz deformacji Φ możemy zapisać w postaci Φ = ODBT (4.2). Prowadzi to do

naturalnej parametryzacji zagadnienia

O =

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
, D =

[
D1 0

0 D2

]
, B =

[
cos ψ sin ψ

− sin ψ cos ψ

]
. (4.9)

Jak już wspominaliśmy, rozkład Φ = ODBT nie jest jednoznaczny. Ze względu

na swój dyskretny charakter, ta niejednoznaczność nie jest istotna w zagadnieniach

lokalnych. Polega ona na tym, że nie zmieniając macierzy Φ, możemy dokonać permu-

tacji niezmienników, tzn. zamiany D1, D2 miejscami, mnożąc jednocześnie macierze O,

B od prawej strony przez odpowiedni element SO(2, IR). Zatem następujące układy

parametrów opisują tę samą konfigurację Φ ∈ GL(2, IR)

Φ(θ, ψ; D1, D2) ≡ Φ(θ +
π

2
, ψ +

π

2
; D2, D1) ≡ Φ(θ − π

2
, ψ − π

2
; D2, D1). (4.10)

Również jednoczesny przyrost obydwu kątów o π nic nie zmienia

Φ(θ + π, ψ + π; D1, D2) ≡ Φ(θ, ψ; D1, D2), (4.11)

gdyż macierze O, B ulegają wtedy pomnożeniu przez macierz−11. Wiąże się to z ogólną

własnością grup ortogonalnych w wymiarze parzystym - zawierają one odbicia prze-

strzenne −11.

W teorii układów dyskretnych, takich jak molekuły, może mieć sens dopuszczenie

takich ruchów, podczas których wyznacznik detΦ przechodzi przez zero (degeneruje się

wymiar ciała), a następnie zmienia znak na ujemny (konfiguracje odbite). W roli prze-

strzeni konfiguracyjnej wystąpi cała L(2, IR) zamiast GL(2, IR). Wynika stąd jeszcze
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jedno zastrzeżenie dotyczące wieloznaczności opisu: gdy dopuszczamy obydwa znaki

niezmienników, to

Φ(θ, ψ;−D1,−D2) ≡ Φ(θ + π, ψ; D1, D2) ≡ Φ(θ, ψ + π; D1, D2). (4.12)

Układ współrzędnych jest osobliwy na powierzchni podobieństw D1 = D2, gdyż

macierz D komutuje wtedy z O, B i kąty θ, ψ z osobna tracą sens. Dobrze określona

pozostaje tylko ich różnica (θ − ψ), a więc macierz OBT występująca w rozkładzie

biegunowym dla Φ. Mamy następującą wieloznaczność opisu związaną z osobliwością

współrzędnych

Φ(θ, ψ; D, D) ≡ Φ(θ − ψ, 0; D,D) ≡ Φ(0, ψ − θ; D, D). (4.13)

W przypadku dwuwymiarowym prędkości kątowe χ̂ i ϑ̂ przyjmują postać

χ̂ =

(
0 dθ

dt

−dθ
dt

0

)
, ϑ̂ =

(
0 dψ

dt

−dψ
dt

0

)
.

Przemienność grupy SO(2, IR) sprawia, że wielkości χ̂, ϑ̂ utożsamiają się z prędko-

ściami uogólnionymi dθ
dt

, dψ
dt

, odpowiednio. Podobnie, sprzężone do nich quasipędy ρ̂, τ̂

utożsamiają się ze zwykłymi pędami kanonicznymi pθ, pψ sprzężonymi do zmiennych

θ, ψ

ρ̂ =

(
0 pθ

−pθ 0

)
, −τ̂ =

(
0 pψ

−pψ 0

)
.

Wreszcie, co jest bardzo ważne, przestrzenny spin kanoniczny S i materialna kano-

niczna „vorticity” („wirowość”) V

S i
j = Σi

j − Σj
i, VA

B = Σ̂A
B − Σ̂B

A,

w których quasipędy Σ, Σ̂ wyrażają się wzorami (1.18), (1.19), są dokładnie tożsame

odpowiednio z ρ̂, τ̂ : S = ρ̂, V = −τ̂ , co wynika z przemienności SO(2, IR). Prowadzi

to do tego, że wielkości pθ, pψ, z których zbudowana jest hamiltonowska postać energii

kinetycznej, są stałymi ruchu. Fakt ten bardzo upraszcza analizę rozwiązań.

Zakładając kwadrupol bezwładności w postaci J = µ11 dostajemy na podstawie

ogólnego wzoru na energię kinetyczną następujące wyrażenie

T =
µ

2

[
(
D2

1 + D2
2

)
((

dθ

dt

)2

+

(
dψ

dt

)2
)
− 4D1D2

dθ

dt

dψ

dt
+

(
dD1

dt

)2

+

(
dD2

dt

)2
]

.

Łatwo zauważyć, że energia kinetyczna ciała izotropowego nie zależy od macierzy O

i B, stąd zmienne kątowe θ i ψ są cykliczne (0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ ψ ≤ 2π). W zmiennych
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nieortogonalnych D1, D2, θ, ψ zagadnienia klasyczne jak i kwantowe nie separują się

nawet w niefizycznym przypadku swobodnym, gdy V = 0. Jednak, separacja staje

się możliwa, jeśli w płaszczyźnie niezmienników D1, D2 wykona się obrót o π/4, tzn.

wprowadzi się nowe zmienne α, β oraz pomocnicze zmienne kątowe η, γ

α =
1√
2

(D1 + D2) , β =
1√
2

(D1 −D2) , η = θ − ψ, γ = θ + ψ. (4.14)

W makroskopowej, fenomenologicznej teorii sprężystości D1 > 0 , D2 > 0, a zatem

α > 0, |β| < α. Natomiast, jeśli dopuszczamy konfiguracje osobliwe i odbite (a mamy

prawo to czynić przy opisie układów dyskretnych i skończonych, jak np. molekuły), to

zarówno D1, D2, jak i α, β mogą być dowolne.

W nowych zmiennych energia kinetyczna przyjmuje postać

T =
µ

2

[
α2

(
dη

dt

)2

+ β2

(
dγ

dt

)2

+

(
dα

dt

)2

+

(
dβ

dt

)2
]

. (4.15)

Wykonując przekształcenie Legendre’a otrzymujemy

T =
1

2µ

(
p2

α + p2
β +

p2
η

α2
+

p2
γ

β2

)
, (4.16)

gdzie pα, pβ, pη, pγ są pędami kanonicznie sprzężonymi do zmiennych α, β, η, γ.

W dalszych rozważaniach będziemy używać dwóch typów zmiennych ortogonalnych

na płaszczyźnie (α, β), tzn. kartezjańskich (wprowadzonych powyżej) i biegunowych

r, ϕ zdefiniowanych wzorami

α =
√

r cos
ϕ

2
, β =

√
r sin

ϕ

2
. (4.17)

Ściślej mówiąc, zmiennymi biegunowymi w zwykłym sensie są więc (
√

r, ϕ
2
). W ra-

chunkach wygodniejsze są jednak (r, ϕ). Zakres zmienności parametrów r, ϕ zgodny

z wymaganiami fenomenologicznymi makroskopowej teorii sprężystości jest następu-

jący r > 0, −π/2 < ϕ < π/2. Natomiast w teorii drgań płaskich molekuł możemy

osłabić te ograniczenia, dopuszczając r = 0 i pełny zakres zmienności kątowej. Energia

kinetyczna we współrzędnych biegunowych przyjmuje następującą postać

T =
µ

2

[
r cos2 ϕ

2

(
dη

dt

)2

+ r sin2 ϕ

2

(
dγ

dt

)2

+
1

4r

(
dr

dt

)2

+
r

4

(
dϕ

dt

)2
]

. (4.18)

Dla zmiennych typu kartezjańskiego i biegunowego zagadnienia klasyczne jak i kwan-

towe są separowalne, co wynika z twierdzenia Stäckela, a otrzymane równania można

rozwiązać analitycznie.
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Inne zmienne ortogonalne na płaszczyźnie (α, β), typu zmiennych parabolicznych

(ξ, η)

α =
1

2
(ξ2 − η2), β = ξη,

czy dwubiegunowych (x, y)

α =
a sinh x

cosh x− cos y
, β =

a sin y

cosh x− cos y
,

prowadzą do równań nieseparowalnych nawet w niefizycznym przypadku swobodnym,

co wynika z występowania członów odśrodkowych (p2
η/α

2) i (p2
γ/β

2).

Ogólna postać potencjałów separujących równanie Hamiltona-Jacobiego oraz rów-

nanie Schrödingera, odpowiednio w zmiennych kartezjańskich i biegunowych, jest na-

stępująca

V (θ, ψ, α, β) =
Vη (θ − ψ)

α2
+

Vγ (θ + ψ)

β2
+ Vα(α) + Vβ(β),

V (θ, ψ, r, ϕ) =
Vη (θ − ψ)

r cos2 ϕ
2

+
Vγ (θ + ψ)

r sin2 ϕ
2

+ Vr(r) +
Vϕ(ϕ)

r
.

We wzorach tych wyrażenia Vη, Vγ, Vα, Vβ, Vr, Vϕ są dowolnymi, byleby tylko dostatecz-

nie regularnymi funkcjami jednej zmiennej (wskazanej jako argument). Nas interesują

wyłącznie modele podwójnie izotropowe, gdy energia potencjalna V nie zależy od

kątów θ, ψ (równoważnie - od η, γ). Najogólniejszą postać potencjałów izotropowych

separujących się w zmiennych (α, β) lub (r, ϕ) dostaniemy kładąc Vη = 0 i Vγ = 0

w odpowiednich wzorach, tzn.

V (α, β) = Vα(α) + Vβ(β), V (r, ϕ) = Vr(r) +
Vϕ(ϕ)

r
. (4.19)

Pojawia się zatem pytanie, czy istnieją potencjały prowadzące do równania

Hamiltona-Jacobiego separowalnego jednocześnie w dwóch użytych tu układach współ-

rzędnych (α, β), (r, ϕ). Pytanie to jest o tyle ciekawe, że jak wiadomo z mechaniki anali-

tycznej, jednoczesna separowalność w kilku układach współrzędnych wiąże się z reguły

z degeneracją problemu oraz z istnieniem dodatkowych stałych ruchu i ukrytych syme-

trii. Najogólniejsza postać potencjału „uniwersalnie separowalnego” jest następująca

V =
A

α2
+

B

β2
+ C

(
α2 + β2

)
, (4.20)

gdzie A, B, C są stałymi. Przez odpowiedni dobór dowolnych funkcji jednej zmiennej,

występujących we wzorach na ogólną postać potencjałów, można doprowadzić do tego,

że w konfiguracji odniesienia Φ = 11 potencjał będzie miał lokalne minimum i że
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w pewnym skończonym otoczeniu tej konfiguracji będą spełnione inne wymagania

stawiane potencjałom przez teorię sprężystości.

Znajomość postaci energii kinetycznej i potencjalnej pozwala na zbudowanie funkcji

Hamiltona:

1. Zmienne kartezjańskie H = Hα + Hβ:

H =
1

2µ

(
(pθ − pψ)2

4α2
+ p2

α

)
+

1

2µ

(
(pθ + pψ)2

4β2
+ p2

β

)
+ Vα(α) + Vβ(β), (4.21)

gdzie pα, pβ, pθ, pψ są pędami kanonicznie sprzężonymi do zmiennych α, β, θ, ψ, zaś

Hα =
1

2µ

(
(pθ − pψ)2

4α2
+ p2

α

)
+ Vα(α), Hβ =

1

2µ

(
(pθ + pψ)2

4β2
+ p2

β

)
+ Vβ(β).

Następujące wielkości są stałymi ruchu: Hα, Hβ, pθ, pψ.

2. Zmienne biegunowe H = Hr + hϕ

r
:

H =
2r

µ
p2

r +
1

2rµ

(
p2

θ + p2
ψ + 2pθpψ cos ϕ

sin2 ϕ
+ 4p2

ϕ

)
+ Vr(r) +

Vϕ(ϕ)

r
, (4.22)

gdzie pr, pϕ, pθ, pψ są pędami kanonicznie sprzężonymi do zmiennych r, ϕ, θ, ψ,

natomiast

Hr =
2r

µ
p2

r + Vr(r), hϕ =
1

2µ

(
p2

θ + p2
ψ + 2pθpψ cos ϕ

sin2 ϕ
+ 4p2

ϕ

)
+ Vϕ(ϕ).

W zmiennych biegunowych stałymi ruchu są wielkości: H, hϕ, pθ, pψ.

4.4. Stacjonarne równanie Hamiltona-Jacobiego. Zmienne

działania. Warunki Bohra-Sommerfelda

Stacjonarne równanie Hamiltona-Jacobiego dla płaskiego ciała afinicznie sztywnego

w zmiennych kartezjańskich przyjmuje postać

(
1

4α2
+

1

4β2

) ((
∂S

∂θ

)2

+

(
∂S

∂ψ

)2
)

+

(
1

2β2
− 1

2α2

)
∂2S

∂θ∂ψ
(4.23)

+

(
∂S

∂α

)2

+

(
∂S

∂β

)2

= 2µ (E − (Vα(α) + Vβ(β))) ,

gdzie E jest ustaloną wartością energii. Ponieważ zmienne kątowe θ, ψ są cykliczne,

możemy napisać: S = Sθ(θ) + Sψ(ψ) + Sα(α) + Sβ(β) = aθ + bψ + Sα(α) + Sβ(β).

Ostatecznie otrzymujemy

pθ =
dSθ

dθ
= a, pα =

dSα

dα
= ±

√
2µ (Eα − Vα(α))− (a− b)2

4α2
,
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pψ =
dSψ

dψ
= b, pβ =

dSβ

dβ
= ±

√
2µ (Eβ − Vβ(β))− (a + b)2

4β2
,

gdzie Eα, Eβ, a, b są stałymi separacji.

Natomiast wyrażenia dla zmiennych działania przyjmują postać

Jθ =

∮
pθdθ = 2πa, Jψ =

∮
pψdψ = 2πb,

Jα = ±
∮ √

2µ (Eα − Vα(α))− (a− b)2

4α2
dα, (4.24)

Jβ = ±
∮ √

2µ (Eβ − Vβ(β))− (a + b)2

4β2
dβ. (4.25)

Dla zmiennych biegunowych mamy

1

r sin2 ϕ

((
∂S

∂θ

)2

+

(
∂S

∂ψ

)2
)

+
2 cos ϕ

r sin2 ϕ

∂2S

∂θ∂ψ
+ 4r

(
∂S

∂r

)2

(4.26)

+
4

r

(
∂S

∂ϕ

)2

= 2µ

(
E − Vr(r)− Vϕ(ϕ)

r

)
,

gdzie E jest ustaloną wartością energii, zaś S = Sθ(θ) + Sψ(ψ) + Sr(r) + Sϕ(ϕ) =

aθ + bψ + Sr(r) + Sϕ(ϕ). W tym przypadku dostajemy

pθ =
dSθ

dθ
= a, pr =

dSr

dr
= ±

√
µ

2r
(E − Vr(r))− µeϕ

2r2
,

pψ =
dSψ

dψ
= b, pϕ =

dSϕ

dϕ
= ±

√
µ

2
(eϕ − Vϕ(ϕ))− a2 + b2 + 2ab cos ϕ

4 sin2 ϕ
,

gdzie E, eϕ, a, b są stałymi separacji.

Natomiast zmienne działania mają postać

Jθ =

∮
pθdθ = 2πa, Jψ =

∮
pψdψ = 2πb,

Jr = ±
∮ √

µ

2r
(E − Vr(r))− µeϕ

2r2
dr, (4.27)

Jϕ = ±
∮ √

µ

2
(eϕ − Vϕ(ϕ))− a2 + b2 + 2ab cos ϕ

4 sin2 ϕ
dϕ. (4.28)
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Procedura obliczeniowa w zmiennych kartezjańskich i biegunowych jest następu-

jąca:

1. Zmienne kartezjańskie

Podstawiając szczególne postaci potencjałów Vα(α), Vβ(β) do wzorów (4.24), (4.25)

możemy obliczyć całki i wyrazić Jα, Jβ jako funkcje odpowiednio: Jα = Jα(Eα, Jθ, Jψ),

Jβ = Jβ(Eβ, Jθ, Jψ). Rozwiązując te wyrażenia względem Eα, Eβ, czyli Eα =

Hα(Jα, Jθ, Jψ), Eβ = Hβ(Jβ, Jθ, Jψ) otrzymamy zależność energii E = Eα + Eβ od

zmiennych działania E = H(Jα, Jβ, Jθ, Jψ).

2. Zmienne biegunowe

Dla jawnej postaci potencjału Vϕ(ϕ) możemy obliczyć całkę (4.28) i wyrazić Jϕ jako

funkcję Jϕ = Jϕ(eϕ, Jθ, Jψ). Rozwiązując to wyrażenie względem eϕ otrzymamy funkcję

postaci eϕ = eϕ(Jϕ, Jθ, Jψ). Podstawiając ją do wzoru (4.27) możemy obliczyć całkę Jr

(przy zadanej postaci potencjału Vr(r)) i wyrazić Jr jako funkcję Jr = Jr(E, Jϕ, Jθ, Jψ).

Rozwiązując to wyrażenie względem E dostaniemy zależność energii od zmiennych

działania E = H(Jr, Jϕ, Jθ, Jψ).

Przeprowadzimy również kwantyzację w sensie warunków Bohra-Sommerfelda. Po-

niżej zajmiemy się prostymi modelami, które dają się efektywnie, analitycznie policzyć.

Będzie to model kartezjańskiego oraz biegunowego potencjału [31].

4.4.1. Model kartezjańskiego potencjału.

Rozważmy model kartezjańskiego potencjału postaci

V (α, β) =
C

4

(
α2 +

4

α2

)
+

C

4
β2, C > 0. (4.29)

Zgodnie z wymogami teorii sprężystości potencjał ten ma minimum w stanie natural-

nym, tzn. gdy D1 = D2 = 1, mamy α =
√

2 i β = 0.

Po szeregu obliczeń otrzymujemy następujące wyrażenia dla zmiennych działania

Jα i Jβ

Jα = −π

2

√
8Cµ + (a− b)2 +

2πµEα√
2Cµ

, (4.30)

Jβ = −π

2
|a + b|+ 2πµEβ√

2Cµ
. (4.31)

Rozwiązując odpowiednio (4.30) względem Eα oraz (4.31) względem Eβ (pamiętając,

że a = Jθ

2π
, b =

Jψ

2π
) dostajemy

Eα =
ω

4π
√

2

(
4Jα +

√
32µπ2C + (Jθ − Jψ)2

)
, ω =

√
C

µ
, (4.32)
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Eβ =
ω

4π
√

2
(4Jβ + |Jθ + Jψ|) . (4.33)

Zatem, zależność energii E od zmiennych działania Jα, Jβ, Jθ, Jψ wyraża się wzorem

E =
ω

4π
√

2

(
4J + |Jθ + Jψ|+

√
32µπ2C + (Jθ − Jψ)2

)
, (4.34)

gdzie J = Jα + Jβ. Mamy do czynienia z jednokrotną degeneracją układu, ponieważ

energia E zależy od J za pośrednictwem wymiernej kombinacji zmiennych działania

Jα, Jβ (να = νβ). Natomiast E zależy od Jθ i Jψ przez ich całkowite kombinacje, ale

dwie różne, toteż w tych zmiennych działania nie ma degeneracji.

Przeprowadzając kwantyzację w sensie warunków Bohra-Sommerfelda, tzn. J =

nh, Jθ = mh, Jψ = lh, gdzie h jest stałą Plancka i n = 0, 1, . . . ; m, l = 0,±1, . . .,

otrzymujemy następujące widmo energii:

E =
1

2
√

2
~ω

(
4n + |m + l|+

√
(m− l)2 +

8Cµ

~2

)
. (4.35)

4.4.2. Model biegunowego potencjału.

Rozważmy teraz model biegunowego potencjału

V (r, ϕ) =
C

4

(
r +

4

r

)
+

C

r
tg2ϕ

2
, C > 0. (4.36)

Zgodnie z wymogami teorii sprężystości potencjał ten ma minimum w stanie natural-

nym, tzn. gdy r = 2 i ϕ = 0.

Można pokazać, że wyrażenie dla zmiennej działania Jϕ przyjmuje postać

Jϕ = −2π

√
µ

2
C +

1

16
(a− b)2 − π

2
|a + b|+ 2π

√
µ

2
eϕ +

µ

2
C. (4.37)

Rozwiązując (4.37) względem eϕ (pamiętając, że a = Jθ

2π
, b =

Jψ

2π
) otrzymujemy

eϕ =

[√
1

2µπ2
Jϕ +

√
1

32µπ2
(Jθ + Jψ)2 +

√
C +

1

32µπ2
(Jθ − Jψ)2

]2

− C. (4.38)

W celu wyznaczenia energii E korzystamy ze wzoru (4.27) dla zmiennej działania

Jr. W tym przypadku obliczenia prowadzą do wyrażenia

Jr =
2πµE√

2Cµ
− 2π

√
µ

2
eϕ +

µ

2
C. (4.39)

Rozwiązując (4.39) względem E dostajemy

E =
Jr

π

√
C

2µ
+

√
C2 + Ceϕ , (4.40)
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gdzie eϕ dane jest wzorem (4.38). Tak więc, zależność energii E od zmiennych działania

ma postać

E =
ω

4π
√

2

(
4J + |Jθ + Jψ|+

√
32µπ2C + (Jθ − Jψ)2

)
, (4.41)

gdzie J = Jr + Jϕ. W zmiennych biegunowych mamy również do czynienia z jedno-

krotną degeneracją układu ze względu na zależność energii E od J za pośrednictwem

wymiernej kombinacji, tzn. J = Jr + Jϕ (νr = νϕ). Natomiast E zależy od Jθ i Jψ

przez ich całkowite kombinacje, ale dwie różne, toteż w tych zmiennych działania nie

ma degeneracji.

Widmo Bohra-Sommerfelda J = nh, Jθ = mh, Jψ = lh (n = 0, 1, . . . ; m, l =

0,±1, . . .) wyraża się wzorem

E =
1

2
√

2
~ω

(
4n + |m + l|+

√
(m− l)2 +

8Cµ

~2

)
, (4.42)

co warto porównać z (4.35).

Jak już wspomniano, współrzędne związane z rozkładem dwubiegunowym obar-

czone są pewną wieloznacznością oraz osobliwościami. Dla jednej macierzy Φ ist-

nieje wiele trójek (O, D,B) ∈ SO(2, IR) × Diag(2, IR) × SO(2, IR)) takich, że Φ =

ODRT . W dalszym ciągu będziemy zbiór trójek (O, D, B) nazywali „rozmaitością

opisującą” i oznaczali Q̃. Jeśli tensor deformacji G = ΦT Φ jest niezdegenerowany (D

ma parami różne elementy na przekątnej), wieloznaczność jest skończona. Permuta-

cję elementów na przekątnej można skompensować dodatkowymi czynnikami ortogo-

nalnymi w O, B. Gdy widmo G (D) jest zdegenerowane, ma miejsce ciągła wielo-

znaczność przypominająca nieokreśloność kąta przy r = 0 we współrzędnych biegu-

nowych na płaszczyźnie. Ponieważ formalnie posługujemy się w rozkładzie dwubie-

gunowym trójkami (O, D, B) jako opisem konfiguracji, trzeba w umiejętny sposób

uwzględnić wspomniane wieloznaczności przy pomocy dodatkowych warunków. Na

poziomie kwantowo-mechanicznym prowadzi to do pewnych korelacji między liczbami

kwantowymi sprzężonymi ze zmiennymi kątowymi. Nieuwzględnienie tych korelacji

spowodowałoby, że funkcja falowa dobrze określona na iloczynie kartezjańskim Q̃ roz-

różniałaby trójki (O,D, B) odpowiadające jednej i tej samej konfiguracji Φ = ODBT .

Byłaby zatem źle określona - wieloznaczna na „prawdziwej” przestrzeni konfiguracyj-

nej Q = GL(2, IR).

Zagadnienie to pojawia się też na poziomie analizy quasiklasycznej opartej na uży-

ciu zmiennych kąt-działanie. Jak wiadomo, istotą sprawy jest tam obliczanie okresów
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formy Cartana Θ = pidqi na niezależnych bazowych cyklach [2], z reguły wybieranych

na pewnych rozmaitościach Lagranżowskich leżących na poziomicach energii. Kwan-

towanie quasiklasyczne wiąże się z warunkami Bohra-Sommerfelda orzekającymi, że

okresy te mają być całkowitymi wielokrotnościami stałej Plancka. I tutaj właśnie po-

jawia się problem wieloznaczności i osobliwości współrzędnych dwubiegunowych. Rzecz

w tym, że rozpatrywany kontur w Q̃, a raczej w wiązce ko-stycznej T ∗Q̃ może przecho-

dzić przez punkty, różne w sensie Q̃, ale reprezentujące ten sam punkt w GL(2, IR).

Zatem obieg zamknięty zostałby już wykonany po osiągnięciu pierwszego punktu „bliź-

niaczego” z punktem wyjściowym. Dalej cykl byłby powtarzany.

Wyobraźmy więc sobie, że wykonujemy całkowanie po konturze zaczynającym się

w punkcie z0 ∈ Q̃ rozmaitości opisującej i kończącym w tymże punkcie. Wyobraźmy

sobie, że po drodze mijamy punkt z1 ∈ Q̃ (dla uproszczenia - tylko jeden) taki,

że w Q odpowiada mu ta sama macierz. Oczywiście, dobrze sformułowane warunki

Bohra-Sommerfelda przypisują wartości nh całce po jednym segmencie (z0, z1), gdyż

w sensie Q jest to już całka po konturze zamkniętym. Przyrównując nh całkom po

pełnym konturze (z0, z1, z0) w Q̃ wprowadzilibyśmy „fałszywe” stany quasiklasyczne

z „połówkowymi” liczbami kwantowymi. Ogólniej, gdy mamy k punktów pośredni-

czących z1, . . . , zk byłyby to ułamki otrzymane z podzielenia liczb całkowitych przez

(k+1). Technicznie rzeczywiście liczymy w Q̃, trzeba jednak wtedy pamiętać, że w sy-

tuacji jak powyżej, po prawej stronie warunków Bohra-Sommerfelda powinny pojawiać

się tylko parzyste (ogólniej - tylko podzielne przez (k+1)) liczby kwantowe. W naszym

przypadku sprowadza to się do tego, że liczba kwantowa m + l jest parzysta (4.35),

(4.42). Jest to liczba kwantowa sprzężona z istotnym kątem (θ − ψ) nieczułym na

problemy związane z degeneracją macierzy diagonalnej D.

4.4.3. Podsumowanie

Jednoczesna separowalność równania Hamiltona-Jacobiego dla tego samego po-

tencjału w zmiennych kartezjańskich i biegunowych wiąże się z degeneracją problemu.

Okazuje się, że przedyskutowane modele są jednokrotnie zdegenerowane i ich trajek-

torie są gęste na trójwymiarowych torusach (będących ich domknięciami). Zatem

kwantyzacja Bohra-Sommerfelda jest opisywana przez trzy liczby kwantowe (rozu-

miane w sensie starszej teorii kwantów).
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4.5. Stacjonarne równanie Schrödingera

Używana będzie przestrzeń Hilberta L2(GL(2, IR), µ̃) z iloczynem skalarnym

〈Ψ1(q)|Ψ2(q)〉 =

∫
Ψ∗

1(q)Ψ2(q)
√
|G|dfq,

gdzie f jest liczbą stopni swobody. Odpowiednio w zmiennych kartezjańskich i biegu-

nowych mamy

[Gij] =




α2 + β2 β2 − α2 0 0

β2 − α2 α2 + β2 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




, [Gij] =




r −r cos ϕ 0 0

−r cos ϕ r 0 0

0 0 1
4r

0

0 0 0 r
4




.

Operator Hamiltona Ĥ ma następującą postać

1. Zmienne kartezjańskie

Ĥ = Ĥα + Ĥβ = − ~
2

2µ
∆ + V (α, β), (4.43)

gdzie

Ĥα =
1

2µ

(
1

α2

(
Ŝ − V̂

)2

− ~2

(
∂2

∂α2
+

1

α

∂

∂α

))
+ Vα(α),

Ĥβ =
1

2µ

(
1

β2

(
Ŝ + V̂

)2

− ~2

(
∂2

∂β2
+

1

β

∂

∂β

))
+ Vβ(β).

Wielkość Ŝ = ~
i

∂
∂θ

jest operatorem spinu, generatorem obrotów przestrzennych, zaś

V̂ = ~
i

∂
∂ψ

jest operatorem „vorticity” („wirowości”), generatorem obrotów material-

nych. Operatory Ĥα, Ĥβ, Ŝ, V̂ są kwantowymi stałymi ruchu. Komutują ze sobą

nawzajem i reprezentują współmierzalne fizyczne wielkości.

2. Zmienne biegunowe

Ĥ = Ĥr +
ĥϕ

r
= − ~

2

2µ
∆ + V (r, ϕ), (4.44)

gdzie

Ĥr = −2~2

µ

(
r

∂2

∂r2
+ 2

∂

∂r

)
+ Vr(r),

ĥϕ =
1

2µ

(
1

sin2 ϕ

(
Ŝ2 + V̂2 + 2ŜV̂ cos ϕ

)
− 4~2

(
∂2

∂ϕ2
+ ctg ϕ

∂

∂ϕ

))
+ Vϕ(ϕ).

W tych zmiennych następujące operatory są kwantowymi stałymi ruchu: Ĥ, ĥϕ, Ŝ, V̂ .

Operator Laplace’a-Beltramiego w działaniu na funkcję falową przyjmuje postać:
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1. Zmienne kartezjańskie

∆Ψ =
∂2Ψ

∂α2
+

∂2Ψ

∂β2
+

1

α

∂Ψ

∂α
+

1

β

∂Ψ

∂β
+

(
1

4α2
+

1

4β2

)(
∂2Ψ

∂θ2
+

∂2Ψ

∂ψ2

)
+

+

(
1

2β2
− 1

2α2

)
∂2Ψ

∂θ∂ψ
.

Stacjonarne równanie Schrödingera ma postać

ĤΨ(θ, ψ, α, β) = EΨ(θ, ψ, α, β), (4.45)

gdzie

Ψ(θ, ψ, α, β) = fθ(θ)fψ(ψ)fα(α)fβ(β), (4.46)

oraz fθ(θ) = eimθ, fψ(ψ) = eilψ (m, l = 0,±1, . . .).

2. Zmienne biegunowe

∆Ψ =
1

r sin2 ϕ

(
∂2Ψ

∂θ2
+

∂2Ψ

∂ψ2

)
+

2 cos ϕ

r sin2 ϕ

∂2Ψ

∂θ∂ψ
+4r

∂2Ψ

∂r2
+8

∂Ψ

∂r
+

4

r

(
∂2Ψ

∂ϕ2
+ ctg ϕ

∂Ψ

∂ϕ

)
.

Stacjonarne równanie Schrödingera wyraża się wzorem

ĤΨ(θ, ψ, r, ϕ) = EΨ(θ, ψ, r, ϕ), (4.47)

gdzie

Ψ(θ, ψ, r, ϕ) = fθ(θ)fψ(ψ)fr(r)fϕ(ϕ). (4.48)

Separacja równań (4.45) i (4.47) prowadzi przy uwzględnieniu (4.46), (4.48) oraz

potencjałów postaci (4.19), czyli V (α, β) = Vα(α) + Vβ(β), V (r, ϕ) = Vr(r) + Vϕ(ϕ)

r
do

układu równań:

1. Zmienne kartezjańskie

d2fα(α)

dα2
+

1

α

dfα(α)

dα
− (m− l)2

4α2
fα(α) +

2µ

~2
(Eα − Vα(α)) fα(α) = 0, (4.49)

d2fβ(β)

dβ2
+

1

β

dfβ(β)

dβ
− (m + l)2

4β2
fβ(β) +

2µ

~2
(Eβ − Vβ(β)) fβ(β) = 0, (4.50)

E = Eα + Eβ.

2. Zmienne biegunowe

d2fr(r)

dr2
+

2

r

dfr(r)

dr
+

µ

2~2r

(
E − Vr(r)− eϕ

r

)
fr(r) = 0, (4.51)

d2fϕ(ϕ)

dϕ2
+ ctg ϕ

dfϕ(ϕ)

dϕ
−

(
m2 + l2 + 2ml cos ϕ

4 sin2 ϕ
+

µ

2~2
(Vϕ(ϕ)− eϕ)

)
fϕ(ϕ) = 0,

(4.52)
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gdzie eϕ jest stałą separacji, a E ustaloną wartością energii.

Równania (4.49), (4.50), (4.51), (4.52) dają się rozwiązać dopiero wtedy, gdy zadana

zostanie jawnie postać potencjałów V (α, β) = Vα(α) + Vβ(β), V (r, ϕ) = Vr(r) + Vϕ(ϕ)

r
.

Można spodziewać się prostych rozwiązań wyrażających się analitycznie przez znane

funkcje specjalne tylko w tych przypadkach, gdy potencjał będzie posiadał jakieś szcze-

gólne własności geometryczne, np. związane z degeneracją odpowiedniego problemu

klasycznego lub z występowaniem ukrytych symetrii. Poniżej zbadany zostanie model

kartezjańskiego oraz biegunowego potencjału [32].

4.5.1. Model kartezjańskiego potencjału.

Rozważmy model kartezjańskiego potencjału postaci (4.29), czyli

V (α, β) =
C

4

(
α2 +

4

α2

)
+

C

4
β2, C > 0.

Jak już wspominaliśmy, potencjał ten ma minimum w stanie naturalnym, tzn. gdy

α =
√

2 i β = 0. Nie jest jednak w stanie zakazać stanów o |β| ≥ α, a więc o detΦ ≤ 0.

Dopuszczalne więc są stany osobliwe (inwersje cząsteczki względem początku układu

odniesienia).

Rozważmy równania (4.49) i (4.50). Doprowadzamy je do postaci samosprzężonej

(2.1)
d

dα
α

dfα(α)

dα
−

(
(m− l)2

4α
+

2µα

~2
Vα(α)− 2µ

~2
Eαα

)
fα(α) = 0, (4.53)

d

dβ
β

dfβ(β)

dβ
−

(
(m + l)2

4β
+

2µβ

~2
Vβ(β)− 2µ

~2
Eββ

)
fβ(β) = 0. (4.54)

Funkcje S(α) i S(β) dane są przez wyrażenia

S(α) =
1

4
−(m− l)2

4
−2µ

~2
Vα(α)α2+

2µ

~2
Eαα2 =

1

4
−(m− l)2

4
−2Cµ

~2
+

2µ

~2
Eαα2−Cµ

2~2
α4 =

= σ0 + σ1α
h + σ2α

2h, h = 2, (4.55)

oraz

S(β) =
1

4
− (m + l)2

4
− 2µ

~2
Vβ(β)β2 +

2µ

~2
Eββ2 =

1

4
− (m + l)2

4
+

2µ

~2
Eββ2 − Cµ

2~2
β4 =

= σ0 + σ1β
h + σ2β

2h, h = 2. (4.56)

Postacie funkcji S(α) i S(β) wskazują na to, że funkcje fα(α) i fα(β) wyrażać się będą

przez konfluentną funkcję Riemanna.
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Po szeregu obliczeń dostajemy następujące widmo wartości własnych energii E =

Eα + Eβ

E =
1

2
√

2
~ω

(
4n + 4 + |m + l|+

√
(m− l)2 +

8Cµ

~2

)
, n = nα + nβ, (4.57)

gdzie

Eα =
~ω
2
√

2

(
4nα + 2 +

√
(m− l)2 +

8Cµ

~2

)
, Eβ =

~ω
2
√

2
(4nβ + 2 + |m + l|) ,

(4.58)

oraz ω =
√

C
µ

; nα, nβ = 0, 1, . . .. Natomiast funkcje fα(α) i fβ(β) są postaci

fα(α) = αχκ
1
4
+χ

2 e−
κ
2
α2

F1

(−nα; 1 + χ; κα2
)
, (4.59)

fβ(β) = βυκ
1
4
+υ

2 e−
κ
2
β2

F1

(−nβ; 1 + υ; κβ2
)
, (4.60)

gdzie χ = 1
2

√
(m− l)2 + 8Cµ

~2 , κ =
√

Cµ
2~2 , υ = 1

2
|m + l|.

4.5.2. Model biegunowego potencjału

Następnie rozważmy model biegunowego potencjału (4.36), czyli

V (r, ϕ) =
C

4

(
r +

4

r

)
+

C

r
tg2ϕ

2
, C > 0.

Wspominaliśmy już, że potencjał ten ma minimum w stanie naturalnym, tzn. gdy

r = 2 i ϕ = 0. Dopuszcza on stany o |ϕ| > π
2

(są to stany opisujące inwersję ciała).

Rozważmy teraz równanie (4.52). Dzięki podstawieniu x = cos2 ϕ
2

równanie to

możemy zapisać w postaci

d

dx
x(1− x)

dfx(x)

dx
−

(
(m + l)2

16x(1− x)
− 4ml(1− x)

16x(1− x)
+

µ

2~2
Vx(x)− µ

2~2
eϕ

)
fx(x) = 0.

(4.61)

Funkcja S(x) wyraża się wzorem

S(x) =
1
4
(1− 2x)2 + x(1− x)− 1

16
(m + l)2 + 1

4
ml(1− x)− µ

2~2 Vx(x)x(1− x)

(1− x)2
+

+
µ

2~2 eϕx(1− x)

(1− x)2
,

gdzie Vx(x) = C 1−x
x

.

Postać funkcji S(x) wskazuje na to, że funkcja fx(x) wyrażać się będzie przez

zwykłą funkcję Riemanna. Korzystając ze wzorów (2.46)-(2.51) podamy rozwiązanie

problemu.
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4.5. Stacjonarne równanie Schrödingera

Po prostych obliczeniach dostajemy

eϕ =
~2

8µ




(
4nϕ + 2 + |m + l|+

√
(m− l)2 +

8Cµ

~2

)2

− 4− 8Cµ

~2


 , (4.62)

gdzie nϕ = 0, 1, . . .. Natomiast funkcja fϕ(ϕ) wyraża się wzorem

fϕ(ϕ) =
(
cos

ϕ

2

)χ (
sin

ϕ

2

)υ

F
(
−nϕ, 1 + nϕ + υ + χ; 1 + χ; cos2 ϕ

2

)
, (4.63)

gdzie χ = 1
2

√
(m− l)2 + 8Cµ

~2 , υ = 1
2
|m + l|.

Zajmijmy się teraz równaniem (4.51). Doprowadzając je do postaci samosprzężonej

otrzymujemy

d

dr
r2dfr(r)

dr
−

( µ

2~2
Vr(r)r +

µ

2~2
eϕ − µ

2~2
Er

)
fr(r) = 0. (4.64)

Funkcja S(r) dana jest wzorem

S(r) = − µ

2~2
eϕ − µ

2~2
Vr(r)r +

µ

2~2
Er = −Cµ

2~2
− µ

2~2
eϕ +

µ

2~2
Er − Cµ

8~2
r2 =

= σ0 + σ1r
h + σ2r

2h, h = 1. (4.65)

Jej postać wskazuje na to, że funkcja fr(r) wyrażać się będzie przez konfluentną

funkcję Riemanna. Zatem, tak jak w poprzednim paragrafie, posłużymy się wzorami

(2.53)-(2.55) w celu podania rozwiązania problemu.

Po szeregu obliczeń otrzymujemy następujące rozwiązanie

E =
1

2
√

2
~ω

(
4nr + 2 +

√
4 +

8µ

~2
eϕ +

8Cµ

~2

)
, (4.66)

gdzie ω =
√

C
µ

, nr = 0, 1, . . ., zaś eϕ dane jest wzorem (4.62). Funkcja fr(r) jest postaci

fr(r) = r−
1
2
+εκ

1
2
+εe−

κ
2
rF1 (−nr; 1 + 2ε; κr) , (4.67)

gdzie κ =
√

Cµ
2~2 , ε = 1

2

√
1 + 2µ

~2 eϕ + 2Cµ
~2 .

Zatem, widmo wartości własnych energii ma postać

E =
1

2
√

2
~ω

(
4n + 4 + |m + l|+

√
(m− l)2 +

8Cµ

~2

)
, n = nr + nϕ, (4.68)

co warto porównać z (4.57).

81



4.5. Stacjonarne równanie Schrödingera

Związki (4.10)-(4.13) narzucają warunki na rozwiązanie równania Schrödingera.

Funkcje falowe wyrażone przez argumenty rozkładu dwubiegunowego nie mogą roz-

różniać tych zespołów zmiennych, które odpowiadają tej samej macierzy Φ. Oznacza-

łoby to bowiem, że byłyby one wieloznaczne jako funkcje na „prawdziwej” przestrzeni

konfiguracyjnej, czyli rozmaitości macierzy Φ. To zaś jest sprzeczne z jednym z pod-

stawowych postulatów mechaniki kwantowej, że funkcja falowa jest jednoznaczna (do

stałego czynnika fazowego) na klasycznej przestrzeni konfiguracyjnej.

Ze związków (4.10)-(4.12) wynika, że wyrażenie funkcji falowej przez zależność od

parametrów rozkładu dwubiegunowego, czyli

a) zmienne kartezjańskie

Ψ(θ, ψ; α, β) ≡ Ψ(θ +
π

2
, ψ +

π

2
; α,−β) ≡ Ψ(θ − π

2
, ψ − π

2
; α,−β), (4.69)

Ψ(θ + π, ψ + π; α, β) ≡ Ψ(θ, ψ; α, β), (4.70)

Ψ(θ, ψ;−α,−β) ≡ Ψ(θ + π, ψ; α, β) ≡ Ψ(θ, ψ + π; α, β). (4.71)

b) zmienne biegunowe

Ψ(θ, ψ; r, ϕ) ≡ Ψ(θ +
π

2
, ψ +

π

2
; r,−ϕ) ≡ Ψ(θ − π

2
, ψ − π

2
; r,−ϕ), (4.72)

Ψ(θ + π, ψ + π; r, ϕ) ≡ Ψ(θ, ψ; r, ϕ), (4.73)

Ψ(θ, ψ; r, ϕ + 2π) ≡ Ψ(θ + π, ψ; r, ϕ) ≡ Ψ(θ, ψ + π; r, ϕ), (4.74)

będzie jednoznaczne na „prawdziwej” przestrzeni konfiguracyjnej (czyli rozmaitości

macierzowej parametryzowanej przez (D1, D2, θ, ψ), (α, β, θ, ψ), (r, ϕ, θ, ψ) w sposób

obarczony wieloznacznością) pod warunkiem co łatwo sprawdzić, że m + l jest liczbą

parzystą. Inaczej mówiąc liczby kwantowe m, l nie są zupełnie niezależne, lecz muszą

mieć tę samą parzystość (jednocześnie parzyste lub jednocześnie nieparzyste). Tym

samym katy θ, ψ nie są być może najlepszą parametryzacją związaną z rozkładem

Φ na iloczyny innych macierzy. To samo sugeruje zresztą fakt, że klasyczna ener-

gia kinetyczna (metryka na wewnętrznej przestrzeni konfiguracyjnej) nie jest w nich

diagonalna, lecz zawiera wyraz „interferencyjny” typu dθ
dt

dψ
dt

. Wyraz „krzyżowy” eli-

minujemy przez wprowadzenie nowych kątów: η = θ − ψ, γ = θ + ψ. Okazuje się, że

liczby kwantowe u, w (odpowiadające kątom η, γ w sensie funkcji wykładniczych eiuη,

eiwγ) sprzężone do kątów η, γ nie są poddane ograniczeniom powyższego typu

(„współparzystość”), lecz są całkowicie dowolnymi liczbami całkowitymi. Natomiast

m, l wyrażające się przez ich sumę i różnicę automatycznie spełniają warunki jedna-

kowej parzystości.
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4.5. Stacjonarne równanie Schrödingera

Ta niedogodność kątów θ, ψ wiąże się też z ich nieokreślonością w konfiguracji

dylatacyjnej, gdy D1 = D2 = D. Ze związków identyfikacyjnych dla zespołu parame-

trów charakteryzujących tę samą konfigurację (4.13), wynika że funkcje własne spinu

i „vorticity” spełniają

ei(m+l)(θ−ψ)fml(D, D) = fml(D, D).

Mamy więc dwie możliwości:

a)

fml(D, D) = 0 dla dowolnego D,

b)

m + l = 0, tzn. m = −l,

tylko fm,−m może nie znikać w (D,D).

Uwaga.

Przypomina to warunki na funkcje falowe we współrzędnych sferycznych w IR3

lub biegunowych w IR2. Funkcje falowe dla zagadnień sferycznych (np. dla atomu

wodoro-podobnego)

Ψnlm(r, ϑ, φ) = fnl(r)Ylm(ϑ, φ)

muszą spełniać jeden z warunków:

- fnl(0) = 0, gdy l 6= 0,

- l = 0 (stan s).

Powodem jest, że dla r = 0 współrzędne ϑ, φ nie są w ogóle dobrze określone

i funkcje falowe nie spełniające powyższych warunków nie byłyby jednoznacznie okre-

ślone (różne wartości Ψ dla różnych ϑ, φ, które przy r = 0 odpowiadają temu samemu

punktowi w IR3).

W naszym przypadku odpowiednikiem sytuacji r = 0 jest D1 = D2 = D, czyli

w zmiennych kartezjańskich i biegunowych odpowiednio: β = 0, ϕ = 0(2π). Jak wspo-

mniano kąty „bipolarne” θ, ψ są w tych konfiguracjach z osobna nieokreślone (jak

ϑ, φ dla r = 0 w zmiennych sferycznych) i w związku z tym wieloznaczność wyrażenia

ei(m+l)(θ−ψ) w β = 0, ϕ = 0(2π) musi być „wygaszona” znikaniem fml. Jeśli m + l = 0,

część „kątowa” jest stała i nie prowadzi do wieloznaczności w osobliwych punktach

β = 0, ϕ = 0(2π).

Jest to warunek ogólny. Warto jednak podkreślić, że podobnie jak w sferycznie

symetrycznych zagadnieniach w IR3 (atom wodoru, czyli przyciągający potencjał Co-
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ulomba, izotropowy oscylator harmoniczny), funkcje własne dla Hamiltonianu auto-

matycznie spełniają ten warunek.

4.5.3. Podsumowanie

Separacja równania Schrödingera dla tego samego potencjału

V =
C

4

(
α2 +

4

α2

)
+

C

4
β2 =

C

4

(
r +

4

r

)
+

C

r
tg2ϕ

2
,

w zmiennych kartezjańskich i biegunowych świadczy o dodatkowych symetriach za-

gadnienia, co prowadzi do degeneracji problemu. Skutkiem braku całkowitej degene-

racji w odpowiednich zagadnieniach klasycznych, topologiczne domknięcia trajektorii

klasycznych są trójwymiarowymi torusami. Rozpatrywane układy są zatem jednokrot-

nie zdegenerowane. Na poziomie kwantowym fakt ten przejawia się w ten sposob, że

poziomy energetyczne są indeksowane przez trzy liczby kwantowe. Nie da się ich skom-

binowac w jedną liczbę kwantową, to znaczy nie zachodzi między nimi degeneracja.

Ścisłe rozwiązania zagadnień dwuwymiarowych mogą być użyteczne zarówno w roz-

maitych makroskopowych zagadnieniach sprężystych (cylinder z przekrojem deformo-

walnym jednorodnie, ciała płaskie), jak i w niektórych zagadnieniach mikrofizycznych,

np. w teorii drgań płaskich molekuł (S8, C6H6, O3) i ich gromad (kryształy moleku-

larne, mikrosprężyste ośrodki). Możliwe są również zastosowania w dynamice cieczy

[5]. Zagadnienia dwuwymiarowe istotne są nie tylko z czysto filozoficznego punktu wi-

dzenia jako fizyka „Flatlandii” [1]. Mogą one też być użyteczne w teorii płyt i powłok

z mikrostrukturą, w dynamice membran i podobnych zagadnieniach.



Wnioski

W pracy dokonano próby klasycznego i kwantowego opisu dwóch modeli ciała defor-

mowalnego jednorodnie. Okazuje się, że istnieje związek pomiędzy klasycznym i kwan-

towym problemem degeneracji. Widać to wyraźnie w przypadku modeli Bertranda.

Zagadnienia, dla których klasyczne trajektorie ruchu są zamknięte prowadzą do kwan-

towych problemów o wysokim stopniu degeneracji. Dla zagadnienia bąka sferycznego

z dylatacjami, skutkiem braku całkowitej degeneracji w odpowiednich klasycznych pro-

blemach, topologiczne domknięcia trajektorii są dwuwymiarowymi torusami, a omó-

wione modele są dwukrotnie zdegenerowane. W przypadku dwuwymiarowego ciała

afinicznie sztywnego została wyróżniona rodzina problemów jednokrotnie zdegenero-

wanych, dla których topologiczne domknięcia klasycznych trajektorii są trójwymiaro-

wymi torusami, a energia potencjalna ma postać zezwalającą na separację równania

Hamiltona-Jacobiego i równania Schrödingera w dwóch układach współrzędnych.

Zbieżność między degeneracją klasyczną, a kwantową oraz możliwość rozwiązania

równań kwantowych metodą wielomianów Sommerfelda wydaje się interesująca i warta

dalszych badań, podobnie jak sprawa kwantyzacji zagadnień klasycznych i quasikla-

sycznego traktowania problemów kwantowych.

Jak zwykle w zagadnieniach o wysokiej symetrii i dobrze określonej, przejrzystej

strukturze geometrycznej, istnieje wyraźna odpowiedniość między poziomami energe-

tycznymi otrzymanymi przy użyciu ścisłych metod mechaniki kwantowej oraz warun-

ków Bohra-Sommerfelda. Często są to niemal te same wzory, różniące się drobnymi

szczegółami, jak np. stałe wkłady.

Model deformacji jednorodnych, zarówno w przypadku klasycznym jak i kwanto-

wym, jest jedynie uproszczeniem. Tym niemniej dla płaskich cząsteczek trójatomowych

85



Wnioski

i przestrzennych czteroatomowych jest on ścisły, przy czym uważamy go za niezależny

względem zagadnień związanych z innymi stopniami swobody układu, np. elektrono-

wymi. W każdym razie rozważanie modelu tego rodzaju może umożliwić przynajmniej

jakościowe badanie struktury poziomów energetycznych dla pewnych typów cząsteczek.
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