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Streszczenie
Komórka biologiczna mo·ze býc rozpatrywana jako stochastyczny reaktor biochemiczny. Is-

totn ¾a rol¾e w opisie procesów biochemicznych w komórce odgrywaj ¾a molekularne sieci regu-

latorowe. Poprzez siéc regulatorow ¾a rozumiemy uk÷ad wzajemnie reaguj ¾acych ze sob ¾a sub-

stratów (bia÷ek, mRNA, genów) odpowiedzialnych za regulacj¾e okréslonych biologicznych

funkcji komórki (np. obrona przed infekcj ¾a wirusow ¾a, cykl komórkowy, apoptoza). Od strony

matematycznej molekularna siéc regulatorowa mo·ze býc postrzegana jako nieliniowy uk÷ad

dynamiczny, w którym istotn ¾a rol¾e odgrywaj ¾a efekty stochastyczne zwi ¾azane z ma÷¾a ilósci ¾a

reaguj ¾acych cz ¾asteczek, na przyk÷ad kopii genów, mRNA lub bia÷ek. Uk÷ady takie mog ¾a býc

matematycznie modelowane zarówno w przybli·zeniu deterministycznym jak i poprzez rów-

nania stochastyczne. Przybli·zenie deterministyczne, prowadz ¾ace do opisu sieci regulatorowej

poprzez uk÷ad nieliniowych równań ró·zniczkowych zwyczajnych (po zaniedbaniu gradien-

tów przestrzennych), umo·zliwia przeprowadzenie analizy bifurkacyjnej uk÷adu, znalezienie

stanów stacjonarnych i cykli granicznych, które mog ¾a býc nast¾epnie powi ¾azane z biolog-

icznymi stanami komórki. Uwzgl¾edniaj ¾ac efekty stochastyczne, siéc regulatorow ¾a opisujemy

poprzez ci ¾ag÷y w czasie proces Markowa prowadz ¾acy do równań Chapmana-Ko÷mogorowa.

Przedmiotem pracy jest analiza wp÷ywu zmiany liczby kopii genu na dynamik¾e uk÷adu

regulatorowego. Informacja o konsekwencjach zmiany liczby kopii genu nie by÷a wyko-

rzystywana podczas przeprowadzania i interpretacji eksperymentów oraz konstrukcji modeli

matematycznych. Jak poka·zemy, taka analiza dostarcza informacji o mechanizmach rz ¾adz ¾a-

cych uk÷adami regulatorowymi oraz umo·zliwia interpretacj¾e i wery�kacj¾e wyników badań

eksperymentalnych.

W pierwszej cz¾ésci pracy rozwa·zamy stochastyczn ¾a ekspresj¾e pojedynczego genu ze zmi-

enn ¾a liczb ¾a kopii. Najpierw analizujemy uk÷ad bez autoregulacji, dla którego bierzemy pod

uwag¾e trzy g÷ówne źród÷a stochastycznósci, a mianowicie zmian¾e aktywnósci genu, tran-

skrypcj¾e i degradacj¾e mRNA oraz translacj¾e i degradacj¾e bia÷ka. Wyznaczamy średnie oraz
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wariancje rozk÷adu mRNA i bia÷ka dla dowolnej liczby kopii genu. W przybli·zeniu ci ¾ag÷ym,

w którym rozwa·zamy efekty stochastyczne zwi ¾azane jedynie ze zmian ¾a aktywnósci genu,

wyznaczamy analitycznie średnie i wariancje funkcji g¾estósci prawdopodobieństwa rozk÷adu

bia÷ka dla haploidalnego genu regulowanego przez swoje w÷asne bia÷ko w p¾etli ujemnego i

dodatniego sprz¾e·zenia zwrotnego. Nast¾epnie, dla uk÷adu N -ploidalnego genu, dla którego

nie istnieje rozwi ¾azanie analityczne, znajdujemy rozwi ¾azanie numeryczne. W przypadku

dodatniej autoregulacji, dla której zale·znóśc ekspresji od liczby kopii genu jest znacznie

bardziej skomplikowana ni·z w przypadku ujemnej autoregulacji, znajdujemy dziewi¾éc wzor-

ców równoleg÷ej aktywacji haploidalnego, diploidalnego lub tetraploidalnego genu. Analiza

tych wzorców pokazuje potencjalne konsekwencje straty kopii genu b ¾ad́z jego duplikacji.

W drugiej cz¾ésci pracy rozwa·zamy deterministyczny model ście·zki sygna÷owej tymocytów

steruj ¾acych nabyt ¾a odpowiedzi ¾a immunologiczn ¾a. Aktywacja ście·zki sygna÷owej tymocytów

mierzona jest poziomem kinazy ERK, która reguluje p¾etl¾e dodatniego sprz¾e·zenia zwrotnego

zawieraj ¾acego kaskad¾e sygna÷ow ¾a kinaz ZAP, MEK, ERK, oraz inhibuje p¾etl¾e ujemnego

sprz¾e·zenia zwrotnego zawieraj ¾acego fosfataz¾e SHP. Analizujemy wp÷yw liczby kopii genów

koduj ¾acych kinazy ZAP , MEK oraz ERK na dynamik¾e tej kaskady oraz na aktywnóśc

tymocytu.

W trzeciej cz¾ésci pracy analizujemy dynamik¾e uk÷adów czynników transkrypcyjnych p53

i NF -�B, zwi ¾azanych z odpowiedzi ¾a immunologiczn ¾a komórki, dla których dost¾epne s ¾a dane

z eksperymentów na pojedynczych komórkach. Szczególn ¾a uwag¾e póswi¾ecamy analizie sieci

regulatorowej p53, jednej z najwa·zniejszych ście·zek regulatorowych odpowiedzialnych za

ochron¾e genomu komórki. Uk÷ady p53 i NF -�B, w odpowiedzi na stymulacj¾e, generuj ¾a trwa÷e

oscylacje o zmiennej amplitudzie lecz dobrze zachowanym okresie, odporne na zmieniaj ¾ac ¾a

si¾e liczb¾e poszczególnych kopii genu oraz na poziom stymulacji. Eksperymenty te nak÷adaj ¾a

ograniczenia na mechanizmy regulatorowe odpowiedzialne za oscylacje. Wprowadzamy now ¾a

metod¾e walidacji modeli ście·zek regulatorowych, która opiera si¾e na analizie wra·zliwósci

okresu oscylacji na liczb¾e kopii genów. Wykorzystuj ¾ac t¾e metod¾e, analizujemy istniej ¾ace
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modele uk÷adu regulatorowego p53 i pokazujemy, ·ze typy bifurkacji oraz sprz¾e·zeń zwrotnych

wyst¾epuj ¾acych w uk÷adzie s ¾a kluczowymi wyznacznikami wra·zliwósci okresu oscylacji na

parametry, przy czym typ bifurkacji jest bardziej znacz ¾acy. W szczególnósci pokazujemy, ·ze

uk÷ady zawieraj ¾ace ujemne sprz¾e·zenie zwrotne i opó́znienie, w których oscylacje powstaj ¾a

na skutek przej́scia przez nadkrytyczn ¾a bifurkacj¾e Hopfa, wykazuj ¾a oscylacje o najbardziej

odpornym okresie na zmian¾e liczby kopii genów i poziom stymulacji. Dla uk÷adu NF -�B,

w którym wszystkie deterministyczne modele generuj ¾a tylko gasn ¾ace oscylacje, pokazujemy,

·ze nasycenie w cz÷onie transkrypcji jest kluczowe, aby wyprodukowác oscylacje o odpornym

okresie.

Wyniki tej pracy umo·zliwiaj ¾a powi ¾azanie struktury modu÷ów regulatorowych z ich wra·zli-

wósci ¾a na zmian¾e liczby kopii genów; mo·zna si¾e spodziewác, ·ze modu÷y regulatorowe, w

których brak kopii genu powoduje chorob¾e haploinsu¢ ciency, zawieraj ¾a p¾etl¾e dodatniego

sprz¾e·zenia zwrotnego, oraz odwrotnie, wyst¾epowanie p¾etli dodatniego sprz¾e·zenia powoduje,

·ze gen jest wra·zliwy na zmian¾e liczby kopii. Spostrze·zenie to mo·ze býc pomocne w analizie

zarówno chorób genetycznych jak i mutacji nowotworowych, w których dochodzi do usuni¾ecia

b ¾ad́z powielenia wybranych genów. Zaproponowana w Rozprawie metoda walidacji modeli

u÷atwi ich poprawn ¾a konstrukcj¾e oraz w÷ásciw ¾a interpretacj¾e i wery�kacj¾e wyników badań

eksperymentalnych.
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Rozdzia÷1

Wprowadzenie

1.1 Podstawy biologiczne ekspresji genów i sieci regu-

latorowych

Informacja genetyczna zawarta w DNA zakodowana jest w sekwencji zasad azotowych:

adeniny, guaniny, cytozyny lub tyminy, oznaczanych skrótami A, G, C i T. W cz ¾asteczce

RNA natomiast, zamiast tyminy wyst¾epuje uracyl (U). Bia÷ka zbudowane s ¾a z dwudziestu

ró·znych rodzajów aminokwasów. Gen jest odcinkiem ÷ańcucha DNA, który koduje sek-

wencj¾e aminokwasów w cz ¾asteczce bia÷ka. Geny zlokalizowane s ¾a w d÷ugich fragmentach

DNA zwanych chromosomami. Chromosomy dziel ¾a si¾e na autosomy - zawiaduj ¾ace dziedz-

iczeniem cech nie zwi ¾azanych z p÷ci ¾a, oraz chromosomy p÷ci, czyli allosomy.

Wy·zsze organizmy (eukarionty) s ¾a w wi¾ekszósci diploidalne, tzn. ich komórki somaty-

czne (komórki buduj ¾ace organizm z wy÷¾aczeniem komórek p÷ciowych) zawieraj ¾a dwa zestawy

(oznaczane przez 2n) chromosomów homologicznych (genomy), z których jeden pochodzi od

organizmu matki, a drugi od organizmu ojca. Komórki haploidalne zawieraj ¾a pojedynczy

zestaw chromosomów (1n). U gatunków rozmna·zaj ¾acych si¾e p÷ciowo wyst¾epuj ¾a zarówno

komórki diploidalne jak i haploidalne komórki p÷ciowe (gamety). Liczba chromosomów

danego gatunku jest sta÷a i wynosi od 10 do 40. U cz÷owieka kompletny zestaw chromo-

somów komórki somatycznej tworz ¾a 22 pary autosomów i 1 para allosomów (nazywanych X

i Y ), która odpowiada za determinacj¾e p÷ci. Osobnik posiadaj ¾acy chromosomy XX jest p÷ci

·zeńskiej, zás osobnik z jednym chromosomem X i jednym chromosomem Y jest p÷ci m¾eskiej.

Informacja genetyczna zawarta w genach zostaje odczytana i przepisana na ich produkty

(bia÷ka lub ró·zne formy RNA) w procesie okréslanym jako ekspresja genów, i przekazywana
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jest tylko w jednym kierunku (tzw. g÷ówny dogmat biologii): od DNA do RNA w procesie

transkrypcji, a nast¾epnie do bia÷ka w procesie translacji. W komórkach eukariotycznych

synteza RNA zachodzi w j ¾adrze komórkowym, zás synteza bia÷ka w cytoplázmie (Rys. 1.1).

Transkrypcja katalizowana jest przez enzym zwany polimeraz ¾a RNA. Zapocz ¾atkowanie

transkrypcji polega na zwi ¾azaniu si¾e polimerazy RNA z promotorem - odcinkiem DNA,

po÷o·zonym w pobli·zu sekwencji koduj ¾acej genu, który zawiera sekwencje rozpoznawane przez

polimeraz¾e RNA. Promotory eukariotyczne zawieraj ¾a tak·ze sekwencje rozpoznawane przez

czynniki transkrypcyjne, które wi ¾a·z ¾ac si¾e z DNA umo·zliwiaj ¾a zwi ¾azanie si¾e polimerazy RNA

z nici ¾a DNA i rozpocz¾ecie transkrypcji. Polimeraza przesuwa si¾e wzd÷u·z nici DNA s÷u·z ¾acej

jako matryca i dobudowuje komplementarn ¾a níc mRNA zgodnie z regu÷¾a, ·ze jednej za-

sadzie w transkrybowanej nici DNA odpowiada tylko jedna zasada w powstaj ¾acej cz ¾asteczce

mRNA. Przetransportowany do cytoplazmy mRNA ÷¾aczy si¾e z rybosomami, które obejmuj ¾a

podjednostkami przesuwaj ¾ac ¾a si¾e níc mRNA, odczytuj ¾a sekwencj¾e zasad mRNA i t÷umacz ¾a

j ¾a w procesie translacji na sekwencj¾e aminokwasow ¾a bia÷ka. W wyniku translacji dochodzi

do ostatecznego "przet÷umaczenia" informacji genetycznej zawartej w genie na konkretn ¾a

sekwencj¾e bia÷ka.

Rysunek 1.1 Przep÷yw informacji genetycznej
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Po translacji nowo zsyntetyzowane bia÷ko mo·ze ulegác ró·znym mody�kacjom, w wyniku

których mo·ze pe÷níc okréslone funkcje. Jedn ¾a z tych mody�kacji jest fosforylacja, która

polega na przy÷¾aczeniu do bia÷ka reszty fosforanowej przez enzymy zwane kinazami. Defos-

forylacja polega na usuni¾eciu reszty fosforanowej przez enzymy zwane fosfatazami. Przy÷¾aczanie

lub od÷¾aczanie reszty fosforanowej reguluje aktywnóśc enzymatyczn ¾a wielu bia÷ek, ich lokaliza-

cj¾e w obr¾ebie komórki czy te·z zdolnóśc do tworzenia kompleksów. Inn ¾a potranslacyjn ¾a

mody�kacj ¾a bia÷ka jest ubikwitynacja, która polega na do÷¾aczeniu do bia÷ka jednej b ¾ad́z

kilku pojedynczych cz ¾asteczek innego bia÷ka - ubikwityn. Po do÷¾aczeniu ubikwityny bia÷ko

mo·ze ulec rozk÷adowi w wieloenzymatycznym kompleksie bia÷kowym, proteasomie.

Ekspresja genów jest ścísle regulowana. W wi¾ekszósci przypadków regulacja zachodzi

na poziomie transkrypcji. G÷ównym transkrypcyjnym mechanizmem regulacji jest inicjacja

transkrypcji kontrolowana przez oddzia÷ywanie czynników transkrypcyjnych z DNA, które

mo·ze zarówno blokowác transkrypcj¾e, jak i j ¾a umo·zliwiác. Odpowiednio do pe÷nionej funkcji,

czynniki transkrypcyjne nazywane s ¾a represorami albo aktywatorami. Je·zeli bia÷kowy pro-

dukt genu jest regulatorem w÷asnej transkrypcji, to tworzy si¾e uk÷ad sprz ¾e·zenia zwrotnego.

Je·zeli bia÷ko to dzia÷a na gen jak represor, tworzy si¾e p¾etla ujemnego sprz¾e·zenia zwrotnego,

je·zeli zás bia÷ko dzia÷a jak aktywator, tworzy si¾e p¾etla dodatniego sprz¾e·zenia zwrotnego.

Tempa zmiany stanu genu, transkrypcji, translacji oraz degradacji mRNA i bia÷ek mog ¾a

zmieniác si¾e o kilka rz¾edów wielkósci pomi¾edzy poszczególnymi genami. Górna granica tempa

dla transkrypcji wynosi oko÷o 0.1 cz ¾asteczek na sekund¾e, dla translacji - oko÷o 0.5 cz ¾asteczek

na sekund¾e i osi ¾agana przez geny, których produkty s ¾a potrzebne w komórce w du·zych

ilósciach w przeci ¾agu krótkiego czasu; np. oko÷o 100 000 cz ¾asteczek bia÷ka inhibitorowego

nazywanego I�B� musi zostác zdegradowanych a nast¾epnie zresyntetyzowanych w przeci ¾agu

oko÷o 30 minut, aby w÷ásciwie kontrolowác wczesn ¾a faz¾e odpowiedzi immunologicznej, [2].

Jednak istnieje du·za liczba genów, których produkty s ¾a potrzebne w ma÷ych ilósciach, rz¾edu

kilku cz ¾asteczek na komórk¾e, geny te ulegaj ¾a ekspresji ze znacznie mniejszymi tempami lub

ich ekspresja jest bardzo nieregularna. Tempa zmiany aktywacji genu s ¾a wi¾eksze dla prokar-
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iontów (rz¾edu 1=s) ni·z dla eukariontów. Bia÷ka s ¾a zazwyczaj bardziej stabilne (maj ¾a d÷u·zszy

czas degradacji) ni·z mRNA, jednak w obydwu przypadkach po÷ówkowy czas degradacji mo·ze

býc rz¾edu minut b ¾ad́z dni.

1.2 Eksperymenty na pojedynczych komórkach

Matematyczne modelowanie uk÷adów regulatorowych bia÷ek w pojedynczych komórkach jest

obecnie gwa÷townie rozwijaj ¾ac ¾a si¾e dziedzin ¾a na skutek powstania nowych technik ekspery-

mentalnych, które umo·zliwiaj ¾a śledzenie zmian poziomu konkretnego bia÷ka z podzia÷em na

j ¾adro i cytoplazm¾e w pojedynczej komórce w ci ¾agu godzin a nawet dni, których nie mo·zna ob-

serwowác w eksperymentach populacyjnych. Rozwijaj ¾ace si¾e eksperymenty na pojedynczych

komórkach s ¾a bardzo trudne do przeprowadzenia, dlatego wi¾ekszóśc eksperymentów wykony-

wana jest na du·zych populacjach komórek, [45], w których obserwuje si¾e średnie poziomy

mRNA lub bia÷ek. W przypadku analizy sieci regulatorowej czynnika transkrypcyjnego p53,

gdy populacja komórek sk÷ada si¾e z podpopulacji komórek proliferuj ¾acych (rozmna·zaj ¾acych

si¾e), komórek z zablokowanym cyklem komórkowym oraz komórek apoptycznych, taka úsred-

niona po populacji trajektoria nie odpowiada ·zadnemu biologicznemu procesowi.

Obecne techniki eksperymentalne umo·zliwiaj ¾a analiz¾e jedynie uniésmiertelnionych komórek

rakowych, ze wzgl¾edu na ÷atwóśc ich hodowli oraz mo·zliwóśc uzyskania powtarzalnych ekspery-

mentów. Śledzenie w czasie ewolucji zdrowych niezmutowanych komórek (tzw. wild-type)

jest niemo·zliwe ze wzgl¾edu na ich szybkie obumieranie.

Ponadto, aby przeprowadzíc eksperyment dokonuje si¾e transfekcji, czyli procesu wprowadza-

nia do genomu komórek eukariotycznych dodatkowych kopii obcego genu koduj ¾acego bia÷ko

docelowe wraz z do÷¾aczonym �uorescencyjnym znacznikiem. W wyniku transfekcji �uores-

cencyjnie oznaczone bia÷ko świeci pod wp÷ywem świat÷a lasera, co umo·zliwia jego obserwacj¾e

pod mikroskopem oddzielnie w ka·zdej komórce. Wyró·znia si¾e dwa rodzaje transfekcji: sta-

biln ¾a oraz przej́sciow ¾a. Transfekcja stabilna wyst¾epuje wtedy, gdy wprowadzone kopie genu
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ulegaj ¾a integracji z chromosomem; liczba tych sztucznie wprowadzonych kopii genu jest

trudna do kontrolowania lecz pozostaje sta÷a w tym samym klonie. Transfekcja przej́sciowa

polega na wprowadzeniu do komórki plazmidu - cz ¾asteczki DNA zawieraj ¾acej sekwencje ko-

duj ¾ace dane bia÷ko, wyst¾epuj ¾acej w komórce poza chromosomem, nie ulegaj ¾acej integracji

z chromosomem i zdolnej do autonomicznej replikacji; gen w transfekowanej komórce ulega

ekspresji przej́sciowo, tzn. w krótkim okresie czasu (jego ekspresja zostaje zgubiona w miar¾e

podzia÷ów komórkowych) oraz jedynie w komórce, do której zosta÷wprowadzony.

Rysunek 1.2 (Nelson i in. 2004, grupa M.R.H. White) Oscylacyjne translokacje pomi¾edzy

j ¾adrem a cytoplazm ¾a bia÷ka RelA-dsRed (bia÷ko tworz ¾ace kompleks NF -�B z doczepionym

fragmentem świec ¾acym na czerwono) wywo÷ane stymulacj ¾a TNF� (czynnik martwicy nowot-

woru), jednoczésnie degradacja i odbudowa inhibitora, I�B�-EGFP (zielone). Wykorzysty-

wana linia komórkowa to SK-N-AS (komórki nowotworowe uk÷adu nerwowego), rodzaj

przeprowadzonej transfekcji - przej́sciowa.

W naszej pracy korzystamy z wyników eksperymentów na pojedynczych komórkach

dwóch grup: U. Alona, która analizuje bia÷ka tworz ¾ace siéc regulatorow ¾a czynnika tran-

skrypcyjnego p53 (Rys. 1.2), oraz M.R.H. White�a, która analizuje bia÷ka tworz ¾ace siéc

regulatorow ¾a czynnika transkrypcyjnego NF -�B (Rys. 1.3). Eksperymenty te pozwoli÷y
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pokazác po raz pierwszy w grupie U. Alona istnienie niegasn ¾acych (w ci ¾agu 72 godzin trwa-

nia eksperymentu) oscylacji w uk÷adzie regulatorowym p53jMdm2 o okresie ok. 6 godzin,

nie mo·zliwych do zaobserwowania w eksperymentach populacyjnych, [37],[57] oraz w grupie

M.R.H. White�a niegasn ¾acych oscylacji w uk÷adzie NF -�B o okresie ok. 100 minut, [72],[36].

Rysunek 1.3 (Geva-Zatorsky i in. 2006, grupa U. Alona) Oscylacje pomi¾edzy j ¾adrem a

cytoplazm ¾a poziomów bia÷ek p53-CFP (zielone) i Mdm2-YFP (czerwone) w odpowiedzi na

uszkodzenie DNA wywo÷ane promieniowaniem gamma. Wykorzystywana linia komórkowa to

MCF7 (komórki rakowe gruczo÷u piersiowego), rodzaj przeprowadzonej transfekcji - stabilna.
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1.3 Liczba kopii genu w komórce

Liczba kopii genu w komórce nie jest sta÷a. Istnieje wiele procesów, które zmieniaj ¾a t¾e liczb¾e

w czasie ewolucji komórki.

Podczas cyklu komórkowego, który u eukariontów trwa oko÷o 24 godzin, w fazie S w

diploidalnych komórkach somatycznych nast¾epuje replikacja DNA i wi¾ekszóśc genów jest

przej́sciowo tetraploidalna; nast¾epnie, w czasie mitozy, w komórce macierzystej, która po

replikacji DNA ma podwójny (4n) zestaw chromosomów, chromosomy potomne rozdzielaj ¾a

si¾e, wokó÷nich odtwarzana jest otoczka j ¾adrowa i tworz ¾a si¾e dwa j ¾adra komórkowe. W

wyniku mitozy powstaj ¾a dwie komórki potomne z identyczn ¾a jak komórka macierzysta liczb ¾a

chromosomów i tym samym zestawem genów.

Mejoza (proces podzia÷ów zwi ¾azanych z gametogenez ¾a) prowadzi do zrekombinowania

informacji genetycznej zapewniaj ¾ac sta÷¾a liczb¾e chromosomów w kolejnych pokoleniach or-

ganizmów, które rozmna·zaj ¾a si¾e p÷ciowo. W wyniku mejozy obie komórki potomne, gamety,

maj ¾a haploidaln ¾a liczb¾e chromosomów. Z po÷¾aczenia dwóch gamet powstaje zygota, która

jest organizmem diploidalnym. Liczba chromosomów mo·ze ulec zmianie na skutek b÷¾edów

podczas mejozy, które prowadz ¾a do powstawania gamet o zwi¾ekszonej ilósci materia÷u gene-

tycznego.

U organizmów diploidalnych brak jednej kopii genu mo·ze prowadzíc do haploinsu¢ -

ciency, choroby wynikaj ¾acej z niedoboru bia÷ka danego typu lub zbyt du·zych �uktuacji

jego poziomów. Rozwój nowotworu jest w wielu przypadkach zwi ¾azany z cz¾ésciow ¾a mul-

tiplikacj ¾a genomu. Mitoza w komórkach nowotworowych prowadzi do zmiennósci liczby

chromosomów w komórkach tego samego guza. W rezultacie w komórkach nowotworowych

mo·ze býc znacznie wi¾ecej kopii poszczególnych genów ni·z w komórce diploidalnej. W normal-

nej ewolucji komórki niektóre geny mog ¾a býc multiplikowane w odpowiedzi na stresogenne

czynniki środowiskowe, gdy dane bia÷ko jest potrzebne w komórce w wi¾ekszej ilósci.

W eksperymentach na pojedynczych komórkach analizuje si¾e transfekowane komórki

rakowe, w których geny wyst¾epuj ¾a w wi¾ekszej liczbie kopii ni·z w normalnych komórkach
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diploidalnych. Na przyk÷ad komórki HeLa (komórki raka szyjki macicy), powszechnie u·zy-

wane jako standardowa linia komórkowa w wielu eksperymentach, zawieraj ¾a trzy razy wi¾ecej

DNA ni·z komórki wild-type, co powoduje ·ze, przeci¾etnie, geny s ¾a heksaploidalne. Ekspery-

menty na pojedynczych komórkach s ¾a niezb¾edne do badania uk÷adów regulatorowych bia÷ek,

poniewa·z pokazuj ¾a dynamik¾e poszczególnych komórek, zamaskowan ¾a w eksperymentach pop-

ulacyjnych. Jednak·ze, przeprowadzenie transfekcji, która zwi¾eksza liczb¾e kopii genów, oraz

wykorzystanie komórek rakowych, które ze swojej natury s ¾a silnie zmutowane zás mech-

anizmy regulatorowe bia÷ek s ¾a w nich uszkodzone powoduje, ·ze w eksperymentach tych

analizuje si¾e dynamik¾e silnie zaburzonego uk÷adu, co bardzo utrudnia interpretacj¾e wyników

eksperymentalnych, i w efekcie zrozumienie mechanizmów regulatorowych uk÷adu nie zabur-

zonego, którego bezpósrednio nie mo·zemy zbadác.

Pe÷ne zrozumienie dzia÷ania sieci regulatorowej zarówno w komórkach niezmutowanych

jak i nowotworowych wymaga konstrukcji i analizy odpowiedniego modelu matematycznego.

Budowa modelu sieci regulatorowej polega na odgadni¾eciu struktury uk÷adu dynamicznego,

którego dynamika jest zgodna z eksperymentem. Naturaln ¾a metod ¾a jest analiza wp÷ywu

wy÷¾aczenia (b ¾ad́z wzmocnienia) poszczególnych elementów uk÷adu na funkcjonowanie ca÷ósci.

W eksperymencie polega to na usuni¾eciu pewnych bia÷ek b ¾ad́z zwi¾ekszeniu ich ilósci poprzez

wprowadzenie dodatkowych kopii genów.

Informacja o konsekwencjach zmiany liczby kopii genów nie by÷a w praktyce uwzgl¾edni-

ana podczas przeprowadzania i interpretacji eksperymentów. Stworzenie poprawnego mod-

elu matematycznego opisuj ¾acego dynamik¾e zarówno komórek normalnych jak i komórek ze

zwi¾ekszon ¾a liczb ¾a kopii genów jest niezb¾edne z punktu widzenia przeprowadzanych ekspery-

mentów. Poprawny model matematyczny oraz symulacje numeryczne pozwoli÷yby oceníc,

w jaki sposób zachowuj ¾a si¾e bia÷ka w rozwa·zanej sieci w zale·znósci od wymuszenia, jakim

mo·ze býc uszkodzenie DNA, oraz umo·zliwi÷yby interpretacj¾e i wery�kacj¾e wyników badań

eksperymentalnych. Analiza matematyczna mo·ze zatem ukierunkowác badania eksperymen-

talne oraz przyczyníc si¾e do znacznego obni·zenia kosztów badań oraz skrócenia ich czasu.
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Rozdzia÷2

Modelowanie ekspresji genów i sieci

regulatorowych
Niektóre z kluczowych biochemicznych interakcji w komórce zachodz ¾a pomi¾edzy bardzo

ma÷¾a liczb ¾a cz ¾asteczek. Przyk÷adem jest tu proces transkrypcji mRNA okréslonego genu,

który zachodzi, je·zeli w rejonie promotora genu przy÷¾aczony jest odpowiedni czynnik tran-

skrypcyjny lub kilka ró·znych czynników transkrypcyjnych. W rezultacie przy÷¾aczanie (z

natury losowe) pojedynczej cz ¾asteczki czynnika transkrypcyjnego prowadzi do transkrypcji

dziesi ¾atek cz ¾asteczek mRNA a nast¾epnie syntezy tysi¾ecy cz ¾asteczek odpowiadaj ¾acego im bi-

a÷ka. Powoduje to, ·ze trajektorie poszczególnych komórek w wielowymiarowej przestrzeni,

której wspó÷rz¾ednymi s ¾a ilósci poszczególnych mRNA, bia÷ek i ich kompleksów, odpowied-

nio w j ¾adrze i cytoplázmie, s ¾a istotnie ró·zne. Mechanizmy regulatorowe, w szczególnósci

sprz¾e·zenia zwrotne steruj ¾ace transkrypcj ¾a, translacj ¾a, degradacj ¾a bia÷ek i mRNA oraz for-

mowaniem si¾e kompleksów bia÷kowych, wykorzystuj ¾a stochastycznóśc do ró·znicowania pop-

ulacji komórek, b ¾ad́z minimalizuj ¾a j ¾a, aby zapewníc poprawne (bliskie deterministycznemu)

funkcjonowanie komórki.

Modele ÷¾acz ¾ace deterministyczny opis szybkich kana÷ów reakcji w komórce opisywanych

uk÷adami nieliniowych równań ró·zniczkowych, ze stochastycznym modelowaniem wolnych

kana÷ów reakcji prowadz ¾a do losowych równań ró·zniczkowych, w których �cz ¾astki�dokonuj ¾a

stochastycznych przeskoków pomi¾edzy rodzinami deterministycznych trajektorii. Prowadzi

to do opisu sieci regulatorowej poprzez ci ¾ag÷y w czasie, kawa÷kami deterministyczny proces

Markowa. Matematyczny opis takiego procesu stanowi ¾a równania Chapmana-Ko÷mogorowa.
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2.1 Proces stochastyczny

Zmienn ¾a losow ¾a (rzeczywist ¾a) nazywamy dowoln ¾a rzeczywist ¾a funkcj¾e mierzaln ¾a Y (tzn.

spe÷niaj ¾ac ¾a warunek Y �1(B) 2 Fdla ka·zdego zbioru borelowskiego B � R) okréslon ¾a na

przestrzeni probabilistycznej (
;F ; P ) o wartósciach w zbiorze liczb rzeczywistych: Y :


! R.

Proces stochastyczny jest rodzin ¾a fYtgt2T zmiennych losowych, które przyjmuj ¾a wartósci

w przestrzeni mierzalnej (R, F) i s ¾a indeksowane przez zbiór T , gdzie t interpretujemy jako

czas. Dla ustalonego y 2 
 funkcj¾e Yy (t) nazywamy realizacj ¾a (albo trajektori ¾a) procesu.

Realizacja procesu wyra·za ewolucj¾e w czasie wybranego zdarzenia losowego. Wartósci pro-

cesu nazywamy stanami.

Jésli zmienna losowa Y ma rozk÷ad dyskretny, tzn. Y przyjmuje wartósci yi z praw-

dopodobieństwami pi,
�
(yi, pi)i2I

	
, gdzie I jest zbiorem przeliczalnym oraz

P
i2I
pi = 1, wów-

czas wartóśc oczekiwana zmiennej losowej Y zde�niowanej na tym samym zbiorze stanów

okréslona jest wzorem

E[Y ] =
X
i2I
yipi;

jésli zás zmienna Y ma rozk÷ad ci ¾ag÷y o g¾estósci p (y), wówczas

E[Y ] =

1Z
�1

ypY (y) dy:

Nast¾epnie, maj ¾ac zde�niowan ¾a wartóśc oczekiwan ¾a mo·zna zde�niowác wariancj¾e w nast¾epu-

j ¾acy sposób: dla zmiennych losowych o rozk÷adzie dyskretnym:

V ar[Y ] =

1X
i=1

(yi � E[Y ])2 pi

oraz dla zmiennych losowych o rozk÷adzie ci ¾ag÷ym z g¾estósci ¾a p (y):

V ar[Y ] =

1Z
�1

(y � E[Y ])2 p (y) dy:
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Wartóśc oczekiwana i wariancja s ¾a w istocie szczególnymi przypadkami tak zwanych mo-

mentów. Liczb¾e

Mm[Y ] := E[Y m] =

8>>>>><>>>>>:

P
i

ymi pi, dla Y o rozk÷adzie dyskretnym

1R
�1
ymp (y) dy, dla Y o rozk÷adzie ci ¾ag÷ym

; m = 1; 2; :::

nazywamy momentem rz ¾edu m zmiennej losowej Y .

Prawdopodobiénstwo ÷¾aczne przyj¾ecia przez proces stochastyczny Y wartósci y1 w chwili

t1, wartósci y2 w chwili t2, itd., oznaczamy:

p (y1; t1; y2; t2; :::; yn; tn) , n = 1; 2; :::: (1)

Ustalaj ¾ac wartósci zmiennej losowej Y w k zadanych chwilach t1; :::; tk, mo·zna zde�n-

iowác prawdopodobiénstwo warunkowe przyj¾ecia okréslonych wartósci w l innych chwilach

tk+1; :::; tk+l, które wynosi

p (yk+l; tk+l; :::; yk+1; tk+1j yk; tk; :::; y1; t1) =
p (yk+l; tk+l; :::; yk+1; tk+1)

p (yk; tk; :::; y1; t1)
: (2)

Prawdopodobieństwo warunkowe jest g¾estósci ¾a prawdopodobieństwa przyj¾ecia przez Y

wartósci yk+1 w momencie tk+1, wartósci yk+2 w momencie tk+2, itd. je·zeli jej wartóśc w

chwili t1 wynosi y1, wartóśc w chwili t2 wynosi y2, itd.

Prawdopodobieństwo warunkowe jest nieujemne oraz unormowane:Z
p (yk+l; tk+l; :::; yk+1; tk+1j yk; tk; :::; y1; t1) dyk+l:::dyk+1 = 1: (3)

Proces stochastyczny jest stacjonarny jésli, dla ka·zdego n, prawdopodobieństwa (1) zale·z ¾a

jedynie od ró·znic czasów, tzn.

p (y1; t1 + � ; y2; t2 + � ; :::; yn; tn + �) = p (y1; t1; y2; t2; :::; yn; tn) , n = 1; 2; :::: (4)
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2.2 Proces Markowa

Jednym z najwa·zniejszych przyk÷adów procesów stochastycznych s ¾a procesy Markowa. Pro-

ces stochastyczny Yn o takiej w÷asnósci, ·ze dla ka·zdego n 2 N i ka·zdego ci ¾agu chwil t1 <

t2; ::: < tn 2 T g¾estóśc prawdopodobieństwa warunkowego yn w chwili tn zale·zy tylko od

stanu uk÷adu yn�1 w chwili tn�1, a nie zale·zy od przesz÷ósci, czyli od y1,..., yn�2, tzn.

p (yn; tnj yn�1; tn�1; :::; y1; t1) = p (yn; tnj yn�1; tn�1) (5)

nazywamy procesem Markowa. W÷asnóśc (5) nazywamy w÷asnósci ¾a Markowa.

Prawdopodobieństwo p (yn; tnj yn�1; tn�1) nazywane jest prawdopodobiénstwem przej́scia.

Proces Markowa wyznaczony jest przez rozk÷ad pocz ¾atkowy oraz prawdopodobieństwo prze-

j́scia: p (y1; t1) i p (y2; t2j y1; t1). Na ich podstawie mo·zna odtworzýc ca÷¾a hierarchi¾e praw-

dopodobieństw ÷¾acznych, które w pe÷ni okréslaj ¾a proces:

p (y1; t1; y2; t2; :::; yn; tn) = p (yn; tnj yn�1; tn�1) :::p (y3; t3j y2; t2) p (y2; t2j y1; t1) : (6)

Na przyk÷ad dla rozk÷adu z t1 < t2 otrzymujemy, z de�nicji prawdopodobieństwa warunk-

owego:

p (y1; t1; y2; t2) = p( y2; t2j y1; t1)p (y1; t1) : (7)

Podobnie, dla rozk÷adu z t1 < t2 < t3, korzystaj ¾ac dodatkowo z de�nicji procesów Markowa,

otrzymujemy:

p (y1; t1; y2; t2; y3; t3) = p (y3; t3j y1; t1; y2; t2) p (y1; t1; y2; t2) = (8)

= p (y3; t3j y2; t2) p( y2; t2j y1; t1)p (y1; t1) :

2.3 Równanie Chapmana-Ko÷mogorowa

Ca÷kuj ¾ac obie strony to·zsamósci (8) po y2 otrzymujemy dla t1 < t2 < t3, z de�nicji praw-

dopodobieństwa ÷¾acznego (6) dla n = 3, nast¾epuj ¾ace wyra·zenie:

p (y1; t1; y3; t3) = p (y1; t1)

Z
p (y2; t2j y1; t1) p (y3; t3j y2; t2) dy2: (9)
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Dziel ¾ac obie strony przez p (y1; t1), a nast¾epnie korzystaj ¾ac z de�nicji prawdopodobieństwa

warunkowego (2) dla k = l = 1 dostajemy nast¾epuj ¾acy zwi ¾azek dla prawdopodobieństw prze-

j́scia, który zachodzi dla ka·zdego procesu stochastycznego:

p (y3; t3jy1; t1) =
Z
p (y3; t3j y2; t2) p (y2; t2j y1; t1) dy2, t1 < t2 < t3. (10)

Równanie to nazywa si¾e równaniem Chapmana-Ko÷mogorowa. Jest to to·zsamóśc, któr ¾a musi

spe÷niác prawdopodobieństwo przej́scia ka·zdego procesu Markowa. Równanie Chapmana-

Ko÷mogorowa orzeka, ·ze proces rozpoczynaj ¾acy si¾e w chwili t1 od wartósci y1 osi ¾aga wartóśc

y3 w chwili t3, przechodz ¾ac przez jedn ¾a z dopuszczalnych wartósci y2 w pósredniej chwili t2.

2.4 Równanie Mistrzów

Równianie Mistrzów jest pewn ¾a równowa·zn ¾a, ró·zniczkow ¾a postaci ¾a równania Chapmana-

Ko÷mogorowa.

Zapisuj ¾ac to·zsamóśc (7) dla t1 = t2 otrzymamy dodatkowy warunek:

p (y2; t1j y1; t1) = � (y2 � y1) : (11)

Zapiszmy prawdopodobieństwo przej́scia w procesie Markowa dla ma÷ych wartósci ró·znicy

czasu �t. Uwzgl¾edniaj ¾ac warunek (11) mamy, z dok÷adnósci ¾a do cz÷onów liniowych w �t:

p
�
y; t+�tj y0 ; t

�
� �

�
y � y0

��
1� a0

�
y
0
; t
�
�t
�
+Wt

�
yjy0

�
�t: (12)

Funkcja Wt

�
yjy0

�
jest prawdopodobiénstwem przej́scia w jednostce czasu w chwili t od stanu

y do y
0
. Dla stacjonarnych procesów Markowa Wt

�
yjy0

�
nie zale·zy od czasu. Ca÷kuj ¾ac obie

strony równania (12) po y, z warunku unormowania (3), otrzymujemy nast¾epuj ¾ace równanie

1 = 1� a0
�
y
0
; t
�
�t+�t

Z
Wt

�
yjy0

�
dy: (13)

St ¾ad

a0

�
y
0
; t
�
=

Z
Wt

�
yjy0

�
dy; (14)
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a0
�
y
0
; t
�
jest ca÷kowitym prawdopodobieństwem przej́scia na jednostk¾e czasu ze stanu y

0
do

jakiegokolwiek innego stanu.

Napiszmy równanie Chapmana-Ko÷mogorowa dla uporz ¾adkowanych chwil t0 < t < t+�t:

p (y; t+�tj y0; t0) =
Z
p
�
y; t+�tj y0 ; t

�
p
�
y
0
; tj y0; t0

�
dy

0
: (15)

St ¾ad, po podstawieniu równania (13), otrzymujemy

p (y; t+�tj y0; t0) �
�
1� a0

�
y
0
; t
�
�t
�
p (y; tj y0; t0) + (16)

+

Z n
Wt

�
yjy0

�
�t
o
p
�
y
0
; tj y0; t0

�
dy

0
:

Przepiszmy równanie (16) w postaci

p (y; t+�tj y0; t0) =

Z n
Wt

�
yjy0

�
�t
o
p
�
y
0
; tj y0; t0

�
dy

0
+ (17)

+ p (y; tj y0; t0)
�
1�

Z
Wt

�
yjy0

�
dy

0
�t

�
:

Pierwszy wyraz po prawej stronie opisuje prawdopodbieństwo przej́scia do stanu y w czasie

�t, natomiast drugi opisuje prawdopodbieństwo, ·ze w tym czasie uk÷ad pozostanie w stanie

y. W granicy �t! 0 otrzymujemy ró·zniczkow ¾a postác równania Chapmana-Ko÷mogorowa

zwan ¾a równaniem Mistrzów. (Równanie Mistrzów jest równaniem na prawdopodobieństwo

przej́scia w procesie Y (t), a nie na g¾estóśc prawdopodobieństwa p (y; t)):

@p (y; tj y0; t0)
@t

=

Z n
Wt

�
yjy0

�
p
�
y
0
; tj y0; t0

�
�Wt

�
y
0jy
�
p (y; tj y0; t0)

o
dy

0
: (18)

Pierwszy wyraz po prawej stronie opisuje zmian¾e p (y; tj y0; t0) wynikaj ¾ac ¾a z przej́śc do stanu

y w czasie�t, natomiast drugi wyraz z ujemnym znakiem opisuje analogiczn ¾a zmian¾e wynika-

j ¾ac ¾a z opuszczenia stanu y. Równanie Mistrzów jest wi¾ec równaniem bilansu przyj́śc odnie-

sionych do ustalonego stanu.

Jésli zbiór wartósci procesu Y jest dyskretnym zbiorem stanów ponumerowanych wskáznikiem

n, wówczas równanie Mistrzów przyjmuje postác:

dpn (t)

dt
=
X
n;

fWnn0 (t) pn; (t)�Wn0n (t) pn (t)g
0
: (19)
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W tej postaci równanie Mistrzów jest równaniem �zysku i straty" opisuj ¾acym "wzrost

i spadek" prawdopodobieństwa ka·zdego stanu n; pierwszym wyrazem jest wzrost praw-

dopodobieństwa zwi ¾azany z przej́sciami z innych stanów n
0
, a drugim spadek zwi ¾azany z

przej́sciami do innych stanów.
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Rozdzia÷3

Wp÷yw liczby kopii genu na jego

regulacj¾e z uwzgl¾ednieniem efektów

stochastycznych

3.1 Stochastycznóśc w procesie ekspresji genów

Stochastycznóśc w procesie ekspresji genów powstaje w wyniku przerw w aktywnósci genu

(prze÷¾aczania stanu genu) [12], transkrypcji i degradacji mRNA oraz translacji i degradacji

bia÷ka ([16], [11], [28], [29], [9] oraz [17]). Stochastycznóśc ta powoduje, ·ze populacja komórek

wykazuje du·ze zró·znicowanie pomi¾edzy komórkami, jak to zaobserwowano na przyk÷ad u

Takasuka i in. [27] oraz u Stirland i in. [24] dla komórek ssaków, u Raser i O�Shea [22] dla

komórek dro·zd·zy (Saccharomyces cerevisiae) lub u Elowitz i in. [7] dla bakterii (Escherichia

coli). U bakterii stochastycznóśc wynika z ma÷ej liczby cz ¾asteczek mRNA oraz bia÷ka danego

typu na komórk¾e. Komórki eukariontów natomiast s ¾a znacznie wi¾eksze i zawieraj ¾a znacznie

wi¾ecej mRNA wi¾ec źród÷a stochastycznósci zwi ¾azane s ¾a g÷ównie ze zmian ¾a aktywnósci genów.

3.2 Opis modelu ekspresji genu haploidalnego

W tej cz¾ésci pracy rozwa·zamy pojedyncz ¾a komórk¾e oraz koncentrujemy si¾e na regulacji poje-

dynczego genu. Kontrola aktywnósci genu odbywa si¾e poprzez przy÷¾aczanie b ¾ad́z dysocjacj¾e

bia÷ek regulatorowych. Zak÷adamy, ·ze wspó÷czynniki aktywacji c i dezaktywacji b genu zale·z ¾a

od liczby cz ¾asteczek syntetyzowanego bia÷ka [10], [14], [15], c = c (y), b = b (y), co tworzy
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p¾etl¾e sprz¾e·zenia zwrotnego (autoregulacji) (Rys. 3.1). W przypadku regulacji bez sprz¾e·ze-

nia zwrotnego (w÷¾aczenie lub wy÷¾aczenie genu nie zale·zy od jego bia÷kowych produktów)

zak÷adamy, ·ze gen mo·ze prze÷¾aczýc si¾e do aktywnego stanu (oznaczonego przez A) ze sta÷ym

wspó÷czynnikiem c = c0, a wraca do nieaktywnego stanu (oznaczonego przez I) ze sta÷ym

wspó÷czynnikiem b = b0 w wyniku przy÷¾aczania b ¾ad́z dysocjacji innych (pochodz ¾acych od

innego genu) czynników transkrypcyjnych, o których zak÷ada si¾e, ·ze s ¾a obecne w sta÷ej ilósci

w j ¾adrze komórkowym.

Zak÷adamy, ·ze tylko aktywny gen ulega transkrypcji. Oznaczmy przez H tempo tran-

skrypcji mRNA (zsyntetyzowana liczba cz ¾asteczek mRNA na sekund¾e), oraz przez K tempo

translacji bia÷ka. Zak÷adamy, ·ze tempa H i K s ¾a sta÷e. Zatem cz ¾asteczki mRNA synte-

tyzowane s ¾a z tempem G(t)H, gdzie G jest binarn ¾a zmienn ¾a losow ¾a opisuj ¾ac ¾a stan genu:

G(A) = 1 i G(I) = 0 [12], [10], [20], [15]. Translacja bia÷ka zachodzi z tempem Kx(t), gdzie

x(t) jest liczb ¾a cz ¾asteczek mRNA; liczb¾e cz ¾asteczek bia÷ka oznaczmy przez y(t). Ponadto

zak÷adamy, ·ze cz ¾asteczki mRNA i bia÷ka ulegaj ¾a degradacji ze wspó÷czynnikami odpowiednio

r1, r2. Opisane reakcje mo·zna przedstawíc nast¾epuj ¾aco:

I
c(y)�! A; I

b(y) � A; G(I) = 0; G(A) = 1 (20)

A
G(A)H�! mRNA

r1�! �; (21)

mRNA
K�! bia÷ko r2�! �; (22)

gdzie symbol � oznacza degradacj¾e.

Rysunek 3.1: Schematyczne przedstawienie ekspresji pojedynczego genu.
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3.2.1 Model dyskretny: równania Mistrzów

Stan uk÷adu w pojedynczej komórce w dowolnej chwili czasu opisany jest przez trójk¾e zmi-

ennych x(t); y(t); G(t), gdzie x(t) jest liczb ¾a cz ¾asteczek mRNA, y(t) jest liczb ¾a cz ¾asteczek

bia÷ka, a G jest zmienn ¾a binarn ¾a opisuj ¾ac ¾a stan genu. Zde�niujmy prawdopodobieństwa

gxy (t) : = P [# mRNA = x; # bia÷ka = y; G = 0]; (23a)

hxy (t) : = P [# mRNA = x; # bia÷ka = y; G = 1]; (23b)

gxy i hxy s ¾a prawdopodobieństwami ÷¾acznymi, ·ze liczba cz ¾asteczek mRNA wynosi x, liczba

cz ¾asteczek bia÷ka wynosi y, gdzie x 2 N, y 2 N, a stan genu jest, odpowiednio, nieaktywny

(G = 0) oraz aktywny (G = 1). Rozk÷ad calkowity �xy = gxy + hxy opisuje ÷¾aczny poziom

mRNA oraz bia÷ka w komórce bez wzgl¾edu na stan genu,
P

x2N; y2N
�xy = 1.

Rysunek 3.2: Diagramy ewolucji g¾estósci prawdopodobieństw gxy i hxy zadanych przez

proces Markowa pierwszego rz¾edu.
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Ewolucja w czasie prawdopodobieństw (23a)-(23b) [30], [10] dana jest przez nast¾epuj ¾acy

nieskończony uk÷ad równań Mistrzów (Rys. 3.2)

dgxy
dt

= bhxy � cgxy +G(I)Hg(x�1;y) + r1(x+ 1)g(x+1;y) � (G(I)H + r1x)gxy + (24)

+Kxg(x;y�1) + r2(y + 1)g(x;y+1) � (Kx+ r2y)gxy;
dhxy
dt

= �bhxy + cgxy +G(A)Hh(x�1;y) + r1(x+ 1)h(x+1;y) � (G(A)H + r1x)hxy (25)

+Kxh(x;y�1) + r2(y + 1)h(x;y+1) � (Kx+ r2y)hxy:

Pierwsze dwa prawostronne cz÷ony w równaniach (24)-(25) odpowiadaj ¾a przep÷ywowi

prawdopodobieństwa zwi ¾azanego ze zmian ¾a aktywnósci genu (przej́sciem pomi¾edzy gxy i

hxy), nast¾epne trzy cz÷ony opisuj ¾a syntez¾e i degradacj¾e cz ¾asteczek mRNA, zás pozosta÷e

trzy cz÷ony opisuj ¾a syntez¾e i degradacj¾e cz ¾asteczek bia÷ka. Zauwa·zmy, ·ze w równaniu (24)

cz÷ony syntezy mRNA zeruj ¾a si¾e. Równania (24)-(25) daj ¾a zale·zny od czasu rozk÷ad procesu

stochastycznego.

3.2.2 Średnie i wariancje poziomów mRNA i bia÷ka dla modelu

dyskretnego bez autoregulacji

Pomimo, ·ze równań (24)-(25) nie potra�my rozwi ¾azác analitycznie nawet dla przypadku

stacjonarnego, dgxy
dt
= dhxy

dt
= 0, to mo·zna wykorzystác je do obliczenia momentów rozk÷adów

gxy, hxy wykorzystuj ¾ac funkcje tworz ¾ace, które zde�niowane s ¾a nast¾epuj ¾aco [19]:

F (z; s) =
X
x;y

zxsygxy; (26)

T (z; s) =
X
x;y

zxsyhxy: (27)

Jak poka·zemy w Dodatku A1, dla haploidalnego genu bez sprz¾e·zenia zwrotnego (tzn. ze

sta÷ymi wspó÷czynnikami zmiany stanu genu c(y) = c0 i b(y) = b0) wartóśc oczekiwana liczby
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cz ¾asteczek mRNA i bia÷ka dla stacjonarnego uk÷adu (24)-(25) wynosi:

ED[x] =
c0H

r1(c0 + b0)
(28)

ED[y] =
c0KH

r1r2(c0 + b0)
=
K

r2
ED[x] (29)

zás wariancja liczby cz ¾asteczek mRNA i bia÷ka wynosi:

V arD[x] =
b0r1

c0(c0 + b0 + r1)
E2D[x] + ED[x] (30)

V arD[y] =
b0r1r2(r1 + r2 + c0 + b0)

c0(r1 + r2)(r1 + c0 + b0)(r2 + c0 + b0)
E2D[y] +

K

r1 + r2
ED[y] + ED[y] (31)

3.2.3 Przybli·zenie ci ¾ag÷e

Aby upróscíc zagadnienie wprowadzamy przybli·zenie, spe÷nione u eukariontów, w którym

stochastycznóśc zwi ¾azana z syntez ¾a/degradacj ¾a mRNA oraz bia÷ka jest zaniedbana (patrz

[14],[15],[19]). Przybli·zenie to opiera si¾e na fakcie, ·ze typowe liczby cz ¾asteczek mRNA i bia÷ek

s ¾a znacznie wi¾eksze ni·z liczba kopii genu. W rezultacie, �uktuacje zwi ¾azane ze stanem genu

daj ¾a znacznie wi¾ekszy wk÷ad do wariancji bia÷ka ni·z synteza mRNA i bia÷ka oraz procesy

degradacji (patrz [19]). Zaniedbuj ¾ac stochastycznóśc syntezy oraz degradacji mRNA i bia÷ka

traktujemy x i y jako ci ¾ag÷e zmienne, x 2 R i y 2 R, oraz opisujemy proces (21)-(22)

równaniami ró·zniczkowymi. Dla haploidalnego genu otrzymujemy zatem nast¾epuj ¾acy uk÷ad:

I
c(y)�! A; I

b(y) � A; G(I) = 0; G(A) = 1 (32)

dx

dt
= HG(t)� r1x; (33)

dy

dt
= Kx� r2y; (34)

Równanie (33) opisuje proces transkrypcji oraz degradacji mRNA i jest stochastycznym

(losowym) równaniem ró·zniczkowym z losow ¾a zmienn ¾a binarn ¾aG(t). Równanie (34), sprz¾e·zone
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z (33), jest równaniem stochastycznym opisuj ¾acym proces translacji i degradacji bia÷ka.

Zarówno liczba cz ¾asteczek mRNA jak i bia÷ka s ¾a ci ¾ag÷ymi zmiennymi losowymi, ogranic-

zonymi przez rozwi ¾azania stacjonarne równań (33)-(34): ograniczenie dolne dla nieakty-

wnego stanu genu (G = 0): x = 0, y = 0, oraz ograniczenie górne dla aktywnego stanu

genu (G = 1): x 2
h
0; H

r1

i
, y 2

h
0; KH

r1r2

i
. Równania (33)-(34) generuj ¾a zatem kawa÷kami

deterministyczny, ci ¾ag÷y w czasie proces Markowa.

3.2.4 Równania ci ¾ag÷ósci dla funkcji g¾estósci prawdopodobieństwa

(FGP) poziomów mRNA i bia÷ka

Wka·zdej chwili czasu t realizacje poziomówmRNA i bia÷ka, x(t) i y(t), oraz stan prze÷¾acznika

transkrypcyjnego G(t) tworz ¾a trójk¾e zmiennych losowych, z których pierwsze dwie s ¾a ci ¾ag÷e a

trzecia jest binarna. Zatem ich wspólny rozk÷ad ÷¾aczny mo·ze býc reprezentowany przez par¾e

funkcji g¾estósci prawdopodobieństwa (FGP) g(x; y; t) i h(x; y; t) zde�niowanych nast¾epuj ¾aco:

g(x; y; t)�x�y : = Pr[x(t) 2 (x; x+�x); y(t) 2 (y; y +�y); G(t) = 0];

h(x; y; t)�x�y : = Pr[x(t) 2 (x; x+�x); y(t) 2 (y; y +�y); G(t) = 1]:

Wyprowadzimy teraz równania ci ¾ag÷ósci dla funkcji g(x; y; t) i h(x; y; t).

Napiszmy równania bilansu dla prawdopodobieństw g i h z cz÷onami źród÷owymi wynika-

j ¾acymi ze zmiany stanu genu:Z
At+4t

g(x; y; t+4t)dxdy �
Z
At

g(x; y; t)dxdy = 4t
Z
At

b(y)h(x; y; t)dxdy + (35)

�4t
Z
c(y)

At

g(x; y; t)dxdy

Z
At+4t

h(x; y; t+4t)dxdy �
Z
At

h(x; y; t)dxdy = �4t
Z
At

b(y)h(x; y; t)dxdy + (36)

+4t
Z
c(y)

At

g(x; y; t)dxdy:
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Dziel ¾ac (35)-(36) stronami przez �t otrzymujemy iloraz ró·znicowy:

R
At+4t

g(x; y; t+4t)dxdy �
R
At

g(x; y; t)dxdy

4t =

Z
b(y)

At

h(x; y; t)dxdy �
Z
c(y)

At

g(x; y; t)dxdy

R
At+4t

h(x; y; t+4t)dxdy �
R
At

h(x; y; t)dxdy

4t = �
Z
At

b(y)h(x; y; t)dxdy +

Z
c(y)

At

g(x; y; t)dxdy;

nast¾epnie, przechodz ¾ac do granicy �t! 0, otrzymujemy:

d

dt

Z
At

g(x; y; t)dxdy =

Z
At

b(y)h(x; y; t)dxdy �
Z
At

c(y)g(x; y; t)dxdy

d

dt

Z
At

h(x; y; t)dxdy = �
Z
b(y)

At

h(x; y; t)dxdy +

Z
At

c(y)g(x; y; t)dxdy:

Obszar ca÷kowania At zale·zy od czasu t, stosujemy wi¾ec twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego,

zgodnie z którym wchodzimy z pochodn ¾a pod znak ca÷ki:Z
At

�
@g(x; y; t)

@t
+ div[(

dx

dt
=G=0;

dy

dt
) g]

�
dxdy =

Z
At

[b(y) h(x; y; t)� c(y) g(x; y; t)] dxdy

Z
At

�
@h(x; y; t)

@t
+ div[(

dx

dt
=G=1;

dy

dt
) h]

�
dxdy =

Z
At

[�b(y) h(x; y; t) + c(y) g(x; y; t)] dxdy;

st ¾adZ
At

�
@g(x; y; t)

@t
+ div[(

dx

dt
=G=0;

dy

dt
) g]� [b(y) h(x; y; t)� c(y) g(x; y; t)]

�
dxdy = 0

Z
At

�
@h(x; y; t)

@t
+ div[(

dx

dt
=G=1;

dy

dt
)h]� [�b(y) h(x; y; t) + c(y) g(x; y; t)]

�
dxdy = 0:

Poniewa·z obszar ca÷kowania At jest dowolny, wi¾ec funkcja podca÷kowa musi býc równa zero,

otrzymujemy zatem nast¾epuj ¾ace równania ci ¾ag÷ósci dla g(x; y; t) i h(x; y; t):

@g

@t
+ div[(

dx

dt
=G=0;

dy

dt
)g] = bh� cg (37)

@h

@t
+ div[(

dx

dt
=G=1;

dy

dt
) h] = �bh+ cg: (38)

31



Uwzgl¾edniaj ¾ac równania na pola pr¾edkósci dx
dt jG=0 i

dx
dt jG=1 dane przez zwi ¾azki (33)-(34),

otrzymujemy równania ci ¾ag÷ósci w postaci:

@g

@t
� @

@x
(r1xg) +

@

@y
[(Kx� r2y) g] = bh� cg (39)

@h

@t
+
@

@x
[(H � r1x) h] +

@

@y
[(Kx� r2y) h] = �bh+ cg: (40)

Alternatywnie, powy·zsze dwa równania mog ¾a býc otrzymane z równań Mistrzów (24)-

(25) poprzez rozwini¾ecie Kramersa-Moyala (pierwszego rz¾edu) [30]. Równań (39)-(40) nie

potra�my rozwi ¾azác analitycznie, numerycznie równania te zosta÷y rozwi ¾azane w pracy Lip-

niacki i in. [15].

Funkcje g(x; y; t), h(x; y; t) mo·zna badác w obszarze D = [0;1) � [0;1). Zaw¾e·zymy

jednak nasze rozwa·zania do obszaru D1 � D ograniczonego przez nast¾epuj ¾ace rozwi ¾azania

uk÷adu (33)-(34): (x1(t); y1(t)) dla G = 0 z warunkiem pocz ¾atkowym (x1(0); y1(0)) = (1; 1)

oraz (x2(t); y2(t)) dla G = 1 z warunkiem pocz ¾atkowym (x2(0); y2(0)) = (0; 0). Rozwi ¾azania

te zadaj ¾a dwie krzywe w p÷aszczýznie (x,y) ÷acz ¾ace si¾e w punkcie (0,0) i (1,1) (patrz Rys.

3.4). Obszar D1, jak pokazano w [3], jest niezmienniczy.

3.2.5 Średnie i wariancje poziomów mRNA i bia÷ka dla modelu

ci ¾ag÷ego bez autoregulacji

Policzmy średnie oraz wariancje mRNA i bia÷ka dla uk÷adu (33)-(34) w przypadku bez

sprz¾e·zenia zwrotnego, c(y) = c0, b(y) = b0. Równania (39)-(40) wykorzystamy do obliczenia

momentów rozk÷adów gxy, hxy. Podobnie jak w przypadku dyskretnym, de�niujemy funkcje

tworz ¾ace:

F (z; s) =

1Z
0

1Z
0

ezx+syg(x; y)dxdy (41)

T (z; s) =

1Z
0

1Z
0

ezx+syh(x; y)dxdy: (42)
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Pierwsze i drugie pochodne F (z; s) i T (z; s) w punkcie z = s = 0 daj ¾a odpowiednio

momenty pierwszego i drugiego rz¾edu dla g(x; y; t) i h(x; y; t). Pozwala to policzýc średni ¾a

i wariancj¾e rozk÷adu brzegowego bia÷ka �y =
R
(g(x; y) + h(x; y))dx dla modelu ci ¾ag÷ego [19]

(patrz Dodatek A2):

EC [x] =
c0H

r1(c0 + b0)
(43)

EC [y] =
c0HK

r1r2(c0 + b0)
=
K

r2
EC [x] (44)

V arC [x] =
c0b0H

2

r21(r1 + c0 + b0) (c0 + b0)
2 =

b0H

r1(r1 + c0 + b0) (c0 + b0)
EC [x] (45)

V arC [y] =
b0r1r2(r1 + r2 + c0 + b0)

c0(r1 + r2)(r1 + c0 + b0)(r2 + c0 + b0)
(EC [y])

2: (46)

Zauwa·zmy, ·ze otrzymalísmy tak ¾a sam ¾a średni ¾a dla bia÷ka jak w przypadku dyskretnym

(29), zás wariancja V arC [y] ró·zni si¾e od wariancji w przypadku dyskretnym tylko cz÷on-

ami liniowymi: pierwszy brakuj ¾acy cz÷on K
r1+r2

E[y] odpowiada transkrypcyjnemu szumowi,

podczas gdy drugi cz÷on E[y] odpowiada szumowi translacyjnemu.

3.2.6 Przybli·zenie Keplera-Elstona (K-E) modelu ci ¾ag÷ego

Rozwa·zaj ¾ac ci ¾ag÷e przybli·zenie, uk÷ad (33)- (34) mo·ze býc dalej uproszczony je·zeli za÷o·zymy,

·ze tempo degradacji mRNA jest du·ze w porównaniu z tempem prze÷¾aczania genu, wówczas

poziom mRNA osi ¾aga stan równowagi znacznie szybciej ni·z poziom bia÷ka. W takim przy-

padku równanie (33) mo·ze zostác zast ¾apione przez swój stan stacjonarny x = HG
r1
(patrz

Dodatek B).

Otrzymujemy wówczas
dy

dt
=
HKG

r1
� r2y: (47)

Powy·zsze przybli·zenie jest równowa·zne za÷o·zeniu wprowadzonemu przez Keplera i Elstona

(2001) [10], ·ze bia÷ko jest syntetyzowane bezpósrednio z genu (przybli·zenie K-E). Zróbmy
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nast¾epuj ¾ac ¾a zamian¾e zmiennych w równaniu (47): y� = r1r2
HK

y, t� = r2t; po opuszczeniu

gwiazdek otrzymujemy równanie w bezwymiarowej postaci:

dy

dt
= G� y: (48)

Rozk÷ad ÷¾aczny dla losowych zmiennych (y, G), opisuj ¾acych stan genu w dowolnej chwili

czasu, dany jest przez nast¾epuj ¾ac ¾a par¾e FGP:

Pr[y(t) 2 (y; y +�y); G(t) = 0] = g(y; t)�y

Pr[y(t) 2 (y; y +�y); G(t) = 1] = h(y; t)�y:

Wówczas równania ci ¾ag÷ósci dla FGP g(y; t) i h(y; t), dla pola por¾edkósci dy
dt
zadanego przez

(47), mo·zna zapisác:

@g

@t
� @

@y
(yg) = bh� cg (49)

@h

@t
+
@

@y
((1� y)h) = �bh+ cg: (50)

3.2.7 Średnia i wariancja poziomu bia÷ka dla modelu K-E bez au-

toregulacji

Średnia EKE[y] oraz wariancja V arKE[y] stacjonarnego rozk÷adu brzegowego bia÷ka wynosz ¾a

EKE[y] =
c0

c0 + b0
; (51)

V arKE[y] =
b0

c0(1 + c0 + b0)
(EKE[y])

2: (52)

Zauwa·zmy, ·ze średniaEKE[y] (przy r1r2
HK

= 1) jest taka sama jak w poprzednim przypadku.

3.3 Analiza ekspresji dla genu diploidalnego

Rozwa·zmy teraz autoregulowany gen z dwiema kopiami bior ¾acymi udzia÷w procesie tran-

skrypcji. Oznacza to, ·ze stan genu przyjmuje teraz trzy wartósci, G 2 f0; 1; 2g, tzn. G = 0
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oznacza, ·ze obie kopie genu s ¾a wy÷¾aczone, G = 1 oznacza, ·ze jedna kopia genu jest aktywna

a druga wy÷¾aczona, oraz G = 2 oznacza, ·ze obie kopie genu s ¾a aktywne.

Równania ci ¾ag÷ósci dla FGP poziomów mRNA i bia÷ek

Równania (33)-(34) generuj ¾a stochastyczne trajektorie opisane przez ci ¾ag÷y w czasie proces

Markowa. W ka·zdej chwili czasu t realizacje poziomów mRNA i bia÷ka x(t) i y(t) oraz

prze÷¾acznika transkrypcji G(t) s ¾a trójk ¾a losowych zmiennych, z których pierwsze dwie s ¾a

ci ¾ag÷e a trzecia przyjmuje trzy wartósci. St ¾ad ich rozk÷ad ÷¾aczny mo·ze býc opisany przez

trzy funkcje g¾estósci prawdopodobieństwa f0(x; y; t), f1(x; y; t), f2(x; y; t):

f0(x; y; t)�x�y : = Pr[x(t) 2 (x; x+�x); y(t) 2 (y; y +�y); G(t) = 0]

f1(x; y; t)�x�y : = Pr[x(t) 2 (x; x+�x); y(t) 2 (y; y +�y); G(t) = 1]

f2(x; y; t)�x�y : = Pr[x(t) 2 (x; x+�x); y(t) 2 (y; y +�y); G(t) = 2]:

Przep÷yw prawdopodobieństw f0, f1 i f2 zwi ¾azanych ze zmian ¾a aktywnósci kopii genów

obrazuje Rys. 3.3.

Rysunek 3.3: Schemat przep÷ywu prawdopodobieństw dla uk÷adu z dwiema kopiami genu.

Równania ci ¾ag÷ósci dla funkcji f0, f1, f2 maj ¾a zatem postác:

@f0
@t

+ div(f0(
dx

dt
=G=0;

dy

dt
)) = bf1 � 2cf0 (53)

@f1
@t

+ div(f1(
dx

dt
=G=1;

dy

dt
)) = �(b+ c)f1 + 2cf0 + 2bf2 (54)

@f2
@t

+ div(f2(
dx

dt
=G=2;

dy

dt
)) = cf1 � 2bf2: (55)
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Podstawiaj ¾ac równania na pola pr¾edkósci dx
dt
i dy
dt
zadane przez (33)-(34) otrzymujemy:

@f0
@t
� r1x

@f0
@x

+ (Kx� r2y)
@f0
@y

= bf1 � (2c� r1 � r2)f0 (56)

@f1
@t

+ (H � r1x)
@f1
@x

+ (Kx� r2y)
@f1
@y

= �(b+ c� r1 � r2)f1 + 2cf0 + 2bf2 (57)

@f2
@t

+ (2H � r1x)
@f2
@x

+ (Kx� r2y)
@f2
@y

= cf1 � (2b� r1 � r2)f2: (58)

Funkcje f0(x; y; t), f1(x; y; t), f2(x; y; t) mo·zna badác w zwartym obszarze D2 � D =

[0;1) � [0;1) zde�niowanym poni·zej, który jak poka·zemy w Dodatku C, jest zbiorem

niezmienniczym. Rozwi ¾azania uk÷adu (33)-(34): (x1(t); y1(t)) dla G = 0 z warunkiem

pocz ¾atkowym (x1(0); y1(0)) = (2; 2) oraz (x2(t); y2(t)) dla G = 2 z warunkiem pocz ¾atkowym

(x2(0); y2(0)) = (0; 0) zadaj ¾a dwie krzywe w p÷aszczýznie (x,y) ÷¾acz ¾ace si¾e w punkcie (0,0) i

(2,2) (patrz Rys. 3.4).

Średnia oraz wariancja bia÷ka dla uk÷adu bez autoregulacji

W uk÷adzie bez autoregulacji kopie genu "dzia÷aj ¾a" niezale·znie od siebie. Zatem wartóśc

oczekiwana EII [y] oraz wariancja V arII [y] stacjonarnego rozk÷adu brzegowego bia÷ka dla

uk÷adu z dwiema kopiami genu bez autoregulacji dana jest przez relacje:

EII [y] = 2EI [y] (59)

V arII [y] = 2V arI [y]; (60)

gdzie EI [y] oraz V arI [y] s ¾a odpowiednio średni ¾a oraz wariancj ¾a rozk÷adu bia÷ka dla uk÷adu

z jedn ¾a kopi ¾a genu.

Niezale·zne obliczenia dla sprawdzenia poprawnósci zwi ¾azków (59)-(60) dla uk÷adów z

jedn ¾a i dwiema kopiami genu w przybli·zeniu K-E znajduj ¾a si¾e w Dodatku A3.
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3.4 Analiza ekspresji genu N-ploidalnego

N -ploidalny gen mo·ze istniéc w jednym z N + 1 stanów. Dyskretna funkcja GN(t) 2

f0; 1; :::; Ng, gdzie GN(t) = i, odpowiada stanowi, w którym i z N kopii jest aktywnych.

Niech fi(x; y; t), i 2 Z, oznacza FGP tak ¾a, ·ze

P [x(t) 2 (x; x+�x), y(t) 2 (y; y +�y); GN(t) = i] = fi(x; y; t)�x�y:

Oczywíscie fi(x; y; t) = 0 dla i =2 f0; 1; :::; Ng. Macierz przej́scia TN pomi¾edzy stanami fi
odpowiada wspó÷czynnikom przej́scia dla pojedynczej kopii genu:

I
c(y)�! A; I

b(y) � A;

i ma postác:

TN =

fi�1 fi fi+1

fi�1 (N + 1� i)c(y) 0

fi ib(y) (N � i)c(y)

fi+1 0 (i+ 1)b(y)

, i 2 f0; 1; :::; Ng:

Ewolucja w czasie x i y dana jest przez równania:

dx

dt
= HGN(t)� r1x (61)

dy

dt
= Kx� r2y; (62)

zás ewolucja w czasie funkcji g¾estósci prawdopodobieństwa fi dana jest przez nast¾epuj ¾acy

uk÷ad N + 1 równań ró·zniczkowych cz ¾astkowych:

@fi
@t
+
@

@x
((Hi� r1x)fi) +

@

@y
((Kx� r2y)fi) = �ib(y)fi � (N � i)c(y)fi +

+(N + 1� i)c(y)fi�1 + (i+ 1)b(y)fi+1:
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Rysunek 3.4: Obszary D1, D2,..., DN ograniczone przez trajektorie (61)-(62) dla

GN(t) 2 f0; 1; :::; Ng.

Funkcje fi(x; y; t) mo·zna badác w ograniczonym obszarze DN � D = [0;1) � [0;1),

zadanym w p÷aszczýznie (x; y) przez rozwi ¾azania uk÷adu (61)-(62): (x1(t); y1(t)) dla G =

0 z warunkiem pocz ¾atkowym (x1(0); y1(0)) = (N;N), oraz (x2(t); y2(t)) dla GN = N z

warunkiem pocz ¾atkowym (x2(0); y2(0)) = (0; 0) (Rys. 3.4). W podobny sposób, jak dla D2,

mo·zna pokazác, ·ze zbiór DN równie·z jest zbiorem niezmienniczym.

Średnia i wariancja bia÷ka dla uk÷adu bez autoregulacji

W uk÷adzie bez autoregulacji kopie genu "dzia÷aj ¾a" niezale·znie od siebie. Zatem, dla genu

maj ¾acegoN kopii, wartóśc oczekiwanaEN [y] oraz wariancja V arIN [y] stacjonarnego rozk÷adu

brzegowego bia÷ka dla uk÷adu bez autoregulacji dana jest przez relacje:

EN [y] = NEI [y] (63)

V arN [y] = NV arI [y]: (64)
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Średnia i wariancja liczone na kopi¾e genu, E0 = EN
N
i V ar0 = V arN

N
, nie zale·z ¾a od liczby

kopii genu.

W przypadku z autoregulacj ¾a bia÷ko wyprodukowane z mRNA pochodz ¾acego z pierwszej

kopii genu mo·ze dodatnio b ¾ad́z ujemnie regulowác drug ¾a kopi¾e genu, w zwi ¾azku z czym z

drugiej kopii genu mo·ze býc wyprodukowana inna ilóśc bia÷ka ni·z z pierwszej, dlatego nie

ma generalnej zasady wi ¾a·z ¾acej wariancj¾e oraz średni ¾a z liczb ¾a kopii genu.

Przybli·zenie Keplera-Elstona

Rozwa·zmy model regulacji N -ploidalnego genu w przybli·zeniu K-E, który wykorzystamy do

obliczeń numerycznych, a mianowicie:

dy

dt
= GN � y; GN 2 f0; 1; :::Ng (65)

×¾aczny rozk÷ad dla losowych zmiennych (y, GN) opisany jest przez N + 1 FGP:

fi(y; t)�y := Pr[y(t) 2 (y; y +�y); GN(t) = i]:

Stacjonarne rozk÷ady @fi
@t
= 0 dane s ¾a przez uk÷ad liniowych równań ró·zniczkowych zwycza-

jnych

d

dy
((i� y)fi) = �ib(y)fi � (N � i)c(y)fi + (N + 1� i)c(y)fi�1 + (i+ 1)b(y)fi+1: (66)
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Rozdzia÷4

Wyniki analityczne
Dla uk÷adu z autoregulacj ¾a rozwi ¾azanie analityczne potra�my znaléźc jedynie w przypadku

przybli·zenia K-E dla uk÷adu z jedn ¾a kopi ¾a genu. W pozosta÷ych przypadkach uk÷ady z au-

toregulacj ¾a rozwi ¾azujemy numerycznie. Dla uk÷adów bez autoregulacji, znaj ¾ac rozwi ¾azanie

uk÷adu z jedn ¾a kopi ¾a genu, potra�my znaléźc metod ¾a splotów rozwi ¾azania analityczne uk÷adów

z dowoln ¾a liczb ¾a kopii genów.

4.1 Rozwi ¾azanie stacjonarne uk÷adu K-E dla N=1 z

autoregulacj ¾a

Uk÷ad (49)-(50) posiada analityczne rozwi ¾azanie stacjonarne dla y 2 (0; 1). Dla @g
@t
= @h

@t
= 0

uk÷ad ten ma postác:

� d
dy
(yg) = bh� cg (67)

d

dy
((1� y)h) = �bh+ cg: (68)

Dodaj ¾ac stronami (67)-(68) otrzymujemy ca÷k¾e pierwsz ¾a

d

dy
[�yg + (1� y)h] = 0; (69)

która implikuje warunek

�yg + (1� y)h = �g(1) = h(0): (70)

Poniewa·z funkcje g(y) i h(y) s ¾a z de�nicji nieujemne, warunek �g(1) = h(0) implikuje, ·ze

g(1) = h(0) = 0. Zatem, z równania (70), wyznaczamy h = yg
(1�y) . Po podstawieniu h do
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równania (67) otrzymujemy:
d

dy
(yg) =

�by g
1� y + cg;

lub, zapisuj ¾ac w równowa·znej postaci:

dg

g
=

�
�b
1� y +

c� 1
y

�
dy:

Zatem uk÷ad (67)-(68) dla y 2 (0; 1) ma analityczne rozwi ¾azanie stacjonarne postaci

g(y) = Exp

�Z y

0

�
�b

(1� s) +
c� 1
s

�
ds

�
; h(y) =

yg(y)

(1� y) : (71)

Dla wspó÷czynników zmiany stanu genu c(y) = c0 + c1y + c2y
2 i b(y) = b0 + b1y + b2y

2

rozwi ¾azanie ma postác:

g(y) = A � exp[y(b1+b2+c1) +
1
2
y2(b2+c2)] � y(c0�1) � (1� y)(b0+b1+b2) (72)

h(y) = A � exp[y(b1+b2+c1) +
1
2
y2(b2+c2)] � yc0 � (1� y)(b0+b1+b2�1); (73)

oraz

�(1)(y) = g(y) + h(y) = A � exp[y(b1+b2+c1) +
1
2
y2(b2+c2)] �y(c0�1) � (1� y)(b0+b1+b2�1);

gdzie A jest sta÷¾a wybran ¾a tak, aby
R 1
0
�(y) = 1.

Zauwa·zmy, ·ze rozwi ¾azanie (72)-(73) uk÷adu (67)-(68) istnieje, je·zeli spe÷nione s ¾a nast¾epu-

j ¾ace warunki zapewniaj ¾ace ca÷kowalnóśc g(y) i h(y):8<: c0 > 0

b0 + b1 + b2 > 0:

Z biologicznego punktu widzenia warunek c0 = 0 oznacza÷by, ·ze gen wy÷¾aczy si¾e i mo·ze

nigdy wi¾ecej si¾e nie w÷¾aczýc. Zauwa·zmy równie·z, ·ze8><>:
c0 < 1 => lim

y!0+
g(y) =1

b0 + b1 + b2 < 1 => lim
y!1�

h(y) =1:
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4.2 Rozwi ¾azanie stacjonarne uk÷adu K-E dla N=2 bez

autoregulacji

W przypadku bez sprz¾e·zenia zwrotnego, c(y) = c0, b(y) = b0, potra�my znaléźc analityczne

rozwi ¾azanie uk÷adu (49)-(50) dla @g
@t
= @h

@t
= 0 . Oznaczmy ró·znymi kolorami mRNA i bia÷ka

pochodz ¾ace z ró·znych kopii genu. Je·zeli wspó÷czynniki c i b nie zale·z ¾a od y, wówczas rozk÷ady

dla ró·znie "pokolorowanych" bia÷ek s ¾a niezale·zne. W uk÷adzie bez autoregulacji rozk÷ad

brzegowy bia÷ka jest splotem tych "kolorowych" rozk÷adów. Rozwi ¾azanie f0(y), f1(y), f2(y)

uk÷adu (56)-(58) wyra·za si¾e w postaci splotu funkcji g(y) i h(y):

f0(y) =

yZ
0

g�(z)g�(y � z)dz (74)

f1(y) = 2

yZ
0

g�(z)h�(y � z)dz (75)

f2(y) =

yZ
0

h�(z)h�(y � z)dz (76)

oraz

�(2)(y) =

yZ
0

�(1)(z)�(1)(y � z)dz;

gdzie g� =

8<: g dla z 2 (0; 1)

0 w p.p.
,

�(2) jest rozk÷adem brzegowym dla uk÷adu z dwiema kopiami genu, oraz g(y) i h(y) jest

rozwi ¾azaniem uk÷adu dla jednej kopii genu (49)-(50) ze sta÷ymi wspó÷czynnikami zmiany

stanu genu.

Dla rozwi ¾azań g(y) i h(y)

g(y) = y c0�1(1� y)b0 (77)

h(y) = y c0(1� y)b0�1 (78)
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modelu w przybli·zeniu K-E dla jednej kopii genu (49)-(50) ze sta÷ymi wspó÷czynnikami zmi-

any stanu genu, rozwi ¾azanie f0(y), f1(y), f2(y) uk÷adu (56)-(58) przedstawia si¾e nast¾epuj ¾aco:

f0(y) =

yZ
0

z c0�1(1� z)b0(y � z)c0�1(1 + z � y)b0dz = (79)

=

yZ
0

(z(y � z))c0�1 ((1� z)(1 + z � y))b0 dz

f1(y) = 2

yZ
0

z c0(1� z)b0�1(y � z)c0�1(1 + z � y)b0dz (80)

f2(y) =

yZ
0

z c0(1� z)b0�1(y � z)c0(1 + z � y)b0�1dz = (81)

+

yZ
0

(z(y � z))c0 ((1� z)(1 + z � y))b0�1 dz:

Rozwi ¾azanie stacjonarne uk÷adu K-E dla N-ploidalnego

genu bez autoregulacji

Tak jak poprzednio, w uk÷adzie bez autoregulacji rozk÷ad brzegowy bia÷ka jest splotem nieza-

le·znych rozk÷adów "kolorowych" bia÷ek. Wykorzystuj ¾ac odpowiednie sploty tych rozk÷adów

mo·zemy znaléźc analityczne rozwi ¾azanie uk÷adu (66) dla dowolnego N: Rozk÷ad brzegowy

dla N -ploidalnego genu bez autoregulacji ma postác

�(N)(y) =

yZ
0

�(k)(z)�(N�k)(y � z)dz:
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Rozdzia÷5

Wyniki numeryczne
Przeanalizujemy charakterystyczne numeryczne rozwi ¾azania uk÷adu (66) dla genu haplo-

(N = 1), diplo- (N = 2) oraz tetraploidalnego (N = 4), najpierw dla przypadku bez

autoregulacji, a nast¾epnie z autoregulacj ¾a. Do obliczenia tych rozwi ¾azań wykorzystamy

metod¾e dyskretyzacji (patrz Dodatek D) wprowadzon ¾a w pracy [15].

5.1 Charakterystyczne rozwi ¾azania uk÷adu bez autoreg-

ulacji

Rozwa·zmy rozwi ¾azania stacjonarne f
(N)
k (k jest liczb ¾a aktywnych kopii w N -ploidalnym

genie) uk÷adu (66) bez autoregulacji, c(y) = c0; b(y) = b0, dla N = 1, 2, 4 oraz trzech par

wspó÷czynników zmiany stanu genu c0 i b0: c0 = 2 i b0 = 3; c0 = 4 i b0 = 1; c0 = 0:8 i

b0 = 0:8.

Dla wspó÷czynników c0 = 2, b0 = 3 (Rys. 5.5) funkcja rozk÷adu bia÷ka dla uk÷adu z jedn ¾a

kopi ¾a genu odpowiadaj ¾aca genowi w stanie nieaktywnym, f0, osi ¾aga maksimum dla mniejszej

wartósci y ni·z rozk÷ad f1, odpowiadaj ¾acy genowi aktywnemu (gdy·z bia÷ko produkowane

jest gdy gen jest w÷¾aczony). Podobnie, dla uk÷adu z dwiema i czterema kopiami genu,

pierwsze maksimum osi ¾aga rozk÷ad f0, w którym wszystkie kopie genu s ¾a nieaktywne, drugie

maksimum, dla wi¾ekszego y, osi ¾aga rozk÷ad f1, w którym jedna z kopii jest aktywna, itd. Dla

wspó÷czynników c0 > 1 i b0 > 1 pro�le rozk÷adów dla N = 1; 2; 4 maj ¾a maksima wewn ¾atrz

obszaru oraz znikaj ¾a na jego brzegach. Maksimum �(y) rozk÷adu brzegowego przesuwa si¾e w

kierunku rosn ¾acego y ze wzrostem liczby kopii genu w uk÷adzie. Wspó÷czynnik dezaktywacji

b0 jest wi¾ekszy ni·z wspó÷czynnik aktywacji c0 dlatego gen w uk÷adzie z jedn ¾a, dwiema i
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czterema kopiami znajduje si¾e g÷ównie w stanie nieaktywnym, tzn. średnia ilóśc bia÷ka na

kopi¾e E0[y] < 1
2
.

Rysunek 5.5: Pro�le rozk÷adów bia÷ka fk oraz �N(y) dla c0 = 2, b0 = 3. Pierwsza

kolumna: uk÷ad z jedn ¾a kopi ¾a genu, N = 1; druga kolumna: uk÷ad z dwiema kopiami genu,

N = 2; trzecia kolumna: uk÷ad z czterema kopiami genu, N = 4.

Jak widác na Rys. 5.6 (poni·zej), poniewa·z wspó÷czynnik aktywacji c0 jest znacznie wi¾ek-

szy ni·z wspó÷czynnik deaktywacji b0, wi¾ec gen z N = 1, N = 2 i N = 4 znajduje si¾e

g÷ównie w stanie aktywnym (́srednia ilóśc bia÷ka na kopi¾e E0[y] > 1
2
), oraz pro�le rozk÷adów

brzegowych osi ¾agaj ¾a maksima dla wi¾ekszej wartósci y ni·z w poprzednim przypadku. Pro-

�le rozk÷adu brzegowego dla uk÷adu z jedn ¾a i dwiema kopiami bardzo ró·zni ¾a si¾e od siebie:

rozk÷ad brzegowy dla uk÷adu z jedn ¾a kopi ¾a genu koncentruje si¾e blisko y = 1.
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Rysunek 5.6: Pro�le rozk÷adów bia÷ka fk oraz �N(y) dla c0 = 4, b0 = 1. Pierwsza kolumna:

N = 1; druga kolumna: N = 2; trzecia kolumna: N = 4.

Dla mniejszych wartósci c0 i b0 (Rys. 5.7) mo·zna zaobserwowác wi¾eksz ¾a ró·znic¾e pomi¾edzy

pro�lami rozk÷adów brzegowych w uk÷adach N = 1, N = 2 i N = 4, a mianowicie, rozk÷ad

dla N = 1 ma dwa maksima, dla y = 0 oraz y = 1, co sugeruje, ·ze uk÷ad oscyluje pomi¾edzy

dwoma stanami: z ma÷¾a oraz du·z ¾a ilósci ¾a bia÷ka.

Dla uk÷adu z jedn ¾a kopi ¾a genu lim
y!0

�(1)(y) =1 oraz lim
y!1

�(1)(y) =1, podczas gdy dla

uk÷adów z dwiema �2(y) i czterema �4(y) kopiami genu lim
y!0

�(1)(y) = 0 oraz lim
y!1

�(1)(y) = 0.
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Rysunek 5.7: Pro�le rozk÷adów poziomów bia÷ka fk oraz �N(y) dla c0 = 0:8, b0 = 0:8.

Pierwsza kolumna: N = 1; druga kolumna: N = 2; trzecia kolumna: N = 4.

5.2 Charakterystyczne rozwi ¾azania uk÷adu z autoregu-

lacj ¾a

Rozwa·zmy charakterystyczne rozwi ¾azania uk÷adu (66) dla N = 1; 2; 4 w przypadku z ujemn ¾a

oraz dodatni ¾a autoregulacj ¾a.

Ujemne sprz¾e·zenie zwrotne

Rozwa·zmy zewn¾etrzn ¾a indukcj¾e samodezaktywuj ¾acego si¾e genu. Zak÷adamy, ·ze wspó÷czyn-

niki zmiany stanu genu c(y) i b(y) s ¾a postaci

c(y) = c0; b(y) = b2y
2 (82)
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Wspó÷czynnik c0 kontroluje tempo zewn¾etrznej lub spontanicznej aktywacji w wyniku przy÷¾aczenia

czynników transkrypcyjnych niezale·znych od analizowanego genu. Wspó÷czynnik b2 mierzy

tempo dezaktywacji poprzez dysocjacj¾e bia÷kowych homodimerów pochodz ¾acych od anali-

zowanego genu, dlatego przyjmujemy, ·ze wspó÷czynnik aktywacji genu jest proporcjonalny

do y2 (kwadratu liczby monomerów). Jest to naturalne za÷o·zenie, poniewa·z bia÷ko powstaje

jako monomer i bardzo cz¾esto dwa homologiczne monomery ÷¾acz ¾a si¾e ze sob ¾a tworz ¾ac ho-

modimery, które w wielu przypadkach s ¾a znacznie bardziej aktywne i stabilne ni·z monomery.

Homodimery bardzo cz¾esto pe÷ni ¾a funkcj¾e bia÷ek regulatorowych. Produkcja homodimerów

jest kwadratow ¾a funkcj ¾a koncentracji bia÷ka [10].

Na trzech Panelach (Rys. 5.8) mamy rozk÷ad brzegowy bia÷ka dla trzech wartósci spon-

tanicznej aktywacji c0, dla których, odpowiednio, uk÷ad z jedn ¾a, dwiema i czterema kopiami

aktywuje si¾e. Ós pozioma dla N = 2 i N = 4 zosta÷a przeskalowana do odcinka [0; 1] dla

lepszego porównania rozk÷adów. Pro�l rozk÷adu dla uk÷adu z dwiema kopiami genu jest

w¾e·zszy ni·z dla uk÷adu z jedn ¾a kopi ¾a, a szerszy od rozk÷adu dla uk÷adu z czterema kopiami,

tzn. wraz ze wzrostem wspó÷czynnika spontanicznej aktywacji c0 oraz ze wzrostem liczby

aktywnych kopii genu średnia oraz wariancja na kopi¾e malej ¾a.
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Rysunek 5.8: Panele A, B, C: pro�le rozk÷adu brzegowego �N(y). Panel D: średnia

E0[y] bia÷ka na kopi¾e genu. Panel E: wariancja V ar0[y] bia÷ka na kopi¾e genu: b2 = 2,

c0 2 f0:9; 5; 15g dla N = 1; 2; 4.

Ró·znica pomi¾edzy rozk÷adami dla uk÷adów z jedn ¾a, dwiema i czterema kopiami jest

znacznie bardziej widoczna w przypadku dodatniej autoregulacji.

Dodatnie sprz¾e·zenie zwrotne - wzorce aktywacji

Skoncentrujemy si¾e teraz na regulacji samoaktywuj ¾acego si¾e genu. Zak÷adamy, ·ze wspó÷czyn-

niki zmiany stanu genu c(y) i b(y) s ¾a postaci

c(y) = c0 + c2y
2; b(y) = b0:

Wspó÷czynnik c2 mierzy si÷¾e samoaktywacji spowodowan ¾a przy÷¾aczaniem si¾e bia÷kowych ho-

modimerów. Wspó÷czynnik b0 oznacza dezaktywacj¾e w wyniku dysocjacji homodimerów z
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promotora genu. Tempo aktywacji w wyniku przy÷¾aczenia pewnych czynników transkryp-

cyjnych jest kontrolowane przez wspó÷czynnik c0. Rozwa·zymy wspó÷czynniki c2 i b0 jako para-

metry charakteryzuj ¾ace gen oraz dla danej pary c2 i b0 przeanalizujemy odpowied́z uk÷adu

haploidalnego, diploidalnego i tetraploidalnego na zmieniaj ¾ac ¾a si¾e zewn¾etrzn ¾a stymulacj¾e c0.

Rysunek 5.9: Trzy wzorce aktywacji genu diploidalnego (dodatnie sprz¾e·zenie zwrotne).

Panele A, B, C: rozk÷ady brzegowe bia÷ka �(y) dla wzorców aktywacji {A}, {B} i {U}. Panele

D, E: średnia na kopi¾e E0[y](c0), oraz E: wariancja na kopi¾e V ar0[y](c0); kolory: czerwony,

zielony i niebieski odpowiadaj ¾a wzorcom {A}, {B} i {U} aktywacji liczonym dla punktów

(10,3), (10,10) i (3,10) w p÷aszczýznie (c2; b0) (patrz Rys. 5.10 B).

c0 = 0 prowadzi do singularnósci rozk÷adu �(y). Numerycznie, bardzo ma÷e c0 jest tak·ze

wyzwaniem, poniewa·z rozk÷ad koncentruje si¾e na y = 0. Aby unikn ¾ác tych numerycznych

trudnósci ograniczymy nasz ¾a numeryczn ¾a analiz¾e do przypadku c0 � 0:01. Z biologicznego

punktu widzenia nie jest to znacz ¾ace ograniczenie gdy·z ka·zdy gen ulega spontanicznej ak-

tywacji.
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Zauwa·zmy, ·ze istniej ¾a trzy wyró·zniaj ¾ace si¾e wzorce N -ploidalnej (N =1, 2, 4) aktywacji

genu odpowiadaj ¾ace ró·znym parom (c2; b0):

wzorzec {A} - jest trywialnym modem, w którym gen pozostaje Aktywny (tzn. E0 [y] >

1=2) dla c0 2 [0:01;1). Z biologicznego punktu widzenia oznacza to, ·ze gen mo·ze býc

aktywowany spontanicznie i pozostaje aktywny (Rys. 5.9 A),

wzorzec {B} - w którym gen aktywuje si¾e dla pewnego c0 2 [0:01;1) oraz rozk÷ad �(y)

jest przej́sciowo (tzn. dla pewnego c0) B imodalny (Rys. 5.9 B),

wzorzec {U} - w którym gen aktywuje si¾e dla pewnego c0 2 [0:01;1) lecz jego rozk÷ad

�(y) pozostaje Unimodalny dla wszystkich c0 2 [0:01;1) (Rys. 5.9 C).

Gen znajduj ¾acy si¾e we wzorcu {A} jest ci ¾agle aktywny, średnia na kopi¾e E0 [y] (c0) jest

bliska 1 oraz uk÷ad jest niewra·zliwy na si÷¾e zewn¾etrznej stymulacji c0 (Rys. 5.9 D). Wariancja

na kopi¾e V ar0 [y] (c0) pozostaje niska (Rys. 5.9 E). Wzorzec {A} jest "idealnym wyborem"

dla genów, których produkt jest potrzebny w sta÷ej ilósci. We wzorcu {B} gen aktywuje

si¾e dla wzgl¾ednie niskiego c0 a pro�l aktywacji jest interesuj ¾acy: dla pewnego c0 pojawia si¾e

drugie maksimum (dla wi¾ekszego y) rozk÷adu �(y) (Rys. 5.9 B, zielona krzywa), które nast¾ep-

nie staje si¾e wy·zsze od pierwszego (Rys. 5.9 B, br ¾azowa krzywa), ostatecznie dla wi¾ekszego

c0 rozk÷ad staje si¾e unimodalny. Ten wzorzec aktywacji oznacza, ·ze dla pewnego zakresu

parametru aktywacji c0 populacja komórek dzieli sie na dwie podpopulacje maj ¾ace mniejsz ¾a

i wi¾eksz ¾a ilóśc bia÷ka. Ten wzorzec w pewnych sytuacjach mog÷by býc bezpieczniejszy dla

komórki ni·z aktywacja unimodalna {U} pokazana na Rys. 5.9 C. Je·zeli sygna÷nie jest

wystarczaj ¾aco silny tylko cz¾éśc komórek aktywuje si¾e, podczas gdy reszta czeka na silniejszy

sygna÷do aktywacji.

Wzorzec {B} pojawia si¾e dla wi¾ekszego stosunku c2
b0
i w ten sposób uk÷ad aktywuje si¾e

(tzn. E0[y] > 1=2) dla mniejszej zewn¾etrznej stymulacji c0 z bardziej schodkowym pro-

�lem aktywacji (Rys. 5.9 D). Bimodalna aktywacja obecna jest tak·ze w pro�lu wariancji

V ar0 [y] (c0), który ma wysokie ostre maksimum dla wartósci c0, dla której E0[y](c0) t 1=2

(Rys. 5.9 E).
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Na Rys. 5.10 B pokazujemy trzy sektory w p÷aszczýznie (c2, b0) odpowiadaj ¾ace trzem

wzorcom aktywacji {A},{B},{U} dla genu diploiadalnego. Sektor dla haploidalnego genu

jest strukturalnie podobny do sektora dla genu diploidalnego (Rys. 5.10 A), sektor {A} jest

znacznie w¾e·zszy, zás sektor {U} jest znacznie szerszy. W przypadku genu tetraploidalnego

sektor {A} jest szerszy, podczas gdy {B} i {U} s ¾a wzgl¾ednie w ¾askie w porównaniu z sektorami

{B} i {U} dla genu diploidalnego (Rys. 5.10 C).

Rysunek 5.10: Trzy obszary w p÷aszczýznie (c2; b0) odpowiadaj ¾ace trzem wzorcom ak-

tywacji {A}, {B}, {U}. Panel A: gen haploidalny, Panel B: gen diploidalny, Panel C: gen

tetraploidalny.

Na Rys. 5.10 A, 5.10 B i 5.10 C mo·zemy wyró·zníc ma÷y obszar dla c22+b
2
0 � 1: Dla bardzo

ma÷ego c2, b0 i c0 rozk÷ad �(4)(y), odpowiadaj ¾acy genowi tetraploidalnemu mo·ze miéc do

pi¾eciu maksimów dla y = i, 0 � i � 4, a ka·zde z nich odpowiada stanowi, w którym i z 4 kopii

jest aktywne. Multimodalnóśc, spowodowana przez bardzo rzadkie przeskakiwanie pomi¾edzy

stanami genu, ma inny charakter ni·z bimodalnóśc, wy÷¾aczamy wi¾ec obszar c22 + b
2
0 � 1 z

dalszych rozwa·zań.

Interesuj ¾ace jest, ·ze wzorzec aktywacji diploidalnego genu (Rys. 5.10 B) jest najbardziej

regularny, tzn. sektory {A}, {B} i {U} s ¾a podobnej wielkósci. Geny haploidalne mog ¾a zna-

jdowác si¾e w obszarze {A} tylko dla bardzo ma÷ego stosunku c2
b0
, podczas gdy tetraploidalne
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geny znajduj ¾a si¾e w wi¾ekszósci w obszarze {A}, co powoduje, ·ze s ¾a niewra·zliwe na si÷¾e

zewn¾etrznego sygna÷u c0.

Rysunek 5.11: Dziewi¾éc wzorców równoczesnej aktywacji genu haplo-, diplo- i tetraploidal-

nego. Pro�le aktywacji dla trzech wybranych punktów w p÷aszczýznie (c2; b0) analizowane

s ¾a na Rys. 5.12, 5.13 i 5.14.

Gdy po÷¾aczymy te trzy obrazki (z Rys. 5.10) w jeden (Rys. 5.11), otrzymamy dziewi¾éc

mo·zliwych wzorców równoczesnej aktywacji haploidalnego, diploidalnego i tetraploidalnego

genu. To pozwala na analiz¾e dla genów diploidalnych konsekwencji braku jednej kopii genu

b ¾ad́z duplikacji genu.

Zgodnie z naszym oznaczeniem sektor {ABU} wyznacza zakres parametrów (c2, b0); dla

których tetraploidalny gen aktywuje si¾e we wzorcu {A}, diploidalny w {B} i haploidalny w
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{U}. St ¾ad, dla dowolnej pary (c2, b0) z sektora {ABU} strata kopii genu implikuje, ·ze uk÷ad

diploidalny aktywowa÷by si¾e we wzorcu {U} zamiast w {B}, podczas gdy duplikacja genu

przerzuci go do wzorca {A}.

Gdy uk÷ad diploidalny �dzia÷a�w obszarze {AAB} lub {AAU}, wtedy duplikacja genu

nie zmieni wzorca aktywacji, ale strata kopii genu zatrzyma ci ¾ag÷¾a aktywnóśc genu. Jésli

uk÷ad diploidalny znajduje si¾e w sektorze {AUU}, wówczas strata kopii genu nie spowoduje

zmiany wzorca aktywacji, lecz duplikacja genu przerzuci go do wzorca {A}.

Rysunek 5.12: Wzorzec aktywacji {AAB}: c2 = 15; b0 = 4. Panele A, B i C: rozk÷ady

brzegowe bia÷ka �(y) dla, odpowiednio, uk÷adu haplo-, diplo- i tetraploidalnego dla c0 = 0:3,

c0 = 0:6 (w którym uk÷ad haploidalny ma max[V ar0 [y] (c0)]), oraz c0 = 3. Panel D: średnia

na kopi¾e E0[y](c0). Panel E: wariancja na kopi¾e V ar0 [y] (c0).

Na Rys. 5.12, 5.13 i 5.14 analizujemy trzy z dziewi¾eciu mo·zliwych przypadków: {AAB},

{ABU}, {BUU}. Przypadek {AAB} (Rys. 5.12) przypomina klasyczny obraz haploinsuf-
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�ciency, patrz Cook i in. [5]. Diploidalny i tetraploidalny gen pozostaje aktywny, podczas

gdy haploidalny gen aktywuje si¾e poprzez rozk÷ad bimodalny tak, ·ze pro�l jego wariancji

V ar0[y](c0) ma ostre wysokie maksimum (Rys. 5.12 B, 5.12 E). Strata kopii genu zmniejsza

średni ¾a, ale co wa·zniejsze, zwi¾eksza zmiennóśc ekspresji genu. W tym przypadku, jezeli pro-

dukt genu jest potrzebny na sta÷ym poziomie strata kopii genu mo·ze prowadzíc do choroby.

Rysunek 5.13: Wzorzec aktywacji {ABU}: c2 = 15; b0 = 15. Panele A, B i C: rozk÷ady

brzegowe bia÷ka �(y) dla, odpowiednio, uk÷adu haplo-, diplo- i tetraploidalnego dla c0 = 0:8,

c0 = 1:2 (w którym uk÷ad diploidalny ma max[V ar0 [y] (c0)]), oraz c0 = 7. Panel D: średnia

na kopi¾e E0 [y] (c0). Panel E: wariancja na kopi¾e V ar0 [y] (c0).

Przypadek {ABU} (Rys. 5.13) jest zupe÷nie inny; uk÷ad diploidalny wykazuje przej́sciowo

najszerszy rozk÷ad bia÷ka (Rys. 5.13 B). Wariancja na kopi¾e V ar0[y](c0) jest w tym przy-

padku wi¾eksza dla genu diploidalnego ni·z dla haploidalnego (Rys. 5.13 E). Aktywacja hap-
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loidalnego genu jest znacznie bardziej stopniowa ze wzgl¾ednie ma÷¾a wariancj ¾a. Tetraploidalny

gen jest stale aktywny z w ¾askim rozk÷adem bia÷ka.

Rysunek 5.14: Wzorzec aktywacji {BUU}: c2 = 4; b0 = 15. Panele A, B i C: rozk÷ady

brzegowe bia÷ka �(y) dla, odpowiednio, uk÷adu haplo-, diplo- i tetraploidalnego dla c0 = 0:2,

c0 = 0:8 (w którym uk÷ad tetraploidalny ma max[V ar0 [y] (c0)]), oraz c0 = 8. Panel D:

średnia na kopi¾e E0(y)(c0). Panel E: wariancja na kopi¾e V ar0 [y] (c0).

W przypadku {BUU} (Rys. 5.14) geny haplo-, diplo- i tetraploidalne aktywuj ¾a si¾e wraz

ze wzrostem stymulacji. Pro�l aktywacji (Rys. 5.14 D) jest najbardziej stromy dla genu

tetraploidalnego oraz najbardziej ÷agodny dla genu haploidalnego. Wbrew intuicji, wariancja

na kopi¾e V ar0[y](c0) jest najwi¾eksza dla tetraploidalnego genu ze wzgl¾edu na jego przej́sciowo

bimodalny rozk÷ad (Rys. 5.14 E).
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5.3 Brak kopii genu nie mo·ze býc zrekompensowany

przez podwojon ¾a ekspresj ¾e pozosta÷ej kopii genu

Chcielibýsmy sprawdzíc, czy w przypadku braku jednej z dwóch kopii genu dwukrotne zwi¾ek-

szenie wspó÷czynnika syntezy mRNA dla pozosta÷ej kopii mo·ze zrekompensowác strat¾e jednej

kopii genu. Okazuje si¾e, ·ze w przypadku dodatniego sprz¾e·zenia zwrotnego strata kopii mo·ze

nie býc w pe÷ni zrekompensowana przez wy·zsz ¾a ekspresj¾e pozosta÷ej kopii genu.

Rysunek 5.15: Regulacja genu haploidalnego z podwojon ¾a produkcj ¾a oraz genu diploidal-

nego (ujemne sprz¾e·zenie zwrotne): b2 = 5. Panele A i B: rozk÷ad brzegowy bia÷ka �(y) dla

uk÷adu haplo- i diploidalnego dla c0 = 0:6, c0 = 1 oraz c0 = 5:5. Panele D i E: średnia

E [y] (c0) oraz wariancja V ar [y] (c0) bia÷ka.

W przypadku bez autoregulacji, bazuj ¾ac na analizie z Podrozdzia÷u 3.4, mo·zna wywnioskowác,

·ze haploidalny gen ma tak ¾a sam ¾a średni ¾a E [y] lecz dwa razy wi¾eksz ¾a wariancj¾e V ar [y] ni·z
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gen diploidalny (Rys. 5.15 C, 5.15 D). W przypadku ujemnego sprz¾e·zenia zwrotnego średnia

E [y] (c0) dla haploidalnego genu jest nieznacznie wy·zsza od średniej dla genu diploidalnego,

zás wariancja V ar [y] (c0) jest oko÷o dwa razy wi¾eksza, pro�le rozk÷adu bia÷ka �(y) dla uk÷adu

haploidalnego i diploidalnego znacznie si¾e ró·zni ¾a.

Rysunek 5.16: Regulacja genu haploidalnego z podwojon ¾a produkcj ¾a oraz genu diploidal-

nego (dodatnie sprz¾e·zenie zwrotne): c2 = 8; b0 = 5. Panele A i B: rozk÷ad brzegowy bia÷ka

�(y) dla uk÷adu haplo- i diploidalnego dla c0 = 0:01 (w którym gen diploidalny aktywuje

si¾e), c0 = 0:1 oraz c0 = 1. Panele C i D: średnia E [y] (c0) oraz wariancja V ar [y] (c0) bia÷ka.

Ró·znica pomi¾edzy haploidalnym i diploidalnym uk÷adem jest znacznie bardziej wyrázna

w przypadku dodatniej autoregulacji (Rys. 5.16). Jak pokazano na Rys. 5.16 C, śred-

nia E[y](c0) dla genu diploidalnego (który aktywuje si¾e dla wspó÷czynnika c0 = 0:01) jest
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wi¾eksza ni·z dla genu haploidalnego. Spowodowane jest to tym, ·ze w przypadku dodatniej

autoregulacji aktywacja jednej kopii genu powoduje produkcj¾e bia÷ek, które aktywuj ¾a drug ¾a

kopi¾e genu. W przypadku pokazanym na Rys. 5.16 A, 5.16 B (czerwona krzywa) rozk÷ady

bia÷ek odpowiadaj ¾ace haploidalnym i diploidalnym genom s ¾a bimodalne gdy oba te geny ak-

tywuj ¾a si¾e. Jednak·ze, poniewa·z gen diploidalny aktywuje si¾e dla 10 razy mniejszej wartósci

c0 ni·z haploidalny, wariancja rozk÷adu bia÷ka jest przej́sciowo wi¾eksza dla uk÷adu diploidal-

nego (Rys. 5.16 D). Dla wi¾ekszej wartósci c0 haploidalny uk÷ad ma, jak mo·zna sie by÷o

spodziewác, znacznie wi¾eksz ¾a wariancj¾e ni·z uk÷ad diploidalny.

59



Rozdzia÷6

Wp÷yw liczby kopii genów na

dynamik¾e ście·zki sygna÷owej tymocytu

6.1 Tymocyty

Limfocyty T (tymocyty, komórki T ) steruj ¾a nabyt ¾a odpowiedzi ¾a immunologiczn ¾a. Wyró·znia

si¾e dwa podstawowe rodzaje tymocytów: pomocnicze (Th) oraz cytotoksyczne (Tc). Lim-

focyty pomocnicze pobudzaj ¾a i podtrzymuj ¾a odpowied́z immunologiczn ¾a, zás limfocyty cy-

totoksyczne maj ¾a zdolnóśc do zabijania komórek oznaczonych przeciwcia÷ami skierowanymi

przeciwko ich antygenom powierzchniowym.

Ka·zda komórka organizmu zawiera w÷asne antygeny, które pozostaj ¾a pod kontrol ¾a uk÷adu

immunologicznego i w normalnych warunkach rozpoznawane jako "swoje" nie powoduj ¾a

reakcji immunologicznej, oraz antygeny, które po ich "odczytaniu" traktowane s ¾a jako "obce"

i powoduj ¾a reakcj¾e immunologiczn ¾a. Aby tymocyt móg÷rozpoznác antygen musi on zostác

przetworzony przez tzw. komórki prezentuj ¾ace antygen (APC ) nale·z ¾ace do uk÷adu komórek

makrofagów i uk÷adu komórek dendrytycznych. Za tzw. prezentacj¾e antygenów limfocytom

T odpowiedzialny jest kompleks peptydów antygenowych zwany g÷ównym uk÷adem zgod-

nósci tkankowej MHC, który wyst¾epuje na powierzchni komórek organizmu, a zw÷aszcza

na powierzchni makrofagów. Komórki APC maj ¾a zdolnóśc rozk÷adania z÷o·zonego antygenu

bia÷kowego na fragmenty peptydowe, które po zwi ¾azaniu z cz ¾asteczkami MHC s ¾a nast¾ep-

nie transportowane na powierzchni¾e komórki. W ten sposób zwi ¾azany z b÷on ¾a komórkow ¾a

kompleks jest przygotowany do interakcji z obecn ¾a na tymocycie cz ¾asteczk ¾a rozpoznaj ¾ac ¾a

nazywan ¾a receptorem antygenowym (TCR). Utworzony kompleks, rozpoznawalny przez ty-
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mocyt, umo·zliwia prezentacj¾e i rozpoznanie antygenu.

Istniej ¾a dwa typy antygenówMHC : klasy I i klasy II. To czy poszczególna komórka b¾edzie

reagowa÷a z antygenem prezentowanym przez cz ¾asteczk¾e MHC klasy I czy MHC II uza-

le·znione jest od dodatkowych cz ¾asteczek wyst¾epuj ¾acych na powierzchni komórki, okréslanych

jako markery uk÷adu zró·znicowania (CD). Markery CD4, wyst¾epuj ¾ace na limfocytach Th,

s ¾a odpowiedzialne za wi ¾azanie z cz ¾asteczkami MHC II obecnymi g÷ównie na komórkach

APC, markery CD8 s ¾a natomiast obecne na limfocytach Tc i odpowiadaj ¾a za wi ¾azanie z

cz ¾asteczkamiMHC I. Kompleksy peptydów antygenowych po÷¾aczonych zMHC II pobudzaj ¾a

i podtrzymuj ¾a odpowied́z immunologiczn ¾a, zás kompleksy peptydów antygenowych po÷¾ac-

zonych z MHC I bior ¾a udzia÷w obronie przeciwko patogenom wewn ¾atrzkomórkowym, np.

wirusom; je·zeli tego rodzaju antygen zostanie rozpoznany jako obcy, komórka prezentuj ¾aca

ulegnie eliminacji.

6.2 Model ście·zki sygna÷owej TCR

Receptor antygenowyTCR jest podstawowym elementemw komunikacji z komórkami uk÷adu

immunologicznego, a jego stymulacja stanowi pierwszy krok we wzbudzaniu aktywnósci ty-

mocytu.

Aktywacja receptoraTCR rozpoczyna si¾e od przy÷¾aczenia doTCR peptydów antygenowych

MHC (Rys. 6.1). Nast¾epnie, do cytoplazmatycznej strony receptora przy÷¾acza si¾e kinaza

LCK, która zostaje sfosforylowana. LCK ma dwa g÷ówne miejsca fosforylacji, na tyrozynie

oraz serinie. Po do÷¾aczeniu do TCR, LCK ulega fosforylacji na tyrozynie. Sfosforylowane

na tyrozynie LCK oznaczamy przez LCK y. Zainicjowana zostaje p¾etla ujemnego sprz¾e·ze-

nia zwrotnego: LCK y fosforyluje i aktywuje fosfataz¾e SHP (sfosforylowane SHP oznaczamy

przez SHPp), SHPp przy÷¾acza si¾e do TCR i defosforyluje LCK y.
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Rysunek 6.1: Uproszczony schemat ście·zki sygna÷owej TCR. Regulacja ujemnego sprz¾e·ze-

nia zwrotnego (niebieskie linie) zachodzi poprzez dzia÷anie fosfatazy SHP, zás regulacja do-

datniego sprz¾e·zenia zwrotnego (czerwone linie) poprzez dzia÷anie kinazy ERK.

LCK y sekwencyjnie fosforyluje TCR. TCRpp (podwójnie sfosforylowane TCR) umo·zli-

wia autofosforylacj¾e i aktywacj¾e kinazy ZAP (Rys. 6.2). Procesy te zapocz ¾atkowuj ¾a kaskad¾e

sygna÷ow ¾a kinaz MEK i ERK, w wyniku której ERK zostaje podwójnie sfosforylowany.

Poprzez fosforylacj¾e LCK na serinie (oznaczane przez LCK s), ERK pp inicjuje p¾etl¾e dodat-

niego sprz¾e·zenia zwrotnego i tym samym inhibuje p¾etl¾e ujemnego sprz¾e·zenia zwrotnego,

poniewa·z fosforylacja LCK y na serinie uniemo·zliwia zarówno kinazie LCK sfosforylowanie

SHP, oraz SHP sfosforylowanie LCK.
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Rysunek 6.2: Pe÷ny diagram ście·zki sygna÷owej TCR.

Stochastyczny model Lipniacki i in. ście·zki sygna÷owej TCR analizowany poni·zej [74]

zawiera p¾etl¾e ujemnego i dodatniego sprz¾e·zenia zwrotnego i reprezentowany jest przez 34

równania ró·zniczkowe zwyczajne opisuj ¾ace ewolucj¾e poziomów bia÷ek danego typu przypada-

j ¾acych na pojedynczy tymocyt. W Rozprawie rozwa·zamy wersj¾e deterministyczn ¾a modelu.

Za miar¾e poziomu aktywacji komórki przyjmujemy poziom ERK pp: jésli w danym tymo-

cycie ERKppmax

ERK total
> 1

2
przyjmujemy, ·ze komórka jest przej́sciowo aktywna, jésli zás w danym

tymocycie ERKpp(1)
ERK total

> 1
2
przyjmujemy, ·ze komórka jest stale aktywna. Komórki, dla których

ERKppmax

ERK total
< 1

10
przyjmujemy za nieaktywne.
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Rysunek 6.3: Kaskada sygna÷owa kinaz ZAP (Z ), MEK (M ) oraz ERK (E). Czerwone

kropkowane linie reprezentuj ¾a fosforylacj¾e.

Analizowana w naszym modelu kaskada sygna÷owa zawiera pojedynczo sfosforylowane

kinazy ZAP, MEK i ERK, oraz podwójnie sfosforylowane kinazy MEK i ERK (Rys. 6.3).

Rozwa·zmy równie·z uproszczon ¾a postác kaskady sygna÷owej, w której pomija si¾e pojedynczo

sfosforylowane formyMEK i ERK. Porównalísmy kinetyk¾e obu typów kaskad sygna÷owych, a

mianowicie dla pe÷nej kaskady wyznaczylísmy wartóśc Sygna÷u, dla którego ERKpp(1)
ERK total

= 1
2
; a

nast¾epnie w kaskadzie uproszczonej dobralísmy wspó÷czynniki fosforylacji oraz defosforylacji

poszczególnych kinaz tak, aby ERKpp(1)
ERK total

= 1
2
dla tej samej wartósci Sygna÷u co w pe÷nej

kaskadzie.
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Rysunek 6.4: Pro�l ERK pp(t)/ERK total jako funkcji Sygna÷u dla pe÷nej kaskady (czerwona

krzywa) oraz kaskady uproszczonej (niebieska krzywa).

Wówczas pro�l ERK pp(t)/ERK total jako funkcja Sygna÷u, dla pe÷nej kaskady jest zupe÷nie

inny ni·z dla kaskady uproszczonej (Rys. 6.4), tzn. dla ma÷ej wartósci Sygna÷u, dla pe÷nej

kaskady poziom MEK pp zale·zy od drugiej pot¾egi Sygna÷u oraz poziom ERK pp zale·zy od

czwartej pot¾egi Sygna÷u, podczas gdy dla uproszczonej kaskady poziom MEK pp oraz poziom

ERK pp zale·z ¾a liniowo od Sygna÷u.

6.3 Analiza modelu

Chcemy zbadác jak liczby kopii genów koduj ¾acych poszczególne kinazy tworz ¾acych kaskad¾e

sygna÷ow ¾a wp÷ywaj ¾a na dynamik¾e tej kaskady. W modelu Lipniacki i in. [74] rozwa·zanych

jest 100 000 cz ¾asteczek ZAP, 100 000 cz ¾asteczek MEK oraz 300 000 cz ¾asteczek ERK. Za-

k÷adamy, ·ze brak jednej kopii genu koduj ¾acej ZAP, MEK oraz ERK powoduje dwukrotne

zmniejszenie ca÷kowitej ilósci odpowiednio ZAP, MEK oraz ERK, zás zwi¾ekszenie liczby

kopii genu trzech poci ¾aga za sob ¾a proporcjonaln ¾a zmian¾e ilósci zwi ¾azanego z nim bia÷ka.
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Jak pokazano na Rys. 6.5, poziomy SHPp oraz ERK pp zwi¾ekszaj ¾a si¾e wraz ze wzrostem

liczby peptydów na tymocyt, N 1, i d ¾a·z ¾a asymptotycznie do stabilnego stanu sta÷ego z

wysokim poziomem SHPp i ERK pp. Dla wspó÷czynnika dysocjacji d1 = 0:05 komórka staje

si¾e przej́sciowo aktywna, tzn. ERKppmax

ERK total
> 1

2
; gdy do receptora TCR przy÷¾acz ¾a si¾e 3 pep-

tydy, oraz stale aktywna gdy do receptora TCR przy÷¾aczy si¾e 10 peptydów. Dla dwa razy

wi¾ekszego wspó÷czynnika dysocjacji, d1 = 0:1, komórka staje si¾e przej́sciowo aktywna gdy

do receptora TCR przy÷¾aczy si¾e 15 peptydów, zás do trwa÷ej aktywacji komórki (tzn. dla
ERKpp(1)
ERK total

> 1
2
) potrzeba oko÷o 480 peptydów.

Rysunek 6.5: Poziom SHPp(t)/SHP total oraz ERK pp(t)/ERK total dla d1 = 0:05, d1 = 0:1 i

odpowiednio czterech wartósci N1, gdzie d1 jest sta÷¾a dysocjacji peptydu MHC z kompleksu

TCR, zás N1 jest liczb ¾a peptydów MHC na tymocyt. Warunek pocz ¾atkowy odpowiada

komórce aktywnej:
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Rysunek 6.6: Poziom ERK pp(t)/ERK total przy braku jednej kopii ZAP lub braku jednej

kopii ERK, dla d1 = 0:05 (pierwszy wiersz) oraz d1 = 0:1 (drugi wiersz), i odpowiednio

czterech wartósci N 1. Kolor czerwony odpowiada tymocytom z normaln ¾a liczb ¾a kopii genu

ZAP i ERK, kolor niebieski - tymocytom z brakiem jednej kopii genu ZAP i normaln ¾a liczb ¾a

kopii ERK, oraz zielony - tymocytom z normaln ¾a liczb ¾a kopii genu ZAP i brakiem jednej

kopii ERK. Warunek pocz ¾atkowy odpowiada komórce aktywnej:

Jak pokazano na Rys. 6.6, brak jednej kopii genu ZAP powoduje wi¾eksze obni·zenie

wzgl¾ednego poziomu ERK pp(t)/ERK total (Rys. 6.6, niebieska krzywa) ni·z brak jednej kopii

genu ERK (zielona krzywa). Dla d1 = 0:05 przy braku jednej kopii genu ZAP, poziom

ERK pp(t)/ERK total rósnie wraz ze wzrostem liczby przy÷¾aczonych peptydów i d ¾a·zy asymp-

totycznie do stabilnego stanu sta÷ego z du·z ¾a ilósci ¾a ERK pp(t)/ERK total odpowiadaj ¾acego

komórce stale aktywnej (pierwszy wiersz), podczas gdy dla dwa razy wi¾ekszego wspó÷czyn-

nika dysocjacji, przy braku jednej kopii ZAP, poziom ERK pp(t)/ERK total maleje wraz ze

wzrostem liczby peptydów do bardzo niskiego poziomu odpowiadaj ¾acemu komórce nieakty-

wnej (drugi wiersz).
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Rysunek 6.7: Poziom ERK pp(t)/ERK total przy braku jednej kopii genu oraz zwielokrot-

nieniu liczby kopii genu odpowiednio ZAP, MEK i ERK, dla N1 = 1 (pierwszy wiersz), oraz

N1 = 300 (drugi wiersz); d1 = 0:05. Kolory: czarny, czerwony, niebieski, zielony i pomarańc-

zowy odpowiadaj ¾a tymocytom z: brakiem jednej kopii genu, normaln ¾a liczb ¾a kopii, dwa,

trzy oraz cztery razy wi¾eksz ¾a liczb ¾a kopii genu odpowiednio ZAP (pierwsza kolumna), MEK

(druga kolumna) oraz ERK (trzecia kolumna). Warunek pocz ¾atkowy odpowiada komórce

aktywnej:

Jak pokazano na Rys. 6.7, wraz ze wzrostem liczby kopii genów ZAP, MEK i ERK

poziom SHPp(t)/SHP total maleje, zás poziomy ERK pp(t)/ERK total, ZAPp(t)/ZAP total oraz

MEK pp(t)/MEK total rosn ¾a. Wzrost liczby kopii genu ZAP powoduje wi¾eksz ¾a zmian¾e poziomu

ERK pp(t)/ERK total ni·z wzrost liczby kopii genu ERK orazMEK. Dla ma÷ej liczby peptydów
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poziom SHPp(t)/SHP total jest niski (pierwszy wiersz), dla du·zej liczby peptydów poziom

SHPp(t)/SHP total jest wysoki.

Asymptotyczne zachowanie uk÷adu zale·zy od warunków pocz ¾atkowych. W komórce z

wysokim poziomem SHPp (50 000 cz ¾asteczek), odpowiadaj ¾acej komórce nieaktywnej, poziom

ERK pp przy braku jednej kopii ZAP i wspó÷czynniku dysocjacji d1 = 0:1 rósnie do bardzo

wysokiego poziomu wraz ze wzrostem liczby peptydów (nie pokazano na Rysunku).
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Rozdzia÷7

Wp÷yw liczby kopii genów na

dynamik¾e sieci regulatorowych

czynników transkrypcyjnych p53 oraz

NF-�B

7.1 Uk÷ad regulatorowy p53

Jednym z najwa·zniejszych bia÷ek supresorowych odpowiedzialnych za utrzymanie integral-

nósci genomu jest czynnik transkrypcyjny p53. Aktywne p53 indukuje transkrypcj¾e ponad

stu genów koduj ¾acych bia÷ka odpowiedzialne za wstrzymanie cyklu komórkowego, napraw¾e

DNA b ¾ad́z indukcj¾e procesu apoptozy. Gen koduj ¾acy bia÷ko p53 jest najcz¾ésciej uszkod-

zonym genem w komórkach nowotworowych a jego mutacja wyst¾epuje w ponad 50% nowot-

worów ([64]) Brak funkcjonalnego p53 uniemo·zliwia zatrzymanie cyklu komórkowego, za-

chodzi wówczas nieograniczona replikacja uszkodzonego DNA, co zwi¾eksza cz¾estóśc mutacji

i chroni zmutowane komórki przed apoptoz ¾a prowadz ¾ac do rozwoju nowotworu ([65]).

Aktywnóśc p53 podlega precyzyjnej kontroli (Rys. 7.1). W zdrowych komórkach p53 jest

nieaktywne i utrzymywane na niskim poziomie dzi¾eki dzia÷aniu jego g÷ównego inhibitora,

bia÷ka Mdm2, które wi ¾a·z ¾ac si¾e z p53 powoduje jego ubikwitynacj¾e i szybk ¾a degradacj¾e ([66],

[67], [68], [69], [70]). Jednoczésnie p53 jest czynnikiem transkrypcyjnym dla Mdm2. W

odpowiedzi na uszkodzenie DNA, Mdm2 ulega gwa÷townej degradacji, p53 aktywuje si¾e a

jego koncentracja w j ¾adrze komórkowym rósnie. Cz ¾asteczki p53 przy÷¾aczaj ¾a si¾e do miejsc
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regulatorowych w genomie indukuj ¾ac transkrypcj¾e genów zaanga·zowanych w zatrzymanie

cyklu komórkowego oraz napraw¾e DNA. Jednoczésnie p53 indukuje transkrypcj¾e Mdm2.

Nowo zsyntetyzowane Mdm2 wchodzi do j ¾adra komórkowego i ÷¾aczy si¾e z p53 powoduj ¾ac

jego degradacj¾e. Dopóki uszkodzenie DNA nie zostanie naprawione ca÷y cykl powtarza si¾e i

trwa 5-7 godzin. Jésli naprawa DNA nie jest mo·zliwa lub trwa zbyt d÷ugo (powy·zej ok. 15

godzin), p53 indukuje transkrypcj¾e czynników apoptycznych, które inicjuj ¾a zaprogramowan ¾a

śmieŕc komórki.

Rysunek 7.1: Siéc regulatorowa p53.

Pomimo bardzo intensywnych badań zarówno eksperymentalnych jak i teoretycznych

(ponad 60 tysi¾ecy artyku÷ów), mechanizmy reguluj ¾ace p53 nie s ¾a dostatecznie dobrze poz-
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nane, poniewa·z siéc regulatorowa p53jMdm2 jest bardzo z÷o·zona [71], wyst¾epuje w niej wiele

sprz¾e·zeń zwrotnych, w pracy [33] omawianych jest 7 sprz¾e·zeń ujemnych i 3 dodatnie. W

zdrowych komórkach p53 utrzymywane na niskim poziomie g÷ównie poprzez p¾etl¾e ujemnego

sprz¾e·zenia zwrotnego z Mdm2. Jésli naprawa DNA nie jest mo·zliwa, w÷¾acza si¾e p¾etla dodat-

niego sprz¾e·zenia zwrotnego, która blokuje p¾etl¾e ujemnego sprz¾e·zenia, co powoduje wzrost

p53 do poziomu, przy którym mo·ze býc zainicjowana apoptoza. P¾etla dodatniego sprz¾e·zenia

zwrotnego zawiera fosfataz¾e PTEN oraz kinazy PIP3 i Akt i dzia÷a na zasadzie podwójnej ne-

gacji: p53!PTENaPIP3!Akt!Mdm2ap53: najpierw p53 indukuje syntez¾e PTEN, który

dzia÷a jako inhibitor szlaku kinazy Akt poprzez katalizowanie reakcji od÷¾aczenia grupy fos-

foranowej od PIP3 powoduj ¾ac jego dezaktywacj¾e. Aktywny PIP3 jest niezb¾edny aby sfos-

forylowác Akt, który z kolei inicjuje degradacj¾e p53 poprzez fosforylacj¾eMdm2, umo·zliwiaj ¾ac

jego wej́scie do j ¾adra i przy÷¾aczenie si¾e do p53.

7.2 Uk÷ad regulatorowy NF-�B

Czynnik transkrypcyjny NF -�B jest g÷ównym mediatorem wrodzonej odpowiedzi immuno-

logicznej. NF -�B reguluje ekspresj¾e ponad stu genów koduj ¾acych bia÷ka odpowiedzialne za

podzia÷komórki, blokad¾e ście·zki apoptotycznej kaspaz (enzymów odpowiedzialnych za pro-

ces apoptozy) [38], [42] oraz zahamowanie rozprzestrzeniania si¾e infekcji zanim organizm nie

wypracuje adaptacyjnej, specy�cznej do danej infekcji, odpowiedzi immunologicznej.

W zdrowych komórkach nieaktywne NF -�B zlokalizowane jest w cytoplázmie poprzez

wi ¾azanie z jego g÷ównym bia÷kiem inhibitorowym I�B� (Rys. 7.2). Wi ¾azanie I�B� z

NF -�B blokuje transport NF -�B do j ¾adra komórkowego. Stymulacja cytokinami takimi jak

TNF� (czynnik martwicy nowotworu) i IL-1 (Interleukin 1) prowadzi do aktywacji kompleksu

kinaz bia÷kowych IKK, które katalizuj ¾a fosforylacj¾e I�B�, co prowadzi do jego ubiquitinizacji

i szybkiej degradacji. Uwolnione NF -�B jest bardzo szybko transportowane do j ¾adra, gdzie

przy÷¾acza si¾e do miejsc regulatorowych w promotorach wielu genów, m.in. swoich inhibitorów
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I�B� i A20, indukuj ¾ac ich ekspresj¾e oraz tworz ¾ac dwie p¾etle ujemnego sprz¾e·zenia zwrotnego:

NF -�B�I�B� i NF -�B�A20�IKK.

Rysunek 7.2: Siéc regulatorowa NF -�B.

W p¾etli sprz¾e·zenia NF -�B�I�B�, bia÷ko NF -�B po degradacji I�B� wchodzi do j ¾adra

komórkowego i indukuje transkrypcj¾e I�B�; nowo zsyntetyzowane I�B� wchodzi do j ¾adra,

÷¾aczy si¾e zNF -�B tworz ¾ac nieaktywny kompleks i transportuje go z powrotem do cytoplazmy.

W p¾etli sprz¾e·zenia NF -�B�A20�IKK, bia÷ko A20, które nie jest syntetyzowane przed stymu-

lacj ¾a, dezaktywuje kinazy IKK chroni ¾ac nowo zsyntetyzowane I�B� przed degradacj ¾a. A20
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jest inhibitorem kinazy IKK, która pósredniczy w fosforylacji I�B�; gdy nie ma ekspresji

A20, IKK pozostaje aktywne co prowadzi do szybkiej degradacji nowo zsyntetyzowanego

I�B� [43], [44]. Dopóki uszkodzenie komórki nie zostanie naprawione ca÷y cykl powtarza

si¾e i trwa 60-75 minut.

7.3 Trwa÷e oscylacje w uk÷adach p53 i NF-�B

Wiele molekularnych ście·zek regulatorowych ma potencja÷do generowania trwa÷ych oscylacji

o zmiennej amplitudzie lecz dobrze zachowanym okresie, które powstaj ¾a w odpowiedzi na

zewn¾etrzny stres lub stymulacje cytokinami. Eksperymenty na pojedynczych komórkach

pokazuj ¾a, ·ze w uk÷adach regulatorowych p53 i NF -�B okres oscylacji w poszczególnych

komórkach jest jednorodny w populacji, niewra·zliwy na si÷¾e stymulacji oraz nie jest podatny

na nadekspresj¾e czynników transkrypcyjnych p53 i NF -�B.

Rysunek 7.3: (Geva-Zatorsky i in. 2006, grupa U. Alona) Niegasn ¾ace oscylacje j ¾adrowych

poziomów oznaczonych �uorescencyjnie bia÷ek p53-CFP oraz Mdm2-YFP po uszkodzeniu

DNA promieniowaniem gamma, obserwowane przez 72 godziny trwania eksperymentu. Lewy
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górny obrazek: oscylacje w komórce pokazanej na Rys. 1.2; pozosta÷e obrazki: oscylacje w

pi¾eciu innych komórkach.

Rysunek 7.4: (Nelson i in. 2004, grupaM.R.H.White) Panel A: poziom j ¾adrowegoNF -�B

w czterech ró·znych komórkach. Panel B: analiza w czasie poziomów
NF��Bj ¾adr
NF��Bcyt dla czterech

ró·znych komórek SK-N-AS; czarny pasek powy·zej obrazka reprezentuje ci ¾ag÷¾a stymulacj¾e

komórek czynnikiem TNF.

Pomimo, ·ze pojedyncza p¾etla ujemnego sprz¾e·zenia zwrotnego wraz z opó́znieniem mo·ze

generowác trwa÷e oscylacje, uk÷ady regulatorowe takie jak p53 lub NF -�B zawieraj ¾a zarówno

ujemne jak i dodatnie sprz¾e·zenia zwrotne (omawiane w [32] dla NF -�B, oraz w [33] dla p53).

W÷asnóśc ta, wraz z obserwacj ¾a, ·ze uk÷ady oscylatorowe opieraj ¾ace si¾e jedynie na ujem-

nym sprz¾e·zeniu zwrotnym i opó́znieniu zazwyczaj oscyluj ¾a powy·zej ograniczonego zakresu

wartósci parametrów [34] i [35], prowadzi do konkluzji, ·ze dodatnie sprz¾e·zenie zwrotne jest

konieczne, aby wygenerowác trwa÷e oscylacje.

Proponujemy now ¾a metod¾e walidacji modeli ście·zek molekularnych, która opiera si¾e na

analizie wra·zliwósci okresu oscylacji na zmieniaj ¾ac ¾a si¾e liczb¾e kopii poszczególnych genów

oraz na poziom stymulacji. Za pomoc ¾a tej metody pokazujemy, ·ze istniej ¾ace modele uk÷adu

regulatorowego p53, w których oscylacje rodz ¾a si¾e w punkcie bifurkacji siod÷o-w ¾eze÷ lub
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podkrytyczn ¾a bifurkacj ¾a Hopfa (charakterystycznych dla uk÷adów ze wspó÷dzia÷aj ¾acym do-

datnim i ujemnym sprz¾e·zeniem zwrotnym) generuj ¾a oscylacje o okresie bardzo wra·zliwym

na zmian¾e liczby kopii genów, co sugeruje, ·ze mog ¾a niew÷ásciwie t÷umaczýc wyniki istniej ¾a-

cych eksperymentów. Skoncentrujemy si¾e na dwóch uk÷adach czynników transkrypcyjnych,

p53 oraz NF -�B, o których wiadomo, ·ze generuj ¾a trwa÷e oscylacje o zmiennej amplitudzie

lecz dobrze zachowanym okresie, i dla których dost¾epne s ¾a dane z eksperymentów na poje-

dynczych komórkach [36], [37]. Zalet ¾a tych eksperymentów jest to, ·ze pokazuj ¾a dynamik¾e

poszczególnych komórek, która maskowana jest w badaniach populacyjnych.

W eksperymentach przeprowadzonych przez Geva-Zatorsky�ego i in. [36] (Rys. 7.3) oraz

Nelsona i in. [37] (Rys. 7.4), oscylacje zosta÷y zwizualizowane przez �uorescencyjnie oznac-

zone bia÷ka w pojedynczych transfekowanych komórkach. Poniewa·z uk÷ady regulatorowe p53

i NF -�B s ¾a nieliniowe, transfekowane komórki, które maj ¾a podwy·zszon ¾a liczb¾e kopii genu

odpowiednio p53 lub RelA (kluczowy komponent NF -�B), mog ¾a miéc dynamik¾e radykalnie

ró·zn ¾a od dynamiki normalnych komórek diploidalnych, zw÷aszcza je·zeli, jak pokazalísmy w

Rozdziale 3, uk÷ad regulatorowy zawiera dodatnie sprz¾e·zenie zwrotne [39]. Jednak·ze ekspery-

menty pokazuj ¾a, ·ze okres oscylacji jest prawie taki sam w komórkach transfekowanych jak

w normalnych diploidalnych komórkach analizowanych w eksperymentach populacyjnych.

Ponadto, równie·z d÷ugóśc okresu oscylacji nie jest wra·zliwa na poziom stymulacji (dawk¾e

promieniowania gamma w przypadku p53, oraz dawk ¾a TNF� w przypadku NF -�B). Te

eksperymentalne obserwacje nak÷adaj ¾a ograniczenia na mechanizmy regulatorowe odpowiedzialne

za oscylacje - ograniczenia, które nie by÷y brane pod uwag¾e w poprzednich badaniach teo-

retycznych. Typ bifurkacji jest kluczowym wyznacznikiem wra·zliwósci okresu oscylacji na

parametry.
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7.4 Typy bifurkacji prowadz ¾ace do oscylacji

Istniej ¾a cztery g÷ówne typy bifurkacji prowadz ¾ace do oscylacji [40]: nadH (nadkrytyczna

bifurkacja Hopfa), podH (podkrytyczna bifurkacja Hopfa), SNIC (siod÷o-w¾eze÷) oraz SL (bi-

furkacja siod÷o-p¾etla) (Rys. 7.5).

Rysunek 7.5: Typy bifurkacji prowadz ¾ace do oscylacji: nadH, podH, SNIC oraz SL. Pier-

wsza kolumna: diagramy bifurkacji; kolejne kolumny: portrety fazowe dla ró·znych wartósci

parametru bifurkacyjnego �:
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1) W bifurkacji nadH oscylacje rodz ¾a si¾e w punkcie zerow ¾a amplitud ¾a i skończonym

(niezerowym) okresem.

2) W bifurkacji podH oscylacje rodz ¾a si¾e w punkcie ze skończonym okresem i skończon ¾a

amplitud ¾a. Ten typ bifurkacji zazwyczaj zwi ¾azany jest z bifurkacj ¾a CF (cyclic fold), w której

stabilne i niestabilne orbity okresowe zanikaj ¾a (lub rodz ¾a si¾e). W takim uk÷adzie wyst¾epuje

histereza; stabilne oscylacje rodz ¾a si¾e w punkcie �1 gdy parametr bifurkacji rósnie oraz

znikaj ¾a w punkcie �0 < �1 gdy parametr bifurkacji maleje. Dla � 2 (�0; �1) wspó÷istniej ¾a

stabilny punkt sta÷y oraz stabilny cykl graniczny.

3) W bifurkacji SNIC, punkty siod÷o i w¾eze÷anihiluj ¾a i powstaje cykl graniczny o du·zym

okresie (nieskończonym w punkcie bifurkacji). W punkcie bifurkacji uk÷ad ma orbit¾e homok-

liniczn ¾a.

4) Bifurkacja SL (lub homokliniczna) jest w pewnym sensie podobna do SNIC : w punkcie

bifurkacji uk÷ad ma orbit¾e homokliniczn ¾a do siod÷a, która nast¾epnie daje pocz ¾atek orbicie

okresowej o du·zym okresie (nieskończonym w punkcie bifurkacji). Zauwa·zmy, ·ze "minimalny

uk÷ad�generuj ¾acy bifurkacj¾e SL dla � < �0 nie ma ani stabilnego stanu sta÷ego ani cyklu

granicznego, dlatego uk÷ad taki nie jest dobrym kandydatem na model biologiczny.

Bifurkacja nadH mo·ze powstawác w uk÷adach biologicznych, które maj ¾a pojedyncz ¾a p¾etl¾e

ujemnego sprz¾e·zenia zwrotnego. Uk÷ady ze wspó÷dzia÷aj ¾acym ujemnym i dodatnim sprz¾e·ze-

niem zwrotnym mog ¾a generowác bifurkacj¾e podH lub SNIC, ale tak·ze bifurkacj¾e nadH. Ogól-

nie, uk÷ady oparte na bifurkacji nadH generuj ¾a oscylacje o wzgl¾ednie dobrze zachowanym

okresie (który zmienia si¾e powoli wraz z parametrem bifurkacyjnym), lecz o zmiennej ampli-

tudzie. W przeciwieństwie do nadH, w bifurkacjach SNIC i SL amplituda jest raczej sta÷a,

ale okres oscylacji mo·ze býc dowolnie du·zy (patrz tak·ze [41]).

W dalszej cz¾ésci Rozdzia÷u 7 skoncentrujemy si¾e na uk÷adach regulatorowych dwóch czyn-

ników transkrypcyjnych: p53 oraz NF -�B.
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7.5 Modele uk÷adu regulatorowego p53jMdm2

Istniej ¾a dwie g÷ówne klasy modeli zaproponowane, aby wyjásníc oscylacje uk÷adu regula-

torowego p53jMdm2.

1) Grupa J. Tyson�a zaproponowa÷a cztery modele oznaczane: Zhang I, II, III oraz Zhang

IV, w których oscylacje powstaj ¾a w wyniku wspó÷dzia÷ania dodatniego i ujemnego sprz¾e·zenia

zwrotnego [34, 47]. W modelach tych oscylacje rodz ¾a si¾e w punkcie bifurkacji podH (modele

Zhang I i Zhang III [34]) lub w punkcie bifurkacji SNIC (modele Zhang II i Zhang IV).

2) W innych trzech modelach, Ma i in., Puszynski i in. oraz Batchelor i in., oscylacje

generowane s ¾a w wyniku wspó÷dzia÷ania ujemnego sprz¾e·zenia i opó́znienia w czasie, które

spowodowane jest obecnósci ¾a form pósrednich [48, 49] lub wprowadzone jest na poziomie

transkrypcji i translacji mRNA Mdm2 [50, 51]. W modelach tych oscylacje rodz ¾a si¾e w

punkcie bifurkacji nadH.

Naszym celem jest wery�kacja, które modele potra�¾a wyjásníc obserwowane oscylacyjne

zachowanie uk÷adu p53jMdm2, a w szczególnósci, odpornóśc d÷ugósci okresu oscylacji na

zmian¾e liczby kopii genów p53 iMdm2 oraz poziomu stymulacji. Najpierw analizujemy cztery

modele zaproponowane przez grup¾e Tyson�a; nast¾epnie analizujemy nasz model "testowy",

który opiera si¾e na dwóch sprz¾e·zeniach zwrotnych, dodatnim i ujemnym, wyst¾epuj ¾acych w

modelu Ciliberto [47], ale w naszym modelu oscylacje generowane s ¾a w punkcie bifurkacji

nadH zamiast SNIC. Nast¾epnie analizujemy modele Ma i in. [50], Puszynski i in. [49] oraz

Batchelor i in. [73], w których oscylacje generowane s ¾a w wyniku wspó÷dzia÷ania ujemnego

sprz¾e·zenia zwrotnego i opó́znienia oraz rodz ¾a si¾e w punkcie bifurkacj ¾a nadH.

Parametr opisuj ¾acy liczb¾e kopii genu nie wyst¾epuje jawnie w ·zadnym z analizowanych

modeli. Wprowadzamy go poprzez za÷o·zenie, ·ze wspó÷czynnik produkcji mRNA lub bia÷ka

(je·zeli nie wyst¾epuje etap transkrypcji mRNA) jest propocjonalny do liczby kopii genu p53

lub Mdm2. Ścíslej, zak÷adamy, ·ze pierwotne wspó÷czynniki syntezy odpowiadaj ¾a komórkom

diploidalnym i proporcjonalnie mody�kujemy te wspó÷czynniki dla komórek maj ¾acych dowoln ¾a

liczb¾e kopii genów.
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7.5.1 Kryteria poprawnego modelu

Uszkodzenie DNA powoduje gwa÷town ¾a zmian¾e wspó÷czynników degradacji p53 iMdm2 (p53

jest stabilizowane przez fosforylacj¾e, podczas gdy Mdm2 destabilizuje si¾e), co prowadzi do

przej́scia uk÷adu ze stanu sta÷ego z niskim poziomem p53 do trwa÷ych oscylacji. Istnienie

tych niegasn ¾acych oscylacji, o charakterystycznym okresie 5-6 godzin, lecz o bardzo zmien-

nej amplitudzie, zosta÷o zademonstrowane przez Geva-Zatorsky i in. w eksperymentach na

pojedynczych komórkach wykorzystuj ¾acych �uorescencyjnie oznaczone p53 i Mdm2 [36].

Poprawnymodel ście·zki regulatorowej p53jMdm2 powinien spe÷niác (przynajmniej) nast¾epu-

j ¾ace ograniczenia zadane przez eksperyment:

1. Oscylacje poziomów p53 i Mdm2 powinny býc indukowane poprzez zmniejszanie si¾e

wspó÷czynnika degradacji p53 lub zwi¾ekszanie si¾e wspó÷czynnika degradacji Mdm2, nast¾epu-

j ¾ace w wyniku uszkodzenia DNA.

2. Okres oscylacji poziomów p53 i Mdm2 powinien býc odporny na zmian¾e liczby kopii

genów p53 i Mdm2 oraz na poziom uszkodzenia DNA.

3. Zakres parametru degradacji Mdm2, dla którego istniej ¾a oscylacje, nie powinien býc

zbyt wra·zliwy na liczb¾e kopii genów p53 i Mdm2.

7.5.2 Analiza modeli opartych na dodatnim i ujemnym sprz¾e·zeniu

zwrotnym

W modelach Tyson�a [34] zak÷ada si¾e, ·ze oscylacje indukowane s ¾a w wyniku uszkodzenia

DNA poprzez destabilizacj¾e Mdm2 (zwi¾ekszenie wspó÷czynnika degradacji Mdm2). Wyz-

naczylísmy zatem okres oscylacji ze wzgl¾edu na wspó÷czynnik degradacji Mdm2 dla komórek

z ró·zn ¾a liczb ¾a kopii genów p53 i Mdm2 (Rys. 7.6 i 7.7). A mianowicie, rozwa·zylísmy

komórki z n = 2 kopiami Mdm2 i m 2 f1; 2; 3; 4; 5; 6g kopiami p53, oraz m = 2 kopiami p53

i n 2 f1; 2; 3; 4; 5; 6g kopiami Mdm2.
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Rysunek 7.6: Analiza modeli grupy Tyson�a: Zhang I, Zhang II oraz Zhang III. Okres

oscylacji dla stabilnego cyklu granicznego jako funkcja parametru degradacji Mdm2 (kd2).

Kolory: niebieski, czerwony, czarny, zielony, pomarańczowy i �oletowy odpowiadaj ¾a komórkom

z n = 1; 2; 3; 4; 5; 6 (liczba kopii genu Mdm2) oraz ustalonej liczbie kopii genu p53: m = 2

(lewa kolumna) lub komórkom z m = 1; 2; 3; 4; 5; 6 (liczba kopii genu p53) oraz ustalonej

liczbie kopii genu Mdm2: n = 2 (prawa kolumna).
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W pierwszych trzech modelach rozwa·zanych przez Zhang i in. [34] zakres wspó÷czynnika

degradacji Mdm2, dla którego uk÷ad posiada stabilny cykl graniczny, jest bardzo wra·zliwy

na liczb¾e kopii genów p53 i Mdm2, Rys. 7.6. Ponadto, dla danej liczby kopii genów p53 i

Mdm2 okres oscylacji silnie zmienia si¾e wraz ze zmian ¾a wspó÷czynnikiem degradacji Mdm2.

To znaczy:

�w modelu Zhang I oscylacje rodz ¾a si¾e w punkcie bifurkacji podH, gdy wspó÷czynnik

degradacji Mdm2 rósnie, oraz znikaj ¾a z bifurkacj ¾a CF z du·zym lecz skończonym okresem,

gdy wspó÷czynnik degradacji Mdm2 maleje. Dla m = 2, n > 4 lub n = 2, m > 3 uk÷ad nie

oscyluje.

�w modelu Zhang II, oscylacje rodz ¾a si¾e w punkcie bifurkacji SNIC z nieskończonym

okresem. Dla n = 2 i m = 6 uk÷ad oscyluje dla dowolnie ma÷ego kd2 (w modelu tym kd2

kontroluje jedynie degradacj¾e Mdm2 w j ¾adrze komórkowym, podczas gdy degradacj¾e Mdm2

w cytoplázmie kontroluje niezale·zny parametr). Dlam = 2, n = 1 uk÷ad nie oscyluje. Zakres

oscylacji dla ka·zdej pary (m;n) jest bardzo w ¾aski i istnieje tylko ma÷e zaz¾ebienie pomi¾edzy

zakresami oscylacji dpowiadaj ¾acymi ró·znym parom (m;n).

�w modelu Zhang III, podobnie jak w modelu Zhang I, oscylacje rodz ¾a si¾e w punkcie

bifurkacji podH z niezerow ¾a amplitud ¾a i znikaj ¾a, gdy wspó÷czynnik degradacji Mdm2 maleje

w punkcie bifurkacji CF z du·zym, ale skończonym okresem). Dla n = 2, m > 3 uk÷ad nie

wykazuje oscylacji. Dla n = 2, m = 3 oscylacje rodz ¾a si¾e w punkcie bifurkacj ¾a nadH. Podob-

nie jak w modelu Zhang II, zakres oscylacji w przestrzeni parametru kd2 dla ka·zdej pary

(m;n) jest bardzo w ¾aski oraz istnieje tylko ma÷e zaz¾ebienie pomi¾edzy zakresami odpowiada-

j ¾acymi ró·znym parom (m;n).

Te trzy modele implikuj ¾a bardzo szeroki rozk÷ad okresu oscylacji w populacji komórek,

który nie jest obserwowany eksperymentalnie. Ponadto, poniewa·z dla ka·zdej pary (m;n)

uk÷ad oscyluje dla ró·znych zakresów parametru degradacji Mdm2, to na danym poziomie

stymulacji oscylowa÷yby jedynie komórki dla szczególnych par (m;n).
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Rysunek 7.7: Analiza modelu Ciliberto grupy Tyson�a. Okres oscylacji dla stabilnego

cyklu granicznego jako funkcja parametru degradacji Mdm2 (kd2). Kolory: niebieski, czer-

wony, czarny, zielony, pomarańczowy i �oletowy odpowiadaj ¾a komórkom z n = 1; 2; 3; 4; 5; 6

(liczba kopii genu Mdm2) oraz ustalonej liczbie kopii genu p53: m = 2; lub komórkom z

m = 1; 2; 3; 4; 5; 6 (liczba kopii genu p53) oraz ustalonej liczbie kopii genu Mdm2: n = 2. W

prawej kolumnie pokazujemy powi¾ekszone fragmenty paneli z lewej kolumny.

Jak obserwujemy na Rys. 7.7, bardziej odporny jest model Ciliberto i in. (Zhang IV)

[47]. W modelu tym ujemne sprz¾e·zenie powstaje gdy p53 indukuje syntez¾eMdm2, nast¾epnie
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Mdm2 jest transportowane do j ¾adra, gdzie katalizuje degradacj¾e p53. Dodatnie sprz¾e·zenie

powstaje, gdy fosforylacja Mdm2, która jest konieczna do jego wej́scia do j ¾adra, jest inhi-

bowana przez p53 (poprzez d÷ug ¾a ście·zk¾e sygna÷ow ¾a wymagaj ¾ac ¾a obecnósci PTEN, PIP3 i

Akt �nie zawartych jawnie w modelu). W ten sposób p53 inhibuje swoj ¾a degradacj¾e. Dla

komórek diploidalnych (m = n = 2) model generuje oscylacje p53 poprzez bifurkacj¾e SNIC.

Dla komórek z jedn ¾a kopi ¾a genu Mdm2 (m = 2, n = 1) uk÷ad oscyluje dla dowolnie ma÷ego

kd2, wspó÷czynnika degradacji jadrowego Mdm2, który kontroluje degradacj¾e Mdm2 w j ¾a-

drze, podczas gdy dla m = 2 i n 2 f3; 4; 5; 6g, oraz m = 1 i n = 2 oscylacje rodz ¾a si¾e w

punkcie bifurkacj ¾a nadH i tylko dla tych par (m;n) okres jest wolno zmieniaj ¾ac ¾a si¾e funkcj ¾a

wspó÷czynnika degradacji Mdm2 (dla innych parametrów okres oscylacji zmienia si¾e silnie

wraz z wspó÷czynnikiem degradacji). Dla n = 2, m 2 f3; 4g uk÷ad oscyluje dla dowolnie

ma÷ego kd2, podczas gdy dla n = 2 i m 2 f5; 6g uk÷ad nie wykazuje stabilnych oscylacji.

Podsumowuj ¾ac, model Ciliberto i in. [47] generuje oscylacje o odpornym okresie tylko w

przypadku transfekcji Mdm2 (m = 2 i n 2 f3; 4; 5; 6g), gdy oscylacje rodz ¾a si¾e w punkcie

nadkrytycznej bifurkacji Hopfa. To sugeruje, ·ze w÷ásciwy model powinien opierác si¾e na

nadkrytycznej bifurkacji Hopfa a nie na bifurkacji SNIC lub podkrytycznej bifurkacji Hopfa.

7.5.3 Model "testowy" z dodatnim i ujemnym sprz¾e·zeniem zwrot-

nym oparty na nadkrytycznej bifurkacji Hopfa

Skonstruowalísmy model "testowy" uk÷adu regulatorowego p53jMdm2, który zawiera dodat-

nie i ujemne p¾etle sprz¾e·zenia zwrotnego, takie jak w oryginalnym modelu Ciliberto i in. [47],

jednak nasz model ma zasadniczo inn ¾a dynamik¾e. W modelu Ciliberto oscylacje generowane

s ¾a przez dwa typy bifurkacji (a nawet s ¾a obecne dla zerowego parametru degradacji Mdm2),

w naszym modelu "testowym" oscylacje powstaj ¾a w wyniku nadkrytycznej bifurkacji Hopfa

dla m;n 2 f1; 2; 3; 4; 5; 6g.
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Model sk÷ada si¾e tylko z trzech komponent: ca÷kowitego p53, cytoplazmatycznego Mdm2

(Mdm2cyt) oraz j ¾adrowego Mdm2 (Mdm2nuc). Ujemne sprz¾e·zenie zwrotne powstaje, gdy

p53 indukuje produkcj¾e Mdm2, podczas gdy j ¾adrowe Mdm2 podwy·zsza degradacj¾e p53.

Dodatnie sprz¾e·zenie zwrotne jest indukowane gdy p53 blokuje import Mdm2 do j ¾adra (Rys.

7.8).

Rysunek 7.8: Diagram uk÷adu p53jMdm2: model testowy. Linie kropkowane ze strza-

÷kami reprezentuj ¾a indukcj¾e; linia kropkowana z kresk ¾a reprezentuje inhibicj¾e.

Uk÷ad regulatorowy opisany jest przez trzy równania ró·zniczkowe zwyczajne opisuj ¾ace

ewolucje poziomów cz ¾asteczek ca÷kowitego p53, cytoplazmatycznegoMdm2 i j ¾adrowegoMdm2:

d

dt
p53 = ms1 � kd1p53(Mdm2nuc)2; (83)

d

dt
Mdm2cyt = n

�
s2 + s3

(p53)3

s4 + (p53)3

�
� k1

k2
k2 + p53

Mdm2cyt; (84)

d

dt
Mdm2nuc = k1

k2
k2 + p53

Mdm2cyt � kd2Mdm2nuc; (85)

gdzie m i n s ¾a liczbami kopii genów p53 i Mdm2. Wspó÷czynniki s1, s2 i s3 s ¾a wspó÷czyn-

nikami produkcji na kopi¾e genu (patrz Tablela 1 dla wartósci parametrów). Transkrypcja

Mdm2 regulowana jest g÷ównie przez tetramery p53, dlatego za÷o·zylísmy, za Ciliberto i in.
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[47], ·ze p53 indukuje transkrypcj¾e Mdm2 zgodnie z funkcj ¾a Hilla z wyk÷adnikiem 3. Nielin-

iowóśc w cz÷onie degradacji p53 wynika z faktu, ·ze Mdm2 musi przy÷¾aczýc kilka ubikwityn

do p53, aby zainicjowác jego degradacj¾e. Podobnie jak w [47], transportMdm2 z cytoplazmy

do j ¾adra jest inhibowany przez dzia÷anie p53.

Uszkodzenie DNA nie wyst¾epuje jawnie w naszym modelu, ale mo·ze býc wprowad-

zone poprzez zwi¾ekszenie wspó÷czynnika degradacji Mdm2 lub zmniejszenie wspó÷czynnika

degradacji p53. Model ma wymagan ¾a w÷asnóśc: przej́scie ze stabilnego punktu do stabil-

nego cyklu granicznego jest konsekwencj ¾a zwi¾ekszania degradacji Mdm2 lub zmniejszania

degradacji p53 (Rys. 7.9). Pomimo, ·ze nadkrytyczna bifurkacja Hopfa jest bardziej charak-

terystyczna dla uk÷adów tylko z ujemnym sprz¾e·zeniem zwrotnym, w tym modelu obecnóśc

dodatniego sprz¾e·zenia jest potrzebna do powstania oscylacji, tzn. oscylacje znikaj ¾a po za-

÷o·zeniu, ·ze import Mdm2 do j ¾adra jest niezale·zny od p53.

Rysunek 7.9: Obszar stabilnych cykli granicznych oraz stabilnych punktów sta÷ych w p÷aszczýznie

(p53 deg, Mdm2 deg) dla komórek diploidalnych (m = n = 2); dla modelu testowego.

Tak jak dla modeli Zhang i in. [34], zbadalísmy zale·znóśc okresu oscylacji od wspó÷czyn-

nika degradacji Mdm2 i p53 oraz liczby kopii genu Mdm2. Jak pokazujemy na Rys. 7.10,
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okres oscylacji s÷abo zale·zy od parametru degradacji Mdm2 oraz liczby kopii genu, jednak·ze

zakres wspó÷czynnika degradacji Mdm2, dla którego uk÷ad oscyluje, istotnie zale·zy od liczby

kopii genów p53 i Mdm2, Rys. 7.10 i 7.11.

Rysunek 7.10: Analiza modelu testowego. Okres oscylacji dla stabilnego cyklu granicznego

jako funkcja parametru degradacji Mdm2 (kd2). Kolory: niebieski, czerwony, czarny, zielony,

pomarańczowy i �oletowy odpowiadaj ¾a komórkom z N = 1; 2; 3; 4; 5; 6 (liczba kopii genu

Mdm2) oraz ustalonej liczbie kopii genu p53: m = 2; lub komórkom z m = 1; 2; 3; 4; 5; 6

(liczba kopii genu p53) oraz ustalonej liczbie kopii genu Mdm2: n = 2.

Jak pokazujemy na Rys. 7.11, transfekcja Mdm2 (m = 2, n = 4) powoduje zmniejszenie

zakresu parametru, dla którego uk÷ad oscyluje, podczas gdy transfekcja p53 (m = 4, n = 2)

zwi¾eksza ten zakres. W kotransfekowanych komórkach maj ¾acych zduplikowan ¾a liczb¾e kopii

p53 i Mdm2 (m = n = 4) obszar oscylacji jest mniejszy ni·z w normalnych diploidalnych

komórkach, ale wi¾ekszy ni·z w komórkach tylko z duplikowan ¾a liczb ¾a kopii Mdm2.
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Rysunek 7.11: Diagramy bifurkacji dla normalnych oraz transfekowanych komórek dla

modelu testowego. Punkty sta÷e oraz cykle graniczne wyznaczone s ¾a jako funkcje wspó÷czyn-

nika degradacji p53 (lewa kolumna) oraz Mdm2 (prawa kolumna); czerwony: normalne

komórki (m = n = 2), niebieski: komórki z transfekcj ¾a Mdm2 (m = 2; n = 4) pomarańc-

zowy: komórki z transfekcj ¾a p53 (m = 4; n = 2) oraz zielony: komórki z kotransfekcj ¾aMdm2

i p53 (m = 4; n = 4). Linie kropkowane reprezentuj ¾a dolne i górne granice stabilnych cykli

granicznych, linie ci ¾ag÷e reprezentuj ¾a stabilne stany sta÷e.

Jak pokazano na Rys. 7.12, brak jednej z dwóch kopii genu p53 powoduje, ·ze oscylacyjny

obszar jest mniejszy, podczas gdy brak jednej kopii Mdm2 powoduje, ·ze obszar oscylacyjny

jest wi¾ekszy.

Nasz model implikuje, ·ze oscylacje mog ¾a býc generowane w wyniku transfekcji p53, lub

t÷umione (w komórkach z uszkodzonymDNA) w odpowiedzi na transfekcj¾eMdm2. Podobnie,

brak jednej kopii genuMdm2 mo·ze generowác oscylacje nawet gdy DNA nie jest uszkodzone,

oraz brak kopii genu p53 mo·ze uniemo·zliwíc oscylacje pomimo, ·ze DNA jest uszkodzone. Te

przewidywania modelu s ¾a zgodne z wynikami eksperymentalnymi. Poniewa·z oscylacje p53 i

Mdm2 s ¾a konieczne, aby zainicjowác transkrypcj¾e genów zale·znych od p53 zaanga·zowanych

w zatrzymanie cyklu komórkowego, napraw¾e DNA lub apoptoz¾e, model mo·ze t÷umaczýc

p53-haploinsu¢ ciency prowadz ¾ace do rozwoju nowotworu. Natomiast brak jednej kopii
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genu Mdm2 powoduje, ·ze komórki s ¾a bardziej wra·zliwe na uszkodzenie DNA i zatrzymuje

nowotwór, jak zaobserwowano przez Alt i in. [52].

Rysunek 7.12: Diagramy bifurkacji dla normalnych komórek i komórek ze zmniejszon ¾a

ilosci ¾a kopii genu dla modelu testowego. Punkty sta÷e oraz cykle graniczne rysowane s ¾a jako

funkcje wspó÷czynnika degradacji p53 (Panel lewy) oraz Mdm2 (Panel prawy); czerwony:

normalne komórki (m = n = 2), niebieski: komórki z jedn ¾a kopi ¾aMdm2 (m = 2; n = 1) oraz

zielony: komórki z jedn ¾a kopi ¾a p53 (m = 1; n = 2). Linie kropkowane reprezentuj ¾a dolne i

górne granice stabilnych cykli granicznych, linie ci ¾ag÷e reprezentuj ¾a stabilne sta÷y sta÷e.

W porównaniu z modelem Ciliberto i in. [47] nasz model testowy generuje oscylacje o

okresie mniej wra·zliwym na zmian¾e liczby kopii genu p53 iMdm2 oraz na parametr degradacji

Mdm2. Pokazuje to, ·ze typ bifurkacji jest bardziej istotnym wyznacznikiem dynamiki uk÷adu

ni·z istnienie w uk÷adzie dodatniego sprz¾e·zenia zwrotnego.

Zarówno model Ciliberto i in. [47] jak i nasz model testowy powinien býc traktowany

ostro·znie; obydwa modele opieraj ¾a si¾e na dodatnim sprz¾e·zeniu zwrotnym, w którym pósred-

niczy PTEN, który jest ma÷o aktywny w linii komórkowej MCF-7 badanej przez Geva-

Zatorsky i in. [36]. Ponadto, nawet w liniach komórkowych maj ¾acych PTEN aktywowany
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przez p53 responsive PTEN, obecnóśc form pósrednich w p¾etli dodatniego sprz¾e·zenia zwrot-

nego (tzn. PTEN, PIP3 i Akt) wprowadza opó́znienie (pomini¾ete w obydwu modelach),

które mo·ze zasadniczo zmieníc dynamik¾e uk÷adu, jak pokazalísmy w pracy [49].

7.5.4 Analiza modeli opartych na ujemnym sprz¾e·zeniu zwrotnym

i opó́znieniu

Przeanalizujemy trzy modele, w których oscylacje generowane s ¾a przez wspó÷dzia÷anie ujem-

nego sprz¾e·zenia zwrotnego ÷¾acz ¾acego p53 z jego inhibitorem Mdm2 oraz opó́znienia.

Model Ma i in.

W modelu Ma i in. [50] opó́znienie wprowadzone jest na poziomie transkrypcji i translacji

Mdm2. W modelu tym, oscylacje rodz ¾a si¾e w punkcie nadkrytyczn ¾a bifurkacj ¾a Hopfa.

Rysunek 7.13: Analiza modelu Ma i in. [50]. Okres oscylacji dla stabilnego cyklu

granicznego jako funkcja parametru degradacji Mdm2 (kd2). Kolory: niebieski, czerwony,

czarny, zielony, pomarańczowy i �oletowy odpowiadaj ¾a komórkom ze zmienn ¾a liczb ¾a kopii

genu Mdm2: n = 1; 2; 3; 4; 5; 6 i m = 2 (lewa kolumna), oraz ze zmienn ¾a liczb ¾a kopii p53:

m = 1; 2; 3; 4; 5; 6 i n = 2 (prawa kolumna).
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Jak pokazano na Rys. 7.13, okres oscylacji s÷abo zale·zy od wspó÷czynnika degradacji

Mdm2 (który kontrolowany jest przez uszkodzenie DNA) oraz od liczby kopii genów p53 i

Mdm2.

Model Puszyńskiego i in.

Model Puszyńskiego i in. [49] opiera si¾e na dwóch sprz¾e·zeniach zwrotnych: ujemnym i dodat-

nim. Jednak·ze, oscylacje generowane s ¾a wy÷¾acznie przez ujemne sprz¾e·zenie oraz obecnóśc

form pósrednich (które wprowadzaj ¾a opó́znienie) w p¾etli ujemnego sprz¾e·zenia zwrotnego,

które zawiera p53, transkrypt Mdm2, cytoplazmatyczne Mdm2, cytoplazmatyczne sfosfory-

lowane Mdm2 i j ¾adrowe sfosforylowane Mdm2, które kontroluje degradacj¾e p53.

Rysunek 7.14: Analiza modelu Puszynskiego i in. [49]. Okres oscylacji dla stabilnego

cyklu granicznego jako funkcja parametru degradacji Mdm2 (kd2). Kolory: niebieski, czer-

wony, czarny, zielony, pomarańczowy i �oletowy odpowiadaj ¾a komórkom ze zmienn ¾a liczb ¾a

kopii genu Mdm2: n = 1; 2; 3; 4; 5; 6 i m = 2 (lewa kolumna), oraz ze zmienn ¾a liczb ¾a kopii

p53: m = 1; 2; 3; 4; 5; 6 i n = 2 (prawa kolumna).

Dodatnie sprz¾e·zenie zwrotne zawiera jeszcze d÷u·zsz ¾a od ujemnego sprz¾e·zenia p¾etl¾e odd-

zia÷ywań zawieraj ¾ac ¾a fosfataz¾e PTEN, PIP3 i Akt, i dzia÷a poprzez �podwójn ¾a negacj¾e�:
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p53!PTENaPIP3!Akt!Mdm2ap53, blokuj ¾ac ujemne dzia÷anie p53 i Mdm2. Uszkodze-

nie DNA prowadzi do destabilizacji Mdm2 i fosforylacji p53, generuj ¾ac oscylacje poziomów

p53 i Mdm2, podczas których DNA mo·ze zostác naprawione. Je·zeli po oko÷o 15 godzinach

naprawa DNA nie jest kompletna, sygna÷przechodz ¾acy przez dodatnie sprz¾e·zenie zwrotne

blokuje p¾etl¾e ujemnego sprz¾e·zenia i powoduje wzrost p53 do poziomu, przy którym mo·ze

býc zainicjowana apoptoza.

Z zablokowan ¾a p¾etl ¾a dodatniego sprz¾e·zenia zwrotnego oraz z wy÷¾aczon ¾a napraw ¾a DNA

uk÷ad, w odpowiedzi na uszkodzenie DNA, generuje d÷ugotrwa÷e oscylacje. Aby przeanali-

zowác model Puszyńskiego i in., wprowadzamy uszkodzenie DNA poprzez zmian¾e wspó÷czyn-

nika degradacji Mdm2 (pozostawiaj ¾ac niezmieniony wspó÷czynnik fosforylacji p53). Jak

pokazano na Rys. 7.14, podobnie jak w modelu Ma i in. [50], oscylacje rodz ¾a si¾e w punkcie

nadkrytyczn ¾a bifurkacj ¾a Hopfa oraz ich okres nie jest wra·zliwy ani na degradacj¾e Mdm2 ani

na liczb¾e kopii genów p53 i Mdm2.

Model Batchelora i in.

Jako ostatni model uk÷adu p53, przeanalizujemy model zaproponowany przez grup¾e Galit

Lahav, który opiera si¾e na dwóch p¾etlach ujemnego sprz¾e·zenia zwrotnego [73]. Tak jak w

poprzednich modelach, jedna p¾etla ÷¾aczy p53 oraz Mdm2, zás druga p¾etla zawiera kinazy

ATM i Chk2, które aktywuj ¾a p53, oraz inhibitor Wip1. Pulsy poziomów p53 oraz jego

aktywnóśc s ¾a ścísle zwi ¾azane z pulsami aktywnego ATM. Istnienie tej nowej p¾etli sprz¾e·zenia

zwrotnego zosta÷o udokumentowane przez seri¾e eksperymentów wykonan ¾a na linii komórek

raka piersi MCF-7.

Model zawiera dwa opó́znienia bezpósrednio zwi ¾azane z kontrolowan ¾a przez p53 syntez ¾a

Mdm2 oraz Wip1. Poniewa·z w rozwa·zanym modelu degradacja Mdm2 kontrolowana jest

przez Signal (reprezentuj ¾acy aktywnyATM oraz Chk2), który z kolei regulujeMdm2 poprzez

p53. W naszej analizie jako parametr bifurkacyjny, zamiast wspó÷czynnika degradacjiMdm2,

wybralísmy wspó÷czynnik produkcji sygna÷u �s. Parametr �s kontroluje si÷¾e sygna÷u w
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komórkach z uszkodzonym DNA.

Rysunek 7.15: Analiza modelu Batchelora. Górny Panel: stabilne punkty sta÷e i cykle

graniczne przedstawione s ¾a w funkcji wspó÷czynnika produkcji sygna÷u �s; uk÷ad zawiera

dwa punkty bifurkacji: wraz ze wzrostem �s, powstaje cykl graniczny w punkcie bifurkacji

nadH (�1), oraz znika w punkcie bifurkacji nadH (�2). Okres oscylacji dla stabilnego cyklu

granicznego przedstawiony jest jako funkcja �s. Kolory: niebieski, czerwony, czarny, zielony,

pomarańczowy i �oletowy odpowiadaj ¾a komórkom z n = 1; 2; 3; 4; 5; 6 (liczba kopii Mdm2)

oraz ustalon ¾a liczb ¾a kopii genu p53 m = 2 (Panel prawy), lub komórkom z m = 1; 2; 3; 4; 5; 6

(liczba kopii p53) oraz ustalon ¾a liczb ¾a kopii genu Mdm2 n = 2 (Panel prawy).

W modelu tym, oscylacje cyklu granicznego istniej ¾a dla skończonego zakresu wspó÷czyn-

nika produkcji sygna÷u �s; oraz rodz ¾a si¾e i znikaj ¾a w dwóch punktach bifurkacji nadH �1 i �2
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(Rys. 7.15). Okres oscylacji s÷abo zale·zy od wspó÷czynnika produkcji sygna÷u �s, ponadto

dla m;n 2 f2; 3; 4g zakres �s prawie nie zale·zy od m i n. Jedynie dla m = 1 i n = 2 zakres

oscylacji jest znacznie mniejszy ni·z zakres oscylacji dla normalnych komórek (m = n = 2).

Oscylacje nie istniej ¾a dla m = 2 oraz n > 5, co implikuje, ·ze trzykrotna nadekspresja

Mdm2 mo¾ee zatrzymác oscylacje. Jednak·ze, efekt ten mo·ze zostác zrekompensowany przez

transfekcj¾e p53; komórki z m = n 2 f2; 3; 4; 5; 6g oscyluje dla prawie tego samego zakresu

parametru co komórki normalne.

7.6 Analiza modeli uk÷adu regulatorowego NF-�B

W ostatnich latach rozwini¾eto kilka modeli sygna÷owego uk÷adu regulatorowego NF -�B,

omawianych w [54] i [55]. Pierwszym by÷model z p¾etl ¾a jednego sprz¾e·zenia zwrotnego, który

zkoncentrowa÷si¾e na oddzia÷ywaniu pomi¾edzy trzema izoformami I�B [45]. Model ten zosta÷

rozwini¾ety przez grupy Ho¤mann�a i Levchenki w÷¾aczaj ¾ac model Werner�a i in. [56]. Nast¾ep-

nym by÷nasz model z dwiema p¾etlami sprz¾e·zenia zwrotnego [44], zawieraj ¾acy dzia÷anie

zarówno inhibitorów NF -�B, I�B� jak i A20, które by÷y dalej rozwijane, aby zawiera÷y

stochastycznóśc w cz÷onie aktywacji/deaktywacji genów I�B� i A20 [57]. Trwa÷e oscylacje

j ¾adrowo-cytoplazmatycznej lokalizacji NF -�B w odpowiedzi na stymulacj¾e TNF� zosta÷y

zaobserwowane przez Nelson�a i in. [37] w eksperymentach na pojedynczych komórkach SK-

N-AS transfekowanych plazmidami powoduj ¾acymi ekspresj¾e RelA po÷¾aczonego z czerwonym

�uorescencyjnym bia÷kiem (RelA-DsRed). Zauwa·zono, ·ze 91% tych komórek wykazywa÷o

d÷ugotrwa÷e oscylacje j ¾adro-cytoplazma bia÷ka RelA i ·ze oscylacje te s ¾a ca÷kiem dobrze zsyn-

chronizowane pomi¾edzy komórkami w przeci ¾agu kilku pierwszych cykli. Potem jednak os-

cylacje te wypadaj ¾a z fazy i staj ¾a si¾e gasn ¾ace gdy obserwuje si¾e je na poziomie populacji

we wczésniejszych eksperymentach wykonanych przez Ho¤mann i in. [45]. Sun i in. [46]

zademonstrowali, ·ze ponad 4000 cz ¾asteczek mRNA oscylowa÷o w odpowiedzi na stymulacj¾e

TNF�. We wszystkich trzech deterministycznych modelach [34, 44, 56], oscylacje, które pow-
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staj ¾a w odpowiedzi na stymulacj¾e TNF� s ¾a gasn ¾ace (nie ma tam ·zadnych cykli granicznych)

dla zak÷adanych (dopasowanych) zbiorów parametrów. Jedynie w stochastycznym modelu

[57], oscylacje s ¾a ci ¾ag÷e z powodu stochastycznego rezonansu.

Matematyczne struktury tych modeli maj ¾a kilka wa·znych ró·znic, jednak·ze ze wzgl¾edu na

nasz ¾a analiz¾e g÷ówna ró·znica znajduje si¾e w formie transkrypcyjnej regulacji I�B�; Orygi-

nalny model Ho¤mann-Levchenko [45] zak÷ada÷, ·ze wspó÷czynnik transkrypcji jest propor-

cjonalny do kwadratu koncentracji j ¾adrowego NF -�B, podczas gdy w modelu Werner�a i in.

[56], i w nast¾epnych modelach, zak÷adany jest kubiczny wspó÷czynnik transkrypcji. Przeci-

wnie, w modelu [44] wspó÷czynnik transkrypcji jest liniowy. W pó́zniejszym stochastycznym

modelu [57], aktywnóśc genów I�B� i A20 regulowana jest przez przy÷¾aczanie i dysocjacj¾e

dimerów NF -�B, i zak÷¾ada si¾e, ·ze aktywny gen transkrybowany jest ze sta÷ym wspó÷czyn-

nikiem równym 4.5 mRNA/sekund¾e/kopi¾e genu, bliskim �zjologicznego maksimum.

Jak pokazano w Barken�a i in. [58], model Ho¤mann�a-Levchenko [45] generuje oscylacje o

okresie bardzo wra·zliwym na ilóśc ca÷kowitego NF -�B. Prowadzi to do konkluzji, ·ze oscylacje

zarejestrowane w uk÷adzie z nadekspresj ¾a przez Nelson i in. [37] nie pozwalaj ¾a wywnioskowác,

czy oscylacje o tej samej trwa÷ósci, amplitudzie i okresie pojawiaj ¾a si¾e u morfogenetycznie

niezmienionych komórek [58]. W rzeczywistósci, zgodnie z modelem Ho¤mann�a-Levchenko

[45] czterokrotna nadekspresja NF -�B powoduje, ·ze drugi pik w poziomie j ¾adrowego NF -�B

pojawia si¾e nie w 2 h (jak normalnie), ale w 5.5 h ci ¾ag÷ej stymulacji TNF� (w pracy [58] Rys.

1A). Jednak·ze, jak pokazano przez Nelson�a i in. [59], okres oscylacji jest prawie niewra·zliwy

na ekspresj¾e NF -�B i wystarczy zastapíc kwadratowy wspó÷czynnik transkrypcji przez lin-

iowy aby zasadniczo zminimalizowác wra·zliwóśc d÷ugósci okresu na ca÷kowity poziom NF -�B

(w pracy [59] Rys. 2). Nast¾epnie, pokazalísmy, ·ze za÷o·zenie, ·ze wspó÷czynnik transkrypcji

jest przy÷¾aczony, prowadzi do oscylacji o okresie prawie niewra·zliwym na ca÷kowity poziom

NF -�B ([57], Rys. 4.6).

Modele, w których wspó÷czynnik transkrypcji jest proporcjonalny do koncentracji czyn-

nika transkrypcyjnego (zw÷aszcza w wy·zszej pot¾edze), bez jakiegokolwiek nasycenia, prowadz ¾a
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do transkrypcyjnych wydajnósci przekraczaj ¾acych �zjologiczne wspó÷czynniki i w ten sposób

mo·ze niew÷ásciwie násladowoác dynamik¾e komórki. W tym szczególnym przypadku, niew÷ás-

ciwy wybór kwadratowego wspó÷czynnika transkrypcji prowadzi do wysokiej wra·zliwósci

przewidywanego okresu ca÷kowitego poziomu NF -�B. Na wysokim poziomie czynnika tran-

skrypcyjnego, wspó÷czynnik transkrypcji I�B�, inhibitora NF -�B, przekracza wiele razy

maksimum �zjologicznego wspó÷czynnika (patrz [60]), i powoduje, ·ze I�B� kumuluje si¾e

na bardzo wysokim poziomie inhibuj ¾ac NF -�B na wiele godzin, co wyd÷u·za okres oscylacji.

Dodatkowo, d÷u·zszy czas degradacji akumulowanego I�B� wprowadza opó́znienie, które

powoduje, ·ze pojawia si¾e stabilny cykl graniczny.
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Rozdzia÷8

Konkluzje
Wpierwszej cz¾ésci pracy (Rozdzia÷y 3, 4, 5) przeanalizowalísmy, poprzez stochastyczne mod-

elowanie ekspresji genów, potencjalne konsekwencje zmiany liczby kopii genów na ich ek-

spresj¾e. Analiza tego problemu zosta÷a zapocz ¾atkowana w pracy Cook�a i in. [5] na temat

wp÷ywu stochastycznej ekspresji genów na haploinsu¢ ciency. Rozwini¾ecie modelowania sto-

chastycznej ekspresji genów [10], [30], [25], [26], [15] pozwoli÷o nam zastosowác bardziej rygo-

rystyczne traktowanie tego problemu poprzez średnie funkcji gestósci prawdopodobieństwa

bia÷ka. Rozwa·zylísmy ekspresj¾e haploidalnych, diploidalnych i tetraploidalnych genów, na-

jpierw bez autoregulacji, a nast¾epnie z dodatni ¾a autoregulacj ¾a. W przypadku bez autoreg-

ulacji aktywnóśc ka·zdej kopii genu w N -ploidalnym genie jest niezale·zna i w ten sposób

średnia i wariancja rozk÷adu bia÷ka jest proporcjonalna do liczby kopii genów pod warunk-

iem, ·ze ekspresja pojedynczej kopii jest taka sama. Kiedy ekspresja bia÷ka na kopi¾e jest

zmody�kowana, tak ·ze średnia ekspresja N -ploidalnego genu jest równa ekspresji haploidal-

nego genu, wtedy (w ci ¾ag÷ym przybli·zeniu, w którym transkrypcyjny i translacyjny szum jest

zaniedbany) wariancja jest odwrotnie proporcjonalna do N . To wyjásnia numeryczny wynik

Cook�a i in. [5] gdzie, przeprowadzaj ¾ac symulacje Monte Carlo, otrzymano, ·ze wariancja

rozk÷adu bia÷ka maleje ze wzrostem liczby kopii (pod warunkiem, ·ze średnia ekspresja ka·zdej

kopii jest sta÷a).

W tej cz¾ésci pracy ograniczamy si¾e do uk÷adów autoregulowanych, w których zale·znóśc

ekspresji od liczby kopii genu jest znacznie bardziej skomplikowana. W tym przypadku

ani poziom bia÷ka ani wariancja rozk÷adu bia÷ka nie s ¾a proporcjonalne do liczby kopii genu.

Uk÷ady te maj ¾a dwie cechy, które powoduj ¾a, ·ze s ¾a wra·zliwe na zmian¾e liczby kopii genów.

Po pierwsze, wy·zszy poziom bia÷ka implikuje silniejsze sprz¾e·zenie, po drugie wy·zsza liczba
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kopii genów zwi¾eksza prawdopodobieństwo aktywacji genu.

Rozwa·zaj ¾ac zewn¾etrzn ¾a indukcj¾e haploidalnych, diploidalnych i tetraploidalnych genów

z dodatnim sprz¾e·zeniem zwrotnym znalézlísmy, ·ze w ka·zdym przypadku istniej ¾a trzy charak-

terystyczne wzorce aktywacji: {A} - gdy aktywnóśc genu jest podtrzymywana bez zewn¾etrznej

stymulacji, {U} - gdy gen aktywuje si¾e z unimodalnym pro�lem rozk÷adu bia÷ka, oraz {B}

- gdy gen aktywuje si¾e poprzez rozk÷ad bimodalny. We wzorcach aktywacji {U} i {B} gen

odgrywa rol¾e prze÷¾acznika, a ponadto we wzorcu {B} stochastycznóśc przej́sciowo dzieli pop-

ulacj¾e komórek na dwie podpopulacje: jedn ¾a z wysok ¾a a drug ¾a z nisk ¾a ekspresj ¾a bia÷ka. W

pewnych przypadkach mo·ze býc to najbezpieczniejsza strategia dla tkanki b ¾ad́z kolonii bak-

terii. Nasza analiza pokazuje, ·ze diploidalny gen ma najbardziej regularny wzorzec aktywacji,

tzn., sektory {A},{B},{U} w p÷aszczýznie parametrów (c2, b0) s ¾a podobej wielkósci.

G÷ówny wynik prezentowany jest na Rys. 5.11: rozwa·zaj ¾ac równoleg÷¾a aktywacj¾e hap-

loidalnego, diploidalnego lub tetraploidalnego genu znalézlísmy, ·ze istnieje dziewi¾éc wzorców

aktywacji. Analiza tych wzorców pokazuje potencjalne konsekwencje straty oraz duplikacji

kopii genu. Gdy uk÷ad znajduje si¾e w jednym z dwóch wzorców {AAU} lub {AAB} wt-

edy strata kopii genu mo·ze zatrzymác ci ¾ag÷¾a aktywnóśc genu i prowadzíc do choroby je·zeli

wymagany jest sta÷y poziom bia÷ka syntetyzowanego przez ten gen. Jak pokazano na Rys.

5.12 w przypadku {AAB} strata kopii genu prowadzi nie tylko do ni·zszego poziomu bia÷ka,

ale tak·ze do znacznie wy·zszej wariancji co implikuje przej́sciowy spadek poziomu bia÷ka do

bardzo niskiej wartósci. W przypadku gdy autoregulowany gen jest czynnikiem transkryp-

cyjnym reguluj ¾acym transkrypcj¾e innych genów, spadek jego poziomu propagowa÷by z kolei

spadek poziomu innych bia÷ek co mog÷oby prowadzíc do choroby. Wśród ponad jego 500

czynników transkrypcyjnych kodowanych w ludzkim genomie, istnieje ponad 30, które mog ¾a

powodowác chorob¾e poprzez haploinsu¢ ciency [23].

Nasza analiza pokazuje, ·ze duplikacja genu tak·ze mo·ze wp÷yn ¾ác na jego funkcjonowanie.

Na przyk÷ad, gdy uk÷ad znajduje si¾e wmodzie {AUU} lub {ABU} duplikacja genu z diploidal-

nego na tetraploidalny powodowa÷aby ci ¾ag÷¾a aktywnóśc. Podobnie, gdy uk÷ad znajduje si¾e w
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modzie {AAB} lub {AAU} duplikacja haploidalnego genu tak·ze powodowa÷aby jego ci ¾ag÷¾a

aktywnóśc. W przypadku, gdy haploidalny lub diploidalny gen dzia÷a jako "prze÷¾acznik"

jego duplikacja mo·ze prowadzíc do choroby. W rzeczywistósci, regulacja poprzez dodatnie

sprz¾e·zenie zwrotne jest cz¾estym elementem prze÷¾aczania. Bazuj ¾ac na Rys. 5.11 mo·zemy

oczekiwác, ·ze czasowa duplikacja genomu w fazie S cyklu komórkowego mo·ze powodowác

przeniesienie genów regulowanych przez dodatnie sprz¾e·zenie zwrotne do aktywnego stanu.

To implikuje ró·zn ¾a ekspresj¾e genu w fazie G1 (poprzedzaj ¾acej S) i G2 (nast¾epnej po S) cyklu

komórkowego.

Na koniec pokazalísmy, ·ze strata jednej kopii genu mo·ze nie býc zrekompensowana przez

podwy·zszenie ekspresji pozosta÷ej kopii. Nawet je·zeli haploidalny gen ma dwa razy wi¾ekszy

wspó÷czynnik syntezy na kopi¾e ni·z gen diploidalny, to nadal wymaga on silniejszego sygna÷u

do aktywacji. Ma to wa·zne konsekwencje dla modelowania: aby w÷ásciwie opiseác regulacj¾e

genu diploidalnego nale·zy wzi ¾ác pod uwag¾e fakt, ·ze obie kopie genu mog ¾a býc aktywowane

niezale·znie. W przypadku przedstawionym na Rys. 5.16 do aktywacji genu haploidalnego

potrzebny jest 10 razy silniejszy sygna÷ni·z do aktywwacji genu diploidalnego. Co wi¾ecej, ak-

tywacja genu diploidalnego przebiega poprzez rozk÷ad bimodalny, dlatego ma on przej́sciowo

wy·zsz ¾a wariancj¾e.

W drugiej cz¾ésci pracy (Rozdzia÷6) przeanalizowalísmy wp÷yw liczby kopii genów ko-

duj ¾acych poszczególne kinazy tworz ¾ace kaskad¾e sygna÷ow ¾a w ście·zce sygna÷owej tymocytów,

na dynamik¾e tej kaskady oraz aktywnóśc tymocytu. Aktywacja ście·zki sygna÷owej tymo-

cytów generowana jest przez przy÷¾aczenie do kompleksu TCR peptydów antygenu i mierzona

jest poziomem kinazy ERK pp(t)/ERK total w pojedynczej komórce tymocytu. ERK pp regu-

luje p¾etl¾e dodatniego sprz¾e·zenia zwrotnego, zawieraj ¾acego kaskad¾e sygna÷ow ¾a kinaz ZAP,

MEK, ERK, oraz inhibuje p¾etl¾e ujemnego sprz¾e·zenia zwrotnego zawieraj ¾acego fosfataz¾e

SHPp. Naszym celem by÷a analiza wp÷ywu liczby kopii genów koduj ¾acych poszczególne

kinazy tworz ¾ace kaskad¾e sygna÷ow ¾a na dynamik¾e tej kaskady oraz aktywnóśc tymocytu.

Wspó÷dzia÷anie ujemnego i dodatniego sprz¾e·zenia zwrotnego powoduje wspó÷istnienie dwóch
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stanów stabilnych. Jak pokazano na Rys. 6.5, dla ma÷ej liczby peptydów uk÷ad osi ¾aga

stan stabilny odpowiadaj ¾acy nieaktywnej komórce, dla du·zej liczby peptydów uk÷ad zbiega

asymptotycznie do stanu stabilnego odpowiadaj ¾acego komórce w stanie aktywnym. Asymp-

totyczne zachowanie trajektorii uk÷adu wyznaczone jest przez warunki pocz ¾atkowe. Rysunki

6.5, 6.6 i 6.7 przedstawiaj ¾a komórk¾e, która w chwili pocz ¾atkowej znajduje si¾e w stanie z

niskim poziomem SHPp (500 cz ¾asteczek) oraz niskim poziomem ERK pp (670 cz ¾asteczek).

Na przyk÷ad po przy÷¾aczeniu do tymocytu 30 peptydów, ze sta÷¾a przy÷¾aczenia d1 = 0:05=s,

uk÷ad zbiega do aktywnego stanu z wysokim poziomem ERK pp(t)/ERK total. Je·zeli natomi-

ast pocz ¾atkowo komórka znajduje si¾e w stanie z wysokim poziomem SHPp(t), wówczas p¾etla

ujemnego sprz¾e·zenia jest silniejsza, komórka pozostaje nieaktywna i zbiega asymptotycznie

do stanu z niskim poziomem ERK pp(t)/ERK total.

Aktywacja TCR jest wra·zliwa na ilóśc przy÷¾aczonych peptydów antygenu oraz wielkóśc

wspó÷czynnika dysocjacji antygenu. Jak pokazalísmy na Rys. 6.5, aktywacja TCR jest

bardziej wra·zliwa na przy÷¾aczenie ma÷ej liczby peptydów antygenu, ni·z na przy÷¾aczenie du·zej

liczby peptydów, przy której poziom ERK pp osi ¾aga stan nasycenia. Ponadto, im jest wi¾ekszy

wspó÷czynnik dysocjacji antygenu, tym wi¾eksza liczba peptydów wymagana jest do aktywacji

tymocytu. Poniewa·z ERK pp inhibuje p¾etl¾e ujemnego sprz¾e·zenia zwrotnego zawieraj ¾acego

SHPp, zwi¾ekszenie poziomu ERK pp powoduje znaczne obni·zenie poziomu fosfatazy SHPp

(Rys. 6.7).

Jak pokazano na Rys. 6.7, poziom SHPp s÷abo zale·zy od liczby kopii genów ZAP, MEK,

ERK. Zwi¾ekszenie liczby kopii genu ERK, ZAP i MEK powoduje zwi¾ekszenie poziomu

ERK pp. Dla ma÷ego wspó÷czynnika dysocjacji brak jednej kopii genu ZAP znacznie bardziej

obni·za poziom ERK pp ni·z brak jednej kopii genu ERK, zás zwi¾ekszenie liczby kopii genu ZAP

znacznie bardziej podwy·zsza poziom ERK pp(t)/ERK total ni·z zwi¾ekszenie liczby kopii genu

ERK. Analizowana w modelu kaskada sygna÷owa zawiera pojedynczo sfosforylowan ¾a kinaz¾e

ZAP, MEK i ERK, oraz podwójnie sfosforylowane kinazyMEK i ERK. Taka postác kaskady

sygna÷owej powoduje, ·ze dla ma÷ej wartósci Sygna÷u funkcja ERK pp jest silnie nieliniowa,
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podczas gdy dla prostszej postaci kaskady, z nie uwzgl¾ednion ¾a form ¾a pojedynczej fosforylacji,

funkcja ERK pp liniowo zale·zy od Sygna÷u.

W trzeciej cz¾ésci pracy (Rozdzia÷7) zaproponowalísmy now ¾a metod¾e walidacji modeli

ście·zek regulatorowych, w której dynamika uk÷adu dynamicznego badana jest numerycznie

ze wzgl¾edu na liczb¾e kopii genu(ów). Opieraj ¾ac si¾e na tym przybli·zeniu zademonstrowal-

ísmy, ·ze wszystkie modele uk÷adu p53, które opieraj ¾a si¾e na nadkrytycznej bifurkacji Hopfa,

generuj ¾a oscylacje o okresie odpornym na zmian¾e parametru degradacji Mdm2 oraz zmian¾e

liczby kopii genu, w przeciwieństwie do modeli, które opieraj ¾a si¾e na bifurkacjach SNIC lub

podkrytycznej Hopfa.

Rozwa·zaj ¾ac cztery modele, w których oscylacje rodz ¾a si¾e w punkcie nadkrytyczn ¾a bi-

furkacj ¾a Hopfa pokazalísmy, ·ze zakres oscylacji w obszarze parametru jest rosn ¾ac ¾a funkcj ¾a

liczby kopii genu p53 oraz malej ¾ac ¾a funkcj ¾a liczby kopii genów Mdm2. Zale·znóśc zakresu

oscylacji od liczby kopii genu jest silniejsza w naszym modelu testowym, który opiera si¾e na

wspó÷dzia÷aj ¾acych p¾etlach dodatniego i ujemnego sprz¾e·zenia zwrotnego, ni·z w modelach

Ma i in. [50] oraz Puszynski i in. [49], w których oscylacje generowane s ¾a wy÷¾acznie

przez ujemne sprz¾e·zenie i opó́znienie. Zgodnie z modelem testowym transfekcja Mdm2

mo·ze zatrzymác oscylacje nawet w komórkach z uszkodzonym DNA, podczas gdy trans-

fekcja p53 mo·ze wzmagác oscylacje nawet gdy DNA nie jest uszkodzone. Poniewa·z os-

cylacje w uk÷adzie p53jMdm2 mog ¾a býc potencjalnie zwizualizowane w p53- lub Mdm2-

transfekowanych komórkach, przewidywanie to mo·ze býc wykorzystane do eksperymentalnej

wery�kacji modelu testowego. Je·zeli model okaza÷by si¾e poprawny, sugerowa÷oby to, ·ze oscy-

lacje obserwowane w komórkach z transfekcj ¾a p53 s ¾a cz¾ésciowo artefaktem uk÷adu ekspery-

mentalnego. Jak zbadano przez Geva-Zatorsky i in. [36], 19 z 48 p53-transfekowanych

komórek wykazywa÷o oscylacje bez jakiegokolwiek wczésniejszego promieniowania gamma,

podczas gdy silne promieniowanie dawk ¾a 10 Gy powodowa÷o, ·ze 37 z 54 komórek oscylowa÷o.

To mo·ze sugerowác, ·ze zarówno transfekcja p53 jak i promieniowanie gamma indukuje oscy-

lacje.
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Inn ¾a mo·zliwósci ¾a jest, ·ze dodatnie sprz¾e·zenie nie odgrywa ·zadnej roli w utrzymywaniu

oscylacji p53, które powstaj ¾a z wspó÷dzia÷ania ujemnego sprz¾e·zenia zwrotnego i opó́znienia.

Takie oscylacje s ¾a prawie niewra·zliwe na liczb¾e kopii genu Mdm2 i p53. Jak zaproponowano

przez Puszynskiego i in. [49], dodatnie sprz¾e·zenie zwi ¾azane z d÷ugim opó́znieniem, mo·ze býc

odpowiedzialne za przerwanie oscylacji poprzez syntez¾e p53 do nawet wy·zszego poziomu,

który umo·zliwia apoptotyczn ¾a odpowied́z w powa·znie uszkodzonych komórkach.

Ze wzgl¾edu na uk÷ad NF -�B, w którym wszystkie deterministyczne modele generuj ¾a

tylko gasn ¾ace oscylacje, pokazalísmy, ·ze nasycenie we wspó÷czynniku transkrypcji jest kluc-

zowe, aby wyprodukowác oscylacje o odpornym okresie. Modele, w których wspó÷czynnik

transkrypcji jest proporcjonalny do koncentracji czynnika transkrypcyjnego w drugiej lub

trzeciej pot¾edze, bez nasycenia, wydajnóśc transkrypcji przekracza �zjologiczne wspó÷czyn-

niki i w ten sposób mo·ze niew÷ásciwie násladowác dynamik¾e komórki. Modele te przewiduj ¾a,

·ze okres oscylacji gwa÷townie rósnie wraz z poziomem transfekcji, co nie jest obserwowane w

eksperymencie.

Eksperymenty na pojedynczych komórkach staj ¾a si¾e wiod ¾ac ¾a technik ¾a wizualizuj ¾ac ¾a za-

chowanie poszczególnych komórek, które jest s÷abo widoczne poprzez úsrednianie po popu-

lacji [61]. Eksperymenty te s ¾a wykonywane na komórkach z podwy·zszon ¾a liczb ¾a kopii genu i

dlatego musz ¾a býc analizowane ze szczególn ¾a uwag ¾a. Jak zademonstrowali Nelson i in. [37],

[59] w uk÷adzie regulatorowym NF -�B , oraz Geva-Zatorsky i in. [36] w uk÷adzie regula-

torowym p53, oscylacje generowane w odpowiedzi na stres maj ¾a okres odporny zarówno na

liczb¾e kopii genu czynnika transkrypcyjnego jak i na poziom stresu. Obserwacja ta stawia

ograniczenie na struktur¾e uk÷adów regulatorowych, która jest odpowiedzialna za zwizual-

izowane oscylacje. Analizuj ¾ac modele uk÷adu p53 pokazalísmy, ·ze oscylacje o odpornym

okresie produkowane s ¾a w wyniku nadkrytycznej bifurkacji Hopfa, charakterystycznej dla

uk÷adów opieraj ¾acych si¾e na ujemnym sprz¾e·zeniu zwrotnym i opó́znieniu, a nie wyniku bi-

furkacji SNIC lub podkrytycznej bifurkacji Hopfa, które s ¾a charakterystyczne dla uk÷adów

opieraj ¾acych si¾e na wspó÷dzia÷aj ¾acym ujemnym i dodatnim sprz¾e·zeniu zwrotnym. Jednak·ze
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typ bifurkacji jest bardziej znacz ¾acy ni·z istnienie dodatnich sprz¾e·zeń zwrotnych; model

"testowy" zawieraj ¾acy p¾etl¾e dodatniego i ujemnego sprz¾e·zenia zwrotnego, lecz oparty na

nadkrytycznej bifurkacji Hopfa ma zadowalaj ¾ac ¾a odpornóśc.
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Dodatek A

Momenty rozk÷adów dla mRNA i

bia÷ka
Momenty rz¾edu pierwszego i drugiego rozk÷adów mRNA i bia÷ka wyznaczymy metod ¾a funkcji

tworz ¾acych momenty (FTM). Momenty liczymy dla uk÷adów bez autoregulacji.

Model dyskretny, N=1

Niech dane b¾ed ¾a funkcje FTM dla mRNA (x) i bia÷ka (y) o rozk÷adzie dyskretnym gxy, hxy:

F (z; s) =
X
x;y

zxsygxy (86)

T (z; s) =
X
x;y

zxsyhxy: (87)

Zauwa·zmy, ·ze F (z; s)jz=s=1 oraz T (z; s)jz=s=1 s ¾a prawdopodobieństwami, ·ze gen jest, odpowied-

nio, aktywny oraz nieaktywny:

F (z; s)jz=s=1 =
X
x;y

gxy =
b0

c0 + b0
(88)

T (z; s)jz=s=1 =
X
x;y

hxy =
c0

c0 + b0
: (89)
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Zró·zniczkujmy FTM (86)-(87) po z i s :

@F (z; s)

@z
=
X
x;y

xzx�1sygxy (90)

@F (z; s)

@s
=
X
x;y

yzxsy�1gxy

@T (z; s)

@z
=
X
x;y

xzx�1syhxy

@T (z; s)

@z
=
X
x;y

yzxsy�1hxy:

Uk÷ad równań Mistrzów (24)-(25) pomnó·zmy stronami przez zxsy, a nast¾epnie zsumujmy

stronami po x i y, otrzymamy wówczas

d

dt
(
X
x;y

zxsygxy) = b0(
X
x;y

zxsyhxy)� c0(
X
x;y

zxsygxy) + r1(
X
x;y

(x+ 1)zxsyg(x+1;y)) + (91)

�r1(
X
x;y

xzxsygxy) +K(
X
x;y

xzxsyg(x;y�1)) + r2(
X
x;y

(y + 1)zxsyg(x;y+1))

�K(
X
x;y

xzxsygxy)� r2(
X
x;y

yzxsygxy);

d

dt
(
X
x;y

zxsyhxy) = �b0(
X
x;y

zxsyhxy) + c0(
X
x;y

zxsygxy) +H(
X
x;y

zxsyh(x�1;y)) + (92)

+r1(
X
x;y

(x+ 1)zxsyh(x+1;y))�H(
X
x;y

zxsyhxy)� r1(
X
x;y

xzxsyhxy) +

+K(
X
x;y

xzxsyh(x;y�1)) + r2(
X
x;y

(y + 1)zxsyh(x;y+1)) +

�K(
X
x;y

xzxsyhxy)� r2(
X
x;y

yzxsyhxy):

Zapiszmy odpowiednie cz÷ony w równaniach (91)-(92) za pomoc ¾a zwi ¾azków (90):
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1X
x;y=0

(x+ 1)zxsyg(x+1;y) =
1X

x;y=0

xzx�1sygxy =
@F (z; s)

@z
(93)

1X
x;y=0

(x+ 1)zxsyh(x+1;y) =
@T (z; s)

@z

1X
x;y=0

(y + 1)zxsyg(x;y+1) =
@F (z; s)

@s

1X
x;y=0

(y + 1)zxsyh(x;y+1)) =
@T (z; s)

@s

1X
x;y=0

xzxsygxy = z
1X

x;y=0

xzx�1sygxy = z
@F (z; s)

@z

1X
x;y=0

xzxsyhxy = z
@T (z; s)

@z

1X
x;y=0

yzxsygxy = s
1X

x;y=0

yzxsy�1gxy = s
@F (z; s)

@s

1X
x;y=0

yzxsyhxy = s
1X

x;y=0

yzxsy�1hxy = s
@T (z; s)

@s

1X
x;y=0

xzxsyg(x;y�1) =
1X

x;y=0

xzxsy+1gxy = sz
1X

x;y=0

xzx�1sygxy = sz
@F (z; s)

@z

1X
x;y=0

xzxsyh(x;y�1) = sz
@T (z; s)

@z

1X
x;y=0

zxsyh(x�1;y) =
1X

x;y=0

zx+1syhxy = z

1X
x;y=0

zxsyhxy = zT (z; s)

Po podstawieniu wyra·zeń (93) do (91) i (92) otrzymamy nast¾epuj ¾ace równania ró·zniczkowe
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cz ¾astkowe na FTM:

@F (z; s)

@t
= b0T (s; z)� c0F (z; s) + r1

@F (z; s)

@z
� r1z

@F (z; s)

@z
+

+Kzs
@F (z; s)

@z
+ r2

@F (z; s)

@s
�Kz@F (z; s)

@z
� r2s

@F (z; s)

@s
;

@T (z; s)

@t
= �b0T (s; z) + c0F (z; s) +HzT (z; s) + r1

@T (z; s)

@z
+

�HT (z; s)� r1z
@T (z; s)

@z
+Ksz

@F (z; s)

@z
+ r2

@T (z; s)

@s
+

�Kz@T (z; s)
@z

� r2s
@T (z; s)

@s
:

b ¾ad́z, po uporz ¾adkowaniu:

@F (z; s)

@t
= b0T (s; z)� c0F (z; s)� r1 (z � 1)

@F (z; s)

@z
+ (94)

+Kz (s� 1) @F (z; s)
@z

� r2 (s� 1)
@F (z; s)

@s
@T (z; s)

@t
= �b0T (s; z) + c0F (z; s) +H (z � 1)T (z; s)� r1 (z � 1)

@T (z; s)

@z
(95)

+Kz (s� 1) @T (z; s)
@z

� r2 (s� 1)
@T (z; s)

@s
:

Równania (94)-(95) mo·zna wykorzystác do wyznaczenia momentów dowolnego rz¾edu dla

funkcji g i h. W pracy tej wyznaczymy momenty pierwszego i drugiego rz¾edu. Z w÷asnósci

FTM, momenty pierwszego rz¾edu mRNA i bia÷ka dla G 2 f0; 1g dane s ¾a przez zwi ¾azki:

E[x;G = 0] =
@F (z; s)

@z
jz=s=1 (96)

E[x;G = 1] =
@T (z; s)

@z
jz=s=1 (97)

E[y;G = 0] =
@F (z; s)

@s
jz=s=1 (98)

E[y;G = 1] =
@T (z; s)

@s
jz=s=1: (99)
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Po÷ó·zmy @F (z;s)
@t

= @T (z;s)
@t

= 0:

b0T (s; z)� c0F (z; s)� r1 (z � 1)
@F (z; s)

@z
+ (100)

+Kz (s� 1) @F (z; s)
@z

� r2 (s� 1)
@F (z; s)

@s
= 0 (101)

�b0T (s; z) + c0F (z; s) +H (z � 1)T (z; s)� r1 (z � 1)
@T (z; s)

@z
+ (102)

+Kz (s� 1) @T (z; s)
@z

� r2 (s� 1)
@T (z; s)

@s
= 0; (103)

po zró·zniczkowaniu równń (101)-(103) osobno po z i s, a nast¾epnie po podstawieniu z = s =

1, otrzymamy rozwi ¾azania stacjonarne uk÷adu równań algebraicznych: momenty ca÷kowite

pierwszego rz¾edu dla, odpowiednio, mRNA i bia÷ka:

E[x] = E[x;G = 0] + E[x;G = 1] (104)

E[y] = E[y;G = 0] + E[y;G = 1]: (105)

Zró·zniczkujmy uk÷ad (101)-(103) po z:

b0
@T

@z
� c0

@F

@z
� r1

@F

@z
� r1 (z � 1)

@2F

@z2
+K (s� 1) @F

@z
+ (106)

+Kz (s� 1) @
2F

@z2
+�r2 (s� 1)

@2F

@s@z
= 0;

�b0
@T

@z
+ c0

@F

@z
+HT +H (z � 1) @T

@z
+ (107)

�r1
@T

@z
� r1 (z � 1)

@2T

@z2
@2T@z2 +�r2 (s� 1)

@2T

@s@z
= 0;

po÷ó·zmy z = s = 1:

b0
@T

@z
jz=s=1 � c0

@F

@z
jz=s=1 � r1

@F

@z
jz=s=1 = 0

�b0
@T

@z
jz=s=1 + c0

@F

@z
jz=s=1 +HT jz=s=1 � r1

@T

@z
jz=s=1 = 0;

po podstawieniu (89) oraz uwzgl¾ednieniu (96) i (97) otrzymujemy momenty pierwszego rz¾edu

dla mRNA:

E[x;G = 0] =
@F (z; s)

@z
jz=s=1 =

c0b0H

r1(c0 + b0)(c0 + b0 + r1)
(108)

E[x;G = 1] =
@T (z; s)

@z
jz=s=1 =

c0H(c0 + r1)

r1(c0 + b0)(c0 + b0 + r1)
(109)
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zatem, zgodnie z (104), moment ca÷kowity pierwszego rz¾edu dla mRNA wynosi:

ED[x] =
c0H

r1(c0 + b0)
: (110)

Aby otrzymác momenty pierwszego rz¾edu dla bia÷ka zró·zniczkujmy równania (101)-(103)

po s:

b0
@T

@s
� c0

@F

@s
� r1 (z � 1)

@2F

@z@s
+Kz

@F

@z
+Kz (s� 1) @

2F

@z@s
+ (111)

�r2
@F

@s
� r2 (s� 1)

@2F

@s2
= 0

�b0
@T

@s
+ c0

@F

@s
+H (z � 1) @T

@s
� r1 (z � 1)

@2T

@z@s
+Kz

@T

@z
+ (112)

+Kz (s� 1) @
2T

@z@s
� r2

@T

@s
� r2 (s� 1)

@2T

@s2
= 0;

po÷ó·zmy z = s = 1:

b0
@T

@s
jz=s=1 � c0

@F

@s
jz=s=1 +K

@F

@z
jz=s=1 � r2

@F

@s
jz=s=1 = 0

�b0
@T

@z
jz=s=1 + c0

@F

@z
jz=s=1 +K

@T

@z
jz=s=1 � r2

@T

@s
jz=s=1 = 0

po podstawieniu (108)-(109) oraz (98)-(99) otrzymujemy momenty pierwszego rz¾edu dla

bia÷ka:

ED[y;G = 0] =
@F (z; s)

@s
jz=s=1 =

c0b0KH(c0 + b0 + r1 + r2)

r1r2(c0 + b0)(c0 + b0 + r1)(c0 + b0 + r2)
(113)

ED[y;G = 1] =
@T (z; s)

@s
jz=s=1 =

c0KH[(c0 + r1)(c0 + r2) + b0c0
r1r2(c0 + b0)(c0 + b0 + r1)(c0 + b0 + r2)

(114)

zatem, zgodnie z (105) moment ca÷kowity pierwszego rz¾edu dla bia÷ka wynosi:

ED[y] =
c0HK

r1r2(c0 + b0)
=
K

r2
E[x] (115)

Aby wyznaczýc wariancj¾e mRNA i bia÷ka nale·zy policzýc nast¾epuj ¾ace momenty drugiego
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rz¾edu:

E[x(x� 1);G = 0] = E[x2;G = 0]� E[x;G = 0] = @2F (z; s)

@z2
jz=s=1 (116)

E[x(x� 1);G = 1] =
@2T (z; s)

@z2
jz=s=1 (117)

E[y(y � 1);G = 0] =
@2F (z; s)

@s2
jz=s=1 (118)

E[y(y � 1);G = 1] =
@2T (z; s)

@s2
jz=s=1 (119)

E[xy;G = 0] =
@2F (z; s)

@z@s
jz=s=1 (120)

E[xy;G = 1] =
@2T (z; s)

@z@s
jz=s=1; (121)

przy czym

@2F (z; s)

@z2
=
X
x;y

x (x� 1) zx�2sygxy

@2F (z; s)

@s2
=
X
x;y

y (y � 1) zxsy�2gxy

@2T (z; s)

@z2
=
X
x;y

x (x� 1) zx�2syhxy

@2T (z; s)

@z2
=
X
x;y

y (y � 1) zxsy�2hxy;

wtedy wariancj¾e dla mRNA oraz bia÷ka mo·zna wyrazíc nast¾epuj ¾aco:

V ar[x] =
@2F (z; s)

@z2
jz=s=1 +

@2T (z; s)

@z2
jz=s=1 + E[x]� (E[x])2 (122)

V ar[y] =
@2F (z; s)

@s2
jz=s=1 +

@2T (z; s)

@s2
jz=s=1 + E[y]� (E[y])2 (123)

Ró·zniczkuj ¾ac uk÷ad (106)-(107) po z, a nast¾epnie podstawiaj ¾ac z = s = 1 uzyskamy

równania na momenty drugiego rz¾edu dla mRNA:

�2r1
@2F (z; s)

@z2
jz=s=1 + b0

@2T (z; s)

@z2
jz=s=1 � c0

@2F (z; s)

@z2
jz=s=1 = 0

2H
@T (z; s)

@z
jz=s=1 � 2r1

@2T (z; s)

@z2
jz=s=1 � b0

@2T (z; s)

@z2
jz=s=1 + c0

@2F (z; s)

@z2
jz=s=1 = 0;
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st ¾ad

@2F (z; s)

@z2
jz=s=1 =

c0b0H
2(c0 + r1)

r21(c0 + b0)(c0 + b0 + r1)(c0 + b0 + 2r1)
(124)

@2T (z; s)

@z2
jz=s=1 =

c0H
2(c0 + r1)(c0 + 2r1)

r21(c0 + b0)(c0 + b0 + r1)(c0 + b0 + 2r1)
= (125)

= b0(c0 + 2r1)
@2F (z; s)

@z2
jz=s=1;

zatem, zgodnie z (122), wariancja dla mRNA wynosi:

V arD[x] =
c0H[(c0 + b0)(c0 + b0 + r1) + b0H]

r1(c0 + b0)2(c0 + b0 + r1)
=

b0r1
c0(c0 + b0 + r1)

E2[x] + E[x]: (126)

Aby otrzymác momenty drugiego rz¾edu dla bia÷ka, ró·zniczkujemy uk÷ad (111)-(112) po

s, a nast¾epnie podstawiamy z = s = 1:

2K
@2F

@z@s
jz=s=1 � 2r2

@2F

@s2
jz=s=1 + b0

@2T

@s2
jz=s=1 � c0

@2F

@s2
jz=s=1 = 0 (127)

2K
@2T

@z@s
jz=s=1 � 2r2

@2T

@s2
jz=s=1 � b0

@2T

@s2
jz=s=1 + c0

@2F

@s2
jz=s=1 = 0: (128)

Aby wyznaczýc momenty mieszane @2F
@z@s
jz=s=1i @2T

@z@s
jz=s=1, ró·zniczkujemy uk÷ad (111)-

(112) po z, a nast¾epnie k÷adziemy z = s = 1:

b0
@2T

@z@s
jz=s=1 � (c0 + r1 + r2)

@2F

@z@s
jz=s=1 +K

�
@F

@z
jz=s=1 +

@2F

@z2
jz=s=1

�
= 0 (129)

c0
@2F

@z@s
jz=s=1 + (b0 � r1)

@2T

@z@s
jz=s=1 +H

@T (z; s)

@s
jz=s=1 � r2

@2T

@s2
jz=s=1 + (130)

+K

�
@T

@z
jz=s=1 +

@2T

@z2
jz=s=1

�
= 0;

po podstawieniu (108)-(109), (113)-(114) oraz (124)-(125), rozwi ¾azujemy uk÷ad czterech

równań (127)-(128) i (129)-(130) z czterema niewiadomymi; zgodnie z (123) otrzymujemy

moment ca÷kowity drugiego rz¾edu dla bia÷ka postaci:

V arD[y] =
b0r1r2(r1 + r2 + c0 + b0)

c0(r1 + r2)(r1 + c0 + b0)(r2 + c0 + b0)
(ED[y])

2 +K(r1 + r2)ED[y] + ED[y]:
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Model ci ¾ag÷y, N=1

Niech dane b¾ed ¾a funkcje tworz ¾ace momentów (FTM) dla mRNA (x) i bia÷ka (y) o rozk÷adzie

ci ¾ag÷ym gxy, hxy:

F (z; s) =

Z
x

Z
y

ezx+syg(x; y)dxdy (131)

T (z; s) =

Z
x

Z
y

ezx+syh(x; y)dxdy: (132)

Zauwa·zmy, ·ze gxy oraz hxy s ¾a prawdopodobieństwami, ·ze gen jest, odpowiednio, aktywny

oraz nieaktywny:

gxy = F (z; s)jz=s=0 =
Z
x

Z
y

g(x; y)dxdy =
b0

c0 + b0

hxy = T (z; s)jz=s=0 =
Z
x

Z
y

h(x; y)dxdy =
c0

c0 + b0
:

Równania ci ¾ag÷ósci (39)-(40) mno·zymy stronami przez ezx+sy, a nast¾epnie ca÷kujemy po

x i y: Z
x

Z
y

ezx+sy
@g(x; y)

@t
dxdy �

Z
x

Z
y

ezx+sy
@

@x
(r1xg(x; y))dxdy + (133)

+

Z
x

Z
y

ezx+sy
@

@y
[(Kx� r2y) g(x; y)]dxdy =

= b0

Z
x

Z
y

ezx+syh(x; y)dxdy � c0
Z
x

Z
y

ezx+syg(x; y)dxdy;

Z
x

Z
y

ezx+sy
@h(x; y)

@t
dxdy +

Z
x

Z
y

ezx+sy
@

@x
[(H � r1x) h(x; y)]dxdy + (134)

+

Z
x

Z
y

ezx+sy
@

@y
[(Kx� r2y) h(x; y)]dxdy =

= �b0
Z
x

Z
y

ezx+syh(x; y)dxdy + c0

Z
x

Z
y

ezx+syg(x; y)dxdy:
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Zauwa·zmy, ·ze:Z
y

Z
x

ezx+sy
@

@x
(r1xg)dxdy = r1

Z
y

24ezx+syxg � Z
x

�
zezx+syxg

�
dx

35 dy = r1(1� z)@F
@zZ

x

Z
y

ezx+sy
@

@y
[(Kx� r2y) g]dxdy = (135)

=

Z
x

24ezx+sy(Kx� r2y)g � Z
y

�
sezx+sy(Kx� r2y)g

�
dx

35 dy = K(1� s)@F
@z
� r2(1� s)

@F

@sZ
x

Z
y

ezx+sy
@

@y
[(Kx� r2y) h(x; y)]dxdy = K(1� s)

@T

@z
� r2(1� s)

@T

@sZ
x

Z
y

ezx+sy
@

@x
[(H � r1x) h]dxdy =

=

Z
y

24ezx+sy(H � r1x) h� Z
x

�
zezx+sy(H � r1x) h

�
dx

35 dy = (1� z)HT � r1(1� z)@T
@z

Po podstawieniu zwi ¾azków (135) do (133)-(134) otrzymujemy nast¾epuj ¾ace równania

ró·zniczkowe cz ¾astkowe na FTM:

@F (z; s)

@t
+ (r1z �Ks)

@F (z; s)

@z
+ r2s

@F (z; s)

@s
= b0T � c0F (136)

@T (z; s)

@t
� zHT + (r1z �Ks)

@T (z; s)

@z
+ r2s

@T (z; s)

@s
= �b0T + c0F: (137)

Po÷ó·zmy @F (z;s)
@t

= @T (z;s)
@t

= 0:

b0T � c0F � (r1z �Ks)
@F (z; s)

@z
� r2s

@F (z; s)

@s
= 0 (138)

�b0T + c0F + zHT � (r1z �Ks)
@T (z; s)

@z
� r2s

@T (z; s)

@s
= 0: (139)

Ró·zniczkuj ¾ac równania (138)-(139) po z, a nast¾epnie podstawiaj ¾ac z = s = 0 otrzymu-

jemy nast¾epuj ¾ace równania na momenty pierwszego rz¾edu dla mRNA:

b0
@T (z; s)

@z
jz=s=0 � c0

@F (z; s)

@z
jz=s=0 � r1

@F (z; s)

@z
jz=s=0 = 0 (140)

�b0
@T (z; s)

@z
jz=s=0 + c0

@F (z; s)

@z
jz=s=0 +HT jz=s=0 � r1

@T (z; s)

@z
jz=s=0 = 0; (141)
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st ¾ad, momenty pierwszego rz¾edu dla mRNA wynosz ¾a:

EC [x;G = 0] =
@F (z; s)

@z
jz=s=0 =

Hc0b0
r1(c0 + b0 + r1)(c0 + b0)

(142)

EC [x;G = 1] =
@T (z; s)

@z
jz=s=0 =

Hc0(c0 + r1)

r1(c0 + b0 + r1)(c0 + b0)
; (143)

zás, zgodnie z (104), moment ca÷kowity pierwszego rz¾edu dla mRNA wynosi:

EC [x] =
Hc0

r1(c0 + b0)
: (144)

Ró·zniczkuj ¾ac równania (138)-(139) po s oraz podstawiaj ¾ac z = s = 0 otrzymujemy

nast¾epuj ¾ace równania na momenty pierwszego rz¾edu dla bia÷ka:

b0
@T (z; s)

@s
jz=s=0 � c0

@F (z; s)

@s
jz=s=0 +K

@F (z; s)

@z
jz=s=0 � r2

@F (z; s)

@s
jz=s=0 = 0

�b0
@T (z; s)

@s
jz=s=0 + c0

@F (z; s)

@s
jz=s=0 +K

@T (z; s)

@z
jz=s=0 � r2

@T (z; s)

@s
jz=s=0 = 0;

st ¾ad

EC [y;G = 0] =
@F (z; s)

@s
jz=s=0 =

KHc0b0(c0 + b0 + r1 + r2)

r1r2(c0 + b0 + r1)(c0 + b0 + r2)(c0 + b0)
= (145)

=
K(b0 + r2)

r2(c0 + b0 + r2)
E[x;G = 0] +

Kb0
r2(c0 + b0 + r2)

E[x;G = 1]

EC [y;G = 1] =
@T (z; s)

@s
jz=s=0 =

KHc0 [c0b0 + (c+ r1) (c+ r2)]

r1r2(c0 + b0 + r1)(c0 + b0 + r2)(c0 + b0)
= (146)

=
Kc0

r2(c0 + b0 + r2)
E[x;G = 0] +

K (c0 + r2)

r2(c0 + b0 + r2)
E[x;G = 1]:

Zatem, zgodnie z (122), moment ca÷kowity pierwszego rz¾edu dla bia÷ka wynosi:

EC [y] =
KHc0

r1r2(c0 + b0)
=
K

r2
EC [x]: (147)

Po zró·zniczkowaniu uk÷adu (106)-(107) dwukrotnie po z oraz po podstawieniu z = s = 0
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uzyskamy równania na momenty drugiego rz¾edu dla mRNA:

b0
@2T (z; s)

@z2
jz=s=0 � c0

@2F (z; s)

@z2
jz=s=0 � 2r1

@2F (z; s)

@z2
jz=s=0 = 0 (148)

�b0
@2T (z; s)

@z2
jz=s=0 + c0

@2F (z; s)

@z2
jz=s=0 + 2H

@T (z; s)

@z
jz=s=0 + (149)

�2r1
@2T (z; s)

@z2
jz=s=0 = 0: (150)

Po rozwi ¾azaniu równań (148)-(150) otrzymujemy moment ca÷kowity drugiego rz¾edu dla

mRNA:

V arC [x] =
c0b0H

2

r21(r1 + c0 + b0) (c0 + b0)
2 : (151)

Aby otrzymác momenty drugiego rz¾edu dla bia÷ka, najpierw ró·zniczkujemy uk÷ad (111)-

(112) dwukrotnie po s oraz podstawiamy z = s = 0:

b0
@2T (z; s)

@s2
jz=s=0 � c0

@2F (z; s)

@s2
jz=s=0 + 2K

@2F (z; s)

@z@s
jz=s=0 +

�2r2
@2F (z; s)

@s2
jz=s=0 = 0 (152)

�b0
@2T (z; s)

@s2
jz=s=0 + c0

@2F (z; s)

@s2
jz=s=0 + 2K

@2T (z; s)

@z@s
jz=s=0 +

�2r2
@2T (z; s)

@s2
jz=s=0 = 0; (153)

aby obliczýc momenty mieszane @2F
@z@s
jz=s=1i @2T

@z@s
jz=s=1, ró·zniczkujemy uk÷ad (140)-(141)

po s, a nast¾epnie k÷adziemy z = s = 0:

b0
@2T (z; s)

@z@s
jz=s=0 � c0

@2F (z; s)

@z@s
jz=s=0 +

�r1
@2F (z; s)

@z@s
jz=s=0 = 0

�b0
@2T (z; s)

@z@s
jz=s=0 + c0

@2F (z; s)

@z@s
jz=s=0 +H

@T (z; s)

@s
jz=s=0 +

�r1
@2T (z; s)

@z@s
jz=s=0 = 0;

rozwi ¾azujemy uk÷ad czterech równań z czterema niewiadomymi i otrzymujemy wariancj¾e

rozk÷adu bia÷ka:

V arC [y] =
b0r1r2(r1 + r2 + c0 + b0)

c0(r1 + r2)(r1 + c0 + b0)(r2 + c0 + b0)
(EC [y])

2:
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Przybli·zenie K-E, N=1, N=2

Aby sprawdzíc poprawnóśc zwi ¾azków (59)-(60) obliczymy wartóśc oczekiwan ¾a oraz wariancj¾e

bia÷ka najpierw dla uk÷adu z jedn ¾a kopi ¾a genu, a nast¾epnie dla uk÷adu z dwiema kopiami genu.

Dla uproszczenia rachunków obliczenia wykonamy dla modeli dyskretnych w przybli·zeniu

Keplera-Elstona.

Wykorzystuj ¾ac nast¾epuj ¾ace równania Mistrzów opisuj ¾ace ewolucj¾e w czasie prawdopodobieństw

gy, hy (patrz Rys. A1):

dgy
dt

= b0hy � c0gy � ygy + (y + 1) gy+1 (154)

dhy
dt

= �b0hy + c0gy � yhy + (y + 1)hy+1 + hy�1 � hy (155)

wyznaczymy wartóśc oczekiwan ¾a oraz wariancj¾e bia÷ka w przybli·zeniu K-E dla uk÷adu z

jedn ¾a kopi ¾a genu.

Rysunek A1: Diagram ewolucji g¾estósci prawdopodobieństw zadanych przez proces Markowa

pierwszego rz¾edu dla uk÷adu z jedn ¾a kopi ¾a genu.

Niech dane b¾ed ¾a funkcje FTM dla bia÷ka (y) o rozk÷adzie gy, hy:

F0 (z) : =

1X
y=0

zygy (156)

F1 (z) : =
1X
y=0

zyhy: (157)
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Wprowad́zmy oznaczenie

g : = F0 (z) jz=1 =
1X
y=0

gy

h : = F1 (z) jz=1 =
1X
y=0

hy;

g oraz h s ¾a prawdopodobieństwami, ·ze gen jest, odpowiednio, aktywny oraz nieaktywny:

g =
b0

c0 + b0
(158)

h =
c0

c0 + b0
:

Zapiszmy równania Mistrzów (154)-(155) dla @gy
@t
= @hy

@t
= 0:

b0hy � c0gy � ygy + (y + 1) gy+1 = 0 (159)

�b0hy + c0gy � yhy + (y + 1)hy+1 + hy�1 � hy = 0; (160)

pomnó·zmy (159)-(160) stronami przez y, oraz zsumujmy stronami po y; otrzymamy wówczas

nast¾epuj ¾acy uk÷ad równań:

b0

1X
y=0

yhy � c0
1X
y=0

ygy �
1X
y=0

y2gy +
1X
y=0

y (y + 1) gy+1 = 0 (161)

�b0
1X
y=0

yhy + c0

1X
y=0

ygy �
1X
y=0

y2hy +
1X
y=0

y (y + 1)hy+1 + (162)

+
1X
y=0

yhy�1 �
1X
y=0

yhy = 0: (163)

Wprowad́zmy oznaczenie:

T0 : = EI [y;G = 0] =
@F0 (z)

@z
jz=1 =

1X
y=0

ygy

T1 : = EI [y;G = 1] =
@F1 (z)

@z
jz=1 =

1X
y=0

yhy.
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Zauwa·zmy, ·ze

1X
y=0

y (y + 1) gy+1 =
1X
y=0

(y + 1)2 gy+1 �
1X
y=0

ygy+1 �
1X
y=0

gy+1 =

1X
y=0

y2gy � T0 (164)

1X
y=0

yhy�1 =

1X
y=0

(y � 1)hy�1 +
1X
y=0

hy�1 = T1 + h:

Po podstawieniu wyra·zeń (164) do (161)-(163) otrzymujemy nast¾epuj ¾ace równania ró·zniczkowe

cz ¾astkowe na FTM, z których wyznaczymy momenty pierwszego rz¾edu dla bia÷ka:

b0T1 � c0T0 �
1X
y=0

y2gy +
1X
y=0

y2gy � T0 = 0

�b0T1 + c0T0 �
1X
y=0

y2hy +
1X
y=0

y2hy � T1 + T1 + h� T1 = 0;

po uproszczeniu otrzymujemy nast¾epuj ¾acy uk÷ad:

b0T1 � c0T0 � T0 = 0 (165)

�b0T1 + c0T0 + h� T1 = 0: (166)

Rozwi ¾azuj ¾ac uk÷ad (165)-(166) otrzymamy momenty pierwszego rz¾edu dla bia÷ka:

T0 =
c0b0

(c0 + b0 + 1)(c0 + b0)
(167)

T1 =
c0(c0 + 1)

(c0 + b0 + 1)(c0 + b0)
; (168)

zatem moment ca÷kowity pierwszego rz¾edu bia÷ka dla uk÷adu z jedn ¾a kopi ¾a genu w przy-

bli·zeniu K-E wynosi:

EI [y] = T0 + T1 =
c0

c0 + b0
:

Aby otrzymác momenty drugiego rz¾edu mno·zymy uk÷ad (159)-(160) przez y2 i sumujemy
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jak poprzednio:

b0

1X
y=0

y2hy � c0
1X
y=0

y2gy �
1X
y=0

y3gy +

1X
y=0

y2 (y + 1) gy+1 = 0 (169)

�b0
1X
y=0

y2hy + c0

1X
y=0

y2gy �
1X
y=0

y3hy +

1X
y=0

y2 (y + 1)hy+1 + (170)

+
1X
y=0

y2hy�1 �
1X
y=0

y2hy = 0: (171)

Wprowad́zmy oznaczenie

R0 : =
1X
y=0

y2gy

R1 : =
1X
y=0

y2hy,

wtedy moment drugiego rz¾edu dla bia÷ka wyra·za si¾e nast¾epuj ¾aco:

V arI [y] = R0 +R1 + EI [y]� (EI [y])2 : (172)

Zauwa·zmy, ·ze

1X
y=0

ygy�1 = T0 + g (173)

1X
y=0

y2hy�1 =
1X
y=0

(y � 1)2 hy�1 + 2
1X
y=0

yhy�1 �
1X
y=0

hy�1 = R1 + 2T1 + h

1X
y=0

y2gy�1 =

1X
y=0

(y + 1)2 gy�1 � 2
1X
y=0

ygy�1 �
1X
y=0

gy�1 = R0 � 2T0 + g

1X
y=0

y2 (y + 1) gy+1 =

1X
y=0

(y + 1)3 gy+1 � 2
1X
y=0

y2gy+1 � 3
1X
y=0

ygy+1 �
1X
y=0

gy+1 =

=
1X
y=0

(y + 1)3 gy+1 � 2(R0 � 2T0 + g)� 3 (T0 � g)� g =

=

1X
y=0

y3gy � 2R0 + T0.
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Po podstawieniu zwi ¾azków (173) do (169)-(171) otrzymujemy:

b0R1 � c0R0 �
1X
y=0

y3gy +

1X
y=0

y3gy � 2R0 + T0 = 0

�b0R1 + c0R0 �
1X
y=0

y3hy +

1X
y=0

y3hy � 2R1 + T1 +R1 + 2T1 + h�R1 = 0;

po uproszczeniu

b0R1 �R0(2 + c0) + T0 = 0 (174)

�R1(2 + b0) + c0R0 + 3T1 + h = 0: (175)

Podstawiamy (167)-(168), rozwi ¾azujemy uk÷ad (174)-(175) i, zgodnie z (172), otrzymu-

jemy wariancj¾e rozk÷adu bia÷ka dla uk÷adu z jedn ¾a kopi ¾a genu w przybli·zeniu K-E:

V arI [y] =
c0b0

(c0 + b0)2(1 + c0 + b0)
:

Wykorzystuj ¾ac nast¾epuj ¾ace równania Mistrzów dla uk÷adu z dwiema kopiami genu bez

autoregulacji, opisuj ¾ace ewolucj¾e w czasie prawdopodobieństw f0(y), f1(y), f2(y) (patrz Rys.

A2)

df0y(y)

dt
= b0f1y � 2c0f0y � yf0y + (y + 1) f0;y+1 (176)

df1y(y)

dt
= 2c0f0y � (b0 + c0) f1y + 2b0f2y + f1;y�1 + (y + 1) f1;y+1 � f1y � yf1y (177)

df2y(y)

dt
= c0f1y � 2b0f2y + 2f2;y�1 + (y + 1) f2;y+1 � 2f2y � yf2y; (178)

wyznaczymy wartóśc oczekiwan ¾a oraz wariancj¾e bia÷ka w przybli·zeniu K-E dla uk÷adu z

dwiema kopiami genu.
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Rysunek A2: Diagram ewolucji g¾estósci prawdopodobieństw zadanych przez proces

Markowa pierwszego rz¾edu dla uk÷adu z dwiema kopiami genu.

Niech dane b¾ed ¾a funkcje FTM dla bia÷ka (y) o rozk÷adzie f0y, f1y, f2y:

F0 (z) : =
1X
y=0

zyf0y (179)

F1 (z) : =
1X
y=0

zyf1y (180)

F2 (z) : =
1X
y=0

zyf2y: (181)

Wprowad́zmy oznaczenie

f0 : = F0 (z) jz=1 =
1X
y=0

f0y

f1 : = F1 (z) jz=1 =
1X
y=0

f1y

f2 : = F2 (z) jz=1 =
1X
y=0

f2y;

gdzie fi, i 2 f0; 1; 2g jest prawdopodobieństwem, ·ze i-kopii genów jest aktywnych.

Z nast¾epuj ¾acych równań dla cz÷onów odpowiadaj ¾acych przep÷ywowi prawdopodobieństw
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zwi ¾azanych ze zmian ¾a aktywnósci kopii genu

�2c0f0 + b0f1 = 0 (182)

2c0f0 � (b0 + c0) f1 + 2b0f2 = 0 (183)

c0f1 � 2b0f2 = 0 (184)

f0 + f1 + f2 = 1 (185)

otrzymujemy:

f0 =
b20

(b0 + c0)
2 (186)

f1 =
2b0

(b0 + c0)
2

f2 =
c20

(b0 + c0)
2 :

Zró·zniczkujmy FTM (179)-(181) po z:

@F0(z)

@z
=
X
y

yzy�1f0y (187)

@F1(z)

@z
=
X
y

yzy�1f1y (188)

@F2(z)

@z
=
X
y

yzy�1f2y: (189)

Zapiszmy równania Mistrzów (176)-(178) dla @f0(z)
@t

= @f1(z)
@t

= @f2(z)
@t

= 0:

b0f1y � 2c0f0y � yf0y + (y + 1) f0;y+1 = 0 (190)

2c0f0y � (b0 + c0) f1y + 2b0f2y + f1;y�1 + (y + 1) f1;y+1 � f1y � yf1y = 0 (191)

c0f1y � 2b0f2y + 2f2;y�1 + (y + 1) f2;y+1 � 2f2y � yf2y = 0 (192)

a nast¾epnie pomnó·zmy (190)-(192) stronami przez y, oraz zsumujmy stronami po y,
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otrzymamy wówczas nast¾epuj ¾acy uk÷ad równań:

b0

1X
y=0

yf1y � 2c0
1X
y=0

yf0y �
1X
y=0

y2f0y +

1X
y=0

y (y + 1) f0;y+1 = 0 (193)

2c0

1X
y=0

yf0y � (b0 + c0)
1X
y=0

yf1y + 2b0

1X
y=0

yf2y +
1X
y=0

yf1;y�1 + (194)

+
1X
y=0

y (y + 1) f1;y+1 �
1X
y=0

yf1y �
1X
y=0

y2f1y = 0

c0

1X
y=0

yf1y � 2b0
1X
y=0

yf2y + 2
1X
y=0

yf2;y�1 +
1X
y=0

y (y + 1) f2;y+1 + (195)

�2
1X
y=0

yf2y �
1X
y=0

y2f2y = 0:

Wprowad́zmy oznaczenia:

Ti := E[y;G = i] =
@Fi (z)

@z
jz=1 =

1X
y=0

yfiy, i 2 f0; 1; 2g

EII [y] =
X
i

Ti: (196)

Zauwa·zmy, ·ze

1X
y=0

yfi;y�1 =
1X
y=0

(y � 1) fi;y�1 +
1X
y=0

fi;y�1 = Ti + fi; i 2 f0; 1; 2g (197)

1X
y=0

yfi;y+1 =

1X
y=0

(y + 1) fi;y+1 �
1X
y=0

fi;y+1 = Ti � fi

1X
y=0

(y + 1)2 fi;y+1 =
1X
y= 1

y2fi;y =
1X
y=0

y2fiy

1X
y=0

y (y + 1) fi;y+1 =
1X
y=0

(y + 1)2 fi;y+1 �
1X
y=0

yfi;y+1 �
1X
y=0

fi;y+1 =
1X
y=0

y2fiy � Ti

Po podstawieniu wyra·zeń (197) do (193)-(195) otrzymujemy nast¾epuj ¾ace równania ró·zniczkowe
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cz ¾astkowe na FTM, z których wyznaczymy momenty pierwszego rz¾edu dla bia÷ka:

b0T1 � 2c0T0 �
1X
y=0

y2f0y +

1X
y=0

y2f0y � T0 = 0

2c0T0 � (b0 + c0)T1 + 2b0T2 + T1 + f1 +
1X
y=0

y2f1y � T1 � T1 �
1X
y=0

y2f1y = 0

c0T1 � 2b0T2 + 2 (T2 + f2) +
1X
y=0

y2f2y � T2 � 2T2 �
1X
y=0

y2f2y = 0;

po uproszczeniu otrzymujemy nast¾epuj ¾acy uk÷ad:

b0T1 � (2c0 + 1)T0 = 0 (198)

2c0T0 � (b0 + c0 + 1)T1 + 2b0T2 + f1 = 0 (199)

c0T1 � (2b0 + 1)T2 + 2f2 = 0: (200)

Rozwi ¾azuj ¾ac uk÷ad (198)-(200) otrzymamy momenty pierwszego rz¾edu dla bia÷ka:

T0 = E[y;G = 0] =
2c0b

2
0

(c0 + b0 + 1)(c0 + b0)2
(201)

T1 = E[y;G = 1] =
2c0b0(2c0 + 1)

(c0 + b0 + 1)(c0 + b0)2
(202)

T2 = E[y;G = 2] =
2c20(c0 + 1)

(c0 + b0 + 1)(c0 + b0)2
(203)

zatem, zgodnie z (196), moment ca÷kowity pierwszego rz¾edu dla bia÷ka dla uk÷adu z

dwiema kopiami genu w przybli·zeniu K-E wynosi:

EII [y] =
2c0

c0 + b0
= 2EI [y] ; (204)

gdzie EI [y] jest średni ¾a rozk÷adu bia÷ka dla uk÷adu z jedn ¾a kopi ¾a genu w przybli·zeniu

K-E (51).

Aby otrzymác momenty drugiego rz¾edu mno·zymy uk÷ad (190)-(192) przez y2 i sumujemy
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jak poprzednio:

b0

1X
y=0

y2f1y � 2c0
1X
y=0

y2f0y �
1X
y=0

y3f0y +

1X
y=0

y2 (y + 1) f0;y+1 = 0 (205)

2c0

1X
y=0

y2f0y � (b0 + c0)
1X
y=0

y2f1y + 2b0

1X
y=0

y2f2y +
1X
y=0

y2f1;y�1 + (206)

+
1X
y=0

y2 (y + 1) f1;y+1 �
1X
y=0

y2f1y �
1X
y=0

y3f1y = 0

c0

1X
y=0

y2f1y � 2b0
1X
y=0

y2f2y + 2
1X
y=0

y2f2;y�1 +
1X
y=0

y2 (y + 1) f2;y+1 + (207)

�2
1X
y=0

y2f2y �
1X
y=0

y3f2y = 0:

Wprowad́zmy oznaczenie

Ri := EII [y
2;G = i] =

@2Fi(z)

@z2
jz=1 =

1X
y=0

y2fiy, i 2 f0; 1; 2g

wtedy

V arII [y] =
2X
i=0

Ri + EII [y]� (EII [y])2: (208)

Zauwa·zmy, ·ze

1X
y=0

yfi;y�1 =
1X
y=0

(y � 1) fi;y�1 +
1X
y=0

fi;y�1 =
1X
y=0

yfi;y +
1X
y=0

fi;y = Ti + fi (209)

1X
y=0

y2fi;y�1 =
1X
y=0

(y � 1)2 fi;y�1 + 2
1X
y=0

yfi;y�1 �
1X
y=0

fi;y�1 = Ri + 2Ti + fi

1X
y=0

y2fi;y+1 =
1X
y=0

(y + 1)2 fi;y+1 � 2
1X
y=0

yfi;y+1 �
1X
y=0

fi;y+1 = Ri � 2Ti + fi
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1X
y=0

y2 (y + 1) fi;y+1 =

1X
y=0

(y + 1)3 fi;y+1 � 2
1X
y=0

y2fi;y+1 � 3
1X
y=0

yfi;y+1 �
1X
y=0

fi;y+1 =

=
1X
y=0

(y + 1)3 fi;y+1 � 2(Ri � 2Ti + fi)� 3 (Ti � fi)� fi =

=
1X
y=0

y3fiy � 2Ri + Ti, i 2 f0; 1; 2g

Po podstawieniu zwi ¾azków (209) do (205)-(207) otrzymujemy:

b0R1 � 2c0R0 �
1X
y=0

y3f0y +
1X
y=0

y3f0y � 2R0 + T0 = 0

2c0R0 � (b0 + c0)R1 + 2b0R2 +R1 + 2T1 + f1 +
1X
y=0

y3f1y � 2R1 + T1 �R1 �
1X
y=0

y3f1y = 0

c0R1 � 2b0R2 + 2 (R2 + 2T2 + f2) +
1X
y=0

y3f2y � 2R2 + T2 � 2R2 �
1X
y=0

y3f2y = 0;

po uproszczeniu

b0R1 � 2R0(c0 + 1) + T0 = 0 (210)

2c0R0 �R1(2 + c0 + b0) + 2b0R2 + 3T1 + f1 = 0 (211)

c0R1 � 2R2(b0 + 1) + 5T2 + 2f2 = 0: (212)

Podstawiamy (201)-(203), rozwi ¾azujemy uk÷ad (210)-(212) i otrzymujemy, zgodnie z

(208), wariancj¾e rozk÷adu bia÷ka dla uk÷adu z dwiema kopiami genu w przybli·zeniu K-E:

V arII [y] =
2c0b0

(c0 + b0)2(1 + c0 + b0)
= 2V arI [y] ;

gdzie V arI [y] jest wariancj ¾a rozk÷adu bia÷ka dla uk÷adu z jedn ¾a kopi ¾a genu w przybli·zeniu

K-E.
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Dodatek B

Uzasadnienie przybli·zenia K-E
Uk÷ad (33)-(34) mo·ze zostác uproszczony poprzez za÷o·zenie, ·ze średni czas ·zycia mRNA jest

bardzo ma÷y w porównaniu ze średnim czasem aktywnósci genu i średnim czasem nieakty-

wnósci genu, tzn.
1

r1
� 1

b
,

1

r1
� 1

c
(213)

Rozwi ¾azanie równania (33) przy ustalonym G(t) 2 f0; 1g ma postác

x(t) =
HG

r1
+ (x0 �

HG

r1
)e� r1t; (214)

jésli za÷o·zymy (213), wówczas trajektori¾e x(t) dan ¾a przez (214) (Rys. B1, niebieska krzywa)

mo·zna zast ¾apíc jego stanem stacjonarnym x(t) = HG
r1
(czerwona krzywa).

Rys. B1: Trajektoria x(t) zadana przez (214) (niebieska krzywa) oraz funkcja prostok ¾atna

(czerwona krzywa).
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Dodatek C

Niezmienniczóśc zbioru trajektorii D2
Niech D2 � D = [0;1) � [0;1). Poka·zemy, ·ze je·zeli kinetyka komórki wyznaczona jest

przez uk÷ad (215)-(216), wtedy D2 jest zbiorem niezmienniczym.

Dla uproszczenia obliczeń zróbmy zamian¾e zmiennych

x� =
r1
H
x, y� =

r1r2
HK

y, t� = tr1

wówczas, wprowadzaj ¾ac nowe zmienne do uk÷adu (33)-(34) i opuszczaj ¾ac gwiazdki otrzymu-

jemy nast¾epuj ¾acy uk÷ad:

dx

dt
= �x+G; (215)

dy

dt
= r (x� y) ; gdzie r =

r2
r1

(216)

Aby udowodníc niezmienniczóśc zbioru D2, nale·zy pokazác, ·ze trajektorie uk÷adu (215)-

(216) wyznaczaj ¾ace dla G = 0 oraz G = 2 odpowiednio górn ¾a i doln ¾a granic¾e obszaru D2 nie

mog ¾a opúscíc tego obszaru.

Zapiszmy rozwi ¾azania uk÷adu (215)-(216) w postaci ogólnej:

dla G = 0:

x1(t) = x0e
� t;

y1(t) = �x0
r

1� re
� t +

�
x0

r

1� r + y0
�
e� rt, r 6= 1

dla G = 1:

x2(t) = 1� (1� x0) e� t;

y2(t) = 1 + (1� x0)
r

1� re
� t �

�
1

1� r � x0
r

1� r � y0
�
e� rt, r 6= 1
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dla G = 2:

x3(t) = 2� (2� x0) e� t;

y3(t) = 2 + (2� x0)
r

1� re
� t �

�
2

1� r � x0
r

1� r � y0
�
e� rt, r 6= 1

Zauwa·zmy, ·ze przy t ! 1 trajektorie te zbiegaj ¾a do punktów (0; 0), (1; 1), (2; 2) 2 D2

dla odpowiednio G = 0; 1; 2 niezale·znie od warunków pocz ¾atkowych.

Skoncentrujmy si¾e na na górnej granicy obszaru wyznaczonej przez trajektori¾e uk÷adu

(215)-(216) dla G = 0; dla dolnej obszaru granicy dowód przebiega analogicznie.

Aby pokazác, ·ze trajektorie startuj ¾ace z obszaru D2 nie opuszcz ¾a D2 wystarczy rozwa·zýc

nast¾epuj ¾ace iloczyny wektorowe:

!
�G=2 �

!
�G=0 �

!
z oraz

!
�G=2 �

!
�G=1 �

!
z

gdzie
!
�G=2 =[dxdt ,

dy
dt
]jG=2;

!
�G=1 =[dxdt ,

dy
dt
]jG=1 oraz

!
�G=0 =[dxdt ,

dy
dt
]jG=0 s ¾a wektorami sty-

cznymi do trajektorii granicznej wyznaczonej przez uk÷ad (215)-(216) dla, odpowiednio,

G = 2; G = 1 oraz G = 0;
!
z jest wersorem.

Je·zeli iloczyn wektorowy b¾edzie mia÷znak nieujemny, b¾edzie to oznaczác, ·ze lokalnie

takie rozwi ¾azanie równie·z zostanie w D2 ze wzgl¾edu na ci ¾ag÷óśc (w÷¾aczaj ¾ac pochodne) wek-

tora pr¾edkósci de�niuj ¾acego uk÷ad (215)-(216) oraz fakt, ·ze ka·zda trajektoria startuj ¾aca z

wn¾etrza D2, zanim opúsci D2, powinna osi ¾agn ¾ác trajektori¾e graniczn ¾a oraz "wrócíc" do D2

(z jednoznacznósci rozwi ¾azań).

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ·ze x < y oraz 0 < x < 2, 0 < y < 2, r > 0.

Wyznaczmy zatem iloczyny wektorowe nast¾epuj ¾acych wektorów:

1.
!
�G=0 = [�x; r (x� y)] oraz

!
�G=2 = [�x+ 2; r (x� y)] :

!
�G=2 �

!
�G=0G=1 �

!
z = (�x)r(x� y)� (�x+ 2)r(x� y) = �2r(x� y) > 0
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2.
!
�G=0 = [�x; r (x� y)] oraz

!
�G=1 = [�x+ 1; r (x� y)] :

!
�G=2 �

!
�G=1G=1 �

!
z = (�x)r(x� y)� (�x+ 1)r(x� y) = �r(x� y) > 0:

Zatem obszar D2 jest zbiorem niezmienniczym, co kończy dowód.
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Dodatek D

Metoda dyskretyzacji
Uk÷ad (66) jest liniowy, jednak dla N > 1 trudno jest go rozwi ¾azác analitycznie lub nawet

numerycznie. Nósnikiem stacjonarnych rozk÷adów f (N)i (y) jest przedzia÷[0; N ]. Z wyj ¾atkiem

bardzo szczególnych postaci b(y) i c(y) wszystkie funkcje f (N)i (y) d ¾a·z ¾a albo do zera albo do

nieskończonósci na krańcach przedzia÷u [0; N ] dlatego nie ma ·zadnego punktu startowego.

Metoda obliczania stacjonarnych rozk÷adów f
(N)
i (y) uk÷adu (62) zastosowana w tej pracy

zosta÷a wprowadzona w [15]. Polega ona na zast ¾apieniu uk÷adu N +1 równań ró·zniczkowych

cz ¾astkowych (62) przez uk÷ad N + 1 liniowych równań ró·zniczkowych zwyczajnych, b ¾ad́z

zast ¾apieniu uk÷adu (66) dla rozk÷adów stacjonarnych przez uk÷ad M(N + 1) liniowych rów-

nań algebraicznych, gdzie M jest rozmiarem siatki tak wybranym, aby zapewníc wymagan ¾a

dok÷adnóśc. Ci ¾ag÷a zmienna y zast ¾apiona jest przez j
N
, j 2 f0; 1; :::; Ng. Niech f (N)ij oznacza

rozk÷ad f (N)i w punkcie j siatki. Zdyskretyzowany uk÷ad (62) ma wówczas postác:

df
(N)
ij

dt
=

h
�ibf (N)ij � (N � i)cf

(N)
ij + (N + 1� i)cf (N)i�1;j + (i+ 1)bf

(N)
i+1;j

i
+

+if
(N)
i;j�1 +

j + 1

N
f
(N)
i;j+1 � if

(N)
ij �

j

N
f
(N)
ij

W ka·zdym z powy·zszych równań pierwsze cztery cz÷ony po prawej stronie odpowiadaj ¾a

przep÷ywowi prawdopodobieństw f
(N)
i , i 2 f0; 1; :::; Ng zwi ¾azanych ze zmian ¾a aktywnósci

kopii genu. Pozosta÷e cz÷ony odpowiadaj ¾a transportowi f (N)i odpowiednio z oraz do punktu

siatki j. K÷ad ¾ac
df
(N)
ij

dt
= 0 liczymy rozk÷ady stacjonarne f (N)i . Otrzymujemy wówczas uk÷ad

N � (N + 1) równań algebraicznych. Funkcje f (N)i (y) musz ¾a býc nast¾epnie znormalizowane,

aby rozk÷ad brzegowy �(y) =
P
i

f
(N)
i (y) spe÷nia÷warunek

NR
0

�(y)dy = 1. Algorytm by÷

testowany w przypadku N = 1;dla którego mamy rozwi ¾azanie analityczne (66) i okaza÷

si¾e býc bardzo dok÷adny dla M =1000.
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Tabela 1: Parametry i de�nicje dla modelu testowego

Symbol Wartósci Przedzia÷y Opis Komentarze

s1 16 s�1 wspó÷czynnik syntezy p53

s2 8 s�1 konstytucyjny wspó÷czynnik syntezy Mdm2

s3 80 s�1 wspó÷czynnik syntezy Mdm2 (p53-zale·zny)

s4 105 s�1 sta÷a nasycenia w syntezie Mdm2

kd1 10�13 s�1 degradacja p53 (indukowana przez Mdm2) wartóśc w punkcie bifurkacji

dla komórek diploidalnych

kd2 2:2� 10�4 s�1 wspó÷czynnik degradacji Mdm2 wartóśc w punkcie bifurkacji

dla komórek diploidalnych

k1 3:5� 10�3 s�1 j ¾adrowy import Mdm2 (kontrolowany przez p53)

k2 2300 sta÷a nasycenia w j ¾adrowym imporcie Mdm2

m liczba kopii genu p53 rozwa·zane s ¾a ró·znem

n liczba kopii genu Mdm2 rozwa·zane s ¾a ró·zne n
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