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Wstep

W obliczeniach ewolucyjnych wykorzystujemy idee i inspiracje zapozyczone z pro-
cesO6w naturalnej ewolucji i adaptacji zauwazonych w przyrodzie. Klasyczne oblicze-
niowe systemy optymalizacyjne sa znakomite dla doktadnych i Scistych obliczeri, lecz
takze wrazliwe i nieodporne. Stawiaja one wymagania, aby zadania optymalizacyjne
byty sformutowane w sposéb jednoznaczny i doktadny, w precyzyjnej formie mate-
matycznej. Nie sg one przystosowane do zadan niedoktadnych, o ztozonych danych
takze wtedy, gdy funkcja celu (oceny) nie jest dana dokladna formula matematyczna
lub jest zaburzona i nieprecyzyjna.

Obliczenia ewolucyjne pozwalajg takie problemy podejmowaé, a nawet rozwiazy-
waé. Sa one uzupelnieniem klasycznych metod obliczeniowych. Wiekszosé tech-
nik obliczen ewolucyjnych ma swoje zrodla ideowe i inspiracje w ewolucji moleku-
larnej immunologii, genetyce populacyjnej. Terminologia uzywana w obliczeniach
ewolucyjnych jest zapozyczona z tych dziedzin i jest odbiciem tych powigzan. Przykta-
dem sg: algorytmy genetyczne, genotyp, fenotyp, srodowisko itd. Jednoczesnie sto-
sujac i1 badajac algorytmy ewolucyjne, mozna przyblizy¢ sie do zrozumienia szeregu
zjawisk biologicznych, chociaz nie jest ich gltéwnym celem budowa poprawnych bio-
logicznie modeli.

Celem badan algorytméw ewolucyjnych jest rozwdj efektywnych systeméw obli-
czeniowych rozwigzujacych zlozone zadania praktyczne wystepujace w rzeczywis-
tosci. Obliczenia ewolucyjne sa dziedzing, ktéra wytonita sie niedawno i przezywa
gwaltowny rozwoj w ostatnich latach.

Wszystkie algorytmy ewolucyjne maja dwie istotne cechy, ktére wyrédzniaja je
wsrdd innych algorytmoéw przeszukiwania. Po pierwsze, ich dziedzing sg populacje
i to je odrdéznia od innych algorytmoéw. Ponadto osobniki komunikuja sie i wy-
mieniaja informacje w ramach populacji. Komunikowanie sie i wymiana informacji
jest wynikiem selekcji i rekombinacji (krzyzowania)w algorytmach. Operatory gene-
tyczne tworza potomkdéw z rodzicow, tj. nowych osobnikéw z istniejacych osobni-
kéw. Roézne sposoby definiowania reprezentacji osobnikéw i wielo$é sposobéw im-
plementacji funkcji wartosciujacej (funkeji oceny, przystosowania), operacji selekgji,
krzyzowania i mutacji, tj. operatoréw przeszukiwania, definiuja odmienne algorytmy.

W algorytmach genetycznych wykorzystuje sie kodowanie potencjalnych rozwiazan
(osobnikéw) w postaci chromosomoéw i oddzialywanie operatoréw genetycznych na te
chromosomy. Jest to rownowazne przeksztalceniu oryginalnego zadania (optymali-
zacyjnego) z przestrzeni, w ktorej poczatkowo zostalo ono oryginalnie sformutowane
(méwimy tutaj czasami o tzw. przestrzeni fizycznej), do innej przestrzeni. Sposoéb
tego przeksztalcenia (reprezentacji) jest kluczowy dla sukcesu algorytmu genety-
cznego. Odpowiednia reprezentacja utatwia rozwiazanie zadania, natomiast zta —
utrudnia. Tak wiec istotnym problemem algorytméw genetycznych jest pytanie, jaka
reprezentacje nalezy wybrac¢, aby efektywnie przeszukiwaé¢ dziedzine zadania (funkcji
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celu).

Cel i zakres rozprawy

W rozprawie chcemy przedstawi¢ uzyskane wyniki dotyczace postaci rozktadu gra-
nicznego algorytmow genetycznych (ewolucyjnych) modelowanych jako taricuchy Mar-
kowa. (Vose [101], Rowe [68] ). Dotychczasowe wyniki badan algorytmoéw genetycz-
nych (ewolucyjnych) modelowanych taricuchami Markowa konczyly sie na twierdze-
niach egzystencjalnych. Moéwily one, ze istnieje rozkiad graniczny dla taiicuchéow
Markowa opisujacych algorytmy genetyczne, przy czym na ogdél ograniczano sie do
prostego algorytmu genetycznego [101, 76, 63].

W proponowanym opracowaniu chcemy przedstawié¢ nastepny krok na tej drodze.
Przedstawimy postac rozktadu granicznego tanicucha Markowa, opisujacego konkretna
postaé algorytmu genetycznego. Rozszerzymy tez twierdzenie o zbieznosci na algo-
rytmy ze zmienna mutacjg oraz z funkcja przystosowania zalezna od populacji i
selekcjg elitarna.

Jawna postaé rozktadu granicznego ma znaczenie egzystencjalne, ze wzgledu na
to, ze do jej wyznaczenia niezbedna jest wiedza o rozkltadzie funkcji przystosowa-
nia na calej jej dziedzinie, a wiec takze aprioryczna znajomo$é rozwiazania zadania
optymalizacyjnego. Niemniej opis stanu granicznego operatora, wskazuje na mozli-
wos¢ opracowania metod sterowania (lub ich adaptacji) parametrami algorytmow i
uzyskanie szybszej zbieznosci.

Uzyskana postaé¢ rozkladu granicznego pozwala takze na klasyfikacje algoryt-
moéw genetycznych bazujaca na metodach teorii uktadéw dynamicznych, a wiec uwz-
gledniajacych rzeczywista dynamike przeszukiwania, niezaleznie od dotychczasowej
klasyfikacji taksonomicznej. W pracy bedziemy chcieli tez poréwnaé¢ wyniki pro-
ponowanej klasyfikacji dynamicznej z klasyfikacja taksonomiczna dotychczas stosowana.

Na mocy znajomosci postaci rozktadu granicznego przedstawimy optymalny - w
sensie probabilistycznym - algorytm genetyczny. W postaci ogoblnej taki algorytm
jest niewyznaczalny, jednak jego istnienie pozwala na poprawianie, a nawet quasi-
optymalizacje poszczegdlnych algorytméw i to w dosé szerokiej klasie.

Klasyfikacja oparta na wlasnosciach dynamicznych i postaé¢ optymalnego algo-
rytmu jest proba odpowiedzi na wyzwania, ktére postawito stynne Twierdzenie No
Free Lunch Theorem [98|. Zaproponowana klasyfikacja przedstawia wyniki, w pewnym
sensie komplementarne do tego twierdzenia.

Bazujac na tych wynikach, teoretycznych, przedstawimy badania empiryczne
nad klasyfikacja algorytmow, w ktorych jako niezmienniki (inwarianty) klasyfikacji
przyjeto entropie i wymiar fraktalny oraz jego przyblizenia: wymiar pudetkowy i
informacyjny.

Algorytm optymalizacyjny

Algorytmy ewolucyjne sg metodami optymalizacji, ktore korzystaja z ograniczonej
wiedzy o badanym zadaniu. Réwnoczesnie nasza wiedza o wykorzystywanym algo-
rytmie jest czesto takze ograniczona. Sprobujmy umiejscowié¢ algorytmy ewolucyjne
w szersze] klasie algorytmow optymalizacyjnych. Skorzystamy przy tym z zapro-
ponowanego przez Wolperta i Macready [98] definicji optymalizacyjnego algorytmu
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ewolucyjnego jako operatora przeszukiwania. Wprowadzmy abstrakcyjna przestrzen
przeszukiwania X (search space) o duzej, ale skoriczonej liczbie elementéw (mocy),
oraz przestrzen mozliwych wartosci kosztow (cost values) Y, tez skoniczonej. W ap-
likacjach to drugie zatozenie jest automatycznie spetnione, gdyz elementy w Y moga
by¢ utozsamione z 32 lub 64 bitowymi reprezentacjami liczb rzeczywistych.

Podstawowym obiektem w zagadnieniach optymalizacyjnych jest funkcja celu,
zwana tez funkcja kosztow f : X — Y (cost function). Zbiér wszystkich takich
funkcji, tj. F = Y% reprezentuje zbiér wszystkich dopuszczalnych problemoéw.

Wezmy pod uwage pary elementéow (punktow) lezace na wykresie funkcji f, tj.
(xz,y), gdzie x € X,y € Y 1 takie, ze y = f(x). Pierwszy element takiej pary
jest punktem z przestrzeni poszukiwan, zas drugi element reprezentuje wartosé, jaka
przyjmuje funkcja kosztéw w tym punkcie. Dalej bedziemy sie zajmowali skonczo-
nymi zbiorami takich par, a dokladniej ich ciaggami tworzacymi sie w wyniku dzia-
tania algorytmu genetycznego.

Méwimy, ze mamy do czynienia z probka o rozmiarze m, gdzie m-naturalne,
gdy dany jest skonczony ciag takich punktéow o dlugosci m. Dla podkreslenia tego
faktu autorzy [99] pisza d%,(1) = {(d%,(1),din (1)), ..., (d% (m),dn(m))}. Przestrzeii
wszystkich probek o rozmiarze m, oznaczany przez D,, jest iloczynem kartezjanskim
Dy, = (X x Y)™. Suma nieskoriczona tych wszystkich przestrzeni jest przestrzenia
wszystkich mozliwych probek o dowolnym rozmiarze D = J,,,~g Dm. Algorytm op-
tymalizacyjny jest najczesciej reprezentowany przez iteracyjne przeksztalcenie zbioru
ostatnio odwiedzanych punktéw w pewien nowy zbior w X
Definicja. Algorytm optymalizacyjny a jest przeksztatceniem okreslonym na D o
wartosciach w X

a:D—X

spetniajgcym dodatkowy warunek

a:D>dr— {z|x ¢d}

Warunek definicji oznacza wymaganie, aby projekcja pry(d) nie miata punktow
wspolnych z wartoscia f(d). Trzeba sobie tutaj zda¢ sprawe z pewnego waznego
ograniczenia na algorytm, jakie stawia ten warunek definicji [98].

Rozréznienie pomiedzy zadaniem optymalizacyjnym a algorytmem (jego dobér)
jest trudne. Ponadto takie rozréznienie jest operacja sztuczng, poniewaz zmienia ono
glowna idee algorytméw genetycznych, w ktorych funkcja dopasowania otrzymana
z funkcji celu, jest gltéwnym elementem algorytmu genetycznego i tworzy postaé
algorytmu. Jednak w tej rozprawie beda uzywane oba pojecia algorytmu.

Przedstawiana rozprawa wpisuje sie, w zamierzeniach i nadziei autora, w nurt
badan, ktore prowadzg na droge, na ktérej wylania sie "zunifikowana teoria" algo-
rytmow ewolucyjnych (genetycznych). Jak pisze R.Galar [28] "Przez adaptacyjne
zbocza, wierzchotki, siodta i grzbiety" "Algorytmy ewolucyjne majg popularnosé i
renome metod, ktore - choé nie bardzo wiadomo dlaczego, pozwalajq uzyskac przyz-
woite rezultaty w zadaniach trudnych do "ugryzienia” innymi sposobami. Taki, nieco
magiczny status, pasujocy do epoki New Age, Algorytmy Fwolucyjne zdajg sie dzielié
z sieciami neuronowymi i technikami rozmytymi. Zunifikowana teoria algorytmow
ewolucyjnych wydaje sie wiec wisie¢ w powietrzu, ale - jak sugeruje doSwiadczenie,
z zapowiedziami takich teorii - warto poki co miarkowaé entuzjazm sceptycyzmem.
Tak bowiem sie sktada, Ze choé wyraznie wytaniajq sie zgestki podobienistw, zdajgce
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sie upowazniaé do generalizacyi, to zarazem obszar konfuzji otaczajgcy podstawowe
koncepty nie wydaje sie male¢ w sposdb znaczgcey.... Specjalisci od optymalizacyi,..
przeniesli w ich obreb szereqg nawykow , ktore znieksztatcajq raczej istote rzeczy (np.
dgzenie do asymptotycznej zbieznosci). " Mimo tej opinii i pozostajac w tej konwencji,
mozna stwierdzi¢, ze autor tej rozprawy wszedl na droge asymptotycznej zbieznosci
i sadzi, ze przedstawione w pracy wyniki przyblizaja nas do wytonienia sie teorii al-
gorytmow, chociaz bez ambicji jej zunifikowania, ktora zawezi wspomniany "obszar
konfuzji". Dalej (R. Galar) stawia teze, ze "ewolucja jest procesem postepujacej ek-
sploracji bezposredniego otoczenia, a nie gmeraniem w pudle z wszelakimi rozwigza-
niami”. Wyniki autora stawiaja teze przeciwng: w procesie realizowanym przez
algorytm ewolucyjny zmierzamy do sytuacji, w ktoérej wszystkie rozwigzania moga
wystapié, ale ich prawdopodobienistwo wyrazZnie sie réznicuje, preferujac rozwigzania
lepsze w istotny sposob.

Tezy rozprawy

Rozprawa stawia sobie trzy tezy:

1. Istnieje rozklad graniczny i mozna go opisaé jawng zalezno$cig. Za-
leznosé ta wskazuje sposob ulepszania algorytmu.

2. Dla kazdego wyjSciowego algorytmu genetycznego istnieje algorytm
genetyczny, optymalny w sensie probabilistycznym.

3. Mozliwa jest klasyfikacja algorytméw genetycznych na podstawie ich
entropii i wymiaru fraktalnego trajektorii. Moze byé ona pozyteczna przy
projektowaniu nastepnych algorytmoéw genetycznych.

W pracy zdefiniowano prosty algorytm genetyczny w terminach skoriczonego
multizbioru potencjalnych rozwiazan (osobnikéw danej populacji), na ktérym sa
okreslone operacje krzyzowania, mutacji i selekcji, kazdy z pewnym prawdopodobien-
stwem. Operacje te, dziatajac iteracyjnie, tworza nowa populacje. Istnienie funkcji
przystosowania (dopasowania), okreslonej na osobnikach populacji, pozwala powia-
za¢ prawdopodobienistwo selekcji osobnikéw do nowej populacji z wartodciami, jakie
funkcja przystosowania przyjmuje na osobniku. Rozpatrujac przejscie pomiedzy wek-
torami prawdopodobieristwa, z jakim w kolejnych pokoleniach pojawiaja sie popu-
lacje, otrzymujemy operator Markowa. W teorii operatoréw Markowa oraz opera-
torow dodatnich dowiedzionych jest wiele réznych twierdzeri, dotyczacych istnienia
punktow stalych oraz zbieznosci ciagu iteracji operatora (przyktadowo [52, 69, 85]).
Korzystajac z tych wynikéw znalezliSmy warunki wystarczajace i konieczne stabil-
noéci operatora Markowa zwiazanego z pewna klasa algorytmoéw genetycznych.

Problemy optymalizacyjne a algorytmy genetyczne

Problemy optymalizacyjne pelnig wazna role we wspotczesnych zastosowaniach
matematyki do zagadniert modelowych w fizyce i technice. Wiele rozwigzan konkret-
nych problemoéw nie byloby mozliwe do uzyskania, gdyby nie zostaly odpowiednio
rozwiniete metody optymalizacji funkcji rzeczywistych, tj. poszukiwanie minimum
czy maksimum danego problemu fizycznego. Wszystkie zadania optymalizacji maja
w calej swej réznorodnodci kilka wspoélnych cech. Jesli przestrzen ta ma strukture
liniowa, to wtedy zaklada sie, ze jest skonczenie wymiarowa. Wsréd elementéw tego
zbioru szukamy rozwigzan zadania. Ponadto na przestrzeni X jest okreslona funkcja
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jakosci (lub funkcja celu) ¢ : X — R, przyporzadkowujaca elementowi € X jego
ocene ze zbioru liczb rzeczywistych R. W funkcji jakosci ¢ zawieramy rézne kryteria,
ktorych spetnienia wymagamy od pozadanego rozwiagzania. Funkcja ¢ nie musi by¢
gtadka. Dzieki niej mozemy poréwnywaé otrzymane rozwigzania.

Znalezienie zadowalajacego rozwiagzania dla jednego z takich probleméw wymaga
duzej wiedzy o zadaniu i znajomosci algorytméw optymalizacyjnych. Nalezy zdawaé
sobie sprawe z tego, ze rozwigzywanie praktycznych probleméw jest w duzej mierze
sztuka, w ktérej znaczaca role peini nie tylko praktyka, co koniecznoéé¢ korzystania
z metod heurystycznych.

Zazwyczaj sam fakt wykorzystywania w obliczeniach komputeréw powoduje, ze
w efekcie znajdujemy jedynie pewne przyblizone rozwigzanie. Dzieje sie tak dlatego,
ze liczby w komputerze sg reprezentowane przez skoriczony ciag bitéw, co powoduje
kumulowanie sie btedéw zaokragleri. Ponadto w obliczeniach komputerowych nie
realizujemy zazwyczaj proceséw ciagtych, a jedynie ich dyskretne przyblizenia i to
przez odpowiednia skoiiczong liczbe dyskretnych krokéw.

Obok powyzszego pojawiaja sie inne problemy: niedoskonalo$é metod numerycz-
nych, czy duza ztozonosé obliczeniowa. W takich przypadkach zastosowanie znanego
doktadnego algorytmu nie jest mozliwe i jesteSmy zmuszeni poszukiwaé innych po-
dej$¢ do rozwiazywanego problemu optymalizacyjnego. Pewng klasa algorytmoéw,
ktore dowiodly swojej przydatnosci w najtrudniejszych zadaniach praktycznych sa
algorytmy probabilistyczne. Algorytmy te znajduja rozwiazanie problemu (zwykle
suboptymalne) z prawdopodobieristwem mniejszym od 1. Natomiast ich przebieg
dziatania zalezy nie tylko od wtasciwosci zadania, ale takze od czynnikéw losowych.

Jednym z najczesciej uzywanych sposobow poszukiwania rozwigzan niegtadkich
probleméw optymalizacyjnych jest algorytm genetyczny. Jest on usytuowany w nur-
cie obliczeri ewolucyjnych. Pojawil sie jako pewna implementacja procesu ewolucji
(por. Holland [35] i Hollstien [36]) doboru organizméw zywych zauwazona w przy-
rodzie, gdy osobniki danego gatunku bedac lepiej przystosowanymi do warunkéow, w
ktorych zyja, maja wieksze prawdopodobienstwo przezycia niz osobniki gorzej przys-
tosowane.

Obliczenia ewolucyjne naleza do rozwijajacej sie dziedziny wiedzy zwanej in-
teligencja obliczeniowa (ang. computational intelligence) wyrostej z dziedziny zwanej
sztuczna inteligencja [49, 13]. Rozwijane w tej dziedzinie metody obliczeniowe cza-
sami nosza nazwe metod miekkich, jako przeniesienie z angielskiego soft computing,
gdyz stosowane tutaj podstawy algorytmoéw nie sa dobrze umotywowane, a inspiracje
dla nich zaczerpnieto z przyrody. Brak jest jednak pelnych dowodéw ich poprawnodci.

Algorytmy probabilistyczne, a wérod nich algorytmy genetyczne, na ogdl nie prze-
szukuja przestrzeni poszukiwan (odpowiednik przestrzeni potencjalnych rozwiazan
problemu optymalizacyjnego) w sposob wylacznie losowy. Zwykle bazuja one na
pewnych heurystykach, np. na zatozeniach dotyczacych ksztattu i regularnosci funkcji
jakosci zadania. Heurystyczne sa tutaj nie tylko zalozenia o funkcji jakosci (inaczej
celu), ale tez same metody tworzenia algorytmu obliczeniowego [11].

Skoro kod (chromosom) opisuje budowe wszystkich zZywych organizmow i stuzy
do przechowywania i przekazywania materiatu genetycznego, mozna sie pokusi¢, by
w sposob choéby uproszczony zastosowaé taki kod w obliczeniach komputerowych.
Tutaj mamy do dyspozycji najprostszy sposéb, jakim jest ciag bitow. W ten sposéb
pojawiajg sie algorytmy wykorzystujace mechanizmy ewolucji, ktére nazywamy algo-
rytmami ewolucyjnymi, a szczegbélnym ich rodzajem sg binarne algorytmy gene-
tyczne [15, 30] (BAG), bedace tematem artykulu Kiesia i Michalewicza [45]. Nato-
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miast artykul Profesora Lasoty [52] byl inspiracja obecnych badari.

Jak juz wspomnieliSmy, organizm ma tym wieksze szanse przezycia w swoim §ro-
dowisku, im bardziej jest on do tego srodowiska przystosowany. Aby powstawaly
coraz lepsze organizmy, musi byé tworzona wielka liczba nowych odmian gatunku,
ktore sa nastepnie "testowane" w §rodowisku. Naturalna selekcja powoduje, ze orga-
nizm stabo przystosowany umiera i jego kod DNA zanika, natomiast dobrze przys-
tosowany ma wieksze szanse przetrwania, czyli rozpowszechnienia swojego kodu DNA
w wickszej liczbie potomkéw. Proces tworzenia, jak i umierania jest tez do pewnego
stopnia losowy. Jednak jego losowosé ma swoje "preferencje" wynikte za kazdym
razem z oceny stopnia dostosowania (przystosowania) kazdego osobnika do otoczenia
(Srodowiska). Ten aspekt losowosci jest niezmiernie wazny — odroznia on algorytmy
ewolucyjne (tutaj genetyczne) od calkowicie przypadkowych metod, np. metody
Monte Carlo. Proces tworzenia nowych osobnikéw jest realizowany za pomoca mody-
fikacji kodu DNA w wyniku krzyzowania i mutacji. Gléwna idea w procesie tworzenia
nowych populacji (generacji) polega na catkowitym oddzieleniu procesu tworzenia
nowych osobnikéw i procesu oceny ich przystosowania. Istotnie, te dwa mechanizmy,
pozornie nie majac ze soba nic wspélnego, sg odpowiedzialne za caly swiat przyrody.

Ztozenie operacji krzyzowania, mutacji i selekcji spetnia wlasno$é Markowa, przez
co istnieje analogia do operatora (macierzy) Markowa. Zbieznos¢ ciagu operacji moze
byé w pewnych sytuacjach badana metodami znanymi z teorii operatoréw Markowa.
I takie podejscie jest reprezentowane w niniejszej rozprawie.



ROzDzIAL 1

Algorytmy genetyczne. Historia 1
typy

1.1.
Obliczenia ewolucyjne

Poczatki algorytméw ewolucyjnych mozna zauwazy¢ w koricu lat 1950 ( Bremer-
man, Box, Friedberg) [10, 9, 24|. Dziedzina ta pozostala wowczas malo znana przez
nastepne lata. Zwiazane to bylo z niewielka moca komputeréw i ich niedostepnoscia,
jak i stabo$cia metodologiczng takiego podejscia.

Podstawowe prace (Holland, Rechenberg, Schwefel) [35], ktore nadaty impuls roz-
wojowi obliczenn ewolucyjnych, pojawity sie w latach 1970 i od tego czasu narastato
zainteresowanie tymi metodami i ich praktyczne zastosowanie. Doprowadzito to do
gwaltownego rozwoju tych metod. Mozna sadzi¢, ze gtéwna przyczyna tak inten-
sywnego rozwoju tych metod jest ich elastycznosé i zdolnosé adaptacyjna, potaczona
z odpornym zachowaniem i catoSciowoscia przeszukiwania. Obliczenia ewolucyjne sa
raczej koncepcja, ideg rozwiazywania trudnych zadan optymalizacyjnych, niz zbiorem
uzytecznych algorytmow.

1.2.
Algorytmy genetyczne

Niech X oznacza przestrzen rozwigzan zadania optymalizacyjnego opisanego przez
funkcje przystosowania
f:X—R,XCR" (1.1)

dla ktoérej stosujemy algorytm genetyczny. Kazdy element = € X kodujemy w
postaci chromosomu o dlugoéci [. Funkcja kodujaca

: X — {0,1} =B (1.2)

przeksztalca elementy z przestrzeni X w chromosomy w przestrzeni B .

Zatozmy, ze algorytm genetyczny dziala na r-elementowej populacji. Kazda
populacja tworzy podzbior [P"] w przestrzeni iloczynu kartezjanskiego B". Dla i-
tego pokolenia oznaczymy populacje jako [P]], a kazdy element tego podzbioru jest
wektorem
Pl =zt 2, .. 2] . (1.3)
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1.2. Algorytmy genetyczne

Inne elementy tego podzbioru [P/] sa tworzone z elementéw wektora P przez per-
mutacje ich sktadowych. Zauwazmy, ze kazda sktadowa tego wektora jest elementem
przestrzeni B i jest mozliwe, ze pewne wspotrzedne mogg sie powtarzaé, a wiec rézne
wspolrzedne wektora sa tymi samymi elementami przestrzeni B.

Mozna powiedzieé, ze populacja jest klasa réwnowaznosci punktéw z przestrzeni
wektorowej B”, w ktorej klasa réwnowaznosci jest okreslona poprzez klase wszystkich
mozliwych permutacji zbioru r liczb {1,2, ...,r}, ktére moga by¢ uzyte do permutacji
sktadowych wspoétrzednych danego punktu z B”.

Zauwazmy, ze mozemy utozsamiaé¢ punkty z X z ich zakodowana postaciag
w B przy dzialaniu w przestrzeni X". Jako trajektorie¢ algorytmu genetycznego

definiujemy zbi6r
L

Tr =77, (1.4)
i=1
gdzie L jest liczba krokow (pokoleni) realizowanych przez algorytm genetyczny.
Niech p,, i p. beda odpowiednio prawdopodobienistwami mutacji i krzyzowania,
gdy ps jest prawdopodobienstwem selekcji, wszystkie sa niezaleznymi od pokole-
nia. Wéwczas dla takiego algorytmu genetycznego prawdopodobienistwo wystapienia
populacji [P/, ;] w pokoleniu i+ 1 po populacji [P/] w pokoleniu i, jest prawdo-
podobienistwem warunkowym.

P(P'LT;‘,-1|Piraf(P7jT)apmapcaps) . (15)

Populacja poczatkowa jest generowana na podstawie rozktadu réwnomiernego
prawdopodobienistwa na zbiorze B , a wigc kazdy punkt z B ma to samo prawdo-
podobienistwo znalezienia sie w [P]] . Nastepna populacja, wystepujaca po niej w
kolejnym pokoleniu jest efektem dziatania algorytmu genetycznego i w wyniku tego
ma niejednostajny rozktad prawdopodobieristwa.

Na mocy zatozeni (1.5) wynika, ze prawdopodobienstwo wystapienia kazdej po-
pulacji zalezy od populacji poprzedniej i nie zalezy od historii ( to jest nie zalezy od
wezesniejszych populacji; zas prawdopodobienstwa p,,,p. 1 ps mozna traktowaé
jako parametry funkcji P .

Mozna zauwazy¢, ze generowanie trajektorii algorytmu genetycznego zdefiniowanych
przez (1.4), jest ergodycznym procesem Markowa i nazywajac kolejne populacje
(punkty trajektorii) stanami procesu, mozna stwierdzi¢, ze kazdy stan jest osiagalny
z prawdopodobienstwem 1.

1.2.1. Algorytmy genetyczne

Algorytmy genetyczne réznig sie od strategii ewolucyjnych i programowania ewo-
lucyjnego reprezentacjg osobnikéw i operatorami przeszukiwania. Algorytmy gene-
tyczne preferuja binarne kodowanie potencjalnych rozwiazari jako chromosomoéw i
stosowanie operatoréw genetycznych do tych chromosoméw. Jest to réwnowazne
przeksztatceniu oryginalnego zadania z jednej przestrzeni do innej przestrzeni. Jest
oczywiste, ze sposob reprezentacji jest kluczowy dla sukcesu algorytmu genetycznego.
Dobra reprezentacja utatwia rozwiazanie zadania podczas, gdy zta je utrudnia. Is-
totny jest problem dostosowania algorytmu genetycznego do zadania, w szczegdlnosci
interesuje nas odpowiedz na pytanie: jak dobraé reprezentacje, ktéra moze byé efek-
tywnie przeszukiwana [67].

Kanoniczny algorytm genetyczny [100, 57, 58] (zwany prostym algorytmem |
genetycznym) wykorzystuje reprezentacje dwojkowa, jednopunktowe krzyzowanie i
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mutacje punktows. Dwobjkowa reprezentacja oznacza, ze kazdy osobnik reprezen-
towany jest przez pewna ilos¢ bitéw 0 lub 1. KrzyzZowanie jednopunktowe realizu-
jemy w ten sposob, ze bierzemy dwa ciagi dwojkowe x i y o dlugosci [, a nastepnie
generujemy punkt krzyzowania pomiedzy pozycja 1 a [ — 1 losowo, np. ¢. W wyniku
tego pierwszy potomek sktada sie z pierwszych ¢ bitow osobnika x i pozostalych
I — ¢ bitow z osobnika y. Drugi potomek ma pierwsze ¢ bitéow z y i [ — ¢ bitow z
x. Mutacji poddajemy kazdy bit w ten sposob, ze dla kazdego bitu danego osobnika
z pewnym prawdopodobieristwem zmieniamy 0 na 1 lub 1 na 0. Po nich nastepuje
selekcja osobnikdéw do nowej populacji. Ztozenie tej trojki operatoréw nosi czasem
nazwe operatora przeszukiwania.
Kanoniczny algorytm genetyczny ma postac:

1. Utworz losowo populacje poczatkowa P(0) i niech i = 0;
2. Powtarzaj

(a) Wyznacz dopasowanie kazdego osobnika w P(i).

(b) Wybierz rodzicow z P(i) na podstawie ich przystosowania z prawdopodo-
bienstwem:
fi

R 1.6
p ST (1.6)

gdzie f; oznacza przystosowanie i-tego osobnika
(c) Do wybranych rodzicow zastosuj krzyzowanie.
(d) Krzyzowane osobniki poddaj mutacji.

(e) Utworz nowa populacje, pokolenie P(i+1), zastepujac rodzicow potomkami.
3. Dopdki spelnione jest kryterium stopu.

Obliczenia ewolucyjne majg wiecej wariantéw niz trzy wymienione. Sa to takze al-
gorytmy koewolucyjne, sztuczne systemy immunologiczne, uktady samoadaptacyjne
i wiele innych [15, 17, 30, 45].

1.3.
Teoria algorytméw ewolucyjnych

1.3.1. Strategie ewolucyjne

Strategie ewolucyjne wykorzystuja reprezentacje osobnikéw zblizone do reprezen-
tacji naturalnej (dziesietnej), a nie preferuja reprezentacji binarnej (genetycznej)
osobnikéw. Najczesciej osobniki sa reprezentowane jako wektory liczb rzeczywistych.
Strategie ewolucyjne wykorzystuja deterministyczne schematy (metody) selekcji, mu-
tacje Gaussowska oraz dyskretne lub usredniajace krzyzowanie. Nie podejmuja one
nasladownictwa ewolucji na poziomie genetycznym. Jest ono raczej fenotypowe [8|.
Selekcja jest realizowana poprzez dwa podstawowe schematy: (A + p) i (A, pu). Tu-
taj p opisuje rozmiar populacji (rownowazny liczbie rodzicow), a A liczbe potomkow
generowana przez wszystkich rodzicow w danej populacji. W strategii (A + p) jest
generowanych A potomkéw przez p rodzicow, a nastepnie p najlepszych elementow
jest wybieranych sposréd A + p kandydatow. W strategii (A, p) jest wybieranych
1 najlepszych osobnikéw sposréod A potomkéw. Stad warunkiem jest, aby A > pu.
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Realizacja mutacji w strategiach ewolucyjnych nastepuje poprzez dodawanie liczby
losowej o rozktadzie Gaussowskim do rodzica. Wowcezas mutacja ma nastepujaca
postac :

w; =x; + Ni(O,O'Z'),
gdzie N;(0,0;) jest liczba losowa o rozkladzie normalnym ze $rednia zero i odchyle-
niem standardowym o; , a n liczb losowych jest generowane niezaleznie.

Waznym parametrem mutacji Gaussowskiej jest odchylenie standartowe ;. Wybor
tej wielkosci ma istotny wplyw na zachowanie i przebieg strategii ewolucyjnej. Jed-
nak jej optymalna wartos$¢ zalezy zaréwno od zadania, jak i jego rozmiaru. Powstata
propozycja, aby o; byta fragmentem osobnika i ewoluowata automatycznie razem z
nim. Taka operacja nazywana jest samoadaptacja . Jest to jedna z réznic miedzy
strategiami ewolucyjnymi i algorytmami genetycznymi. W wielu implementacjach
najpierw ewoluuje o;, a potem z; jest mutowany za pomoca tego nowego o; .

Mutowanie wielu sktadowych niezaleznie moze by¢ dla wielu probleméw nieod-
powiednie ze wzgledu na to, ze w zadaniu sktadowe moga nie by¢ zupelnie niezalezne.
Aby sprostaé temu problemowi, powinna byé dotaczona kowariancja jako nastepna
dodatkowa czes¢ (fragment) osobnika. Nie jest wyjasniona sytuacja, kiedy taka
samoadaptacja jest lepsza dla wiekszosci zadan, gdyz przestrzeni poszukiwan rosnie
wyktadniczo, gdy powickszamy rozmiar osobnikéw. Rekombinacja w strategiach
ewolucyjnych przyjmuje dwie gtéwne postaci: rekombinacji dyskretnej i posrednie;j.
Rekombinacja dyskretna miesza losowo wspolrzedne dwoch osobnikow (wektorow)
rodzicielskich. Dwoje rodzicow = = (z1,22,...,2n) 1 ¥ = (Y1,Y2, ..., Yn) generuje
potomkow =’ = (af, 25, ....,2) iy = (v}, 95, ..., y,,) W nastepujacy sposob:

o) = { x; z prawdopodobienistwem p, )

Yi W przeciwnym razie

Tutaj p, oznacza prawdopodobienistwo rekombinacji, za$ ¢ tworzymy jako uzu-
pelnienie 2. Rekombinacja posrednia realizowana jest jako pewien typ usredniania
z parametrem wagi a € (0,1), ktora tez moze by¢ generowana losowo lub ustalona.
Dwoje rodzicow =z = (x1,22,....,2,) 1y = (y1,Y2-...,Yn) generuje potomkow

o = (2, xh,. .. 2l) 1y = (Y], vh. ..., y,) W nastepujacy sposob:

xp = i + aly; — ;)
Implementacja (w pseudokodzie) strategii ewolucyjnej (p, \):

1. Utworz populacje poczatkows z p osobnikéw i niech £ = 1. Kazdy osobnik jest
para liczb rzeczywistych (x;,7;),Vi € {1,...u}, n w tym przypadku oznacza
odchylenie standardowe o;

2. Wyznacz dopasowanie dla kazdego osobnika (x;,n;), Vi € {1,...,u} danej po-
pulacji.

3. Kazdy z rodzicow (x;,m;),i = 1,..., u tworzy érednio A/u potomkow, tak, ze
utworzonych zostaje A potomkow:

k() = mi(5) exp(r'N(0, 1) + 7N;(0, 1) (1.8)

21,(7) = zi(7) + mi()N;(0,1) (1.9)
Tutaj N(0, 1) oznacza jednowymiarowsa liczbe losowa o rozktadzie normalnym
ze $rednig zero i odchyleniem standardowym jeden. Czynniki 717" sa pewnymi
liczbami dobranymi empirycznie, jak (1/2+v/n)~! oraz (v/2n)™!
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4. Wyznacz przystosowanie kazdego potomka (z}, 7)), Vi € {1,..., A}.

5. Uporzadkuj potomkow (zf,7;),Vi € {1,...,\} w porzadku niemalejacym zgod-
nie z warto$ciami ich funkcji dopasowania i wybierz p najlepszych potomkdow
spoéréd A osobnikéw jako rodzicow do nastepnej populacji.

6. Zatrzymaj, jesli spelnione jest kryterium stopu; w przeciwnym przypadku k :=
k 4+ 11 przejdz do kroku 3.

1.3.2. Programowanie ewolucyjne

Bylto ono wprowadzone jako préba tworzenia sztucznej inteligencji i zostalo za-
stosowane do ewolucji automatéw skonczonych. Programowanie ewolucyjne jest
podobne do strategii ewolucyjnych dla zadan optymalizacji numerycznej. Korzysta
ono z osobnikdéw w postaci wektoréw liczb rzeczywistych oraz mutacji Gaussowskiej
i samoadaptacji, jak poprzednio. Najistotniejsza réznica miedzy programowaniem
ewolucyjnym i strategiami ewolucyjnymi jest rekombinacja i selekcja. Programowanie
ewolucyjne nie korzysta z rekombinacji lub krzyzowania, lecz wykorzystuje losowa
konkurencje jako mechanizm selekcji. Oczywiscie nie ma powodu— z algorytmicznego
punktu widzenia— by programowanie ewolucyjne nie moglo mie¢ rekombinacji i by
strategie ewolucyjne nie mogly mieé¢ losowego schematu selekcji. Najbardziej znaczace
réznice miedzy programowaniem ewolucyjnym a strategiami ewolucyjnymi wystepuja
przy rekombinacji i selekeji [57].

Poczatki programowania ewolucyjnego i strategii ewolucyjnych réznig sie. Pro-
gramowanie ewolucyjne zostalo zaproponowane jako symulacja inteligencji poprzez
ewoluujacy automat skonczony, podczas gdy strategie ewolucyjne zajmowaly sie op-
tymalizacja parametréw numerycznych. Zastosowanie rekombinacji do automatow
skoriczonych w sposéb poprawny bylto problematyczne.

Implementacja programowania ewolucyjnego:

1. Utworz populacje poczatkowa z p osobnikéw i ustal k£ = 1. Kazdy osobnik jest
dany jako para wektorow rzeczywisto-liczbowych (x;,n;) Vi € {1, ...., u}, gdzie
x; sa zmiennymi a 7} sa odchyleniami standardowymi mutacji Gaussowskiej.

2. Ocen stopient dopasowania kazdego osobnika (z;,7;) Vi € {1,...., u} populacji.

3. Kazdy rodzic (z;,1;),% = 1,....,ut, tworzy jednego potomka (x},n;) w sposob
nastepujacy: dla j =1, ...n,

1i(4) = mi(j)exp(r'N(0,1) + 7N;(0,1) (1.10)

(7)) = 2i(5) + i (5)N;(0, 1) (1.11)
gdzie N (0, 1) oznacza jednowymiarowa liczbe losowa o rozktadzie normalnym

ze $rednig zero i odchyleniem standardowym jeden. Czynniki 717" sq pewnymi
liczbami dobranymi empirycznie; zalecane sa (1/2v/n) ! oraz (v/2n)~!

4. Wyznacz przystosowanie kazdego potomka (z}, 7)), Vi € {1,..., A}.

5. PrzeprowadZ poréwnanie par w zbiorze bedacym potaczeniem zbioréw rodzi-
cow (x;,m;) 1 potomkow (z}, 7)), Vi € {1,...,u}. Dobierz do kazdego osobnika
losowo jednostajnie ¢ konkurentéw sposrod wszystkich rodzicéw i potomkow.
Przy kazdym poréwnaniu osobnik, ktérego dopasowanie jest nie mniejsze niz
konkurentéw, wygrywa.
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6. Wybierz p pierwszych! osobnikéw sposrod z;,m;) i (o, n}), Vi € {1, ..., u} jako
rodzicow do nastepnej populacji.

7. Zatrzymaj, jesli spelnione jest kryterium stopu; w przeciwnym przypadku k :=
k+11idz do 3.

1.3.3. Programowanie genetyczne

Jest to metoda zastosowania przeszukiwania ewolucyjnego w przestrzeni struktur
drzewiastych, ktére moga by¢ interpretowane jako programy komputerowe w jezykach
odpowiednich do modyfikacji przez mutacje i rekombinacje. Wykorzystuje sie tu
jezyk LISP, a takze inne jezyki i kod maszynowy.

1.4.
Teoria obliczenn ewolucyjnych

Prace teoretyczne poswiecone algorytmom ewolucyjnym koncentruja sie na trzech
gtownych zagadnieniach. Pierwszym jest analiza teoretyczna zbieznosci i proba wyz-
naczenia wskazZnika zbieznosci dla algorytméw genetycznych, strategii ewolucyjnych i
programowania genetycznego. Drugim tematem jest badanie stopnia trudnosci zada-
nia dla algorytméw ewolucyjnych. Gléwnym zagadnieniem jest badanie, jakie zada-
nia sa trudne dla algorytmoéw, a jakie sa tatwe. Je$li mamy charakterystyke zadania,
ktora rozréznia zadania tatwe i trudne, to mozemy lepiej zrozumieé, kiedy i jak dzi-
alaja algorytmy ewolucyjne. Ma to olbrzymie znaczenie praktyczne towarzyszace
rozwazaniom teoretycznym. Skupiajac sie na tym zagadnieniu, badano zwodni-
czo$¢ algorytméw. Prace te probowaly scharakteryzowaé zadania, ktére sg trudne do
rozwigzania przez swoja zwodniczodé. Trzeba podnies¢ problematycznosé tego po-
dejécia. Innym podejéciem byta analiza blokéw budujacych i teoria schematéw, ana-
liza oparta na funkcjach Walsha i krajobrazéw dopasowania oraz korelacji odlegtosci
dopasowania. Wszystkie te metody tworza pewien postep w lepszym wyjasnianiu,
jak i kiedy algorytmy dziataja. Pomimo tych analiz, algorytmy genetyczne kryja
jeszcze wiele tajemnic [76, 100, 91].

Trzecim zagadnieniem jest ztozonos¢ obliczeniowa algorytméw ewolucyjnych. Jest
to jedna z najwazniejszych dziedzin, gdzie réwnoczesnie osiggnieto niewielki postep.
Algorytmy stosowane sg do optymalizacji kombinatorycznej i numerycznej w duchu
oryginalnej metody przeszukiwania i adaptacji. Zbadano wiele algorytméw i ich
ztozono$é dla wielu probleméw. Jednak nadal jest niejasne, kiedy algorytmy moga
by¢ lepsze niz inne algorytmy aproksymacyjne lub heurystyczne przy kryterium naj-
lepszej lub $redniej ztozonosci czasowej. Brak jest konkretnych wynikéow dotycza-
cych ztozonosci obliczeniowej algorytmoéw ewolucyjnych dla nietrywialnych zadan,
zwlaszcza dla zadan kombinatorycznych.

1.4.1. Optymalizacja ewolucyjna

Optymalizacja ewolucyjna jest dziedzing najbardziej aktywnego stosowania obliczeri
ewolucyjnych. Wiekszo$¢ prac z optymalizacji ewolucyjnej zajmuje sie optymal-
izacja numeryczna. Przy zastosowaniu algorytmoéw genetycznych do optymalizacji

'Najpierw uporzadkuj wszytkich wygrywajacych wedtug wartosci ich dopasowania.
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numerycznej wektory liczb rzeczywistych sa zwykle kodowane dwojkowo (ciagi bi-
narne). Proébowano roznych metod kodowania (kody Graya, kody delta). Jednak
dotychczas jest problemem znalezienie najlepszego kodowania i nie wiadomo, kiedy
konieczne jest przeksztatcenie liczb rzeczywistych w ciggi dwojkowe. Strategie ewo-
lucyjne i programowanie ewolucyjne wykorzystuja liczby rzeczywiste bezposrednio i
pomijaja problem znalezienia odpowiedniego kodowania osobnikéw. Istnieje pewna
ilog¢ prac poréwnujacych reprezentacje dwojkows algorytméw genetycznych i rzeczy-
wistoliczbowa, ktoéra jest wykorzystywana w programowaniu ewolucyjnym. Istnieje
potrzeba dalszych studiéw tego zagadnienia i poznania, dlaczego algorytm zachowuje
sie lepiej (lub gorzej) dla pewnych zadan. Algorytmy ewolucyjne staly sie narzedziem
rozwiagzywania roznorodnych zadan optymalizacji kombinatorycznej [8].

1.4.2. Uczenie ewolucyjne

Uczenie ewolucyjne jest podejéciem ewolucyjnym w uczeniu maszynowym. Najbar-
dziej obiecujacym jest zastosowanie podejécia ewolucyjnego w uczeniu si¢ ze wz-
mocnieniem. W systemach klasyfikacyjnych uzywamy algorytmoéw genetycznych do
generowania nowych klasyfikatoréw poprzez mutacje i krzyzowanie. Jako funkcje
przystosowania traktujemy moc klasyfikatora. Algorytm genetyczny jest stosowany
do klasyfikatora po pewnej liczbie cykli operacji celem lepszego przyblizenia jego
mocy. Istnieja dwa gtéwne podejscia do sytemoéw klasyfikujacych: Metoda Michigan
i metoda Pitts i uczenie koewolucyjne [13, 58].

Metoda Michigan i metoda Pitts

W podejsciu Michigan kazdy osobnik z populacji jest klasyfikatorem. W podejs-
ciu Pitts kazdy osobnik w populacji reprezentuje zupelny uktad klasyfikatoréw. Cata
populacja zawiera pewng liczbe konkurujagcych uktadéw klasyfikujacych.

Uczenie koewolucyjne

Koewolucja polega na réwnoczesnej ewolucji dwoch lub wiecej srodowisk ze sprze-
zonym wspolnym dopasowaniem. Uczenie koewolucyjne moze przebiega¢ w dwoch
formach. W pierwszej, dwie lub wiecej populacji ewoluuja w tym samym cza-
sie. Dopasowane w jednej populacji zalezy od osobnikéw w innej populacji. Brak
jest wymiany informacji (krzyzowania) miedzy populacjami. Jest to koewolucja na
poziomie populacji. Druga forma koewolucji jest poziom indywidualny. Wprowad-
zona jest wowczas tylko jedna populacja. Dopasowanie jednego osobnika zalezy od
innych osobnikow tej samej populacji. Obydwie formy koewolucji maja dynamiczne
otoczenie i dynamiczna funkcje wartosciujaca (99, 13].

1.5.
Operatory przeszukiwania

Istnieje wiele operatoréw przeszukiwania i ich lista nie jest zamknieta. Sa one
wykorzystywane w réznych algorytmach ewolucyjnych. Wiele z nich jest wyspecjal-
izowanych w rozwigzywaniu szczegblnych zadan. Mozna jednak wyrézni¢ powszech-
nie uzywane, niejako klasyczne typy operatoréw, nie pretendujac do zupelnosci opisu
[1, 16, 78, 84, 57].
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1.5.1. Operatory rekombinacji

Istota kazdego operatora rekombinacji (krzyzowania) jest dziedziczenie informacji
(genow) od dwojga (lub wiecej) rodzicow przez potomkow. W wiekszoscei przypad-
kéw operatory wykorzystuja dwoje rodzicow. Z wielu rodzicow korzystamy tylko w
specjalnych przypadkach.

Rekombinacja wektoréw rzeczywistoliczbowych

Operatory takie sa wykorzystywane w przeksztalcaniu wektorow liczb rzeczy-
wistych. W strategiach ewolucyjnych rekombinacja jest niezalezna od zmiennych i
parametrow strategii. Natomiast moze by¢ ona rézna dla zmiennych i dla parametréow.

Rekombinacja dyskretna

W tym przypadku wektor potomny posiada sktadowe pochodzace od dwoch lub
wiecej rodzicow. Natomiast nie ma zmian zadnej sktadowej. Dla dwojga danych ro-
dzicow x = (z1, 22, ..., 2n) 1 y = (Y1, Y2, ..., Yn) 0sobniki potomne a’ = (a, 25, ..., z})
1y = (v}, v, ..., y),) powstaja w nastepujacy sposob:

2 = { x; z prawdopodobieristwem p; (1.12)

Yi W przeciwnym razie

Tutaj p, jest prawdopodobienistwem rekombinacji, za$ 3 jest uzupelieniem z’.
W przypadku ogdlnym y; jest tworzony losowo Vi z rozktadem jednorodnym dla calej
populacji. Liczba rodzicéw jest taka sama jak rozmiar populacji.

Rekombinacja posrednia

W tym przypadku sktadowa potomka jest kombinacja liniowa (Srednia) odpowied-
nich sktadowych rodzicéw.

Dwoje rodzicow x = (21, %2, ...,25) 1y = (Y1, Y2, ..., Yn) generuje potomkow z’ =
(@), aby, yh) 1y = (Y, Yh, -, Y),) W nastepujacy sposob:

T, =z + oy — x;) (1.13)
z parametrem wagi « € (0,1), ktora tez moze by¢ generowana losowo lub ustalona;

moze by¢ ona rozna dla kazdego i [57].

Rekombinacja ciggéw dwoéjkowych

Jest wiele sposobéw realizacji rekombinacji, ale najpopularniejsze jest krzyzowa-
nie k-punktowe i krzyzowanie jednostajne.

1.5.2. Krzyzowanie k-punktowe

Stosujemy je do stringéw z dowolnego alfabetu. Dla dwojga danych rodzicéw o
dhugosci n i k liczb losowych 11,79, ..., 7. generowanych losowo, jednorodnie i bez
powtorzen pomiedzy 1 i n — 1, tworzymy potomka, biorac elementy (segmenty
rozdzielone przez ri, 72, ..., 7%) stringu (ciagu) przemiennie tak, ze pierwszy element
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jest z pierwszego rodzica, drugi z drugiego, trzeci z pierwszego itd.

Krzyzowanie jednostajne

Przy tym krzyzowaniu potomek jest generowany poprzez dobieranie kazdego
bitu z odpowiedniego bitu jednego z rodzicéw przemiennie. Innymi operatorami
krzyzowania mogg by¢ tasowanie, krzyzowanie w macierzach i krzyzowanie permu-
tacyjne [95].

1.5.3. Operator mutacji

Mutacja ciagéw binarnych polega najczeSciej na losowej zmianie bitu z pewnym
prawdopodobienistwem (niewielkim). To prawdopodobieristwo nazywamy prawdo-
podobiefistwem mutacji. Zmiana bitu moze byé stosowana do ciagéw dowolnego
alfabetu.

Mutacja wektoréw rzeczywistoliczbowych

Mutacja wektoréw rzeczywistych bazuje na pewnych dobranych rozktadach praw-
dopodobienstwa takich, jak jednostajny, normalny (Gaussowski), Cauchy’ego:

gdzie N;(0,0;) jest liczba losowa o rozkladzie normalnym ze $rednia zero i odchyle-
niem standardowym o;, a n liczb losowych jest generowane niezaleznie.

Jak wspomniano juz w 1.3.1, waznym parametrem mutacji Gaussowskiej jest
odchylenie standardowe ;. Wybér odchylenia ma istotny wplyw na zachowanie i
przebieg strategii ewolucyjnej. Jego optymalna warto$é¢ zalezy zar6wno od zadania,
jak 1 od jego rozmiaru. W pewnych algorytmach wprowadzono o; jako fragment
osobnika. Nastepnie ewoluuje ona automatycznie, razem z nim. Taka operacja nazy-
wana jest samoadaptacja. Mutacja Cauchy’ego rézni sie od normalnej rozktadem
generujacym liczby losowe [53].

1.5.4. Selekcja

Procedura selekcji wyznacza prawdopodobienistwo wybrania osobnika do tworzenia
potomkow przez rekombinacje i (lub) mutacje. W celu wyszukiwania osobnikow lep-
iej dostosowanych, elementy o wiekszym przystosowaniu powinny mieé¢ duze praw-
dopodobienistwo selekcji, podczas gdy nieprzystosowane powinny by¢ selekcjonowane
z malym prawdopodobienistwem. Roézne metody selekcji tworza rézne metody wyz-
naczania prawdopodobienstwa selekcji. Czasami nacisk selekcyjny ma wplyw na to,
jak duze powinno by¢ prawdopodobienistwo wyboru osobnikéw dobrze dopasowanych
w poréwnaniu z osobnikami niedopasowanymi. Wyzszemu prawdopodobieristwu
odpowiada mocniejszy nacisk selekcyjny.

Glownymi typami selekcji jest selekcja ruletkowa (proporcjonalna), rangowa i
turniejowa.

Selekcja ruletkowa
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Niech f; oznacza przystosowanie i-tego osobnika. Woéwczas prawdopodobienistwo
selekcji osobnika dane jest przez:

b
' Z?:l i

Metoda ta moze powodowaé trudnosci w pewnych przypadkach. Gdy populacja za-
wiera osobniki o wysokim dostosowaniu, ale nie najlepsze, wowczas moga one szybko
zdominowa¢ populacje i uniemozliwia eksploracje innych potencjalnie lepszych osob-
nikow. Takze w sytuacji, gdy osobniki w populacji maja zblizone przystosowania,
utrudnione jest znalezienie lepszych, gdyz prawdopodobienistwa selekcji sa podobne.
Trudnosci te mozna rozwiaza¢ metoda skalowania dopasowania.

(1.15)

Selekcja rangowa

Metoda ta polega na uporzadkowaniu osobnikéw wedlug ich wartosci przys-
tosowania i nastepnie wyznaczaniu prawdopodobienistwa selekcji na podstawie rangi
(pozycji), a nie przystosowania. Prawdopodobieristwo selekcji nie zalezy od przys-
tosowania bezpogrednio a tylko posrednio. Zachowujac staty nacisk selekcyjny mozemy
unikaé probleméw wystepujacych przy selekcji ruletkowej. Jest wiele r6znych metod
selekcji rangowej; jedng z nich przedstawia

p=— (1.16)
i = . .
> =1

Selekcja turniejowa

Zarowno selekcja ruletkowa, jak i selekcja rangowa wykorzystuja cata informa-
cje o populacji. Selekcja turniejowa korzysta tylko z informacji czesciowej do wyz-
naczenia prawdopodobienistwa selekcji. Przyktad selekcji turniejowej przytoczono w
opisie programowania ewolucyjnego, inng jest selekcja Boltzmanowska opisana przez
Golgberga [30].

Selekcja elitarna

W selekcji tej do nastepnej populacji zawsze jest kopiowany najlepszy osobnik,
bez jakiejkolwiek modyfikacji. Moze tez by¢ kopiowanych kilku najlepszych osobni-
kéw do nastepnej populacji. Selekcja elitarna towarzyszy innemu rodzajowi selekcji
[56, 53].

1.5.5. Twierdzenie o schematach

Twierdzenie o schematach jest jednym z pierwszych wynikéw teoretycznych podej-
mujacych probe opisania algorytmoéow genetycznych i wyjasnienia ich dziatania. Jego
sformutowanie wprowadza pojecie schematu i wyznacza prawo rozpowszechniania sie
schematow wsérod osobnikéw populacji algorytmu, zapisanych w postaci kodu binar-
nego.

Twierdzenie o schematach Hollanda [44, 30, 66, 93] jest powszechnie uwazane
za podstawe wyjasnienia mocy algorytmoéw genetycznych. Schematem jest wzorzec,
ktory opisuje pewien ciag binarny (podciag) z elementami okreslonymi na pewnych
pozycjach ciagu (stringu).
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Dla przyktadu rozwazmy ciag dwojkowy (binarny string) dlugosci 6. Schemat
1% x0x 1 opisuje zbioér wszystkich stringéw o dlugosci 6 z jedynka na pierwszej pozy-
cji 1 szostej oraz zerem na pozycji czwartej. Natomiast gwiazdka * jest dzokerem.
Oznacza to, ze pozycje druga, trzecia i piata moga mie¢ wartosé zaréwno zero, jak i
jeden. Jako rzad schematu definiujemy liczbe ustalonych pozycji we wzorcu, podczas
gdy dtugoscia definiujaca (0 H) jest odlegtosé pomiedzy pierwsza i ostatnia wyspecy-
fikowana pozycja. Rzedem 1 x %0 x 1 jest trzy, a jego dtugoscia definiujaca jest piec.
Dopasowaniem schematu jest §rednie dopasowanie wszystkich ciaggéw pasujacych do
schematu. Dopasowanie schematu jest miara wartosci tak kodowanego rozwiazania
zadania, wyznaczanego przez funkcje wartosciujaca zadania. Twierdzenie o schema-
tach stanowi, ze krotkie, niskiego rzedu schematy z lepszym dopasowaniem srednim
przyrastaja wyktadniczo w kolejnych pokoleniach. Wyraza to réwnanie:

> m(H,t)f(t)

ag

m(H,t+1) [1—p] (1.17)

gdzie m(H,t) jest liczba ciagow (stringoéw) nalezacych do schematu H w pokoleniu ¢,
natomiast f(H) jest uzyskanym dopasowaniem schematu H i a; jest wyznaczana jako
srednie dopasowanie w pokoleniu t. Prawdopodobieiistwo zniszczenia schematu p jest
prawdopodobienistwem, ze krzyzowanie lub mutacja zniszcza schemat H. Mozna to
wyrazi¢ wzorem:
p= (;(_Hl)pc + o(H)pm (1.18)

gdzie o(H) jest liczba ustalonych pozycji, [ jest dlugoscia kodu, p, jest prawdopo-
dobieristwem mutacji, a p. jest prawdopodobienistwem krzyzowania. Stad schematy
o krotkiej dtugosci definiujacej 6(H) maja mniejsze szanse zniszczenia.

Twierdzenie uwzglednia male, niezerowe prawdopodobienistwa, ze string nalezacy
do schematu powstanie poprzez mutacje pojedyriczego ciaggu lub rekombinacje dwoch
ciggow, ktore poprzednio nie nalezaly do schematu.

1.5.6. Hipoteza blok6éw budujacych

Algorytmy genetyczne sg dos$¢ tatwe do implementacji, lecz ich zachowanie jest trudne
do wyttumaczenia, dlaczego prowadza one tak czesto do sukcesu w generowaniu
rozwiazan o wysokim dopasowaniu. Hipoteza Blokéw Budujacych (BBH) sktada sie
z:

» Opisu mechanizmu adaptacji realizowanego poprzez rekombinacje "blokéw budu-
jacych", niskiego rzedu, o niewielkiej dtugosci definiujacej schematéw o wysokim,
Srednim dopasowaniu.

» Hipotezy, ze algorytm genetyczny realizuje adaptacje przez posrednie i efekty-
wne wykorzystanie tych abstrakcyjnych mechanizmow adaptacji [30]. Krotkie
niskiego rzedu o wysokim dostosowaniu schematy sa probkowane i zachowywane
z ciagami o potencjalnie wyzszym dopasowaniu w procesie selekcji. W ten
sposob przez przetwarzanie poszczegdlnych schematow (blokéow budujacych)
redukujemy zlozono$é naszego zadania, poprzez tworzenie ciagdw o wysokiej
czestosci pojawiania sie, tworzymy coraz lepsze ciagi (rozwiazania ) sposrod
najlepszych rozwiazan czastkowych w poprzednich probkach [89, 66, 44].

» Hipoteza Blokéw Budujacych byta tez ostro krytykowana ze wzgledu na brak
teoretycznych analiz i uzasadnien oraz wynikéw eksperymentalnych potwierdza-

jacych ja.
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7 teoretycznego punktu widzenia wiele wypowiedzi o Hipotezie Blokéw Buduja-
cych nie ma podstaw teoretycznych, a w wielu wypadkach sa one po prostu niespdjne.
7 eksperymentalnych danych wynika, ze krzyzowanie jednostajne przewyzsza krzyzo-
wanie jedno i dwupunktowe dla wielu funkcji dopasowania badanych przez Syswerda
[95]. Podsumowujac te uwagi, Fogel stwierdzil: "ogdlnie, krzyzowanie jednostajne
generuje lepsze zachowanie anizeli krzyzowanie dwupunktowe, ktore z kolet jest lepsze
od jednopunktowego. Wynik ten zaprzecza Hipotezie Blokéw Budujacych, poniewaz
krzyzowanie jednostajne w sposéb maksymalny niszczy schematy.

1.5.7. Problematyka rozprawy

Przedmiotem badania asymptotycznego zachowania trajektorii algorytmoéw genetycz-
nych moga by¢ wlanodci graniczne ich trajektorii. Jako gtéwne narzedzie tych badan,
w rozprawie bedzie wykorzystana entropia procesu oraz wymiar fraktalny trajek-
torii. Celem badari bedzie wyjasnienie istoty dziatania binarnych algorytméw gene-
tycznych i programéw ewolucyjnych poprzez analize zachowania trajektorii procesu
iteracyjnego generowanego przez badane algorytmy genetyczne.

Efektem proponowanych badan bedzie préba klasyfikacji algorytméw genetycz-
nych i wyjasnienie mechanizméw ich dziatania. Propozycja ta zostata opracowana
przy zalozeniu, ze pojecia i metody teorii ukladéw dynamicznych oraz dynamiki
symbolicznej zastosowane do analizy algorytmoéw ewolucyjnych przyczyniaja sie do
wyjasnienia podstaw ich dziatania i pozwola na wypracowanie zasad projektowania
nowych algorytmow.

1.5.8. No Free Lunch

Stynne twierdzenie No Free Lunch Theorem [98| stwierdza, ze nie istnieje lepszy lub
gorszy algorytm optymalizacyjny dla wszystkich zadann. Algorytm dzialajacy lepiej
na pewnej klasie zagadnieni bedzie gorszym dla innej klasy zagadnienn. W zwiazku
z tym ustalenie odpowiedniosci miedzy algorytmem a zadaniem optymalizacyjnym
jest wazne zaréwno z punktu widzenia praktyki, jak i teorii algorytmoéw.

Pojawia sie tez problem, jak mozna wykorzystaé¢ juz posiadang wiedze o sposobie
zachowania algorytmu genetycznego na pewnej klasie zagadnienn do prognozy jego
zachowania na innej klasie oraz jak takie uogélnienie mozna mierzyé¢. Istotne stalo
sie zrozumienie (wyjasnienie) relacji pomiedzy tym, jak dobrze dany algorytm sie za-
chowuje, a zagadnieniem optymalizacyjnym, ktore on rozwiazuje [98]. Zagadnieniem
otwartym jest problem pomiaru efektywnosci algorytmu genetycznego dla danego
problemu.

Twierdzenie No Free Lunch ustala, ze $§rednio, dowolny algorytm dla wszystkich
zadan optymalizacyjnych zachowuje sie tak samo i jest to spelnione dla dowolnej
miary zachowania. Taka szczegdlng miarg zachowania algorytmu jest entropia jego
trajektorii.

Natomiast twierdzenie No Free Lunch (NFL) nie jest spelnione w przypadku
algorytmoéow koewolucyjnych. To stawia pytanie, czy istnieje algorytm najlepszy w
tej klasie i jaka warto$¢ przyjmuje dla niego entropia.

Postaé¢ graniczna operatora Markowa opisujacego algorytm genetyczny pozwala
na postawienie paru hipotez.

Istotne sg wlasnosci graniczne operatora a nie populacja, nawet jesli jest "op-
tymalna". Prawdopodobiefistwo otrzymania danej populacji w stanie granicznym
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jest stale i niezalezne od populacji wyjsciowej, czy prawdopodobienistwo innych ele-
mentoéw, a zatem i populacji, jest tak mate , ze nastepuje przyblizenie (obciecie)
prawdopodobienistw do zera na skutek zaokraglen?.

Permutacje w zbiorze wartosci funkcji przystosowania reprezentujg zaréwno al-
gorytmy, jak i funkcje. Rozrézni¢ nalezy pomiedzy algorytmem a jego zachowaniem.
Istnieje nieskonczenie wiele algorytméw, lecz jesli zbior wartosci jest skoriczony, to
istnieje tylko skoniczona liczba zachowan. Mozna klasyfikowaé algorytmy z doktad-
noscig do permutacji punktéw przestrzeni przeszukiwania generowanej przez algo-
rytm. Wtedy moga byé¢ réwnowazne algorytmy przy roznej entropii, gdyz moga
byé rézne prawdopodobienistwa poszczegdlnych stanéw, przy zachowaniu tej samej
kolejnosci punktéow. Cazy te réznice wynikaja z tego, ze dowdd Ornsteina dotyczy
przesunie¢ Bernoulliego ciagéw nieskonczonych, a wiec zbioréw ciaglych, a w algo-
rytmach rozwazamy zbiory dyskretne.

W optymalizacji (informatyce) istnieja warunki powodujace, ze wyniki wszystkich
procedur rozwigzujacych pewien typ zadan sg statystycznie identyczne. Sposob opisu
takich warunkow, wprowadzony zostal przez D. H. Wolperta i W.G.Macready (98] w
zwigzku z problematyks przeszukiwania i optymalizacji i zostal okreslony jako NFL.
Wezeéniej, korzystajac z innej terminologii, zagadnienie NFL zostalo przedstawione
w zadaniach uczenia maszynowego przez C. Schaffera [77].

7Z formalnego punktu widzenia NFL ma miejsce, gdy rozktad prawdopodobienistw
dla wystepujacych zadan jest taki, ze wszystkie sposoby rozwiazywania daja wyniki
o tym samym rozkladzie. W przypadku przeszukiwania przykladowe zadania to
funkcja wartosciujaca, a wynikiem jest cigg wartosci otrzymanych w procesie oceny
proponowanych rozwigzan z dziedziny funkcji. Przy typowej interpretacji wynikéw,
przeszukiwanie jest procesem optymalizacyjnym. NFL w przeszukiwaniu wystepuje
wtedy i tylko wtedy, gdy rozklad wartosci funkcji wartosciujacej jest niezmienniczy
wzgledem permutacji punktéow przestrzeni potencjalnych rozwiazan. Warunek ten
nie jest spelniony dokltadnie w praktyce, lecz prawie wszedzie istnieje domniemanie,
ze NFL jest w przyblizeniu spelnione.

Wiele zadan obliczeniowych jest rozwiazywanych metoda poszukiwania dobrego
rozwigzania w przestrzeni dopuszczalnych rozwigzan. Przepis, w jaki sposéb wybieraé
kolejne potencjalne rozwiazania do oceny, nazywamy algorytmem przeszukiwania. W
szczegblnosci rozne algorytmy przeszukiwania mogg dawaé rézne wyniki, lecz wobec
wszystkich zadan sa one nierozréznialne. Wynika to z tego, ze jesli algorytm uzyskuje
lepsze wyniki dla pewnych zadan, to odbywa sie to kosztem gorszych rezultatéw dla
innych zadari. W tym znaczeniu w przeszukiwaniu "nie ma nic za darmo". Za-
zwyczaj przeszukiwanie jest interpretowane jako pewien rodzaj optymalizacji i to
prowadzi do stwierdzenia, ze w optymalizacji spelnione jest NFL.

Twierdzenie NFL stanowi, ze "dwa dowolne algorytmy sa réwnowazne, jesli ich
zachowanie jest usrednione wzgledem wszystkich mozliwych zadan". Stad NFL
sugeruje, ze dopasowanie algorytmu do zadania daje wyzsze Srednie zachowanie, niz
stosowanie wybranego ustalonego algorytmu do wszystkich zadan. Igel, Toussaint
i English [37, 38, 19, 22| ustalili ogolne warunki, dla ktérych NFL jest spelione.
Jesli jest to (fizycznie) mozliwe, nie jest to koniecznie spelnione dokladnie. Droste,
Jansen, 1 Wegener [19] dowiedli twierdzenia, ktore interpretuja, ze w praktyce NFL
jest spelnione prawie wszedzie.

Rozwazmy sytuacje, gdy praktyk optymalizacji staje przed zadaniem opracowa-
nia dobrego algorytmu. Posiadajac pewng wiedze o genezie zadania, praktyk moze
wykorzystywaé wiedze dobierajac algorytm, ktory bedzie dobrze rozwiazywat zadanie.
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Jezeli jednak praktyk nie potrafi wykorzystaé¢ wiedzy lub jej poprostu nie posiada,
to mozna postawi¢ pytanie, kiedy (czy) pewien algorytm generalnie przewyzsza inne
dla rzeczywistych zadan. Autorzy NLF theorem "prawie wszedzie" stwierdzaja, ze
odpowiedz jest (istotnie) przeczaca, lecz zostawiaja pewna swobode interpretacji,
kiedy twierdzenie dotyczy praktyczych zadan [19].

Zadanie jest, zasadniczo, funkcja (oceniajaca) przyporzadkowujaca proponowa-
nemu rozwigzaniu jej wartosci. Algorytm przeszukiwania przyjmuje fukcje wartos-
ciujaca jako wejscie i ocenia kolejno proponowane rozwiazania. Wynikiem dzialania
algorytmu jest ciag otrzymanych wartosci funkcji oceny. Wolpert i Macready przyj-
muja, ze algorytm nigdy nie ocenia powtérnie danego rozwiagzania oraz ze jako$é
zachowania algorytmu jest mierzona na wyjsciu. Dla prostoty pomijamy losowosé
algorytmu. Przy tych zalozeniach, przebieg algorytmu po wszystkich mozliwych
zadaniach generuje wszystkie mozliwe wyniki dokladnie raz. Poniewaz zachowanie
algorytmu jest oceniane, mierzone na wyjsciu, algorytm jest nierozréznialny w tym,
jak czesto osiaga on dany poziom zachowania (jakosci).

Pewne miary skali zachowania wskazuja, jak dobrze algorytm wykonuje optymal-
izacje funkcji oceny. Wspdlna miarg zachowania jest ostatni indeks ostatniej wartosci
w ciagu wyjdciowym. Jest to liczba ewaluacji niezbedna do minimalizacji funkcji
oceny. Dla pewnych algorytmoéw czas niezbedny do wyznaczenia minimum jest pro-
porcjonalny do liczby ewaluacji. Oryginalne twierdzenie NFL zakltada, ze wszystkie
funkcje oceniajace maja jednakowe prawdopodobiefistwo zostania argumentem al-
gorytmu przeszukiwania. Dlatego wyjasniono, ze NFL jest spelnione wtedy i tylko
wtedy, gdy przestawienie funkcji oceny nie ma wptywu na prawdopodobienistwo ich
wykorzystania. Warunek ten nie jest spetlniony doktadnie, lecz dla NFL istota jest
stopienl spetnienia, a nie postawa: wszystko albo nic. Jezeli warunki NFL spetnione
sa w przyblizeniu, to wszystkie algorytmy daja w przyblizeniu ten sam rezultat dla
wszystkich funkcji oceny. I to jest uzasadnieniem, ze w praktyce NFL jest "prawie
wszedzie" spetnione.

Zbior wszystkich funkcji oceny jest Y¥, gdzie X jest skoiiczong przestrzenia
rozwigzan a Y jest skonczonym zbiorem. Zbiorem wszystkich permutacji X jest
J. Zmienna losowa F' ma rozktad na Y z prawdopodobieristwem Vj € J, Fj jest
zmienna losowa o rozkladzie w Y¥, z pr{F; = f} = pr{F = fj_1}¥f € YX. Niech
a(f) oznacza wynik (wyjscie) algorytmu przeszukiwania przy wejsciu f. Jezeli a(F) i
b(F') maja ten sam rozklad dla wszystkich algorytmoéw przeszukiwania a i b, wowczas
F ma rozktad spetniajacy NFL. Warunek ten jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy
F i F; maja ten sam rozklad Vj € J. Innymi stowy, NFL jest spelnione wtedy i
tylko wtedy, jezeli rozktad dla funkcji oceny jest niezmienniczy wzgledem permutacji
przestrzeni rozwiazan.

Wolpert i Macready sformutowali dwa podstawowe twierdzenia NFL. Pierwsze
dotyczy funkcji ustalonej, ktéra nie zmienia sie podczas przeszukiwania a drugie
dotyczy funkcji, ktéra moze sie zmieniaé.

Twierdzenie 1.5.1 1: Dla dowolnej pary algorytmdw aq i ao
ZfP(hgn’.ﬂ m, al) = Efp(h%n‘.ﬂ m, QQ).
gdzie f jest funkcja oceny a hi, jest ciggiem jej wartosci po m krokach algorytmu.

Twierdzenie NFL mozemy interpretowac stwierdzajac, ze "uogoélniona uniwersalna"
strategia optymalizacyjna jest nierealizowalna (niemozliwa) i jedyna mozliwoscia,



Rozdzial 1. Algorytmy genetyczne. Historia i typy

aby jedna strategia przewyzszala inng jest dostosowanie jej do specyfiki rozwiazy-
wanego zadania. Jednak algorytm moze przewyzszaé¢ inny dla danego zadania, nawet
jesli nie jest on dobrany specjalnie dla tego zadania. Jest to mozliwe, gdy obydwa
algorytmy naleza do grupy najgorszych dla danego zadania. Wolpert i Macready
rozwineli metode poréwnania algorytmu i zadania . Stad stwierdzenie, ze algorytm
jest lepiej dopasowany do zadania niz inny nie oznacza, ze algorytm jest dobrze dos-
tosowany do zadania.

1.5.9. Algorytmy koewolucyjne a NFL

Wolpert i Macready dowiedli [99] istnienia Free Lunches w optymalizacji koe-
wolucyjnej. Ich analiza obejmuje zadanie gry (’self-play’). W zagadnieniu tym gracze
wspolpracuja, aby wygenerowaé championa (zwyciezce), ktory pokona jednego lub
kilku przeciwnikéw w kolejnych grach z wieloma uczestnikami. Woéwcezas funkcja
oceny jest wylonienie dobrego gracza, bez innej funkcji oceny. Algorytm korzysta
z gracza i jakosci jego gry dla wylonienia lepszego gracza. Najlepszy gracz sposrod
wszystkich uwzglednionych w algorytmie jest zwyciezca (championem). Wolpert i
Macready pokazali, ze pewne algorytmy koewolucyjne sa generalnie lepsze od in-
nych algorytméw wylaniania najlepszego gracza. Wytanianie najlepszego poprzez
auto-gre jest interesujace w algorytmach ewolucyjnych i teorii gier. Wynik nie ma
zastosowania do koewolucji srodowisk przyrodniczych biologicznych, gdyz w nich nie
wylania sie championa.

Twierdzenie NFL sugeruje, ze dopasowanie algorytmu do zadania prowadzi do
lepszego éredniego zachowania anizeli korzystanie z ustalonego algorytmu do wszyst-
kich zadan. Na mocy tego wybér najlepszego algorytmu moze by¢ poprawnie postaw-
iony jedynie w kontekscie zadania optymalizacyjnego. Aby podjaé¢ to zagadnienie,
mozna postawié¢ pytanie, czy istnieje najlepszy algorytm genetyczny dla dostatecznie
szerokiej klasy zadan optymalizacyjnych, ktory zawsze generuje rozwiazanie opty-
malne dla tej dostatecznie szerokiej klasy zadan. Ponadto powstaje pytanie, czy
mozliwe jest dobranie takich operatoréw selekcji i mutacji, ktore sa najlepsze dla
danej klasy zagadnienn. OdpowiedzZ nie jest pozytywna.

Fakt ten postuluje koniecznos¢ poszukiwania algorytmoéw dostosowanych do zadari.
Wiekszo$é metod badawczych algorytméw genetycznych jako podstawe przyjmuje
podejscie probabilistyczne, gdzie gléwna metoda jest badanie statystycznych wtas-
nosci ciggébw populacji.

W przedstawianej rozprawie nie tyle odchodzimy od podejscia statystycznego, co
podejmujemy wykorzystanie metod uktadéw dynamicznych. Sadzimy, ze w tym przy-
padku celowe jest wykorzystanie metod dynamiki symbolicznej razem z metodami
analogii pomiedzy zachowaniem algorytmu genetycznego a dynamika przeksztatcen
jednowymiarowych.

Praca jest proba wprowadzenia rozszerzenia metod analizy algorytmoéw genetycz-
nych o metody badan jako$ciowych ukladéw dynamicznych. Wprowadzenie metod i
wynikow jakosciowej analizy uktadéw dynamicznych, zwlaszcza analizy uktadow jed-
nowymiarowych, moze przyblizyé¢ nas do wyjasnienia podstaw dzialania algorytmoéw
i ich wtasnodci.



1.6. Izomorfizm
1.0.

Izomorfizm

Jednym z podstawowych zagadnieri, ktore stawia NFL, jest zagadnienie, jak nalezy
dobiera¢ algorytm do zadania optymalizacyjnego, gdyz nie istnieje najlepszy uniwer-
salny algorytm optymalizacyjny. Dobér algorytmu do zadania jest sprawg doswiad-
czenia i praktyki. Ale nie istnieje definicja, a tym bardziej teoria praktyki. Mimo
to podejmowane sa proby teoretycznego opracowania zadania doboru algorytmu i
problemu optymalizacyjnego. My takze podejmiemy to zagadnienie. Z zagadnieniem
doboru algorytmu i zadania zwiazany jest problem réwnowaznoéci algorytmoéw. Jego
badanie prowadzi¢ bedziemy na podstawie teorii uktadéw dynamicznych. Podsta-
wowym pojeciem jest izomorfizm transformacji, a taka transformacja jest algorytm
genetyczny. Podejmiemy wiec analize problemu réwnowaznosci algorytméw gene-
tycznych.

1.6.1. Klasyfikacja

Podstawowym narzedziem badan bedzie badanie entropii procesu (trajektorii algo-
rytmu). Entropia bedzie tu wiec traktowana jako statystyka trajektorii algorytmu
genetycznego oraz jako wskaznik klasyfikacji [62]. Wyznaczenie entropii na podstawie
definicji jest, jak juz pisalidémy, trudne. Doswiadczalne wyznaczenie entropii wyma-
gatoby wielokrotnego uruchomienia algorytmu i na podstawie uzyskanych wynikéw
wyznaczenia prawdopodobieristw przejéé pomiedzy stanami, ktére postuzylyby do
wyznaczenia entropii. Zatem bezposrednie wyznaczenie entropii jest nie tylko ztozone,
lecz i niedoktadne.

Dlatego do wyznaczenia entropii procesu mozna skorzysta¢ z Twierdzenia Lempel-
Ziv oraz opracowanych na jego podstawie programéw kompresji. Programy te beda
wyznaczaly entropie na podstawie stéow (blokow) o ustalonej dtugosci oraz entropie
resztkowa (ang. excess entropy) oraz inne rodzaje entropii. Pozwoli to na rozroz-
nianie przypadkéw, w ktorych klasyczne pojecie entropii nie daje zadowalajacych
wynikow.

Wykorzystujac taka metode pomiaru entropii, przeprowadzone zostanie badanie
entropii algorytméw w zaleznosci od parametréw algorytmu takich, jak prawdopodo-
bieristwo mutacji, krzyzowania i selekcji, wielkosci populacji, typu algorytmu [21, 14]
itd.), typu selekcji i jej parametrow.

Mozliwe jest takze badanie zmiennosci przebiegu entropii w kolejnych fazach
realizacji algorytmu genetycznego. Badanie zmiennosci entropii zwigzane jest z za-
gadnieniem zbieznosci algorytmu, gdyz w koncowej fazie dziatania algorytmu nalezy
oczekiwaé, ze entropia bedzie malala do pewnej ustalonej wielkosci [62]. Badania
obejma tez zmiennos$¢ entropii w zaleznosci od zmian $redniego przystosowania po-
pulacji. Badanie entropii i wymiaru fraktalnego trajektorii bedziemy prowadzi¢ w
przestrzeni argumentéw zadania, w przestrzeni kodowej oraz w przestrzeni wartosci
funkcji dopasowania.

Dalsze badanie to ustalenie, na ile algorytmy genetyczne sa wrazliwe na uwarunk-
owania takie, jak natozenie lub odrzucenie wiezé6w oraz innych warunkéw dodatkowych.
Istotnym problemem poddanym badaniom bedzie takze zagadnienie okreslania stop-
nia trudnosci funkcji przystosowania.
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1.6.2. Problematyka izomorfizmu

Przyjmijmy podstawowe definicje. Niech X, Y beda niepustymi zbiorami o : X —
Y jest przeksztalceniem, jesli kazdemu elementowi x € X jest przyporzadkowany
element y = a(z) € Y.

Jesli o : X =Y, B:Y — Z sy przeksztalceniami, to zlozeniem tych przeksz-
talcen jest przeksztalcenie ¢ : X — Z zdefiniowane wzorem ¢ = B(a(x)) dlaz € X
i oznaczane symbolem ¢ = f o« lub ¢ = fa.

Niech 4, : X — X bedzie przeksztalceniem tozsamosciowym zbioru X, tzn.
iy(r) =2 Vo € X.

Inne spojrzenie i, : X — X jest przeksztalceniem tozsamosciowym, jesli dla
dowolnych zbioréw Y, Z oraz przeksztatcen a : X — Y oraz §: Y — Z zachodza
rownosci: aiy = « i iy = [ (kategoryjna definicja tozsamosci).

Jesli przeksztatcenie o : X — Y jest roznowartodciowe oraz dla kazdego elementu
y € Y istnieje element x € X taki, ze y = a(z), to przyporzadkowujac elementowi
y € Y jedyny element z € X, spelniajacy rowniez y = «(x), okreslamy przeksztal-
cenie §: Y — X, ktore nazywamy przeksztatceniem odwrotnym do przeksztatcenia
a: X =Y.

Inna definicja: dla a : X — Y przeksztalcenie § : Y — X jest odwrotne, jesli:
Bo = i, oraz af = iy.

Piszemy = a~!

Grupa przeksztalceri zbioru X to dowolny zbiér przeksztatcen o : X — X spel-
niajacy:

1. jesli o, B € G, to Pa € G,

2. i, € G,

3. jedliac G, toat €@

Polgrupa to spehienie tylko (1); jesli dodatkowo (2) to potgrupa z tozsamoscia.

Niech X ma pewna strukture algebraiczna, tzn. {X', J, }, gdzie J, jest zbiorem
operacji, funkcji okreslonych dla elementéw z X.

Niech {Y, J,} bedzie innym, niepustym zbiorem ze struktura algebraiczna Jj,.

Przeksztalcenie o : X — Y nazywamy homomorfizmami, jesli a zachowuje struk-
tury algebraiczne tych zbiorow, tzn. o(J,) = Jy.

Przeksztalcenie o : X — Y jest izomorfizmem, jesli istnieje o~ : Y — X, ktore
jest homomorfizmem.

Abstrakeyjna algebra nazywamy {X, J,}, gdzie J, zawiera zbior dzialan na X,
w szczegdlnosci zawiera dzialanie wieloargumentowe, tzn. J, 3 f : X" — X, to
f nazywamy dzialaniem n-argumentowym na zbiorze X. Jesli X = R, to dzi-
ataniem dwuargumentowym na X jest dodawanie. Jesli J, jest skoriczony, to piszemy
{X, f1,..., fn}, wtedy homomorfizm o : X — Y jest okreslony poprzez:

a: X =Y, (Yhi,...,hy) oraz Vf; € Jp, hi = o, (fi) € Jy, k < p, fi-
k-elementowa operacja gp,.

Spelniona jest przemiennosé tzn.

YV(z1,...,zn), a(filzr,...,zn)) = hi(la(z1),...,a(z,)) . (1.19)

Jednym z zasadniczych zagadnieri zaré6wno teorii algorytméw genetycznych, jak i
praktycznego ich wykorzystania, jest pytanie, kiedy dane dwa (lub wiecej) algorytmy
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sa rownowazne. Rownowazno$é rozumiana jest jako wlasnosé algorytmu (przeksz-
talcenia generujacego przeszukiwanie dziedziny zadania optymalizacyjnego) w prob-
abilistycznie rownowazny sposob. Ta réwnowaznosé prowadzi nas do izomorfizmu
przeksztalcenn zachowujacych miare i warunkow, kiedy takie dwa przeksztalcenia
mozemy uwazaé za takie same (rownowazne, izomorficzne lub sprzezone). Kwes-
tia, kiedy dwa (lub wiecej) zachowujace miare przeksztalcenia sa izomorficzne lub
sprzezone poza zbiorami miary zero (malymi), jest badana za pomoca niezmiennikow
(invariantow) takiego izomorfizmu lub sprzezenia. Niezmienniki takie moga by¢
dwoch typéw. Pierwszym jest posiadanie lub nieposiadanie pewnej wlasnosci przez
obydwa przeksztatcenia. Drugim typem niezmiennikéw jest przypisanie przeksztatce-
niom (transformacjom) pewnego obiektu (obiektow) matematycznego (np. liczby) do
kazdego przeksztalcenia w ten sposob, ze kazde przeksztalcenie zachowujace miare,
z pewnej klasy, ma ten sam obiekt w swojej grupie. Aby taki obiekt (niezmiennik)
mial zastosowanie, powinien by¢ obliczalny dla interesujacej nas klasy przeksztatceni.

Znane sa dwa inwarianty tego typu.

Jednym typem jest grupa wartosci wlasnych przeksztatcen (zachowujacych mi-
are). Wyznacza ona pewna podgrupe. Przeksztalcenia zachowujace miare maja te
sama grupe wartosci wlasnych. Dla zbioru wszystkich ergodycznych przeksztatcen
zachowujacych miare taki niezmiennik jest zupelny. Oznacza to, ze jesli dwa przek-
sztalcenia zachowujace miare z dyskretnym spektrum maja te sama grupe wartosci
wlasnych, to sa one izomorficzne.

Drugim niezmiennikiem jest entropia. Entropia przypisuje kazdemu przeksztalce-
niu zachowujacemu miare 7' nieujemna liczbe h(T') i jesli 17 jest izomorficzne z Ty,
to h(Th) = H(T>). Dowiedzione przez D.S. Ornsteina [61, 25, 26, 96] twierdzenie
stanowi, ze w zbiorze wszystkich przesunie¢ Bernoulliego entropia jest zupelnym
niezmiennikiem, co oznacza, ze dwa przesuniecia Bernoulliego o tej samej entropii sa
izomorficzne. Wynik ten byt dla nas inspiracja do prowadzenia badari.
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ROZDZIAL 2
Model Markowa algorytmow
genetycznych

W pracy wprowadzamy tylko podstawowe i niezbedne - dla zrozumienia niniejszych
wynikéw - pojecia z algorytméw genetycznych nie wdajac sie w doktadne wyjasnienia.
Dlatego odsylamy dociekliwego czytelnika do artykutu [45] oraz przegladowego Rowe
[68] i tatwo dostepnych ksiazek w jezyku polskim, ktore na poczatku wprowadzaja od
podstaw idee algorytmow genetycznych, a nastepnie omawiaja bardziej szczegdtowo
zagadnienia wazne dla tego tematu. Najwazniejsze z nich to ksigzki Michalewicza
[56], Goldberga [30] i Cytowskiego [15]. Bardziej zaawansowane podejscie z punktu
widzenia pewnych uktadéw dynamicznych przynosza pozycje Vose [100] oraz polsko-
jezyczna monografia Schaefera [75]. Wiekszo$¢ oznaczeni pochodzi wlasnie z pozycji
[100, 68].

Glownym celem tego rozdzialu pracy jest badanie zachowania asymptotycznego
SGA i niezaleznosci rozktadu granicznego od populacji poczatkowej. Sadzimy, ze
zmiana kolejnosci sekwencji na mutacja—selekcja nie wpltywa na prawdziwo§é naszych
wynikow, jesli istnieje dla niej zaleznosé analogiczna do (2.17), opisujaca prawdopo-
dobienistwo uzyskania wskazanej populacji, gdy startuje sie z danej populacji poczat-
kowej. Egzystencjalnie zmiana nie ma wplywu, natomiast wyniki konkretne moga
by¢ absolutnie rézne.

2.1.
Prosty algorytm genetyczny jako uktad dynamiczny

Dzieki dobrze rozwinietym metodom uktadéw dynamicznych mozemy sie pokusié¢
o przedstawienie podstawowych koncepcji algorytméw genetycznych w tym jezyku.
Dla dobrego przedstawienia wszystkich wynikéw nalezy rozszerzy¢ liste potrzebnych
dla tego celu pojeé, dodajac pojecia charakterystyczne dla algorytmoéw genetycznych.

Wsréd badaczy zajmujacych sie algorytmami ewolucyjnymi (a w szczegdlnosci
genetycznymi) przyjeto uzywaé terminologie z biologii. I tak przetwarzany w danej
iteracji (w danym kroku) multizbior jest nazywany populacja (ang. population),
rozwigzania nalezace do przestrzeni potencjalnych rozwiazan nazywane sa osob-
nikami (ang. individual) lub fenotypami, a zamiast o kroku obliczenn méwi si¢ o
pokoleniu (ang. generation). Nowe osobniki, zwane potomkami (ang. offspring), sa
otrzymywane z osobnikoéw z poprzedniego pokolenia, zwanych rodzicami (ang. par-
ents) w wyniku dziatania operacji selekcji (ang. selection). Elementy przestrzeni
kodowe]j nazywane sa chromosomami (ang. chromosomes), ze wzgledu na ich podo-
bienistwo do chromosomoéw sktadajacych sie z czasteczek kwasu DNA lub genotypami.
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Wyroznione funkcjonalnie fragmenty chromosomu nazywane sa genami (ang. gene).
Operatory podstawowe to krzyzowanie (ang. crossover), jezeli dokonuja wymiany
informacji miedzy osobnikami, natomiast mutacja (ang. mutation) modyfikuje po-
jedynczego osobnika. Uzywana jest czesto zamiennie funkcja jakosci, czy funkcja
celu, za$ jej odpowiednik, przetransformowany do przestrzeni kodowej to funkcja
przystosowania (ang. fitness function), a warto$é¢ funkeji przystosowania dla konkret-
nego osobnika nazywana jest jego przystosowaniem. Funkcja przystosowania wraz z
topologia przestrzeni kodowej definiowana przez wybrane operatory jest nazywana
krajobrazem przystosowania (ang. fitness landscape).

2.2.
Zbiér mozliwych populacji

Prosty algorytm genetyczny (ang.simple genetic algorithm) (SGA) jest modelem bi-
narnych algorytmoéow genetycznych BGA [45], w ktorych stosuje sie selekcje propor-
cjonalng, wykorzystujacg prawdopodobieristwo wyznaczone poprzez funkcje przys-
tosowania, punktowa mutacje i standardowy algorytm krzyzowania, okreslany dla
dwoch osobnikéw.

W algorytmie genetycznym skladnikiem zaleznym od rozwigzywanego zadania,
oprocz funkeji przystosowania, jest sposéb kodowania elementéw przestrzeni rozwigzan
w chromosomy. Wtedy dzialanie algorytmu jest prawie niezalezne od zadania, a
wprowadzane operatory krzyzowania i mutacji (zwane w [45| operatorami przemie-
szczenia) dziataja nie na rozwiazaniach, ale na elementach przestrzeni kodowe;j.

W binarnym algorytmie genetycznym dzialamy na elementach przestrzeni kodo-
wej, ktora jest obrazem przestrzeni rozwigzan podleglej pewnej operacji kodowania
(binarnego). Elementy przestrzeni kodowej sa tutaj reprezentowane przez binarne
chromosomy, ktoére maja te sama dlugosé [, a wiec zbiorem wszystkich chromosoméw,
czyli przestrzenia kodowa Z, jest zbiér Z = {0,1}. Mozemy napisa¢ Z jako zbior
{20, ..., 251}, gdzie s = 2!. W dalszej czesci naszego rozdziatu, dla prostoty, zamiast
terminu element przestrzeni kodowej niekiedy bedziemy uzywaé terminu komdrka.

Populacje, czyli skoniczony multizbiér o rozmiarze r, zwanym rozmiarem popu-
lacji (ang. PopSize), ktory sklada sie z pewnej liczby tych samych kopii elementow
przestrzeni kodowej, opisujemy jako (wlasciwie - utozsamiamy z) uporzadkowana
s-tke liczb wymiernych, utamkéw, przy czym kazdy element tej s-tki reprezentuje
wzgledna liczbe kopii elementu w populacji do liczby wszystkich elementéw mul-
tizbioru. Innymi stowy, jesli ay jest liczba kopii elementu z; w populacji o rozmiarze
r, to na k-tym miejscu w p wystapi utamek:

ag .
pr = -~ , natomiast p = (po, ..., Ps—1) , (2.1)

przy czym
s—1
> pp=1. (2.2)
k=0

Te s-tke utamkéw p odpowiadajaca populacji nazywamy wektorem populacji. Cza-
sami dla skrétu samo p bedziemy nazywaé populacja.

Wilasnosé (2.2) pozwala traktowaé poszczegdlne wspoélrzedne populacji p jako
prawdopodobienistwa wystepowania danego elementu z przestrzeni kodowej w po-
pulacji. Tym samym, ze wzgledu na (2.2), p staje sie wektorem probabilistycznym
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(por.[52]). Dalsze uszczegolowienia tego watku mozna znalezé w pozycji [100] oraz
artykule przegladowym [68].

Warto rozrézni¢ populacje od wektora populacji. Konkretna realizacja algorytmu
genetycznego operuje na generowanych populacjach, choé przejscie miedzy populac-
jami jest losowe. Wektor populacji, natomiast, jest wektorem probabilistycznym i
wokot niego skupia sie nasze zainteresowanie.

Glownym celem naszej analizy, dotyczacej procesu losowego, a nie jego konkretnej
realizacji, jest wyznaczenie wtasnodci asymptotycznych tego procesu, a w szczegél-
nosci rozktadu granicznego wektora probabilistycznego.

Moze warto dla przysztych rozwazan, szczegblnie w punkcie poswieconym oper-
atorowi krzyzowania, okresli¢ zbior wszystkich mozliwych populacji A przez

s—1
A={peR’:Vk, pp >0, jest wymierne oraz Zpi =1} (2.3)

i=0
W tej definicji nie dopuszczamy, aby wspotrzedne wektora p przyjmowaty dowolne,
nawet niewymierne (rzeczywiste) wartosci. Jednak, gdy przyjmiemy, ze rozmiar po-
pulacji dazy do nieskonczonosci, zbiér mozliwych populacji staje sie gesty w nastepu-

jacym zbiorze
s—1

A ={x € R*:Vk, x>0, oraz Zl“z':l }. (2.4)
=0
To oznacza, ze kazdy element sympleksu A moze byé¢ dowolnie blisko rzeczywistej
populacji przez odpowiednie zwiekszenie rozmiaru populacji.

2.3.
Operator selekcji

Istotnym zadaniem przy badaniu dynamiki algorytmu genetycznego jest wyznacze-
nie prawdopodobnego rozkladu(zawartosci) nastepnej populacji, gdy mamy dana
aktualna populacje i operatory genetyczne oraz ich charakterystyczne parametry.
Zaczniemy od operatora selekcji.

Dana jest populacja p = (po, ..., ps_1) oraz funkcja przystosowania f : Z — R,
ktora jest ztozeniem funkcji jakosci ¢ z funkcja kodujaca oraz, jesli to byto konieczne,
z innymi funkcjami przeksztatcajacymi funkcje jakosci w postaé funkcji wymaganych
przez rozpatrywany problem wtasnosci, np. nieujemnosci czy ograniczenia od dotu,
itp. Zakladajac stosowanie selekcji proporcjonalnej (por. [45, 56]) mozemy wyz-
naczy¢ prawdopodobieristwo, ze element z; wystapi w nastepnej populacji

f(2k )Pk
fp)

gdzie f (p) jest srednim przystosowaniem populacji p wyznaczonym przez

(2.5)

s—1
Fp) = f(zi)pk- (2.6)
k=0

To pozwoli na wyznaczenie nowej s-tki (wektora) g sktadajacej sie z tych prawdopodobien-
stw. W tym celu okreslmy macierz diagonalna S o wymiarze s, w ktorej na gltéwnej
przekatnej wystepuja wartosci funkcji kolejnych elementéw przestrzeni kodowej, tzn.

Skr = f(2k)- (2.7)
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Pozwala to na konsekwentny zapis w postaci:

1
q=Fp ) Sp, (2.8)
ktory okresla rozklad prawdopodobieristwa w nastepnej populacji po zastosowaniu
operatora selekcji. Zauwazmy, ze zapis ten ma zastosowanie dla przypadku, gdy
wychodzimy z konkretnej populacji o znanej wzglednej liczbie kopii elementu w
populacji, ale takze, gdy obiektem, na ktéry dziala operator selekcji, jest tylko
rozktad prawdopodobienistwa wystepowania elementéw przestrzeni kodowej w po-
pulacji. Czesto w tym miejscu dla skrotu moéwi sie o rozktadzie prawdopodobieristwa
populacji. Juz w tym miejscu wida¢, ze nawet startujac z p € A, wynik w (2.8)
nie musi by¢ w tym samym zbiorze, gdyz wartosci elementéw macierzy S moga by¢
niewymierne. Tak wiec bezpiecznie jest napisaé, iz g € A
Wartym podkreslenia jest fakt, ze dzieki takiej definicji selekcji, zawierajacej
wartosci funkcji przystosowania, bedziemy w stanie w nastepstwie okresli¢ opera-
tor przejscia T (por.(2.18)) dzialajacy na rozkladach prawdopodobienstwa (wek-
torach prawdopodobienstwa) wszystkich populacji, wlaczajac w definicje populacji
wartosci funkcji przystosowania. Dzieki temu operator 1" staje sie operatorem lin-
iowym, niezaleznym od wartosci funkcji przystosowania dla konkretnych elemen-
tow przestrzeni kodowej, wystepujacych w konkretnej populacji. Przy odpowiedniej
definicji tworzenia nowej generacji stosunki wartosci funkcji przystosowania, bedace
podstawa wyznaczania selekcji proporcjonalnej, moga by¢ "ukryte" w wartosci wek-
tora prawdopodobienistwa uporzadkowanego elementami zbioru wszytkich mozliwych
populacji (por. definicje zbioru wszystkich mozliwych populacji W z poczatku rozdzi-
alu, oraz wyrazenia na prawdopodobienistwa (2.16) i (2.17)) .

2.4.
Operator mutacji

Przejdzmy do operatora mutacji. Dla prostego operatora genetycznego naturalnym
jest rozpatrze¢ najpierw mutacje binarng, réwnomierng, o parametrze u. Oznacza
to, ze dowolny gen w chromosomie, komorce (elemencie przestrzeni kodowej), moze
byé zmutowany z prawdopodobieristwem p.

WyjdZzmy z dowolnego elementu z;. Wiemy, ze prawdopodobienstwo wyst¢powa-
nia tego elementu jest g;. Prawdopodobieristwo przejécia w element z; na drodze
mutacji z populacji ¢ jest

s—1
Z Uijg;, (2.9)
=0

gdzie U;; jest elementem macierzy U opisujacej prawdopodobienistwa mutacji z ele-
mentu z; w element z;, w przypadku gdy ¢ # j. Gdy i = j, jest to prawdopodobien-
stwo przetrwania elementu z; w trakcie mutacji.

Spos6b wyznaczania elementoéw tej macierzy pokazuje nastepujacy przyktad. Gdy
z; rozni si¢ od zj na ¢ pozycjach, to

Uij = p(1 = p)'=° (2.10)
Sktadajac operacje mutacji i selekcji otrzymujemy zaleznosé
1
p(t+1)=UoFp(t) = = USp(t), (2.11)

fp(t))
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gdzie zmienna t oznacza numer populacji, kroku iteracji.

Dla poprawno$ci naszych wynikéw zawartych w nastepnych rozdziatach nie ma
potrzeby ograniczania sie jedynie do macierzy mutacji U, ktorej elementy dane sa
przez (2.10). Wyniki beda poprawne dla przypadku ogolniejszego, w szczegolnosci
dla niebinarnych operatoréw mutacji. Bedzie sie jedynie wymagaé, aby elementy
macierzy U byly nieujemne oraz ich suma w kazdej kolumnie bylta réwna jeden.
To oznacza, ze macierz U przeprowadza wektory prawdopodobieristwa w wektory
prawdopodobienistwa, a to oznacza, ze jest macierza Markowa [52].

Wiekszosé wynikéw naszego artykulu dotyczy algorytmu genetycznego, w ktorym
zostal pominiety nastepny element prostego algorytmu genetycznego, a mianowicie
krzyzowanie.

2.5.
Operator krzyzowania

Aby okresli¢ operator krzyzowania C, musimy wprowadzi¢ kilka dodatkowych pojeé.
Niech macierze Coy,....,Cs_1 beda takimi, ze element (i,7) macierzy C oznacza
prawdopodobieristwo, Ze element z; skrzyzowany z elementem z; wygeneruje element
Zk-

Dla przyblizenia wprowadzanych poje¢ rozpatrzmy skrétowo przypadek chromo-
somu o dhugosci [ = 2. Wowczas elementy przestrzeni kodowej maja postaé

20 =00, 21 =01, 20 = 10, 23 = 11. (2.12)

Gdy krzyzowanie jest jednolite, tzn. wszystkie elementy mogg podlegaé krzyzowaniu
ze wszystkimi, macierz Cy ma postaé

1,0 0,5 0,5 0,25
0,5 0,0 0,25 0,0
0,5 0,25 0,0 0,0
0,25 0,0 0,0 0,0

Co = (2.13)

Macierze C sa symetryczne. Nastepnie tworzymy operator C' w dzialaniu na
dowolng populacje p przepisem

C(p)=(p-Cop,....p  Cs_1p), (2.14)

gdzie kropka - oznacza formalny iloczyn skalarny dwoch wektoréw z s-wymiarowe;
przestrzeni.

Dziatanie prostego algorytmu genetycznego [100, 68, 75| przy przejsciu od danej
populacji do nastepnej jest opisywane operatorem G, bedacym zlozeniem trzech op-
eratorow: selekcji, mutacji i krzyzowania

G=CoUoF. (2.15)

Czytelnika zainteresowanego szczegdétowym opisem tych mechanizméw odsytamy
do pozycji bibliografii [100, 68].
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2.6.
Model z selekcja i mutacja dla populacji skoniczonych

Niech p = (po, ..., ps_1) bedzie wektorem populacji. Gdybys$my rozpatrywali p € A,
wowczas operatory opisane w rozdziale 2 przeprowadzalyby zbior A w siebie. Jednak
kiedy mamy do czynienia z populacja o skoriczonej liczbie elementéw, to znaczy
p € A, wowczas te operatory moga wyprowadzaé¢ populacje poza zbiér A. W tym
przypadku postepujemy nastepujaco. Jesli mamy dana populacje p, to losujemy ze
zwracaniem r-elementéw ze zbioru Z, przy czym prawdopodobienistwo wylosowania
elementow z, ..., zs—1 opisane jest wektorem G(p), gdzie

1
G(p) = mUSp . (2.16)

Te r-elementéw to nasza nowa populacja q.

Oznaczmy przez W zbiér wszystkich mozliwych populacji r-elementowych ztozo-
nych z elementéw wybranych ze zbioru Z, przy czym elementy w populacji moga sie
powtarzaé. Zbior ten jest skoriczony i jego moc oznaczamy przez M. Mozna wykazad,
ze liczba M dana jest pewng formuta kombinatoryczna. Teraz w dowolny sposéb
ponumerujemy populacje, tzn. W = {w!,. .. ,wM}. Oczywiscie dla danej populacji
wh = (wf,...,wk ), gdzie k € {1,..., M}, liczba w¥ dlai € {0,...,s—1} oznacza
prawdopodobienistwo wylosowania z populacji w* komorki z; (czyli wzgledny udzial
komorki z; w populacji w”). Zalozmy, ze zaczynamy nasza implementacje od dowol-
nej populacji p = w* . W nastepnym kroku kazda z populacji w!,...,wM
wystapi¢ z prawdopodobienistwem, ktére mozna wyznaczyé. Prawdopodobienstwo
! w nastepnym pokoleniu jest rowne

moze

wystapienia populacji ¢ = w

s—1 rq;
T!H (G(p)s)"™" ' (2.17)

iy (rg)!
Po dwoch krokach kazda z populacji w!,...,wM™ bedzie wystepowaé¢ z pewnym
prawdopodobienistwem, ktore jest dwukrotnym ztozeniem powyzszego wzoru. Podob-
nie w trzecim kroku. I tak dalej. Tak wiec ma sens rozpatrywanie rozktadu prawdo-
podobienistwa, z jakim w kolejnych krokach pojawiajg sie odpowiednie populacje.
Oznaczmy
I'={zecRM:Vkaz, >0oraz ||z]|| = 1},

gdzie ||z|| = x1 + ... + xp, dla x = (21,...,xpr). Zbior I' sklada sie ze wszystkich
mozliwych rozktadéw prawdopodobieristwa dla populacji. Tak wiec opisana przez
nas implementacja przeprowadza w kazdym kroku zbiér I' w siebie.

Wprowadzmy teraz na zbiorze I' podstawowy dla dalszych rozwazan probabilisty-
czny operator przejscia (ang. transition operator)

T():NxT —T, (2.18)

ktorego dzialanie okreslaliémy opisowo powyzej. Jesli u € T, to przez T(t)u =
(T(t)w)1, ..., (T(t)u)s) oznaczamy rozklad prawdopodobienstwa dla M populacji
w kroku numer t , je$li zaczynaliSmy naszg implementacje prostego algorytmu gene-
tycznego G (por. (2.16)) od rozktadu prawdopodobienstwa dla M populacji rownego
u = (u1,...,up) € T', przy t - krotnym zastosowaniu powyzszego rozumowania.
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Zauwazmy, ze (T(t)u)r dla k € {1..., M} oznacza prawdopodobienstwo wystapi-
enia w kroku numer ¢ populacji w* . Ze wzgledu na definicje G(p) w (2.16),(2.17)
oraz uwage zrobiong na koricu punktu poswieconego operatorowi selekcji, operator
przejscia T jest liniowy.

Dla przyblizenia sposobu dziatania algorytméw genetycznych warto odwotaé sie
do obrazu czesto wystepujacego w bladzeniu losowym punktéw po pewnym zbiorze
[52], gdyz samo dzialanie (prostego) algorytmu genetycznego jest podobne do nastepu-
jacego schematu. W przestrzeni wszystkich mozliwych populacji A wedruje punkt,
ktorego nastepne losowe potozenie jest efektem dziatania SGA na biezacej popula-
cji. Wiemy, ze w chwili poczatkowej punkt byt jedna z mozliwych populacji, ponu-
merowanych liczbami 1, 2, ..., M, odpowiednio z prawdopodobienistwami w1, uo, ..., ups.
Wiemy tez, ze jesli w chwili ¢ (w pokoleniu o numerze t) mieliSmy populacje p o nu-
merze k, tzn. populacje w”, to prawdopodobieristwo, ze w chwili t 41 (w pokoleniu o
numerze t+ 1) osiagnie sie populacje ¢ o numerze [, tzn. populacje wl, wynosi py 1 to
prawdopodobienistwo nie zalezy od numeru kroku, w ktérym to przejécie nastepuje.
Przy tych wtasnie oznaczeniach prawdopodobienistwo py jest dane wzorem (2.17).

Utwoérzmy nieujemna, kwadratows macierz T' o rozmiarze M, ktérej elementy
tworza pik, l,k = 1,2,....M. Wobwczas rozkltad prawdopodobienistwa potozenia
naszego punktu w kroku ¢ dany jest wzorem

Tw t=0,1,2,...

Wzor definiuje nam kazdy element macierzy opisujacej prawdopodobieristwa przejscia
miedzy dowolnymi populacjami. Elementy te nie zaleza od numeru kroku algorytmu.
Wprowadzony powyzej operator przejscia T'(t) jest zwiazany z powyzsza macierzg
nastepujaca zaleznoscia

T(t)=T".

Tak okre$lona macierz jest macierza Markowa. Fakt ten pozwala na wykorzys-
tanie dorobku teorii operatorow Markowa do analizy zbieznosci algorytméw gene-
tycznych.

Niech e € I' bedzie wektorem, ktéry na k-tym miejscu ma jedynke oraz zero na
pozostalych miejscach. Tak wiec e, jest takim rozktadem, w ktorym populacja w*
wystepuje z prawdopodobieristwem 1. Zapis T'(t)w* bedziemy rozumieli jako

T(t)w* = T(t)es. (2.19)

W ten sposob opisany jest przypadek, gdy nasze doswiadczenie rozpoczynamy od
konkretnej populacji w*. W dalszym ciggu bedziemy zakladaé, ze zachodzi nastepu-
jacy warunek:

Uj; >0 dla j €{0,...,s —1}. (2.20)

Warunek ten, w przypadku mutacji binarnej, opisanej poprzednio i danej wzorem
(2.10) jest w rzeczywistosci ograniczeniem na dopuszczalne wartosci parametru p.
Parametr ten charakteryzuje prawdopodobiefistwo mutacji pojedyiczego genu w
chromosomie (elemencie przestrzeni kodowej), tutaj czesto nazywanym komorka.
Spojrzenie na wzor (2.10) moéwi, ze spelnienie nierownosci (2.20) jest mozliwe przy
warunku

0< <l (2.21)
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Zatozmy teraz, ze mamy dany dowolny rozkltad prawdopodobienistwa dla M po-
pulacji u = (uy,...,upr) € I' . Latwo obliczy¢, ze wtedy dla i € {0,...,s — 1}
prawdopodobienistwo wylosowania komorki z; wynosi

> wf oy, (2.22)

gdzie wf to prawdopodobienstwo wylosowania z k-tej populacji komorki 2%, a uy
prawdopodobienistwo wystapienia k-tej populacji. Populacja oczekiwana bedziemy
nazywaé wektor z przestrzeni R°® ktorego i-ta wspotrzedna bedzie dana wzorem
(2.22). Poniewaz uj >0, wi >0dlak e {1,...,M}, i €{0,...,s — 1} oraz

s—1

M M s—1 M
0 \k=1 k=1 =0 k=1

1=

wiec nasz wektor nalezy do A . Z (2.22) wynika, ze populacja oczekiwana opisana
jest wzorem

> wh ey, (2.23)

Oczywiscie populacja oczekiwana moze nie by¢ zadnag ze wszystkich mozliwych po-
pulacji r-elementowych.

Dla kazdego u € T" oraz dla dowolnego ¢t mamy dany pewien rozktad prawdopodo-
bienstwa dla M populacji T'(t)u . Stad wynika, ze mamy dana réwniez populacje
oczekiwang w tym kroku.

Oznaczmy przez R(t)u = ((R(t)u)o, ..., (R(t)u)s—1) populacje oczekiwang w
kroku t , jesli zaczynaliSmy nasze doswiadczenie od rozktadu u € I' . Mamy oczywiscie
R(t)yu € A .

Definicja 2.6.1 Bedziemy mowili, zZe model jest asymptotycznie stabilny, jesli ist-
nieje u* € I' takie, Ze:

Ttu* =u" dla t=0,1,... (2.24)

tlim IT(t)u —u*||=0 dlaVuel . (2.25)

Poniewaz dla k € {1,..., M} mamy
[(T®)w), —uil < 17w -], (2.26)

wiec z (2.25) otrzymujemy
lim (T(t)u)

t—o0

E = up, . (2.27)

To oznacza, ze prawdopodobienstwo wystapienia populacji w* w kroku numer
t zmierza do pewnej ustalonej liczby w;, , niezaleznej od poczgtkowego rozktadu
u . Ma to miejsce réwniez w szczegblnym przypadku, gdy nasza implementacje
rozpoczelismy od jednej konkretnej populacji p = w? .
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Twierdzenie 2.6.1 Jesli model jest asymptotycznie stabilny, to
tlim |R(t)u —p*||=0 dla uwel, (2.28)
—00

gdzie p* € A jest populacjg oczekiwang odpowiadajgcq rozktadowi u*. W szczegdlnosci
mamy rowniez
tlim [|R(t)p—p*||=0 dla peWW. (2.29)
—0Q0

DowoOD . Z (2.23) mamy

M
R(tyu="> w'- (T(t)u),
i=1
oraz
M .
p* _ sz -
i=1
Tak wiec
Mo Mo
IR —p*l| = |[D_w' - (T(t)u), = > w'-uj|| =
=1 =1
s—1 M M .
=D 1D - (T(t)u), = Y _w -] <
7=0 i=1 i=1
s—1 M M s—1
< ZZw; (T(t)u), —uf| = Z Zw; (T (t)u), — uf| = [|T(t)u — u*||.
7=0i=1 =1 \j=0

Stad na podstawie (2.25) zachodzi (2.28). Biorac pod uwage przyjete oznaczenie
zadane zaleznoscia (2.19), wzor (2.29) jest szczegolnym przypadkiem (2.28). O

7 twierdzenia wynika, ze jedli model jest asymptotycznie stabilny, to popu-
lacja oczekiwana stabilizuje sie zmierzajac do p* € A niezaleznie od warunkow
poczatkowych.

Przyjmujemy, ze z komorki z, mozna otrzymacé z, w jednej mutacji (lub w jednym
kroku) z dodatnim prawdopodobienstwem, jesli U, > 0. Zaktadamy, ze z komorki
zq, mozna otrzymaé komoérke z, z dodatnim prawdopodobienistwem w n-mutacjach
(lub w n-krokach), jesli istnieja komorki z;,, ..., z;, takie, ze z;, = z4 , 2i, = 2p Oraz
kazda komorke z;; dla j =1,...,n mozna otrzymac z komorki z;;_, w jednym kroku
z dodatnim prawdopodobienstwem.

Przytoczony tutaj w Twierdzeniu 2.6.1 wynik ma fundamentalne znaczenie dla
analizy zbieznosci algorytmow genetycznych [88].

Definicja 2.6.2 Model nazywamy punktowo asymptotycznie stabilnym, jesli istnieje
populacja wl  taka, ze
lim (T'(t)u); =1dlauel . (2.30)

t—o00

Warunek (2.30) Definicji 2.6.2 oznacza, ze w kolejnych krokach prawdopodo-
bienstwo pojawienia sie populacji innej niz w’ zmierza do zera. Jest to szczegdlny
przypadek asymptotycznej stabilnosci, gdzie

u :ej.
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Twierdzenie 2.6.2 Model jest punktowo asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wt-
edy, gdy istnieje doktadnie jedna komorka z, o tej wltasnosci, ze mozna jg otrzymac z
dowolnej komorki w skoriczonej ilosci krokéw z dodatnim prawdopodobieristwem. W
takiej sytuacji populacja w’ sktada sie wytgcznie z komdrek z, oraz zachodzi

T(t)w =w . (2.31)

Ponadto prawdopodobienstwo wystgpienia w kroku numer t populacji innej niz w’
zmierza do zera w postepie geometrycznym, tzn. istniejg A € (0,1), D € R4 takie,

ze
M

D (T(tu); <D - N (2.32)
o

g

Dowody twierdzen i wspomagajacych je lematow sg umieszczone w oryginalnych
artykutach [86, 87, 85|, do ktorych odwolujemy sie w Bibliografii.

Liczby A i D dla konkretnego modelu mozemy wyznaczy¢. Wzor (2.30) méwi nam,
ze gdybysSmy w rzeczywistodci postepowali wedlug opisanego przez nas algorytmu ,
to populacja w’ pojawi sie po skoniczonej iloéci krokéw. Ze wzoru (2.31) wynika, ze
z populacji w/ otrzymujemy w’ z prawdopodobienstwem réwnym 1, czyli, jesli w’
raz sie pojawi, to od tego momentu bedziemy mieli stale populacje w?.

7 twierdzenia 2.6.2 wynika, ze taka jak wyzej zbieznos¢ do jednej populacji moze
pojawi¢ sie tylko przy bardzo szczegbdlnych zalozeniach. To uzasadnia sens badania
asymptotycznej stabilnosci takiej, jak w Definicji 3.1.

Definicja 2.6.3 Przez komdrke osiggalng rozumiemy takq komdrke z, € Z, ktorg
mozna otrzymac z dowolnej innej w skonczonej ilosci krokéw z dodatnim prawdopodo-
bienistwem. Oznaczymy przez Z* zbior komdrek z, o tej wlasnosci.

Twierdzenie 2.6.3 Model jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy Z* #
0. O

Twierdzenie 2.6.4 Zatozmy, Ze model jest asymptotycznie stabilny. W tej sytuacyi
zachodzi nastepujgea rOwnowazinosé:

(war) wuyp > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy populacja wF sktada sie wytgcznie z
komorek nalezgcych do zbioru Z*.

Uwaga 2.6.1 Jesli Z* = Z, toVk € {1,...,M} wuj >0.

Podsumujmy nasze wyniki:
1. Z* = () = brak asymptotycznej stabilnosci;
2. Z* # ) = asymptotyczna stabilnosé, przy czym:

3. Z* jest zbiorem jednoelementowym =- punktowa asymptotyczna stabilnosé
(zbiezno$¢ w pewnym sensie do jednej populacji);
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4. Z* jest zbiorem zawierajacym wiecej niz jeden element = asymptotyczna sta-
bilnos¢, ale brak punktowej asymptotycznej stabilnosci (stabilizuje sie prawdo-
podobienstwo otrzymania poszczegblnych populacji w kolejnych krokach, lecz
brak zbieznosci do jednej populacji).

UWwAGA Dla konkretnego modelu spetniajacego zalozenia Twierdzenia 2.6.4 mozna
otrzymac efektywne oszacowanie uj i p;, od dotu.



ROZDZIAL 3
Uklady dynamiczne a algorytmy
genetyczne

3.1.
Algorytmy genetyczne jako uklady dynamiczne

Algorytmy genetyczne generuja struktury zbioréw rozwiazan ( a takze trajektorie)
o pewnych szczegolnych wtasnosciach, ktore mozemy bada¢ metodami uktadow dy-
namicznych, a w szczegblnodci teorii ergodycznej. Mozliwa jest sytuacja, w ktorej
wyniki uzyskane dla algorytmoéw genetycznych sa przenaszalne na algorytmy ewolu-
cyjne. Ma to miejsce, gdy proces przeszukiwania algorytmu ewolucyjnego mozemy
opisa¢ macierza Markowa. Wykorzystanie tancuchéw Markowa do modelowania al-
gorytmow genetycznych podjeto w szeregu prac [101, 100, 76, 20]|. Modele te sa doty-
chczas pewna ideg pozwalajaca bada¢ wlasnosci graniczne algorytmoéow genetycznych
i ewolucyjnych. Sg one konstruowane w sposéb na tyle ogélny , ze obejmuja sze-
rokie klasy algorytméw i pozwalajg na prowadzenie badan wtasnosci jakosciowych
algorytmoéw. Na podstawie modelu Markowa udowodniona zostala zbieznosé algo-
rytmow i istnienie rozktadu granicznego. Uzyskano tez wyniki okreslajace parametry
zbieznosci. Jednak wyniki te sa wynikami jako$ciowymi i niewiele méwig o zachowa-
niu konkretnego algorytmu. Trudnosci zwigzane z budowa modelu konkretnego al-
gorytmu wynikaja ze zlozonego mechanizmu dziatania algorytmu. Zalezy on od
sposobu kodowania, mutacji, krzyzowania, selekcji i wielkoéci parametréow okreslaja-
cych te operatory genetyczne, a takze wzajemnego oddzialywania tych czynnikéw.
Oddzialywania te sa nieliniowe i trudne do modelowania oraz analizy. Wptyw mu-
tacji na dziatanie algorytmu zalezy od sposobu kodowania zadania. Zagadnienie
kodowania jest takze $cidle zwigzane z prawdopodobienistwem mutacji. Jesli ze
zmiang kodowania zmienia sie prawdopodobienistwo mutacji tak, ze prawdopodo-
biefistwa przejs¢ sa zachowane, to algorytm zachowuje sie tak samo. W zwiazku z
tym algorytm z autonomicznym dostrajaniem mutacji powinien zachowywac sie tak
samo, niezaleznie od sposobu kodowania. Sprawa dostrajania parametrow i ogdlniej
sterowania parametrami powinna by¢ rozpatrywana razem z zagadnieniem kodowa-
nia. Niezalezne rozpatrywanie tych zagadnien moze by¢ btedne. Nalezy takze braé
pod uwage problem nadmiarowosci kodowania. Staje sie wtedy istotng wielkos¢ nad-
miarowosci i sposdb ingerencji nadmiarowosci w znaczenie kodu [67].

Nawet algorytm z dodatnim prawdopodobiefistwem mutacji nie przeprowadza
kazdego elementu w kazdy z tym samym prawdopodobienistwem, gdy kodowanie jest
nadmiarowe. Czy mozna dobra¢ prawdopodobienistwo mutacji tak, aby skompen-
sowaé nadmiarowos¢?. To pytanie pozostaje otwarte.
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Mutacja nie ma wptywu na rozklad graniczny, gdy macierze opisujace poszczegdlne
operacje genetyczne sa przemienne [89]. W praktycznych zadaniach takie przypadki
nie zachodza. Wobec tego macierze te nie sg przemienne, a zatem mutacja ma
wplyw na rozkltad graniczny. Interakcja miedzy parametrami algorytméw powoduje,
ze wyniki badan indywidualnego wptywu poszczegélnych parametréw na zachowanie
algorytmoéw nie pozwalaja na ich uogoélnienie na inne przypadki. Istnieje potrzeba
wprowadzenia klasyfikacji algorytméw na podstawie ich wlasnosci dynamicznych.

3.1.1. Algorytmy, struktury, losowo$¢

Algorytmy genetyczne jako szczegélna wersja algorytmoéw ewolucyjnych oparta na
binarnej reprezentacji osobnikéw i operatorach selekcji, krzyzowania oraz mutaciji,
sg dzi§ powszechnie wykorzystywanymi metodami rozwigzywania réznorodnych za-
gadnien optymalizacyjnych. Jednak mimo intensywnych badan, podstawy dziatania
takich algorytméw nadal nie sa w pelni wyjasnione. Teoria algorytmoéw ,mimo po-
dejmowania jej przez wiele oérodkéw i znamienitych badaczy, jest nadal czastkowa
i nie daje zadowalajacych (dostatecznych) podstaw do projektowania algorytmow
dopasowanych do zadania optymalizacyjnego. Algorytmy genetyczne sa uktadami
(operatorami) losowymi, silnie nieliniowymi i istnieja trudnosci z uzyskaniem moc-
nych wynikéw teoretycznych. Projektujac algorytm genetyczny programista kieruje
sie doswiadczeniem. Brak jest natomiast niekwestionowanych metod pozwalajacych
na jednoznaczne przyporzadkowanie algorytmu do rozwigzywanego zadania optyma-
lizacyjnego.

3.1.2. Zbiezno$¢ binarnego algorytmu genetycznego

W teorii obliczent ewolucyjnych najwazniejszymi zagadnieniami sg: badanie zbieznosci
algorytmoéow ewolucyjnych, a takze asymptotycznego zachowania trajektorii algoryt-
mow, badanie stopnia trudnosci problemu (zadania) ze wzgledu na rodzaj algorytmu
oraz problematyka ztozonosci obliczeniowej algorytméw. Jednym z najwazniejszych
probleméw jest ustalenie zaleznosci pomiedzy typem algorytmu ewolucyjnego a zada-
niem optymalizacyjnym (funkcja dopasowania), do ktorego jest on stosowany. Istotne
jest, jakie kryteria nalezy stosowaé przy takim doborze. Jest to problem otwarty i
praktycy pokonuja go opierajac sie na doswiadczeniu i wskazéwkach heurystycznych.

Cechg charakterystyczna algorytmu genetycznego jest zwickszanie sie udziatu
osobnikéw lepiej dopasowanych w populacji i wzmacnianie ich wplywu na ksztal-
towanie sie nastepnych populacji, poprzez dtuzsze przezycie i tworzenie wiekszej ilosci
potomkéw. Jednak sposoby wprowadzenia tego mechanizmu do algorytmu genety-
cznego réznig sie bardzo w zaleznosci od przekonari i wiedzy programistéw. Parame-
trami decydujacymi o dzialaniu algorytmu sa mechanizmy reprodukcji i dziedz-
iczenia, rozmiary populacji i metody selekcji osobnikéw. Potrzebne sg wyniki teore-
tyczne opisujace zaleznosci miedzy metodami kodowania (reprezentacji) osobnikow
a wlasno$ciami operatoréow przeszukujacych przestrzen kodowa.

Zbieznosé algorytmu genetycznego jest gléwnie uzalezniona od sposobu generowa-
nia nowych populacji oraz rodzaju i parametréw selekcji. Badania tych zagadnien
sg podstawowymi tematami teorii algorytméw genetycznych i badan empirycznych.

Wobec szybkiego rozwoju algorytméw genetycznych, ich typow, jak i zmiennosci
parametréw powstaje potrzeba wypracowania takich metod doboru operatoréw ge-
netycznych, ktére optymalizuja algorytmy dla pewnej, mozliwie szerokiej klasy zadar
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[16]. Ciag populacji algorytmu genetycznego mozna rozpatrywac jako tancuch Mar-
kowa (z czasem dyskretnym). Model taricucha Markowa pozwala na badanie algo-
rytmu genetycznego przy uzyciu proceséw roéwnowaznych tancuchom Markowa. Ze
wzgledu na to, ze przestrzen kodowa jest przestrzenia binarng, a algorytmy dziataja
na ciagach binarnych (osobnikach), celowe jest podjecie badan algorytmow jako prze-
suniecia Bernoulliego.

To stwierdzenie jest podstawa klasyfikacji. Klasyfikacje proponujemy prowadzié¢
na podstawie entropii trajektorii algorytmu [21, 14, 27|.Hipoteza, ze mozna klasy-
fikowaé algorytmy genetyczne na podstawie entropii (lub wymiaru fraktalnego) tra-
jektorii, opiera sie na twierdzeniu Ornsteina [61], wedtug ktorego entropia jest niezmi-
ennikiem izomorfizmu dla przesunieé¢ Bernoulliego. Oczywiscie taka klasyfikacja moze
byé tylko przyblizona, gdyz trajektoria algorytmu genetycznego jest zbiorem skoric-
zonym.

Wyznaczajac zatem entropie trajektorii algorytmoéw genetycznych mozemy stwier-
dzi¢, czy sa one izomorficzne. Bezposrednie wyznaczanie entropii na podstawie
trajektorii nie jest mozliwe bez znajomosci rozktadu prawdopodobienistwa przej-
$cia miedzy stanami populacji. Wymaganie znajomosci rozkladu i uwzglednienie
tej informacji przy wyznaczaniu entropii powoduje, ze niemozliwe jest zastosowanie
tej metody, gdy chcemy badaé¢ konkretne realizacje algorytmu i jego trajektorie.
Wyznaczanie entropii mozliwe jest na podstawie obserwacji pojedynczej trajektorii
algorytmu i nie wymaga jakiejkolwiek wiedzy o rozkladzie prawdopodobienistw prze-
j8¢ pomiedzy poszczegdlnymi stanami procesu. Warunki do tego okresla twierdze-
nie Lempel-Ziv (tzw. metoda przedrostkowa) [1,29]. Rozwazajac trajektorie jako
nieskonczenie dtugi tekst, wyznaczamy entropie poprzez zliczanie przedrostkow [74].
Dwa procesy, ktore maja te sama entropie sa rownowazne (w sensie ztozonosci) i
moga by¢ przeksztatcone jeden na drugi poprzez przeksztatcenie, ktére komutuje z
przesunieciem w przestrzeni trajektorii.

3.2.
Glowne kierunki badan

W algorytmach genetycznych réznorodnosé populacji i napér selekcyjny sa dwoma
istotnymi zagadnieniami i konkuruja ze soba [6]. Mozna postawié¢ hipoteze, ze sa one
sprzezone i maja istotny wplyw na zbieznosé¢ algorytmoéw genetycznych.

Zbiezno$é algorytméw genetycznych jest jednym z najbardziej fundamentalnych
zagadnien teoretycznych, badanych miedzy innymi za pomocg skoniczonych taiicuchow
Markowa |70, 41]. Tworzono tez metaalgorytm genetyczny do sterowania parame-
trami innego algorytmu genetycznego . Staranne badanie wptywu parametréw steru-
jacych na algorytmy genetyczne przedstawiono w [59].

Probowano tez rozstrzygnaé problem: ktéry z operatoréw, mutacji czy krzyzowa-
nia, ma wiekszy wplyw na dziatanie algorytmu genetycznego? Wynikiem tych analiz
byto stwierdzenie, ze wplyw operatora mutacji na dziatanie algorytmu genetycznego
jest wiekszy, niz to poczatkowo przypuszczano [56]. Stad badanie wtasnosci oper-
atora mutacji jest szczegdlnie uzasadnione przy prébie wyjasnienia mechanizméw
dziatania algorytméw genetycznych.

W badaniach tych podjeta zostanie proba klasyfikacji algorytméw genetycznych
z wykorzystaniem pojecia entropii [21, 79, 7|. Propozycja ta wykorzystuje fakt
izomorfizmu operatoréw ergodycznych w przypadku, gdy maja one ta samg entropie.
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Poniewaz entropia okresla wtasnosci mieszania punktéw trajektorii operatora, wiec
jej badanie dla operatoréw ergodycznych jest w istocie badaniem wlasnosci mieszania
algorytmu genetycznego.

Dotychczas sporadycznie wykorzystywano pojecie entropii do badania lub kon-
strukcji algorytmow genetycznych, a inspiracja do zastosowania tego pojecia wywodz-
ita sie z teorii informacji. Entropie wykorzystywano do sterowania operacja krzyzowa-
nia przy rozwiazywaniu zagadnieri klasyfikacyjnych. W innej procedurze entropia
wykorzystywana jest do sterowania szybkoscia zbieznosci populacji i zapozyczona
jest z metody symulacyjnego wyzarzania .

Podejmowano tez proby wykorzystania entropii do wyznaczania miar okreslaja-
cych zachowanie algorytmu genetycznego [97], jednak i w tym przypadku inspiracja
stosowania entropii pochodzita z teorii informacji .

Ergodycznosé operatora mutacji jest wlasnoscia jednowymiarowego dzialania op-
eratora mutacji, gdyz taki jest mechanizm dziatania tego operatora. Jednak wyznac-
zone w ten sposéb punkty odpowiadaja punktom w przestrzeni wielowymiarowej. W
zwiazku z tym celowe wydaje sie podjecie badari symulacyjnych wyjasniajacych, na
ile wlasnos¢ ergodycznosci dotyczy reprezentacji punktéw w przestrzeni wielowymi-
arowe;j.

Najbardziej efektywna metoda badania jest wyznaczenie wymiaru pudetkowego
trajektorii generowanych przez operatory algorytmow genetycznych [4, 33, 46]. Wymiar
pudetkowy jest (dyskretnym) przyblizeniem wymiaru fraktalnego, wiec jego badanie
moze by¢ innym sposobem przyblizonego wyznaczania entropii tych operatoréow, gdyz
istnieje $cista zalezno$é miedzy entropia a wymiarem fraktalnym [3]. Istnienie za-
leznosci miedzy entropia operatora a wymiarem fraktalnym jego trajektorii jest pod-
stawg do przeprowadzenia analizy poréwnawczej tak otrzymanych wynikéw, to jest
entropii i wymiaru pudetkowego. Jezeli klasyfikacja uzyskana na podstawie entropii
bedzie sie pokrywata z klasyfikacja uzyskana na postawie wymiaru pudetkowego, to
bedzie to potwierdzeniem naszej hipotezy.

3.3.

Parametry

3.3.1. Samoadaptacja parametréw operatoréw genetycznych

Zagadnienie doboru parametréow algorytmu jest, jak do tej pory, zadaniem stabo
zdefiniowanym i ztozonym, o nieokreslonej strukturze. Ré6wnoczesnie sadzimy, ze sam
(metalgorytm dobudowany do algorytmu genetycznego) algorytm genetyczny moze
lepiej rozwiazuje tego typu zadanie niz inne metody. Dotyczy to sytuacji, gdy dopa-
sowanie parametréow algorytmu genetycznego nastepuje na podstawie aktualnego
stanu procesu (aktualnej populacji). Mozliwe jest to poprzez wprowadzenie regut
zmiany, doboru parametréw, na podstawie stanu populacji i wartosci funkcji przys-
tosowania. Takze mozliwe jest to przy rownoczesnej modyfikacji funkcji przystosowa-
nia. Mozna tez rozszerzy¢ warto$¢ chromosomu poprzez dolaczenie parametréw
do chromosomu i poddanie catosci procesowi ewolucji. Nastepuje w ten sposéb
powigzanie wielkosci i zmian parametréw z aktualnym stanem procesu, populacji
i rozwiazania. Mozliwe jest tez rownolegle wlaczenie osobnego algorytmu (metalgo-
rytmu) modyfikujacego parametry wlasciwego algorytmu rozwiazujacego postawione
zadanie.
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3.3.2. Twierdzenie Markowa

Dziatanie algorytmu genetycznego jest wynikiem zlozenia przeksztalcen populacji
realizowanych kolejno przez operatory selekcji, krzyzowania i mutacji. Iteracyjne
powtarzanie tych dziatan nad populacja osobnikéw bedacych elementami przestrzeni
rozwigzan prowadzi do uzyskania rozwiazan zadan optymalizacyjnych.

Definicja 3.3.1 Operatory Markowa ([52])
Dana jest macierz kwadratowa

M

P=(py) ij=1,.. M, pj >0, pej=1 ,i,j=1,..,M, (3.1)
k=1

macierz taka jest macierzqg Markowa.

Rozwazmy dowolny wektor probabilistyczny f;, f; > 0, dla ¢ = 1,....M spekia-
jacy warunki

d =1 (3.2)

Badamy ciag P"f dlan =0,1,....

Definicja 3.3.2 P jest asymptotycznie stabilny, jesl dla kazdego [ spetniajgcego
powyzsze warunki , cigg P™f zmierza do tej samej granicy f*, niezaleznie od wyboru

f-
Warunek konieczny i dostateczny asymptotycznej stabilnosci podat Markow.

Twierdzenie 3.3.1 Operator (macierz) Markowa P : RM — RM jest asymptoty-
cznie stabilny wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla pewnego naturalnego n istnieje wskaznik
i€{1,.., M} taki, ze wszystkie wyrazy i-tego wiersza macierzy P" sq dodatnie.

Algorytm mozemy traktowaé¢ jako losowanie nastepnej populacji z rozktadem
wyznaczonym przez dang populacje. Jezeli liczba populacji jest skoniczona, to funkcja
przejscia moze by¢ opisana skoriczona liczbg prawdopodobienistw przejsé, ktore tworza
macierz kwadratowa o wymiarze réwnym ilosci mozliwych populacji. Macierz taka
jest macierza Markowa.

Jesdli prawdopodobienistwo mutacji jest dodatnie p,, > 0, to dodatnie jest tez
prawdopodobienistwo przejscia z dowolnej populacji do kazdej innej. Zatem macierz
Markowa opisujaca funkcje przejscia prostego algorytmu genetycznego ma wszystkie
wyrazy dodatnie. Taki operator jest asymptotycznie stabilny na mocy powyzszego
twierdzenia Markowa. Rozktad graniczny algorytmu jest wowczas niezalezny od
populacji poczatkowej. Jest to najprostszy przypadek stabilnosci asymptotycznej
prostego algorytmu genetycznego.

3.3.3. Algorytm elitarny

Algorytmy z selekcja elitarng (zachowanie najlepszego osobnika w nastepnej popula-
cji) moga by¢ modelowane modelem Markowa, w macierzy ktorego wystepuja zera.
Warunkiem jest, aby w pewnym momencie w macierzy wystepowal wiersz nieze-
rowy. W algorytmie elitarnym podczas tworzenia nastepnej populacji zachowywany
jest najlepszy osobnik (element) populacji poprzedniej. Przy takiej selekcji macierz
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Markowa, opisujaca prawdopodobienistwa przejscia od danej populacji do nastepne;j
zawiera elementy zerowe. Wynika to z tego, ze mozliwe jest tylko przejscie do popu-
lacji, w ktorej element najlepszy jest nie gorszy niz aktualny element najlepszy. Stad
prawdopodobienistwo przejscia do populacji, ktorej element najlepszy bytby gorszy
od aktualnego jest rowne zero. Jezeli jednak wezmiemy populacje sktadajaca sie
wylacznie z samych elementéw najgorszych w danej przestrzeni poszukiwan, to z
tej populacji mozliwe jest przejscie do wszystkich innych populacji (przy dodatnim
prawdopodobieristwie mutacji), niezaleznie od tego, czy element najgorszy jest jeden,
czy tez jest ich wiele. To samo dotyczy takze elementéw najlepszych. Zatem wiersz,
w ktérym wystepuje opisana najgorsza populacja ma wszystkie elementy niezerowe.
W takim przypadku speliony jest warunek twierdzenia Markowa o asymptotycznej
stabilno$ci wymagajacy, aby istniala potega macierzy Markowa o niezerowym wier-
szu (ktorego wszystkie wyrazy sa niezerowe). Zatem, na mocy twierdzenia Markowa
mozna stwierdzi¢, ze algorytm elitarny ma rozklad graniczny niezalezny od rozktadu
poczatkowego.

3.3.4. Algorytm genetyczny o zmiennych parametrach

Algorytm genetyczny jest procesem adaptacyjnym. W zwigzku z tym naturalnym
jest, aby w trakcie jego wykonywania podlegaly adaptacji takze jego parametry i
to na mocy wewnetrznej dynamiki algorytmu. Istnieje hipoteza, ze w réznych sta-
diach realizacji algorytmu zmieniaja sie wartosci parametréw, w sposéb optymalny
dla danego etapu poszukiwan rozwiazania. Samoadaptacja parametréw operatoroéw
genetycznych moze nastepowaé poprzez dobdér tych parametréw wedlug pewnego
rozktadu prawdopodobienistwa. Rozszerzamy wektor poszukiwan o dodatkowe ele-
menty, ktore podlegaja ewolucji razem z calym algorytmem i réwnoczesnie wpltywaja
na przebieg algorytmu. Mozliwe jest tez prowadzenie réwnoleglej adaptacji zbioru
operatorow.

W przypadku, gdy parametry mutacji, krzyzowania lub selekcji zalezg od danej
populacji i sa dodatnie, rozktad prawdopodobienistw przejscia jest stalty i niezalezny
od kroku macierzy i tworzy macierz Markowa. Jej wszystkie elementy sa dodatnie
pod warunkiem, ze mutacja jest dodatnia, niezaleznie od wielkosci tej mutacji.

Twierdzenie 3.3.2 Algorytm genetyczny o parametrach dostrajanych poprzez dotgcze-
nie parametrow do chromosomu i poddanie ich dziataniu operatoréw gemetycznych
razem z catym chromosomem, jest asymptotycznie stabilny 1 jego rozktad graniczny
jest niezalezny od populacji poczgtkowe;.

Twierdzenie 3.3.3 Algorytm genetyczny, w ktérym parametry sq dostrajane w za-
leznosci od wartosci funkcji przystosowania lub jej rozktadu, jest asymptotycznie sta-
bilny 1 jego rozktad graniczny nie zalezy od populacji poczgtkowe;.

Twierdzenie 3.3.4 Algorytm genetyczny, w ktérym parametry dobierane sq poprzez
rownolegle dziatajgcy algorytm i przyjmuje niezerowe wartosci prawdopodonieristw
mutacyi, krzyzowania i selekcji, jest asymptotycznie stabilny v jego rozktad graniczny
nie zalezy od populacji poczgtkowey.

Definicja 3.3.3 Przestrzeniq standw algorytmu genetycznego nazywamy zbior, do
ktorego nalezq wszystkie populacje (lub ich jednoznaczne reprezentacje), jakie moze
wytworzyc ten algorytm.
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Algorytm genetyczny dokonuje przeksztalcenia (iteracji) populacji w danej przestrzeni
stanéw w kolejnych pokoleniach t = 1,2,3, ..... Ta metoda tworzenia ciggu popula-
¢ji jest niedeterministyczna. W zwiazku z tym populacje tworza ciag zmiennych
losowych o wartosciach w przestrzeni stanéw, ktéoremu odpowiada ciag rozktadéw
prawdopodobienstwa. Woéwczas dziatanie algorytmu odpowiada losowaniu populacji
ze zbioru, zgodnie z rozktadem prawdopodobienistwa. Ciag populacji algorytmu gene-
tycznego tworzy zatem (proces stochastyczny) tancuch Markowa (z czasem dyskret-
nym), poniewaz operatory genetyczne w klasycznych algorytmach genetycznych nie
zaleza od poprzednich.

3.4.
Algorytmy genetyczne a uklady dynamiczne

Zajmiemy sie tutaj waznym zwiazkiem wynikow rozdzialu 2 z teoria taiicuchéow Mar-
kowa 1 ich asymptotycznymi zachowaniami. Teoria takich laiicuchéw jest dobrze
opisana w pozycji [39], z ktorej zaczerpnieto definicje i odpowiednie twierdzenia.

Definicja 3.4.1 Laricuch Markowa nazywamy jednorodnym (w czasie), gdy istnieje
macierz P = (p;j) bedgca dla kazdego n jego macierzq przejscia w n-tym kroku.

Definicja 3.4.2 Laricuch Markowa nazywamy nieprzywiedinym, gdy wszystkie stany
wzajemnie komunikujq sie; oznacza to, ze ¥(j, k) istnieje n, Ze pjp(n) > 0

Definicja 3.4.3 Okresem stanu j nazywamy liczbe
o(j) = NWD{n : pj;(n) > 0}.

Jest to najwiekszy wspdlny dzielnik zbioru takich n, Ze powrdt do stanu j moze
nastapi¢ po n krokach. Stan j nazywamy okresowym, gdy o(j) > 1 i nieokresowym,

gdy o(j) = 1.

Twierdzenie 3.4.1 W nieprzywiedinym taricuchu Markowa wszystkie stany majg
ten sam okres.

Definicja 3.4.4 Nieprzywiedlny tancuch Markowa nazywamy okresowym, gdy jego
stany sq okresowe z okresem d > 1. W przeciwnym przypadku taricuch nazywamy
nieokresowym.

Twierdzenie 3.4.2 Jesli taricuch Markowa jest nieprzywiedlny i nieokresowy, to dla
kazdej pary stancw i,j mamy p;; > 0 dla dostatecznie duzych n.

Definicja 3.4.5 Mdwimy, zZe rozktad prawdopodobieristwa jest rozktadem stacjonarnym
dla tanicucha Markowa o macierzy przejScia P, gdy

m = Pm,
czyli, gdy >, mj =1 oraz dla kazdego i jest m >0 i m =) mipij.

Twierdzenie 3.4.3 Niech P bedzie macierzq przejsé dla skoniczonego tancucha Mar-
kowa. Lanicuch ten jest nieprzywiedlny i nicokresowy wtedy i tylko wtedy,gdy istnieje
takie catkowite n > 0, zZe kazdy element macierzy P" jest dodatni. Wdowczas takze
kazdy element macierzy P™, gdzie m > n, jest dodatni.
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Twierdzenie 3.4.4 Twierdzenie graniczne. Jesli P jest macierzq opisujgeg nieprzy-
wiedlny i nieokresowy (regularny) taricuch Markowa, to

» P" zbiega dla n — oo do macierzy stochastycznej Q.

» Kazdy wiersz macierzy Q jest tym samym wektorem w*, i kazda sktadowa 7*
jest dodatnia.
Macierz Q nazywamy macierzq graniczng, a wektor w*—wektorem granicznym tarcucha.

Twierdzenie 3.4.5 [12] Niech P bedzie macierzq losowq. Jesli wektor m = (m;)
M

spetnia warunek 1P = m, oraz Y m = 1 , wdwczas spelnione sq nastepujgce za-

. . Z:1
leznosci:
1 N-1
(i) dstnieje suma Q = lim 5 > P",
N—oo n=0

(ii) Q jest macierzq losowq ,
(iii) QP =PQ =Q,
(iv) Jesli Pv=wv to Q v=.

Twierdzenie 3.4.6 [12] Wszystkie wiersze Q sq identyczne. Kazdy wiersz Q jest
Towny .

Uwaga. Przesuniecie Markowa z macierza o tych samych wierszach jest przesunie-
ciem Bernoulliego. Zatem rozktad graniczny mozna rozpatrywaé jako przesuniecie
Bernoulliego. Tak wiec kwestia izomorfizmu moze by¢ rozstrzygana tak, jak dla
przesuniecia Bernoulliego, a wiec na mocy entropii. Problemem jest na ile to samo
dotyczy calego przebiegu algorytmu (przesuniecia Markowa, ktore jest rownowazne
przesunieciu Bernoulliego).

Whniosek 3.4.1 Prosty algorytm genetyczny jest rownowazny przesunieciu Bernoul-
lrego.

Whiosek 3.4.2 Entropia jest niezmiennikiem izomorfizmu prostego algorytmu gene-
tycznego.

Stwierdzenie, ze prosty algorytm genetyczny jest rownowazny przesunieciu Bernoul-
liego, pozwala na wykorzystanie wszystkich metod badawczych i wynikéw uzyskanych
przy analizie tych przeksztalcenn do badania algorytméw genetycznych. Wynik ten
znakomicie rozszerza zakres narzedzi, ktére moga byé wykorzystane w analizie algo-
rytmow i ich projektowaniu.

Twierdzenie 3.4.7 Zbieznoscé ||P" — Q|| gdy n — oo jest wyktadnicza.

Twierdzenie 3.4.8 Dla prawie kazdego algorytmu genetycznego istnieje algorytm
optymalny w sensie probabilistycznym. Oznacza to, zZe algorytm ten startujgc z
dowolnego rozktadu poczgtkowego juz w pierwszym kroku generuje rozktad graniczny.
Operatorem opisujgcym taki algorytm jest macierz Q (zdefiniowana w poprzednich
twierdzeniach,).
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Dowdd.

Niech bedzie dany dowolny wektor poczatkowy ¢ = (c1,c2,...,cpr) pPrzy czym
>.;¢ = 1. Wezmy dowolna kolumne @ np. i-ta, wszystkie elementy tej kolumny
maja wartosé m;

c1mi + comi +cami + - Feym = mi(cr +e2 + -+ ey) =

A wiec cQ = ;. O

Twierdzenie to jest komplementarne do twierdzenia No Free Lunch dla algoryt-
moéw genetycznych. Oznacza to, ze o ile No Free Lunch zajmuje sie calym universum
algorytmoéw i zadan, to powyzsze twierdzenie zajmuje sie pojedyniczym algorytmem i
zadaniem. O ile tamto mowi, ze dla universum wszystkie algorytmy i zadania sg Sred-
nio takie same, to nasze twierdzenie pokazuje, ze dla prawie kazdego (pojedyriczego)
algorytmu ewolucyjnego i (pojedynczego) zadania optymalizacyjnego istnieje algo-
rytm nie tylko lepszy, ale i najlepszy w sensie probabilistycznym. I nie mozna go do-
prowadzi¢ do zadania deterministycznego, gdyz wtedy musi by¢ spelnione twierdze-
nie o punktowej asymptotycznej stabilnosci. Pozostaje problem, czy na podstawie
pewnych danych, mozna wyznaczy¢ odpowiednie przyblizenie algorytmu optymal-
nego. Poréwnanie z twierdzeniem o punktowej asymptotycznej stabilnosci wskazuje
kierunek poszukiwarn. Moze tez by¢ putapka gdyz wydaje sie, ze nie ma ,,gtadkiego”
przejscia miedzy tymi dwoma typami zbieznosci.

Kwestia optimum moze by¢ niejednoznaczna, gdyz dwa algorytmy dajace rozktad
graniczny w jednym kroku moga mieé¢ rézny rozktad graniczny. Wowczas lepszy jest
ten, ktory daje wieksze prawdopodobienistwo najlepszemu rozwigzaniu. Nalezy wiec
uwzgledni¢ entropie rozktadu granicznego.

Wezmy dwa algorytmy optymalizacyjne dla tej samej funkcji. Za lepszy uwazamy
ten, ktory ma wieksze prawdopodobienistwo dla optimum (problemem jest sytuacja,
gdy sa dwa lub wiecej optima). Niemozliwe jest przejscie do (0,0,...,1,0,...,0), gdyz
taki algorytm bylby deterministyczny (w granicy) a Q jest dodatnia.

Ciag algorytméw w ,,mierze” entropii jest ciagiem Cauchy’ego. Entropia moze by¢
dowolnie bliska zera , ale nie jest zbiezna do zera. Dla kazdego algorytmu istnieje
zatem algorytm lepszy, ale nie istnieje najlepszy algorytm. Te rozwazania dotyczyly
nieskoriczonej liczby algorytmoéw. Dla skoticzonej liczby algorytmoéow zawsze istnieje
najlepszy, mimo, ze nie potrafimy wyznaczy¢ go efektywnie.

Jezeli mamy algorytm z dostrajaniem parametrow, najlepsza droge (regule) zmi-
any parametroéw okresla rozktad graniczny. Parametry zakodowane w osobnikach
populacji ewoluuja tworzac rozktad graniczny.

3.4.1. Problem sposobu kodowania i mutacji

Poréwnywane sa rézne sposoby kodowania, np. binarne, Graya, rzeczywiste i prowad-
zone sg ich wartosciowania, najczesciej przy poréwnaniu odlegltodci, otoczenia sa-
siedztwa. Podobnie rozwaza si¢ dobor i sterowanie parametrami, niezaleznie od zada-
nia kodowania. Natomiast wydaje sie, ze te problemy sa sprzezone. Zmiana kodowa-
nia zmienia prawdopodobienstwo przejscia miedzy elementami przy tej samej mu-
tacji. Po zmianie kodowania mozna tak zmieni¢ mutacje i krzyzowanie, aby macierz
przejscia miedzy elementami byla prawie réwna poprzedniej. Taka zmiana niczego
nie zmienia w dzialaniu algorytmu i jego rozkladzie granicznym, natomiast zmienia
schematy (te powinny zaleze¢ od sposobu kodowania). Nasuwa sie pytanie, czy
mogzna znalez¢ taka zmiane, ktora zachowa schematy (a zmieni rozktad graniczny),
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oraz czy istnieje taka zmiana, ktéra zachowa obydwa, schematy i rozktad. Jest to
problem jednoznacznosci lub niejednoznacznoéci algorytméw genetycznych. Wiaze
sie to z problemem dostrajania parametrow lub sterowania parametrami [32, 65].
Jezeli dostrajanie parametréw dziala w sposéb optymalny, to algorytm przy dostra-
janiu parametréw powinien sie zachowywaé tak samo (optymalnie), niezaleznie od
sposobu kodowania. Inaczej jest, gdy dostrajanie zalezy od sposobu kodowania.

3.4.2. Wyznaczanie rozkladu granicznego

Nasuwa sie pytanie, czy mozliwe jest doswiadczalne wyznaczenia rozktadu granicz-
nego lub jego przyblizenia. OdpowiedZ na to pytanie daje nastepujacy wniosek.

Whniosek 3.4.3 Poszczegdlne sktadowe rozktadu stacjonarnego opisujg proporcje cza-
sow spedzanych przez proces w poszczegdlnych stanach, przy usrednieniu po dtugich
czasach.

Powyzszy wniosek daje mozliwo$é przyblizonego wyznaczenia prawdopodobien-
stw bedacych sktadowymi rozktadu granicznego. Problemem jest to, ze wynik doty-
czy populacji, natomiast badamy doswiadczalnie wystapienia poszczegdlnych stanéw
algorytmu. Mozna jednak przyjaé, ze tak usrednione dane beda zblizone do populacji
oczekiwanej dla rozktadu granicznego.

3.4.3. Operator graniczny algorytmu elitarnego

Algorytm genetyczny z selekcja elitarng modelowany jest macierza blokows sktada-
jaca sie z podmacierzy odpowiadajacych uporzadkowanym elementom przeszuki-
wanej przestrzeni [81]. Porzadek podmacierzy odpowiada porzadkowi elementow i
okreslony jest przez wartos¢ funkcji dopasowania dla kazdego elementu. Dla kazdych
dwoch elementéw x, i, przypisujemy wiekszy priorytet elementowi o wiekszej wartosci
funkcji przystosowania f. Stad, dla f(z) > f(y) = pr(xz) > pr(y). Najlepszy ele-
ment ma priorytet 1, najgorszy element ma priorytet n. Oznaczamy przez P(i) pod-
macierze opisujace przejscia dla klasy populacji o najlepszym elemencie o priorytecie
i, w ramach tej klasy. Algorytm elitarny pozwala tylko na przejscie do populacji o
najlepszym osobniku nie gorszym od wyjsciowego. Wobec tego macierz P ma postac:

o . .. ... .0
P(1) .o

0 S 0

.. + 0 0

+ o+

: P(2) .
+ . + 0 0
_I_
P =

+ + 4 +

+ o+ . + o+

.+ . . . . + + . . . .+ J
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Macierz! ta generuje taricuch pochtaniajacy opisany przez macierz P(1). Powoduje
to, ze rozklad graniczny algorytmu elitarnego odpowiada rozkladowi granicznemu
macierzy P(1). Oznaczajac ten rozklad przez m'* mozemy wyznaczy¢ operator, op-
tymalny w sensie probabilistycznym, algorytmu elitarnego w postaci:

mr,om oLoomr 0

i omde L ﬂé* .. 0
Qopt =

mr,om om0

Macierz ta ma tyle wierszy, ile wystepuje w macierzy P, a k odpowiada rozmi-
arowi macierzy P(1). Algorytm elitarny opisany powyzszym operatorem w jed-
nym kroku generuje rozktad graniczny odpowiadajacy oryginalnemu algorytmowi
opisanemu macierzg P. Dowod tego faktu jest analogiczny do dowodu Twierdzenia
3.4.8.

3.5.
Postaé graniczna algorytmu genetycznego

W rozprawie wyznaczony zostal operator opisujacy postaé graniczng danego algo-
rytmu genetycznego. Operator taki opisuje dzialanie algorytmu genetycznego w
nieskoriczonym ciagu krokéw, ale niewiele méwi o tym, jaka pojawi sie nastepna
populacja, gdy dana jest populacja poprzednia. Posta¢ graniczna opisuje bardziej
rozktad populacji po nieskoriczonej ilosci krokéw niz efekt dzialania algorytmu w
danej chwili. Postaé¢ operatora granicznego opisuje dziatanie algorytmu genetycznego
globalnie, zostawiajac dla konkretnego kroku jedynie prawdopodobienistwo. Jest to
pewnego rodzaju prawo wielkich liczb dla algorytméw. Gdyby istniata mozliwosé
skonstruowania algorytmu o operatorze takim, jak operator graniczny, to taki al-
gorytm realizowalby w kazdym kroku zachowanie takie, jakie realizuje algorytm po
nieskoniczonej ilosci krokéw. A wiec statystycznie bytoby to znaczne przyspieszenie
dziatania algorytmoéw.

3.5.1. Istnienie algorytmu optymalnego

Optymalny algorytm optymalizacyjny to taki algorytm, ktéry wyznacza poszukiwane
rozwiagzanie w jednym kroku dziatania algorytmu. W przypadku algorytméw prob-
abilistycznych, algorytmem optymalnym jest algorytm, ktéry w pierwszym kroku
daje najwicksze prawdopodobienistwo wyznaczenia optimum. Postaé takiego algo-
rytmu zostata przedstawiona w tym rozdziale. Wynik taki ma znaczenie egzystenc-
jalne, stawia takze zadanie wypracowania metod konstruowania takich algorytmow.
Niezbedne do tego sa zaré6wno badania eksperymentalne, jak i dalsze analizy teore-
tyczne. Przedstawione w tej pracy rezultaty opisujace rozktady graniczne dotycza
populacji a nie osobnikdw.

1Uzylismy tutaj wyjatkowo lewostronnego dziatania macierzy przejécia P na wektor probabilisty-
czny.
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3.5.2. Algorytm genetyczny jako operator rzutowy

Algorytm genetyczny generuje rozklad graniczny prawdopodobieristwa pojawienia
sie wszystkich populacji. Rozklad graniczny jest punktem stalym operatora Mar-
kowa. Rozszerzeniem tych wynikow jest fakt, ze dla kazdego prostego algorytmu
genetycznego, algorytmu elitarnego oraz algorytmu z samoadaptacja parametréow,
istnieje najlepszy algorytm genetyczny w sensie probabilistycznym. Postaé takiego
algorytmu zostala podana w tej pracy. Niezaleznie od poczatkowego rozktadu praw-
dopodobienistwa, algorytm ten generuje rozktad graniczny w jednym kroku i ten
rozktad jest punktem stalym algorytmu. Najlepszy algorytm w sensie probabilisty-
cznym jest operatorem rzutowym.
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Rozwojowi algorytmoéw genetycznych towarzyszy od poczatkéw ich pojawienia sie
zagadnienie ich klasyfikacji. Jest ono $cisle zwigzane z samym pojeciem i rozu-
mieniem algorytmoéw, jak i stynnym twierdzeniem No Free Lunch Theorem, ktore
stwierdzajac, ze nie istnieje uniwersalny, najlepszy algorytm genetyczny, niejako
wymusza dopasowywanie algorytmu do zadania optymalizacyjnego. Pojecie lep-
szego lub gorszego algorytmu optymalizacyjnego mozna rozwazaé tylko w konteks-
cie zadania, do ktorego jest on stosowany. Bez samego zadania optymalizacyjnego,
dla ktérego mamy zamiar stosowaé¢ odpowiedni algorytm, warto$ciowanie - a tym
bardziej przypisanie do jakiej$ klasy - nie jest uzasadnione. Takze pojecie algorytmu
jest zwiazane z zadaniem optymalizacyjnym. Rozréznienie algorytmu od zadania
budzi wiele watpliwosci. Funkcja dopasowania moze by¢ traktowana jako parametr
algorytmu.

4.1.
Entropia

Oznaczmy przestrzen probabilistyczna jako (X, B, m).

Przyjmijmy, ze ((A) = {Ai1,..., A}, jest skoriczonym rozbiciem mierzalnym
przestrzeni X na zbiory o prawdopodobieristwach (p;) odpowiadajacych miarom
m(A;). Wowcezas entropie rozbicia definiujemy jako funkcje

k

H(C(A) = H(A) == m(A;)log(m(4;)).

=1

Niezmiennik P relacji réwnowaznosci jest niezmiennikiem zupetlnym. Jesli kiedykol-
wiek przeksztalcenia T' i S maja wlasnos$é¢ P, to T'i S sa rownowazne. Entropia jako
niezmiennik ma pewne ograniczenia. Nie jest ona dobrym niezmiennikiem sprzeze-
nia dla calej klasy transformacji o zerowej entropii. Jest wazne, aby wyznaczy¢
klase przeksztalcen zachowujacych miare, dla ktérych entropia jest dobrym niezmi-
ennikiem. Prowadzi to do wprowadzenia przeksztalcen, ktore sa "przeciwienstwem"
przeksztalcenn o zerowej entropii.

Automorfizm Bernoulliego i automorfizm Kolmogorowa
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4.1. Entropia

W roku 1958 Andrei Kolmogorow postawil hipoteze (pytanie), ze entropia jest
niezmiennikiem zupelym dla (wszystkich) przesunie¢ Bernoulliego. Odpowiedz
przedstawil w 1969 r. Ornstein [61].

Twierdzenie 4.1.1 Niech T1 @ 15 bedg przesunieciami Bernoulliego, ktorych przestrze-
nie standw sq przestrzeniami Lebesgu’a. Jesli h(Ty) = h(Ty), wowczas Ty jest
sprzezone z Ty, a zatem izomorficzne przy zatozeniu o przestrzeni standw, ze przeli-
czalny iloczyn kartezjanski przestrzeni (standw) Lebesgu’a, jest przestrzeniq Lebesgu’a.

Twierdzenie to redukuje zagadnienie izomorfizmu (sprzezenia) przesunie¢ Bernoul-
liego do jego (ich) przestrzeni stanéw, poniewaz entropia zalezy od przestrzeni stanow.
Roéwnoczesnie istnieje mozliwosé |, ze przesuniecie Bernoulliego z dwupunktowa przes-
trzenia stanéw moze by¢ sprzezone z przesunieciem Bernoulliego o przeliczalnie nie-
skoniczonej przestrzeni stanow (przyktad Mieszatkina)[96]. Definicja przesuniecia
Bernoulliego podana zostanie ponizej.

4.1.1. Poréwnywanie przeksztalcen zachowujacych miare

Rozwazmy nieskoniczony ciag utworzony z k symboli. Dla ulatwienia oznaczenia,
o0

te k symboli wybieramy sposrod {0,1,...,k — 1}. Niech X = [[{1,...,k}. Element
1

x € X oznaczamy przez {zi,x2,...} lub {z1zexs...}. W przypadku k = 2 jest to
ciag dwojkowy (binarny). Niech py,...,pr beda liczbami nieujemnymi, takimi, ze
p1+ -+ pr = 1. Zdefiniujemy dla ¢ > 1 cylinder (blok) o dtugosci n jako

at, ... anlt,. t4n—1 ={x € X w11 = a1, ..., Tipn = an}.

Definicja 4.1.1 Zdefiniujemy miare p na cylindrze jako

,u([ala ceey an]t,...,t«#nfl = Pa; * * " Pay,-

Miara probabilistyczna okreslona na X, znow oznaczona przez p jest jednoznacznie
zdefiniowana na o—algebrze generowanej przez zbiory cylindryczne (cylindrow). Mi-
are p nazywamy (pi,-..,pr)-miarg Bernoulliego, a X jest przestrzeniq przesunieé
Bernoulliego. Jednostronne przesuniecie Bernoulliego T'B na X okreslone jest poprzez

(:L’ll'gl‘g .. ) = ($2$3$4 .. .),

tzn. TB(zixexs...) = (xexsxys...) Podobnie definiujemy dwustronne przesuniecie
Bernoulliego jako
(. . :nglxg .. ) — ( .. i’l.%ga}g . )

o0
na X = [[{1,...,k}, przy czym” oznacza zerowq wspotrzedng (potozenie) w ciggu.
—00

Zauwazmy, ze przesuniecie zachowuje miare p.
o0
Dla X = [[{1,...,k}, jak poprzednio, niech P = [P;;] bedzie macierza losowa o
1

wymiarze k x k z operacja prawostronng !. Zatézmy, ze 7w = [;], gdzie kazde 7; > 0
spelnia ), m; = 1 oraz jest prawym wektorem wlasnym, tzn. Pmw = 7.

!Choe [12] rozpatruje macierze losowe z operacjami lewostronnymi.
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Definicja 4.1.2 Definiujemy v jako
V([ala ) an]t,...,t-{—n—l) = Panan,ynPagalﬂ'al .

Wowczas istnieje jednoznaczna miara probabilistyczna niezmiennicza wzgledem prze-
suntecta, oznaczana ponownie jako v, okreslona na o—algebrze generowanej przez
zbior cylindrow. Miare v nazywamy wowczas miarg Markowa, a X przestrzenig
przesunieé¢ Markowa.

Niech Pr(B|A) oznacza prawdopodobienistwo zdarzenia B, pod warunkiem zdarzenia
A. Wowcezas P okresla prawdopodobienistwo przejscia

PT(:L’n+1 == j|:L’n == ’L) == Pﬂ
Jest to prawdopodobienistwo warunkowe, spelniajace zalezno$é

k

> Pr(bla) =1

b=1

dla kazdego a € {0,1,...,k — 1}. Przesuniecia Markowa sa przesunieciami Bernoul-

liego, gdy kolumny P sa identyczne (rowne). Przesuniecie oznaczamy przez jak

poprzednio przez T B.

Rozwazania poprzednie pozwalaja na utozsamienie miary Markowa lub miary

Bernoulliego z miara na odcinku [0, 1] poprzez rozwiniecie dwojkowe. Oznacza to,
[e.e]

ze clag dwojkowy (ajasas...) jest utozsamiany z > a,2”". W przypadku, gdy
n=1

p ¢ {0, %, 1} mamy do czynienia z (p,1 — p)—miara Bernoulliego na przedziale [0, 1]

[12].

Izomorfizm (réwnowazno$¢) przeksztalcen.

Nasuwa sie pytanie, jak mozna poréwnywaé i ewentualnie klasyfikowaé¢ przeksz-
tatcenia zachowujace miare, okreslone na przestrzeniach probabilistycznych. Zwigzane
to jest z obserwacja, ze wérdd zespolu obiektow, rézne obiekty moga posiadaé te sama
strukture matematyczna i wowczas mozemy je identyfikowaé¢ (uwazaé za takie same,
podobne, analogiczne). Relacja rownowaznosci jest zbiorem regul, ktore ustalaja,
kiedy dwa elementy x,y € X sa tozsame z matematycznego punktu widzenia. For-
malnie niezbedne sa do tego trzy warunki:

» (zwrotnosc) x ~ x for x € X
» (symetria) jesli x ~ y, to y ~ x dla z,y € X oraz
» (przechodnioscé) jesli z ~ y iy ~ z, wowezas ¢ ~ z dla x,y,z € X.

Na podstawie tej definicji mozemy wprowadzi¢ pojecie klasy réwnowaznosci za-
wierajacej z, jako zbioru wszystkich y speliajacych z ~ y i oznaczanej przez [z].

Wtasnosci wszystkich elementéw danej klasy réwnowaznosci mozemy badaé poprzez
analize wlasnosci dowolnego elementu (reprezentanta) tej klasy.

Definicja 4.1.3 Niech (X1, u1) i (Xa,pu2) bedg przestrzeniami mierzalnymi (z mi-
arq).
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» Przeksztatcenie ¢ : (X1, pu1) — (Xo, pe) nazywamy bijekcjg prawie wszedzie i
zachowujgcym miare, wowczas (X1, p1) @ (Xo, p2), jesli istniejg E1 C Xi @
Ey C Xo takie, ze p1(E1) = 0 = uo(E2) oraz ¢ X 1\E1 — X2\ Fs jest jednoz-
naczne i "na’.

»  Ponadto, jesli istnieje prawie wszedzie przeksztatcenie (bijekcja) ¢ : (X1, p1) —
(Xo, ug) takie, zZe ¢ oraz ¢~ sq mierzalne i zachowujq miare, wowczas (X1, p11)
i (Xo, u2) nazywamy izomorficznymi, a ¢ nazywamy izomorfizmem (X, u1) ¢
(Xo, p2). (Przez odwrotno$é ¢ przyjmujemy odwrotnosé ¢ : X1\ E1 — X2\ Es).

o0
Przyktad 4.1.1 [12] Niech X = [[{0,1} bedzie przestrzeniq przesunie¢ Bernoul-
1

liego z prawdopodobienstwams (%, %), co oznacza, ze kazdy symbol (z dwdch symboli)
wystepuje z prawdopodobienstwem, % Wowczas przestrzen X jest izomorficzna z od-
cinkiem [0,1] z miarg Lebesque’a. Mozna to pokazaé biorgec x = (by1,ba,bs,...) € X

1 definiujgc przeksztatcenie
oo
$(x) = bu27"
n=1
ktore jest prawie wszedzie bijekcjg 1 zachowuje miare.

Definicja 4.1.4 Niech Ty : (X1,p1) — (X1, 1) @ To : (Xo,p2) — (Xo, p2) bedg
przeksztatceniami zachowujgeymi miare. Mdowimy, Ze sq one izomorficzne, jesli ist-
nieje izomorfizm ¢ : (X1, 1) — ((Xa, u2) taki, Ze ¢ o Ty = T o ¢, tzn. przemienny
jest nastepujqcy diagram (komutuje):

T
(X1, 1) —— (X1,p01)

gl o]
(Xa, p12) — 2= (X2, p12)

(Zaktadamy ze T1(X1\E1) C X1\E1 oraz To(X2\E2) C X2\ Ea, gdzie Ey i Es sq
zdefiniowane w poprzedniej definicji.)

Przyklad 4.1.2 Przeksztatcenia izomorficzne .
Przeksztatcenia Bernoulliego (3, 3) przestrzeni X1 = [[7°{0,1} sq izomorficzne
poprzez izomorfizm ¢ zdefiniowany w poprzednim przyktadzie. Przyjmigmy T1 : X1 —
X1 jako

T1((b1,bo,bs,...)) = (ba, b3, by, ...),
oraz zdefiniujmy To : Xo — Xo jako
Ts(z) = 2z(modl)
Wowczas Th i T sq izomorficzne, poniewaz ¢ o Ty = Th 0 ¢.
4.1.2. Pomiar entropii

Najkorzystniejsza metoda wyznaczania entropii jest wykorzystanie algorytméw kom-
presji zbiorow (trajektorii) |7, 74]. Algorytmy kompresji zbiorow korzystaja z twierdzenia
Lempel-Ziv. Wyszukuja one powtarzajace sie sekwencje znakow (przedrostki), anal-
izujg ich potozenie oraz rozklad. Program kompresji analizuje powtarzajace sie
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sekwencje (strings) i zapisuje czeSciej powtarzajace sie ciagi przy wykorzystaniu
mniejszej ilosci bitéw niz wystepujace rzadko. W zwiazku z tym stosunek wielkosci
zbioru wyjsciowego poddanego kompresji i zbioru uzyskanego w wyniku przepro-
wadzenia kompresji jest miara (przyblizeniem) entropii procesu generujacego ten
zbioér i przyblizenie to jest tym doktadniejsze im dtuzszy jest zbior badany. Mozliwe
jest takze bezposrednie poréwnywanie dwoch trajektorii poprzez kompresje jednego
zbioru, a nastepnie dotaczenie do zbioru bazowego zbioru poréwnywanego i poddanie
tak skonstruowanego zbioru kompresji. Jezeli wielkosci tych zbioréw sa zblizone,
to zbiory maja te sama entropie (a wiec istnieje izomorfizm). Wynika to z faktu,
ze zachodzi nieréwno$¢ dla entropii zbiorow A, i B, przy czym réownosé zachodzi
tylko wtedy, gdy zbiory A i B sa niezalezne. Pozwala to na pomiar podobieristwa
(odlegltosci) trajektorii (w sensie ztozonosci). Pytaniem jest, na ile ten wskaznik
odleglosci informacyjnej opisuje réznice miedzy trajektoriami algorytméw genetycz-
nych jako uktadéw dynamicznych. I tu jako potwierdzenie mozna przywotaé¢ model
algorytmu genetycznego jako (tancucha Markowa) przesuniecie Bernoulliego.

WskazZnikiem $cisle zwigzanym z entropig jest wymiar fraktalny trajektorii. Moz-
liwe jest tez zastosowanie wymiaru fraktalnego jako miary podobienstwa i wskaznika
klasyfikacji algorytmoéow. W tym przypadku skorzystamy z metody wstepnie opra-
cowanej w pracach [64, 2, 47].

Zaproponowana metoda odbiega od typowych sposob6éw badania algorytméow
genetycznych, w ktérych podstawa jest podejscie probabilistyczne. Nasze badania
bazujace na wynikach uzyskanych w teorii uktadéw dynamicznych i dynamice sym-
bolicznej nastawione sg na weryfikacje empiryczng i wypracowanie metod pozwala-
jacych na eksperymentalng ocene algorytméw i ich zachowania.

4.2.
Wymiar fraktalny

Dziedzina badan teorii ergodycznej jest przestrzen z miara i przeksztatcenia zachowu-
jace miare. Przestrzenia z miara jest zbior X z miara m, (znormalizowana do 1 nazy-
wamy prawdopodobieristwem), zdefiniowana na mierzalnej o-algebrze jej podzbiorow

B.

Definicja 4.2.1 Przestrzenie probabilistyczne (X1,B1,m1), (Xa, Bz, ma) nazywamy
izomorficznymai, jesli istniejg My € By, My € By z mi(M;) = 1 = ma(My) ¢
odwracalne przeksztatcenia zachowujgee miare ¢ : My — My. ie. myi(¢ ' (E)) =
ma(E) dla kazdego podzbioru mierzalnego E € Bs.

Aby mozliwe bylo badanie algorytméw genetycznych i ich podobieristwa (lub
wiecej - izomorfizmu), nalezy rozwazy¢ (przeksztalcenie) operator zdefiniowany na
przestrzeni probabilistycznej.

Definicja 4.2.2 Zatézmy,ze (X1, B1,m1), (Xo, Ba, ma) sq przestrzeniami probabilisty-
cznymi tgcznie z przeksztatceniami zachowujgeymi miare Th © X1 — X1,15 @ Xo —
Xo. Przeksztatcenia Ty sq¢ izomorficzne T, jesli istniejg My € By, Mo € By 2
ml(Ml) = mQ(Mz) =1 takz’e, ze

» T1(My) € My, To(M3) C M,
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» wiwcezas istniejqg odwracalne przeksztatcenia zachowujgce miare

gf) : M7 — Mo with d)(Tl(a:)) = Tg(gf)((a})) f07’ all x € M.

W naszym podejsciu gtowna role odgrywa przesuniecie Bernoulliego [96, 12]
zdefiniowane poprzednio.

Oznaczamy przez T; operator, ktory przeksztalca i-te pokolenie (punkt tra-
jektorii) w nastepne. Majac rozklad prawdopodobienistwa charakteryzujacy prze-
ksztalcenie T; z aktualnej populacji do nastepnej mozemy zdefiniowaé entropie tego
przeksztatcenia:

M
H(T)) = =Y P(PLoa | P, F(P), Py pe ps) -
j=1
log P(P/ 14| P], f(P])s Pms Pes Ps) (4.1)
gdzie | i’;rl’j] oznacza populacja j z przestrzeni kodowej B, j =1,2,...,2N" ... M,

jaka algorytm moze przyja¢ w kroku i + 1.

Entropia jest funkcja prawdopodobienstwa mutacji i selekcji. Wzrasta ona ze
wzrostem prawdopodobieristwa mutacji i maleje, gdy rosnie nacisk selekcyjny. Tak
wiec entropia moze byé miarg interakcji pomiedzy operatorami selekcji i mutacji.
Entropia trajektorii jest zwiazana ze ztozonoscia obliczeniowa algorytmu ewolucyj-
nego.

Wyznaczanie prawdopodobienistwa przeksztatcenia T;, jak i entropii H;, jest trudne.
Proponujemy zastapienie jej wymiarem fraktalnym, ktory jest zalezny od entropii [3]

i moze charakteryzowaé¢ losowe wlasnosci algorytmoéw genetycznych. W [29] wpro-
wadzono statystyczne i dynamiczne metody analizy algorytméw genetycznych.

Twierdzenie 4.2.1 (Ornstein) Dwa dowolne przesuniecia Bernoulliego z tq samg
entropiq sq izomorficzne.

Twierdzenie 4.2.2 (Choe)[12] Niech X = [[{°{0,1} bedzie (p,1 — p) przestrze-
nig z przesunieciem Bernoulliego, ktorg podobnie jak przedzial jednostkowy [0,1)
wyposazono w metryke Euklidesowq. Niech X, oznacza zbior wszystkich ciggow bi-
narnych x € X takich, ze

N
Xp:{xEX:JLrgon;xi:p}.

Wowczas wymiar Hausdorffa x, jest rowny jego entropit —plogy p—(1—p)logy(1—p)
przesuniecia Bernoulliego.
Podobny wynik jest spetniony dla przestrzeni przesunieé¢ Markowa.

Tak wiec mozemy wykorzysta¢ wymiar Hausdorffa lub jego przyblizenie jako
niezmiennik réwnowaznosci algorytmow.

4.2.1. Wymiar pudetkowy, informacyjny

Przyjmijmy oznaczenie dla s- wymiarowej miary Hausdorffa na podzbiorze E C R,
gdzie s > 0. Jesli E C |J, U; i érednica U;, oznaczona jako 6(U;) jest mniejsza od e
dla kazdego ¢, to mowimy, ze {U;} jest e-pokryciem E. Dla e > 0, zdefiniujemy

Hi(E) = inf ) [e(Ui]* (4.2)
i=1
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gdzie infimum jest brane po wszystkich e-pokryciach {U;} zbioru E. Granica H{,
gdy € — 0 oznaczana przez H®(E), jest s-wymiarowa miara Hausdorffa zbioru E.

Zauwazmy, ze w przestrzeni R! mozna dowiesé, ze HU(E) = rk LY(E) gdzie L' jest
[-wymiarowg miara Lebesgue, a k; jest stosunkiem miary [-wymiarowej kostki do
l-wymiarowej kuli wpisanej w kostke.

Jest oczywiste, ze HZ(E) rosnie, gdy najwieksza srednica e zbioru U; dazy do zera,
gdyz rozwazamy coraz mniejsze elementy, ktorych nie uwzgledniamy w wiekszej skali.

Jednakze miara Hausdorffa H?(F) maleje, gdy s wzrasta i dla duzych s przyjmuje
wartos$¢ 0. Wowcezas wymiar Hausdorffa E definiujemy jako

dim(F) = inf{s : H*(E) = 0}, (4.3)
i mozna sprawdzi¢, ze dim(F) = sup{s : H*(E) = oo}.

. . log N(e)
dimpe, (S) = 1{% W (4.4)
Jezeli granica nie istnieje, mozemy rozwazaé¢ gérny wymiar pudelkowy i
dolny wymiar pudelkowy, ktéry odpowiada gornej i dolnej granicy powyzszego
wyrazenia. Stad wymiar pudetkowy jest dobrze zdefiniowany tylko wtedy, gdy gérny
i dolny wymiar pudetkowy sa sobie réwne. Goérny wymiar pudetkowy jest cza-
sami nazywany wymiarem entropijnym, wymiarem Kolmogorowa lub wymiarem
Minkowskiego, podczas gdy dolny wymiar pudetkowy nazywamy dolnym wymia-
rem Minkowskiego. Te wymiary sg $cidle zwigzane z wymiarem Hausdorffa. Tylko
w bardzo wyselekcjonowanych przypadkach waznym jest rozréznienie miedzy nimi.
Innym przyblizeniem wymiaru Hausdorffa jest wymiar korelacyjny.
Obydwa wymiary pudetkowe sa skoriczenie addytywne, t.j. jesli {A;, Aa, ..., Ay}
jest skoniczona rodzing zbioréw

dimpeg ({A1 U A2 U ... U Ay }) = max{dimpe, (A1), dimpes (A2), ..., dimpes (An) }-

Podobnie, jak wymiar Hausdorffa, wymiar pudetkowy jest jednym z wymiarow,
ktory moze byé wykorzystany do opisu fraktali. Dla wielu fraktali wszystkie te
wymiary sa rowne. W przypadku zbioru Cantora wynosza one log(2)/log(3). Jednak
definicje te nie sg rownowazne. Zachodzi nieréwnos¢ pomiedzy wymiarem Hausdorffa
i pudetkowym.

dlmH(S) < dimdolnybo:r:(s) < dimgo’rnybox(s) (4'5)

Czesto obydwie nieréwnosci moga by¢ ostre. Goérny wymiar pudetkowy moze byé
wiekszy od dolnego, gdy zachowanie fraktala zalezy od skali. Wymiar pudetkowy nie
zapewnia wilasnosci stabilnosci, jakiej oczekiwalibyémy od wymiaru. Przykladowo
mozna sadzié, ze dodanie przeliczalnego zbioru nie bedzie miato wptywu na wymiar
zbioru. Ta wlasnos¢ nie jest prawdziwa dla wymiaru pudetkowego.

dimpee ({0,1,1/2,1/3,1/4,...}) = %

Po wprowadzeniu wymiaru fraktalnego (Hausdorffa) mozemy badaé¢ trajektorie
GA algorytméw genetycznych lub ich atraktory. Algorytmy mozemy uwazaé za
réwnowazne, jesli maja te sama zlozonosé obliczeniows przy rozwiazywaniu takich
samych zadan. Jako miare ztozonosci obliczeniowej mozna wziaé iloczyn rozmiaru po-
pulacji i ilosci krokéw, po ktorej otrzymujemy rozwigzania zadania. Ten sposob sza-
cowania ztozonosci obliczeniowej algorytméw genetycznych taczy zlozono$é pamie-
ciowg 1 czasowa.
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Przy wykonywaniu zadania algorytm genetyczny wyznacza trajektorie, ktora
powinna zbiega¢ do pewnego atraktora. Oczekujemy, ze idealny algorytm genetyczny
wyznaczy rozwiagzanie optymalne w ten sposob, ze trajektoria zmierza do atraktora
bedacego zbiorem jednowymiarowym. Jednak algorytm bez selekcji ma za atraktor
cala przestrzen. Tak wiec mozemy powiedzieé¢, ze algorytmy sa réwnowazne, jesli
tworzg podobne atraktory. Proponuje wiec wykorzystanie wymiaru fraktalnego jako
miary podobienistwa atraktoréow.

Definicja 4.2.3 Dwa algorytmy genetyczne sq réwnowazne, jezeli realizujqg trajekto-
rie o tym samym wymiarze fraktalnym.

Tak wiec obok entropii takze wymiar fraktalny bedzie wykorzystywany jako wskaznik
lub miara przy klasyfikacji algorytmoéw genetycznych.

Przejécie od entropii do niezmiennika, jakim jest wymiar fraktalny moze by¢
zrealizowane przy pomocy szczegblnych wskaznikdéw. Takim wskaznikiem jest wymiar
informacyjny zdefiniowany przez

Zz(f) pilnp;
lim 7111(1) (4.6)

€
gdzie W (e) jest liczba elementow trajektorii, zawartych w [-wymiarowej kostce ktorej
krawedz jest rowna €, a p; = % jest czestosdciag wystepowania ¢ — tego elementu , a
N; — liczba punktéw w i-tej hiperkostce, N -liczba punktéw trajektorii.

W dalszej analizie zastepujemy wymiar informacyjny (4.6) jego przyblizeniem,
jakimi sa wymiar pudetkowy lub pojemnosciowy. W [64] wymiar pudetkowy wyprowad-
zono ze wzoru przyblizonego.

Wykorzystamy to podejscie do przyblizenia wymiaru. Niech N(R,¢€) bedzie na-
jmniejsza liczba K-wymiarowych kostek o krawedzi rownej €, ktére pokrywaja tra-
jektorie 1.4 Tr C X', i X jest l-wymiarowa przestrzenia przeszukiwania. Rozwazmy
przypadek, kiedy € = 27% i podzielmy dtugosé¢ krawedzi kostki przez dwa. Wowczas
nastepujacy iloraz przybliza wymiar pudetkowy trajektorii (|64])

D, ~log, M2 T
() logy 2FH1 — log 2F 82 TN(R, 27F)

(4.7)

poniewaz logs x = logyelnz . Wyrazenie (4.7) pozwala na wyznaczenie wymiaru
pudetkowego przy wzrastajacej liczbie kostek, gdy ich krawedzie maleja poprzez dzie-
lenie przez dwa.

4.3.
Badania eksperymentalne

Bazujac na tych wynikach teoretycznych przedstawiamy badania empiryczne nad
klasyfikacja algorytmow, w ktorych jako niezmienniki (invarianty) klasyfikacji przyjeto
entropie i wymiar fraktalny oraz jego przyblizenia: wymiar pudetkowy i informa-
cyjny.

Przeprowadzono eksperyment obliczeniowy w celu podania odpowiedzi na kilka
pytan. Pierwsze z nich to pytanie: jakie parametry dobraé¢ do algorytmu, aby
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skutecznie i jak najbardziej efektywnie znajdowal interesujace nas rozwigzanie? Ogol-
niejsze pytanie: ktory algorytm jest lepszy, gorszy lub réwnorzedny inaczej sparame-
tryzowanemu algorytmowi? Jako miary oceny postanowiono uzy¢ wymiaru fraktal-
nego, ktoéry z definicji jest jedna z charakterystyk trajektorii uktadéw dynamicznych.
Podjeto probe klasyfikacji algorytméw genetycznych na podstawie szczegdlnego wy-
miaru pojemnosciowego, tzw. wymiaru pudetkowego, ich trajektorii [51, 50|.

Jest on uwazany za pewne przyblizenie klasycznego wymiaru fraktalnego Haus-
dorffa. Zrobiono to majac nadzieje, ze wlasnie ten wskaznik pozwoli nam porow-
na¢ rézne algorytmy, stwierdzajac, ze skoro majg taki sam wymiar fraktalny, to
niezaleznie od réznych parametréw poczatkowych, sa one sobie réwnowazne. Pro-
ponowana proba klasyfikacji jest oparta, jak méwiono juz wczesniej, na modelu al-
gorytmu jako procesu Markowa. Procesy Markowa sg réwnowazne przesunieciom
Bernoulliego. Do ich analizy zatem, mozemy wykorzysta¢ aparat analityczny wypra-
cowany dla tych przesunie¢. To stwierdzenie jest podstawa metody obliczeniowe;j.
Propozycje klasyfikacji prowadzono na podstawie wlasnie wymiaru fraktalnego tra-
jektorii algorytmu.

Hipoteza, ze mozna w ten wlasnie sposob klasyfikowaé¢ algorytmy genetyczne
opiera sie na twierdzeniu Ornsteina, ktore stwierdza, ze entropia jest niezmiennikiem
izomorfizmu dla przesunie¢ Bernoulliego oraz entropia i wymiar fraktalny maja te
sama wartos¢ [61]. Napisano wlasne oprogramowanie do realizacji algorytmow wyz-
naczania wymiaru ich trajektorii .

Pozwolito to na sprzezenie go w sposéb w pelni zautomatyzowany z zewnetrznym
programem wyliczajacym wymiar fraktalny poszczegélnych trajektorii algorytmoéw.
Umozliwito to generowanie podsumowujacych plikow i raportéw zbierajacych wszys-
tkie interesujace nas faktory i wskazniki. Trzecim, réwnie istotnym glosem przemaw-
iajacym za takim rozwigzaniem, byt fakt, iz budowa wtasnego systemu pozwolita na
swobodne doktadanie do niego nowych moduléw.

Caly system zostal napisany w Javie i jego idea zostata oparta na interfejsach,
po to, by w latwy i przejrzysty sposéb mozna byto dodawaé¢ nowe moduty, czyli
nowa funkcjonalno$é dla calego systemu. Dlatego tez zostaly zaimplementowane
nastepujace interfejsy (przepisy) do tworzenia nowych klas:

Chromosom - do implementowania réznych reprezentacji chromosomu

Estymator - do implementowania réznych funkcji oceny i réznych probleméw
Selector - do implementowania réznych operatoréw selekcji

Mutator - do implementowania réznych operatoréw mutacji

Reproductor - do implementacji réznych operatoréw krzyzowania

Improver - do implementacji réznych opcji poprawiajacych efektywnosé algorytmow,
czyli usprawnienn algorytmu.

W systemie zaimplementowano 10 funkcji testowych. Wiekszos¢ z nich operuje na
dziesieciu zmiennych, trzy operuja tylko na dwoéch. W systemie zaimplementowano
zaréwno stochastyczne, jak i deterministyczne operatory selekcji.

Podstawowy modut systemu FDBIN oferuje wyliczanie wymiaru pudetkowego
dowolnego zbioru punktéw w n-wymiarowej przestrzeni. Warunkiem jest, aby kazdy
z elementow tego zbioru wejsciowego byt zakodowany binarnie w odpowiedni sposob.
Proces wyliczania wymiaru pudetkowego jest dwuetapowy.

Wyniki przedstawione sa na wykresach zamieszczonych ponizej.

Gdy przyjrzymy sie blizej uzyskanym zestawieniom, zauwazymy, ze w wiekszosci
przypadkéw wartosci wymiaru pudetkowego nie sa przypadkowe. Przy tej samej
funkcji oraz dla tej samej konfiguracji liczby te sa wyraznie skupione przy jednej
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Rysunek 4.2. Wymiar fraktalny - wyniki usrednione

wartosci. Cata probka dziesieciu niezaleznych przebiegéow algorytmu osiaga bardzo
zblizone wyniki wymiaru pudetkowego. Dowodzi to, jak juz wspomnieliSmy wyzej, ze
wyliczanie wymiaru fraktalnego jest zasadne. Idac dalej i poszerzajac nasz horyzont
obserwacji zauwazamy, iz nawet przy réznych funkcjach ta sama konfiguracja nadal
zachowuje pewna prawidtowosé. Weiaz widzimy wyrazne skupienie wartosci wymiaru
pudetkowego.

Wyniki zbiorcze dziatania zaprojektowanego systemu do wyznaczania wymiaru
pudetkowego trajektorii algorytméw sa przedstawione na 3 rysunkach.

4.3.1. Klasyfikacja

Postaé graniczna algorytmu pozwala na doktadniejsze analizy zwiazane z klasyfikacja
algorytmow, a nawet wprowadzenie pewnej hierarchii w klasyfikacji. Rownowaznosé
algorytméw mozna rozpatrywaé¢ na gruncie macierzy przejécia, rozktadu granicz-
nego, operatora granicznego, wektoré6w wlasnych operatora opisujacego algorytm
oraz entropii i porownywaé z klasyfikacja taksonomiczng lub oparta na twierdzeniu
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Rysunek 4.3. Wymiar fraktalny - wyniki z chmura trajektorii

o schematach albo metodach statystycznych. Wazna bylaby klasyfikacja oparta o
uporzadkowanie (trajektorie) populacji (permutacje populacji), jak i kluczowa teo-
retycznie entropie i wymiar fraktalny oraz jego przyblizenia.

>

Dwa algorytmy genetyczne sa rownowazne, jezeli maja te sama macierz przej-
§cia (operator Markowa).

Dwa algorytmy genetyczne sg rownowazne, jezeli ich operatory przej$cia maja
ten sam rozktad graniczny.

Dwa algorytmy genetyczne sa réwnowazne, jeéli generuja ten sam operator
graniczny.

Algorytmy genetyczne sa rownowazne, jesli maja te samg entropie trajektorii.

Dwa algorytmy genetyczne sa rownowazne, jedli ich trajektorie maja ten sam
wymiar fraktalny (Hausdorffa, pudetkowy, informacyjny, itd.).

Dwa algorytmy genetyczne sa rownowazne, jesli generuja te same permutacje
populacji (uporzadkowanie).

Klasyfikacja taka wykorzystuje wielkosci probabilistyczne, takie jak rozktad prawdo-
podobieristwa, rozklad graniczny, wektory wlasne, macierze Markowa, wymiar frak-
talny i wreszcie permutacja populacji oraz entropia. Sg to wielkosci probabilistyczne.
Problemem jest, czy te wskazniki klasyfikacji powinny byé odpowiednio réwne, a
kiedy mozemy dopuscié ich odchylenia. Ustalenie, ktore wielkosci wskaznikow i jakie
zakresy tych odchylenn sa odpowiednie dla kazdego z nich, moze byé przedmiotem
analizy.



ROzDzIAL D
Podsumowanie

5.1.
Klasyfikacja w literaturze

Wyniki D. Battle, M. Vose [6], oraz T. Jansen [40] sa czastkowymi wynikami potwierdza-
jacymi nasze rozwazania i wyniki dotyczace réownowaznosci (izomorfizmu) algoryt-
moéw genetycznych (ewolucyjnych) [60]. Opisane tam wyniki przyjmuja jako niezmi-
enniki izomorfizmoéw wystepowanie takich samych schematéw lub podobieristwo wari-
ancji i kowariancji oraz korelacji trajektorii algorytméw genetycznych oraz innych
charakterystyk statystycznych. Podobienstwo schematow i parametréow statystycz-
nych prowadzi do tego, ze entropia tych proceséw jest zblizona lub taka sama, a zatem
nie tylko nie przeczy, ale i potwierdza nasze wyniki, ze entropia jest niezmiennikiem
izomorfizmu. Wyniki zamieszczone w tych artykutach sa czastkowymi rezultatami
potwierdzajacymi réwnowaznosé algorytmow z ta sama entropia.

Zagadnienie dyskretyzacji a algorytmy

Dla zadanego problemu optymalizacyjnego generowanie procesu ewolucyjnego jest
poprzedzone nie tylko definicja funkcji wartosciujacej (dopasowania), ale tez jej
dziedziny, ktora zalezy od przyjetej dyskretyzacji (doktadnosci obliczen), tj. kroku
probkowania (czesto ciagtej) przestrzeni argumentéw. To powoduje, ze w zasadzie
mamy do czynienia z réznymi procesami ewolucyjnymi dla r6znej dyskretyzacji tego
samego problemu optymalizacyjnego. Z tym jest zwiazany juz zaobserwowany fakt,
ze entropia generowanego procesu moze zaleze¢ od sposobu dyskretyzacji i nie jest
to niczym zaskakujacym. Przy zmianie dyskretyzacji mozemy zmienia¢ prawdopo-
dobieristwa pojawiania si¢ pewnych punktéow, a zatem i entropie procesu [80]. Przy
pewnym kroku dane zadanie moze by¢ stabilne, a przy innym staje sie niestabilne.
Nastepuje zatem zmiana rozktadu prawdopodobieristwa pojawiania si¢ punktéow, a
wiec zmienia si¢ entropia. Fakt ten pokazuje, ze nawet niewielka zmiana dziedziny
funkcji wartosciujacej w problemie optymalizacyjnym moze spowodowaé, ze algo-
rytm optymalizacyjny zachowuje sie zupelnie inaczej. Juz przy matej modyfikacji
zadania, dobry dotychczas algorytm staje sie nieodpowiedni.

5.2.
Gléwne wyniki rozprawy

W rozprawie przedstawiono postaé graniczng operatora algorytmu genetycznego.
Uzyskanie postaci granicznej algorytmu genetycznego pozwolito na przedstawienie
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optymalnego algorytmu genetycznego w sensie probabilistycznym. Postaé optymal-
nego algorytmu genetycznego w sensie probabilistycznym daje wskazéwki, jak pro-
jektowaé algorytmy genetyczne. Moze byé¢ ona podstawa do dalszych badan zaré6wno
teoretycznych, jak i eksperymentalnych. Ciekawg wlasnoscig operatora granicznego
przedstawiong w pracy jest fakt, ze kolumny ! macierzy operatora sa sobie rowne i sg
réwne wektorowi wlasnemu odpowiadajacemu najwiekszej wartosci wtasnej réwnej
jeden.

Wynik ten pozwala na sformutowanie postaci najlepszego algorytmu genetycznego
w sensie probabilistycznym. Daje to tez podstawy teoretyczne do podjecia badan
nad realizacja optymalnych algorytméw genetycznych. Wynik ten wskazuje, ze na-
jlepszym algorytmem jest algorytm, w ktérym dana populacje mozna otrzymaé z
tym samym prawdopodobieristwem z kazdej innej populacji.

Fakt, ze operator graniczny jest reprezentowany przez macierz o tych samych
kolumnach pozwolil tez na udowodnienie, ze algorytm genetyczny jest réwnowazny
przesunieciu Bernoulliego, a wiec mozna go klasyfikowa¢ na mocy entropii i wymiaru
fraktalnego. Dowdd, ze algorytm genetyczny jest rownowazny przesunieciu Bernoul-
liego, ma szersze znaczenie i pozwala na uzasadnione wykorzystanie catego dorobku
metod i wynikow wypracowanych przy badaniach przesunie¢ Bernoulliego do badania
algorytméw genetycznych i ewolucyjnych. Otwiera to nowe, rozlegte i wartosciowe
pole badan.

!dla macierzy z operacja lewostronna beda to jednakowe wiersze.
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