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Badanie stabilnosci i jednoznacznosci algorytmow teorii plastycznego plynigcia
stosowanych w symulacji tfoczenia blach

Stability and uniqueness of flow approach algorithms in sheet metal forming simulations

Streszczenie

W niniejszej pracy rozwazamy problem zbieznosci 1 jednoznacznosci rozwigzania
nieliniowego problemu symulacji proceséw ttoczenia blach modelowanych z wykorzystaniem
sztywno-lepko plastycznego materiatu. Do symulacji wykorzystujemy programy MFP2D i
MFP3D sprawdzone w kilku zastosowaniach przemystowych [5,6,10]. Zaleta obydwu kodow
numerycznych jest wzgledna prostota algorytmu, a co za tym idzie mozliwos¢ doktadnej
analizy wrazliwosci 1 optymalizacji procesu ttoczenia blach. Niestety obydwa programy maja
powazna wade zwiazana z przyjetym modelem materiatu. W trakcie obliczen obserwujemy
niestabilno$¢ wywotana stosunkowo wysokim wskaznikiem uwarunkowania uktadu réwnan.
Dodatkowo przyjety model kontaktu zawierajacy funkcje kary pogarsza wskaznik
uwarunkowania macierzy sztywnosci. Celem badan jest migdzy innymi poprawienie tego
wskaznika.
Abstract

The objective of this paper is to improve stability conditions, uniqueness and
convergence of the flow approach algoritm with viscoplastic and plastic material models.
Two numerical codes, MFP2D and MFP3D, were used previously for practical industrial
solutions. Relative simplicity of both codes allowed to include “exact” sensitivity calculations
by direct differentiation method. This make possible very effective optimization of the whole
sheet metal forming process simulation. One of important drawbacks of viscous shell
approach is lack of stability and convergence in situations when the condition number of

resulting system of equations is relatively high. The reasons include the lack of elasticity part



in constitutive material law and asymptotic character of viscosity — effective plastic strain
rate relationship. Approximate character of the contact modelling (penalty approach) also
affects conditioning of the system. This drawback can be overcome by some measures
proposed in this paper.

Stowa kluczowe: ttoczenie blach, teoria plastycznego plynigcia, wskaznik uwarunkowania
macierzy

Key words: sheet drawing, flow approach, matrix condition number.

Wstep

Celem pracy jest poprawa dzialania stosowanych w ttoczniach blach kodéw
numerycznych MFP2D i MFP3D opartych na teorii plastycznego ptynigcia (tzw. flow
approach). Warunkiem uzyskiwania stabilnych rozwigzan w obydwu programach jest
dogtebne zbadanie wtasnosci algorytmu dla dwu praw konstytutywnych: dla materialu
sztywno—lepko—plastycznego oraz sztywno—plastycznego.

W dotychczasowych badaniach oceniono wplyw ruchéw sztywnych tych elementéw
blachy, ktére nie spelniaja warunku plastycznosci (co jest normalne dla czgsci obszaru,
szczegblnie na poczatku procesu deformacji), na zbiezno$¢ uzyskiwanych rozwiazan.
Szczegdlng uwage zwrdcono na asymptotyczny charakter obydwu praw. Asymptotyczno$¢
sprawia, ze pojawiaja si¢ niestabilnosci zaréwno dla bardzo duzych jak i dla bardzo matych
lepkosci.

Opracowano procedury liczenia odpowiednich norm wektoréw prawych stron réwnan
rOwnowagi i1 oceniono zbiezno$¢ rozwigzan porodwnujac wyniki dla réznych norm.
Wprowadzono do programu algorytmy obliczania norm macierzy sztywnosci. Zbadano
zmienno$¢ tych norm 1 obliczonego przy ich pomocy wskaznika uwarunkowania dla prostych
przyktadéw testowych tloczenia blach.

Efektem koncowym powinna by¢ poprawa zbiezno$ci rozwigzan nieliniowych, ich
doktadnosci 1 jednoznacznosci.

Podstawowy uklad rownan teorii plastycznego plynigcia

Réwnania metody elementéw skonczonych dla  zdyskretyzowanej powtoki
lepkoplastycznej, definiujace zwiazki wektorow predkosciu, predkosci weztowych a,
predkosci odksztatcen € oraz naprezenia 6, mozna zapisa¢ w postaci

i=ga
¢=Ba (1)
6 =E(G,7)¢=E(G,V)Ba



w réwnaniach (1) @ jest macierza funkcji ksztaltu. Macierz B okresla zaleznos¢ pomigdzy
wektorami predkosci odksztalcen i predkosci weztowych. Jej wyrazy sa pochodnymi funkcji

ksztattu po wspotrzednych x, y, z statego, prostokatnego uktadu kartezjanskiego. Natomiast
E(G,V) zalezy od przyjetego modelu powtoki lepkiej (membranowego czy zgieciowego). W

prostszym przypadku modelu membranowego mamy [6]
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Gi V sa zastepczymi parametrami materiatowymi odgrywajacymi w teorii plastycznego
plynigcia materialu sztywno-plastycznego t¢ sama rolg, ktéra w sprezystosci spetniaja modut
$cinania oraz wspotczynnik Poissona, £ jest gruboscia powtoki. [1,2,3,4]

Réwnanie réwnowagi przybiera standardowa postac

Ka=Q 3)
K i Q oznaczaja odpowiednio sieczna macierz sztywno$ci oraz wektor sit zewngtrznych
powtoki lepkie;j.

Ze wzgledu na charakter parametréw materiatowych G i ¥ uklad réwnan (3) jest
nieliniowy. Moze by¢ rozwiazany za pomoca technik przyrostowo-iteracyjnych. Doktadna
posta¢ stycznej macierzy sztywnosci jest dla ogélnych przypadkéw uwzgledniajacych np.
porowatos¢ bardzo skomplikowana i dlatego warto stosowaé sieczne lub quasi-sieczne
operatory sztywnosci, [2]. Najprostszy algorytm rozwigzania tego uktadu réwnan moze by¢
oparty na schemacie iteracyjnym, w ktérym dla i-tej iteracji mamy nastgpujace zwiazki [5]
— Aa"' =—[K'|"'R’ (4a)

éi+l — ai +Aéi+l (4b)

sprawdz zbieznos¢
W powyzszym schemacie obliczen R' oznacza wektor sit rezydualnych obliczany ze
wzoru
R'=[B'6'dQ-Q (5)
Q
Po wyznaczeniu z réwnania (4b) zbieznego pola predkosci uaktualniamy geometrig
deformujacej si¢ blachy, warunki brzegowe i przystgpujemy do nastgpnego kroku obliczen.

Tego typu algorytm pozwala na tatwe uwzglednienie warunkéw kontaktu i tarcia.



Zbieznos¢ obliczen algorytmu wykorzystujacego teori¢ plastycznego plynigcia

Zbieznos$¢ rozwiagzan nieliniowych jest zwykle kontrolowana za pomoca kryteriow
opartych na normach sit rezydualnych. W pracy [6] podjgto prébe realizacji kontroli
zbieznosci opartej na normach predkosci. Na rys. 1 pokazano wyniki analizy zbieznosci
przeprowadzonej dla przyktadu ttoczenia powloki osiowosymetrycznej. Dla danego kroku
czasowego widzimy, Ze po mniej wigcej trzynastu iteracjach, gdzie numer iteracji odpowiada
kolejnym punktom na krzywej, norma predkosci prawie si¢ nie zmienia (mozna ja okresli¢
jako liczbg z przedziatu (1.305, 1.31), podczas gdy zmiany normy sit rezydualnych sa nadal
duze. Nalezy zwréci¢ uwage na to, ze na osi poziomej trzeba bylo zastosowaé skale
logarytmiczna. Obydwie normy, predkosci 1 sit sa liczone jako pierwiastek z sumy kwadratow
odpowiednich skfadowych. Zbieznos¢ kontrolowana normami predkosci jest szybsza niz w
przypadku norm opartych na sitach rezydualnych, poniewaz fakt wchodzenia i wychodzenia
tych samych weztéw w kontakt powoduje duze oscylacje naprezen, a co za tym idzie brak
stabilnych wartosci sit rezydualnych.

Omawiane efekty wynikaja réwniez z charakteru zaleznosci modutu $cinania (lepkosci)
od predkosci odksztatcen danej wzorem
O-O

5:—;
3

(6)

gdzie op jest granica plastycznosci, a € jest skalarna miarg tensora predkosci odksztalcenia.

Zauwazmy, ze w przypadku deformacji zwiazanych z obciazaniem ciata prawie sztywnego

£~0 za$ wartos¢ G roénie asymptotycznie az do nieskonczonoéci. Aby uniknaé
osobliwosci towarzyszacej deformacjom w granicznym przypadku ciata sztywnego trzeba
stosowa¢ obcigcie G . Oznacza to innymi stowami konieczno$é wprowadzenia do algorytmu
pewnej okreslanej droga eksperymentéw numerycznych granicznej wielkosci G .

W sytuacjach gdy predkosci odksztatcen sa niewielkie, G jest na ogét bardzo wrazliwe
na nawet niewielkie zmiany pola predkosci. Wywotuje to zmiany pola naprgzen, ktére
zaburzaja zbieznos¢ sit rezydualnych.

Celem doboru optymalnych parametréw zbieznos$ci przeprowadzono w pracy [6] szereg
testow zbieznosci. Rozpoczeto od osiowo-symetrycznego testu wzorcowego ttoczenia blachy
z brzegiem swobodnie podpartym, zaproponowanego przez Wagonera i opisanego w pracy

[7]. Przyktad policzono, wybierajac trzy tolerancje zbieznosci:
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Rys. 1 Normy predkosci i sit rezydualnych. [6]
Fig. 1 Norms of velocities and residual forces.[6]

e tolerancja zbieznosci oparta na normie predkosci, tolerv=0.01 (VNO1),
e tolerancja zbiezno$ci oparta na normie predkosci, tolerv=0.001 (VNOO1),

e tolerancja zbiezno$ci oparta na normie sit rezydualnych, tolerf=0.01 (ERNO1),



przy czym warto$ci tolerancji wynosza:
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Rys. 2 Wyniki symulacji ttoczenia dla prébki osiowosymetrycznej przy réznych tolerancjach (normach)

Fig. 2 Axisymmetrical deep drawing test results for different convergence tolerance norms. [6]

zbieznosci. [6]
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Rys. 3 Wyniki symulacji tloczenia cylindrycznej prébki tréjwymiarowej przy réznych tolerancjach
(normach) zbieznosci. [6]
Fig. 3 Simulation of sheet drawing, 3D specimen. [6]

dvel, vel, resid 1 fwew oznaczaja odpowiednio normy wektorow przyrostu predkosci,
predkosci, sit rezydualnych i sit wewngtrznych, liczone jako zwyklte S$rednie normy
kwadratowe (normy euklidesowe), czyli pierwiastki z sum kwadratéw wszystkich

sktadowych danego wektora, na przykiad wektora predkosci.



Postugujemy si¢ przy tym kryterium zbieznosci opartym na bledzie wzglednym.
Wartosci norm dvel, vel, resid, fwew okreSlaja stan zakonczenia danej iteracji zdefiniowany
warunkami

: resid,

dvel <tolerv  lub
vel. fwew.

1 l

<tolerf (8)

i oznacza numer iteracji.

Blachg¢ zamodelowano przy pomocy osiowosymetrycznych elementow membranowych.
Na rys. 2 pokazano typowe rozklady grubosci i zastgpczego odksztalcenia plastycznego w
konfiguracji zdeformowanej, uzyskane przy pomocy wspomnianych wyzej trzech rodzajow
tolerancji zbieznosci.

Jesli rozpatrzymy dwie rézne tolerancje: tolerv=0.001 i tolerf=0.01, mozemy zauwazyc,
ze rozklady grubosci i zastepczego odksztalcenia plastycznego réznia si¢ tylko nieznacznie.
Liczba iteracji jest jednak w przypadku tolerancji opartej na normach predkosci tolerv=0.001,
znacznie mniejsza. Podobne obliczenia dla modelu membranowego blachy ttoczonej jako 3-
wymiarowe probki cylindryczne pokazano na rys. 3. Mozemy ponownie przekonac si¢ o
prawie zupelnym braku réznic rozktadéw grubosci, zastgpczego odksztalcenia plastycznego
oraz wielkosci przemieszczen krawedzi blachy pod dociskaczem dla obydwu tolerancji
zbieznosci, tolerv=0.001 i tolerf=0.01.

Fakt lepszej zbieznosci jest udokumentowany empirycznie — metoda liczenia tych
samych przyktadéw i poréwnywania wynikow. Wyniki testOw zamieszczono na rys. 2 oraz
rys. 3.

Liczbe niezbgdnych iteracji mozna jeszcze bardziej zmniejszy¢, zastgpujac norme
zbieznosci oparta na sitach rezydualnych norma oparta na predkosciach w przypadku
symulacji bazujacej na pelnym tréjwymiarowym modelu procesu. W przypadku

najprostszego modelu membranowego wyttaczanej powloki oszczgdnosci moga siggaé ~19%.

Wskaznik uwarunkowania macierzy

Na stabilno$¢ i1 zbiezno$¢ iteracyjnego algorytmu (4) poszukiwania rozwigzania a ma
wptyw doktadno$¢ kazdorazowego rozwiazania uktadu réwnan (4a), czyli poprawki Aa™'.
Btad tego rozwiazania jest uzalezniony m.in. od wskaznika uwarunkowania macierzy
wspotczynnikéw uktadu, czyli macierzy sztywnosci K' [8]. Wskaznik ten wyraza si¢ wzorem
(pomijamy indeks i)

K(K) =[K]- [K7| ©)
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Rys. 4 Model dwuwymiarowy ttoczenia blachy.
Fig. 4 Numerical example, 2D sheet drawing.
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Rys. 5 Zalezno$¢ pomigdzy predkoscia odksztalcenia a lepko$cig materiatu.
Fig. 5 Dependency between plastic strain rate and material viscosity.

K,

)

gdzie operator ||0|| oznacza jedna ze standardowych norm macierzy, np. ||K|| , = max

I<i, j<n

9

||K|| = max Z”_ ‘K ,‘ W naszych rozwazaniach wykorzystamy tzw. normeg spektralng
©  <isp ~=j=lY

macierzy, ktéra w przypadku macierzy symetrycznych réwna jest maksymalnej wartosci

modutu warto$ci wtasnych macierzy, tzn.

|K] = K], = max|4 (K). (10)

1<i<n
Wysoka warto$¢ wskaznika uwarunkowania oznacza wigksze bledy numeryczne rozwiazania,
zatem powinno si¢ dazy¢ do takiego formutowania modelu matematycznego aby wskaznik x
byt jak najmniejszy.

Dokonano analizy wyzej zdefiniowanego wskaznika uwarunkowania (tzw. spektralnej
liczby uwarunkowania) macierzy K' w kolejnych krokach iteracyjnych dla prostego
dwuwymiarowego modelu tloczenia blachy przedstawionego na rys. 4. Model blachy jest
podzielony na 3 elementy skonczone. W kazdym wezle zatozone zostaty trzy stopnie

swobody: dwa translacyjne oraz jeden rotacyjny. Zatozono sztywno-lepkoplastyczny model



materiatu bez wzmocnienia. Warto$¢ G obliczana jest ze wzoru (6) oraz przyjeto ¥ =0.5.

Zalezno$¢ parametru G od predkosci odksztatcenia przedstawiono na rys. 5.

wskaznik uwarunkowania macierzy sztywnosci dla réznych
wartosci wspdétczynnika kary
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Rys. 6 Wplyw wartosci wspéiczynnika kary na uwarunkowanie macierzy sztywnosci.
Fig. 6 Influence of the penalty function value on stiffness matrix condition.

Zagadnienie kontaktu zostalo rozwiazane w zadaniu poprzez wykorzystanie funkcji
kary. Metoda ta nie wymaga zwigkszenia liczby stopni swobody uktadu. Bez wzgledu na
liczbg ograniczen rozmiar zadania pozostaje taki sam. Podstawowy uktad rownan (3) zostaje

zmodyfikowany do postaci

(K, + 98, 8,)a, =0, + 95,4, (11)
gdzie ¢ jest wspétczynnikiem kary, natomiast a,jest zalozonym ograniczeniem na k-ty
stopien swobody.

Powazne trudno$ci wynikaja jednak z koniecznos$ci okreslenia wspétczynnika kary ¢.
Zbyt mata warto$¢ stalej ¢ zmniejsza dokladno$¢ spelniania ograniczen. W skrajnych
przypadkach warunki kontaktu moga w ogodle nie by¢ spelnione. Zbyt duza warto$¢ ¢
powoduje zte uwarunkowanie macierzy sztywnosci K.

Zbadano wplyw wspoétczynnika kary ¢ na wskaznik uwarunkowania macierzy

sztywnosci. Wykres wartosci wskaznika uwarunkowania macierzy K w kolejnych krokach



iteracyjnych rozwigzania zadania tloczenia blachy oraz dla r6znych wartosci wspétczynnika
kary ¢ przedstawiono na rys. 6.
Mozna zauwazy¢ (rys 6), iz zwigkszenie wartosci wspoéiczynnika kary powoduje

znaczny wzrost wskaznika uwarunkowania macierzy sztywnosci. Optymalna wartos¢
wspétczynnika kary ¢ =10* nie pogarsza znaczaco uwarunkowania macierzy sztywnosci

zapewniajac jednoczesnie dobre uwzglednienie wigzéw. Zbyt mata warto§¢ wspétczynnika
kary powoduje bledy w uwzglednianiu warunkéw kontaktu skutkujace niestabilnoscia
rozwiazania podstawowego ukladu réwnan i w konsekwencji znacznym pogorszeniem
wskaznika uwarunkowania macierzy sztywnosci.

Jednym ze sposobéw poprawy uwarunkowania macierzy jest jej przeskalowanie [9].
Uzyskanie optymalnie uwarunkowanej macierzy sztywnos$ci w praktyce jest bardzo trudne.
Wskaznik uwarunkowania macierzy mozna polepszy¢ wykonujac operacje elementarne na
globalnym uktadzie réwnan. Wyniki takiej analizy przedstawione zostang w czasie

konferencji.
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