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　　摘　要：在动态荷载识别中常常由于矩阵的病态性影响识别的精度，利用有限元理论中的形函数逼近荷载曲线，
将识别离散的荷载历程转化为计算有限的形函数权重，从而显著改善反卷积法识别荷载中存在的采样时间长或采样频率

高时数值求解困难的问题；并能改善反问题的病态性，提高对噪声的鲁棒性。一个连续梁的数值算例比较验证了该方法

在５％的高斯噪声影响下能精确地识别未知荷载。悬臂梁试验中，通过实测的结构动态响应，在移动时间窗内利用荷载
形函数方法可以实现激励的在线识别。
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　　准确的结构动态荷载信息是确定结构动态行为的
关键因素之一，对于结构损伤识别、安全评定等具有重

要的作用。此外，它为灾难性事故的分析评估提供了

科学依据，有益于预防和避免类似事故的重发生。荷

载识别属于结构动力学中的反问题分析，由结构的动

力响应和其动态特性确定。

目前的荷载识别方法［１－４］中，大多数属于频

域［５，６］、时域［７，８］或小波域［９］内分析，基本思想是通过计

算实测的结构响应和提前获取的系统脉冲响应函数的

反卷积计算荷载，也就是所谓的反卷积方法［２］。此外，

还有时间有限元法［１０］，基于鲁棒观测器（ｒｏｂｕｓｔｏｂｓｅｒｖ
ｅｒ）法［１１］，逆结构滤波法（ＩＳＦ）［１２］等。每种方法具有不
同的优缺点，但均面临反问题分析中常存在的病态性

问题，如解的唯一性、稳定性等。反卷积法以其形式简

单、可灵活采用时域和频域内分析的特点应用较广泛；

但若测量时间长或采样频率高时，则导致脉冲响应函



数（传递函数）组成的系数矩阵维数很大，从而使该方

法数值求解困难。

文献［８］提出荷载形函数方法来改善荷载识别反
卷积方法中的不足，利用有限元中的形函数概念逼近

动态荷载曲线，从而把识别未知荷载的时间历程转变

为识别数目有限的荷载形函数的权重或系数，大大降

低了系数矩阵的维数，提高计算效率。另外，荷载形函

数是连续的，在一定程度上能够过滤噪声的影响，提高

逆问题对噪声的鲁棒性。本文对荷载形函数的相关参

数设置进行了理论补充，并通过试验验证了该方法的

有效性。

１　反卷积方法

假定所考虑的结构为线弹性而且在荷载作用期内

为小变形即忽略几何非线性，那么结构的响应线性依

赖于外部荷载作用。设结构初始状态为零，根据杜哈

姆积分，结构的响应可由外部荷载通过卷积表示为：

ｙα（ｔ）＝∑
ｉ＝１
∫
ｔ

０
ｈαｉ（ｔ－τ）ｆｉ（τ）ｄτ （１）

式中：α为测点编号；ｆｉ为作用在结构上的第 ｉ个外部
荷载，ｈαｉ（ｔ）为测点α和荷载ｆｉ之间的脉冲响应函数。

实际应用中，结构的响应一般通过测量或数值模

拟得到，从而是离散化的，因此考虑测量时间内所有的

离散的结构测点响应，并按一定顺序排列，式（１）可以
表示为如下的矩阵形式：

ｙＭ ＝ｈｆ （２）
式中 ｙＭ汇集了所有测点在测量时间内的离散响应；ｆ
汇集了所有外部荷载的离散时间历程；矩阵 ｈ是分块
矩阵，子矩阵是由测点和外部荷载之间的相关脉冲响

应函数构成的Ｔｏｅｐｌｉｚｅ矩阵。
由式（１）、（２）知，通过解实测结构响应和系统脉

冲响应函数计算反卷积可以得到未知荷载，即求解方

程（２）。这是一个线性方程组，为保障所求解的唯一
性，需要独立测点（传感器）的数目至少等于可能的未

知荷载数目。在实际应用中，需要预先知道或假定荷

载可能存在的位置信息以确定传感器的数目和构造对

应的脉冲响应函数。

解式（２）就是解线性方程组 Ａｘ＝ｂ或求解 ｍｉｎ
Ａｘ＝ｂ２，往往面临病态问题。实测响应中一个小的

扰动，比如无法避免的测量误差，将会引起很大的荷载

识别误差，即方程的解对扰动非常敏感［３］。因此，有必

要对解进行数值正则化，常用的正则化技术有截断奇

异值分解方法（ＴＳＶＤ）或Ｔｉｋｈｏｎｏｖ方法［３］。

另外，式（２）中方程组和未知数的数目与时间步数
成正比，当采样频率高或测量时间较长时，比如离线荷

载识别中，线性方程组可能会很大，导致计算操作难以

实现。利用提出的荷载形函数方法可以改善荷载识别

方法中存在的病态问题，减小计算工作，提高识别

效率。

２　荷载形函数方法

２１　基本原理
荷载形函数的基本思想源于有限元中的形函数。

不同的荷载形式决定了不同类型的形函数类型，如荷

载只作用在一点时，其时间历程是一个曲线，可以采用

梁单元的形函数，本质上是采用曲线插值的方法对荷

载曲线进行逼近。如果结构上作用一个线荷载，其时

间历程就是一个曲面，需要选用板的形函数进行曲面

插值。对于面荷载，则需要借用实体单元的形函数进

行插值。因此选择形函数类型时，需要根据经验判断

荷载的类型。

图１　荷载的时间历程曲线
Ｆｉｇ．１Ｔｈｅｌｏａｄｔｉｍｅｈｉｓｔｏｒｙ

本文假定荷载的时

间历程是一个曲线，如

图１，可以比拟为一个
“时间梁”的变形，其中

荷载的时间轴比拟为

“梁”长度方向的位置坐标。只考虑梁的弯曲变形，即

每个结点有竖向和转动两个位移。假如把荷载历程按

时间划分为四段，那么该“时间梁”单元有五个结点，十

个形函数，定义为荷载形函数，如图２，其意义为“时间
梁”某个结点在竖向或转动方向发生单位位移引起的

荷载历程。记荷载形函数矩阵 Ｎ＝［Ｎ１　Ｎ２　…　
Ｎｎｌ］，ｎｌ是形函数的个数。

图２　荷载形函数
Ｆｉｇ．２Ｌｏａｄｓｈａｐｅｆｕｎｃｔｉｏｎ

根据形函数的意义可知，动态荷载时间历程 ｆ（ｔ）
可由若干个形函数近似表示：

ｆ（ｔ）＝Ｎ（ｔ）α （３）
式中：α＝［α１　α２　…　αｎｌ］

Ｔ，αｉ是对应第ｉ个形函数
的“时间梁”结点的位移，称为该形函数的系数。

２２　形函数的选取
图２给出了形函数的形式，具体表达式参考有限

元中梁单元形函数。在实际应用中，荷载历程一般被

均匀划分为若干段。设相邻每段两个结点的时间长度

定义为形函数的半个周期Ｔｆ／２，则形函数的频率为ｆｆ＝
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１／Ｔｆ，两个结点之间为 ｌｎｔ＝Ｔｆ／（２Δ）＝ｆｓ／（２ｆｆ）个时间
步，其中ｆｓ为采样频率，采样时间间隔为Δ＝１／ｆｓ。若分
析的离散荷载时间为 ｔ，共含 ｎｔ个时间步，则形函数的
个数ｎｌ：

ｎｌ＝２（２ｔ／Ｔｆ＋１）＝
２（２ｔｆｆ＋１）＝２（ｎｌ／ｌｎｔ＋１） （４）

由上可知，形函数内时间步数取决于采样频率ｆｓ和
形函数的频率ｆｆ，而形函数个数取决于形函数的频率 ｆｆ
和测量时间ｔ。测量时间一定时，形函数个数由形函数
频率决定，形函数的频率选取会影响识别精度。结构

动态荷载往往含有多个频率成分，为能够准确逼近动

态荷载曲线，要求形函数的频率大于荷载所分析的最

高截断频率。形函数的频率小于荷载的截断频率时，

它不能准确地逼近荷载；而形函数的频率较高时，取极

限类似单位脉冲，识别结果对噪声敏感。另外，较高的

形函数频率意味着形函数个数多，这时系数矩阵的维

数大，计算效率低。因此，选取合适的形函数频率是基

于形函数法识别荷载的关键之一。对未知荷载而言，

鉴于线性结构的响应线性依赖于外部荷载，确定其所

需的形函数频率可以通过对结构实测响应的频谱分析

决定。

设Ｆ（ω）代表响应的傅里叶变换，定义下式：

ｒ（ω）＝ Ｔ（ω）
Ｔ（＋∞）

（５）

式中Ｔ（ω）＝∫ω０ Ｆ（ω）
２ｄω，定义 ｒ（ω）为整个响应中

频率小于ω的响应的含量。在实际中频率的上限不能
到＋∞，设分析的最大频率为ωｍａｘ，则上式改写为：

ｒ（ω）＝ Ｔ（ω）
Ｔ（ωｍａｘ）

（６）

对于一般荷载，可取 ｒ（ωｃ）＝９５％对应的频率 ωｃ
为截断频率，视 ωｃ为荷载可能的最高频率，即把 ωｃ作
为逼近未知荷载所需的形函数的参考频率。实际操作

中根据荷载形式，ｒ（ωｃ）的取值可适当增减。那么两个
相邻结点含的时间步 ｌｎｔ＝ｆｓ／２ωｃ，代入式（４）可确定所
需的形函数个数ｎｌ。
２．３　荷载识别

实际应用中，根据式（３），式（２）中离散的荷载历
程可以表示为：

ｆ＝Ｎｆαｆ （７）
式中：Ｎｆ＝Ｉｎｆ×ｎｆＮ是 ｎｆｎｔ×ｎｆｎｌ的矩阵，Ｎ是 ｎｔ×ｎｌ
维的离散的荷载形函数矩阵。αｆ＝［α

Ｔ
１，…，α

Ｔ
ｎｆ］

Ｔ是

ｎｆｎｌ维的列向量，由各个荷载的形函数的系数组成，
αｉ（ｊ）是荷载ｉ的第ｊ个形函数的系数。

把式（７）代入式（２）得到：
ｙＭ ＝ｈＮｆαｆ＝Ｂαｆ （８）

式（８）中的脉冲响应函数矩阵、荷载形函数矩阵均可以
提前构造。形函数的个数ｎｌ一般远小于测量时间步数

ｎｔ，因此把式（２）直接计算荷载转化为先求解式（８）中
荷载形函数的系数，然后计算荷载，使未知数个数大大

减少，显著提高计算效率。另外，荷载形函数是连续光

滑的，根据式（８）计算荷载在一定程度上能削减噪声的
影响。

利用式（８）计算荷载，其系数矩阵的维数得以减
小，采用截断奇异值分解方法（ＴＳＶＤ）对解进行数值正
则化更简单快捷，即：

αｆ＝∑
ｑ

ｉ＝１

ｕＴｉｙ
Ｍｖｉ
σｉ

（９）

式中：ｕｉ是酉矩阵Ｕ＝［ｕ１，…，ｕｎｆｎｔ］的第ｉ个列向量，ｖｉ
是酉矩阵Ｖ＝［ｖ１，…，ｖｎｆｎｌ］的第ｉ个列向量，酉矩阵Ｕ，
Ｖ由式（８）中系数矩阵 Ｂ的奇异值分解得到。σｉ是矩
阵Ｂ的第 ｉ个正奇异值。ｑ指选用前 ｑ个正奇异值求
解。奇异值截断数目可以根据 Ｌ－曲线计算。通过 Ｌ
－曲线的拐点来权衡响应残差和荷载光滑度。
根据公式（９），系数矩阵很小的奇异值会放大结构

测量中的响应误差的影响，从而使识别的结果严重偏

离真实值。利用反卷积方法识别荷载时，公式（２）中系
数矩阵由脉冲响应函数组成，而脉冲响应的振动一般

比较剧烈，频率成分含量比较丰富，特别是高频成分，

系数矩阵中小的奇异值可认为是由脉冲响应中的高频

成分导致的，因此在计算反卷积时需要通过截断奇异

值分解等正则化方法去掉较小的奇异值，以改善解的

识别精度。当采用荷载形函数识别荷载时，系数矩阵

由脉冲响应函数组成的矩阵和形函数矩阵相乘得到

（见式（８）），该系数矩阵中的每列元素相当于对应每
个荷载形函数引起的结构响应。因为荷载形函数是连

续光滑的，它引起的结构响应也相对光滑，相对于单位

脉冲引起的结构响应而言，它含有高频成分很少或几

乎没有，使系数矩阵中只存在少数几个或不存在特别

小的奇异值，因此采用荷载形函数识别荷载时，系数矩

阵只截断少数几个奇异值或不需截断奇异值。

另外，已知结构的有限元模型，荷载形函数方法结

合“移动时间窗”［１３］可以推广到在线识别，也就是式

（８）中的实测响应 ｙＭ被替代为 ｙＭ←ｙＭ（ｎ）－ｙ（ｎ），其中，
ｙＭ（ｎ）是第ｎ个时间窗的采样数据；假定前面时间窗内
的荷载已被识别，该时间窗内的结构初始状态和非零

初始状态引起的桥体的自由振动 ｙ（ｎ）根据结构模型
易求。

３　数值算例

首先借助一个两跨连续梁模型（图３）来验证所提
出的荷载识别方法的有效性。

梁每跨５ｍ，工字型组合截面５５ｍｍ×１００ｍｍ×
７．２ｍｍ×４．５ｍｍ。弹性模量 Ｅ＝２１０ＧＰａ，密度 ρ＝
７８００ｋｇ／ｍ３，截面面积为 １２００ｍｍ２，受弯惯性距为
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１９４３８００ｍｍ４。有限元梁模型被均匀划分为２０个单
元，在距左端２．２６ｍ、５．２６ｍ的截面底部分别布一个
应变传感器，记为 Ｓ１，Ｓ２。取前两阶瑞利阻尼比为
０．０１。

假定结构承受两个竖向荷载ｆ１，ｆ２（图４），分别作用
在距梁左端４．５ｍ、６．５ｍ截面上。结构动力响应计算采
用Ｎｅｗｍａｒｋ逐步积分方法，Ｎｅｗｍａｒｋ参数 α＝０．２５，β＝
０．５。积分步长０．００１ｓ，即采样频率１０００Ｈｚ。测量时间
为０．９ｓ。考虑响应含有５％的高斯随机噪声。

图３　两跨连续梁模型
Ｆｉｇ．３Ａｔｗｏｐａｎｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｂｅａｍｍｏｄｅｌ

图４　结构外部荷载 ｆ１，ｆ２
Ｆｉｇ．４Ｔｈｅａｓｓｕｍｅｄｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ

　　假定外部荷载未知，采用荷载形函数法进行识别，
并与荷载识别的基本方法—反卷积法（解式（２））进行
比较。鉴于荷载识别等反问题往往是病态的，采用ＴＳ
ＶＤ正则化方法求解。奇异值截断的个数 ｋ即正则化
程度通过Ｌ－曲线确定。

考虑５％的高斯噪声，反卷积法识别荷载的 Ｌ－曲
线（图５）的拐点对应 ｋ＝４７０，也就是小于最大奇异值
０．１４％的奇异值都被截断，识别的相应荷载（见图６）与
真实值相比有明显振荡，说明直接利用反卷积方法识

别荷载对噪声敏感。

利用形函数进行荷载识别时，荷载形函数通过测

点响应进行傅里叶变换确定。两个测点响应的各频率

含量相似，以测点Ｓ１的傅里叶变换为例进行分析，如图
７。选取ωｍａｘ＝１００Ｈｚ，根据式（６）得到的形函数的频
率ωｃ＝１４．４３Ｈｚ，见图８，根据此确定每个荷载需要６２
个形函数。考虑５％的高斯噪声，得到的 Ｌ－曲线如图
９。该曲线没有典型的 Ｌ－曲线拐点，说明解式（８）条
件数好，ｋ＝１即可得到不错的识别结果，如图１０，与真
实值非常接近。

从上面的分析可知荷载识别的主要计算工作来自

系数矩阵的奇异值分解，对一个 ｍ×ｎ维的矩阵（ｍ
ｎ）的计算量为Ｏ（ｍｎ２）阶［１４］。基本反卷积法的系数维

图５　基本反卷积法的Ｌ－曲线
（隔１０个取１点）

Ｆｉｇ．５Ｌｃｕｒｖｅｖｉａｔｈｅｂａｓｉｃｄｅｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ

图６　基本反卷积法识别的荷载
Ｆｉｇ．６Ｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｌｏａｄｖｉａ
ｂａｓｉｃｄｅｃｏｎｖｏｌｕｔｉｏｎ

图７　测点Ｓ１响应的傅里叶变换

Ｆｉｇ．７Ｆｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ
ｏｆｒｅｓｐｏｎｓｅｓａｔｓｅｎｓｏｒＳ１

图８　测点Ｓ１响应的频率含量

Ｆｉｇ．８Ｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｐｅｒｃｅｎｔ
ｏｆｒｅｓｐｏｎｓｅｓａｔｓｅｎｓｏｒＳ１

图９　形函数方法识别的Ｌ－曲线
Ｆｉｇ．９Ｌ－ｃｕｒｖｅｖｉａｔｈｅｌｏａｄ
ｓｈａｐｅｆｕｎｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ

图１０　形函数方法识别的荷载
Ｆｉｇ．１０Ｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｌｏａｄｖｉａ

ｌｏａｄｓｈａｐｅｆｕｎｃｔｉｏｎ

数矩阵为１８０２×１８０２，利用形函数方法后变为１８０２
×１２４，因此这里形函数方法能使计算量降低几乎两个
数量级。基本反卷积方法识别荷载对噪声敏感，需要

通过合适的奇异值截断来进行，而且仍存在明显的识

别误差。形函数方法不但降低计算量，而且能够在一

定程度上过滤噪声的影响，识别结果抗噪能力强。

４　试验验证

试验装置如图１１所示，试件为一个悬臂铝梁，长
１３６．１５ｃｍ，矩形截面２．７ｃｍ×０．３１ｃｍ。固定端夹在
一个稳定框架上。梁的弹性模量为 ７０ＧＰａ，密度是
２７００ｋｇ／ｍ３。采用压电激励器 ＡＰＡ（ＡｍｐｌｉｆｉｅｄＰｉｅｚｏ
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图１１　试验装置
Ｆｉｇ．１１Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｅｔｕｐ

Ａｃｔｕａｔｏｒ）对试件施加一个纯弯矩激励，结构动态响应
利用贴在梁上的三个压电应变片（ＰＶＤＦ）测量，记为传
感器 Ｓ１～Ｓ３。试验中设计了光滑连续荷载、三角形荷
载，见图１２。为保证测得的样本数据含有必需的结构
响应信息，采样频率为２５００Ｈｚ。两种工况对应的测点
传感器的响应见图１２。

图１２　两种工况下的实测结构响应和激励
Ｆｉｇ．１２Ｍｅａｓｕｒｅｄｒｅｓｐｏｎｓｅｓａｎｄｅｘｃｉｔａｔｉｏｎｓ

利用移动时间窗进行荷载在线识别，每个窗内采

用形函数方法识别。首先以测点 Ｓ１为代表，对各工况
的前２０００个点的实测响应进行傅里叶变化，根据式
（６）计算形函数的参考频率，从而确定每个窗内形函数
的个数。两种工况取ｌｎｔ分别为３０、４０，定每个窗含的时
间步数分别为 ４２０、４００。移动时间窗前后重叠一半。
两种工况的总识别时间步分别为８８２１、８８０１。

这里激励器施加的荷载是一个纯弯矩，因此，至少

需要一个传感器才能准确识别荷载。分别利用单个测

点Ｓ１，两个测点 Ｓ１－Ｓ２，三个测点 Ｓ１－Ｓ３进行识别。
为避免赘述，本文仅针对工况１给出了由不同测点数

目识别的结果，见图１３。其中当没有截断奇异值时，由
Ｓ１识别的荷载尾部发散，使荷载计算收敛的奇异值截
断数目为４；利用多个测点识别时不需奇异值截断。

由图 １３可以看出，利用单个传感器可以识别荷
载，但识别精度稍差。利用两个传感器和三个传感器

识别的结果基本上是一致的，识别精度更高。采用不

同传感器识别的荷载误差曲线见图１４，考虑所有测量
时间内的荷载识别相对误差 Ｆ计算 －Ｆ实测 ２／Ｆ实测 ２分

别为５１．８３％，３２．４６％，２６．６％。针对工况二只给出了
利用两个测点 Ｓ１－Ｓ２识别的结果，见图１５，未采用奇
异值截断，荷载识别相对误差为２２．９３％。

图１３　工况１，连续荷载的识别结果
Ｆｉｇ．１３Ｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｒｅｓｕｌｔｓｉｎｃａｓｅ１

图１４　工况１，实际荷载与识别值的误差曲线
Ｆｉｇ．１４Ｃａｓｅ１，ｔｈｅｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｌｏａｄ

图１５　工况２，三角形荷载的识别结果
Ｆｉｇ．１５Ｔｈｅｉｄｅｎｔｉｆｉｅｄｒｅｓｕｌｔｓｉｎｃａｓｅ２

可以看出，两种工况下利用提出的荷载形函数识

别方法均能较好地识别未知荷载。识别的荷载历程曲

线与实际曲线吻合较好，能够反映实际荷载信息。与

多个传感器相比，利用单个传感器识别荷载，结构的动

态响应信息相对较少，由于噪声和测量误差的影响，识

别精度相对较低。移动时间窗在线识别荷载时，利用

反卷积方法需要每个窗内重新计算Ｌ－曲线，确定奇异
值截断数目，这很耗时，难于实现。而荷载形函数在一

（下转第１５４页）
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冰雹冲击过程中的力学行为，当冰雹单元达到失效后，

冰雹单元溢出冲击范围，呈现出流体特性。

（２）冰雹冲击后的剩余动能基本维持在初始动能
的１０％左右，随初始冲击速度的增大而略有增加。

（３）复合材料层合板在冰雹冲击下，首先发生破
坏的是层合板撞击处的上表面，不同速度下的撞击点

接触力和冲击的速度基本成正比。

（４）复合材料层合板在冰雹高速冲击下首先发生
的是基体开裂，临界速度为９５．４ｍ／ｓ；当冰雹的速度达
到１２５ｍ／ｓ时，层合板的上表面纤维开始发生断裂；在
整个冰雹冲击过程中层合板没有发生压缩失效。
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定程度上能够过滤噪声的影响，不需要或只需少数几

个奇异值截断，避免计算Ｌ－曲线。这进一步验证在线
荷载识别中形函数方法的重要角色。

５　结　论

本文介绍并理论补充了基于形函数的荷载识别方

法，通过数值算例和一个悬臂梁的试验验证了该方法

的有效性，并得到以下主要结论：

（１）针对反卷积方法识别荷载中存在的测量时间
长或采样频率高时数值求解困难的问题，利用有限的

形函数逼近未知荷载，将识别离散的荷载历程转化为

识别有限的荷载形函数系数，提高计算效率。

（２）荷载形函数是连续光滑的，在一定程度上能
够过滤噪声的影响，提高逆问题对噪声的鲁棒性。

（３）通过实测结构响应的频谱分析可以确定逼近
未知荷载所需的形函数个数。

（４）形函数与移动时间窗相结合，每个窗内不需
或只需截断少数几个奇异值就可以有效地识别未知荷

载，从而实现荷载的在线识别。
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