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t. Celem pracy *) jest podanie Scistego rozwigzania zagadnienia wy-
boczenia powloki walcowej, wzmocnionej zebrami podiuznymi i poprzecz-
nymi, polozonymi w sposéb symetryczny w stosunku do powierzchni
érodkowej powloki. Zakladamy, Ze miedzy powloks a zZebrami nie wyste-
puja sity tngce przy ich wspélnym zginaniu. Zalozenie to da w wyniku
nieco wyzsze sity krytyczne. Przyjmiemy, ze styk powloki z zebrem na-
stepuje wzdiluz linii prostej (lub tuku kota), sprowadzamy zatem wysie-
pujacy w rzeczywistoéci kontakt powierzehniowy do liniowego. Wresz-
cie ograniczymy zagadnienie wyboczenia powloki do obszaru sprezystego.

Punktem wyjscia rozwazan beda réwnania rézniczkowe odksztalcenia
powloki jednoczesdnie zginanej i Sciskanej W. Z. Wlas ow-a, [1].
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Tutaj w oznacza promieniowe przemieszczenie powloki, R jest promie-
niem kota, N = Eh%/12 (1 — »*) sztywno$cia powloki na zginanie, E modu-
tem sprezystosci, h gruboscig powloki, 1/» liczba Poissona, a ¢ funk-
cja naprezenia, p jest obciazeniem promieniowym, a ¢ obcigzeniem Sci-
skajacym o stalej intensywnosci (rys. 1).

Niech na powloke dziala obcigzenie t wzdluz linii y =1 oraz obcm—
zenie r wzdluz linii x = & Roéwnanie powierzchni w (, y) dla tego obcia-
zenia przyjmie postaé, [2],
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( 2) w (T, y) o E Do Sitda, xS ﬁm Yy -+

n, m -
taSin finy
2\ taSInfing,
T 52  Dun

n, m

~ 8in a, x sin ﬁm Y,
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I") Praca przedstawiona na posiedzeniu naukowym Zakladu Mechaniki Oérodkow
Cigglych IPPT PAN w dniu 8 listopada 1954.



W rownaniu (1.2) 7,1 ¢, sa wspotczynnikami rozwinigcia Fouriera
funkeji » 1 t. Niech powloka wzmocniona bedzie Zebrami poprzecznymi
o sztywnosci zginania EI i zZebrami podiuznymi o sztywnosci zginania EJ.

Oba zebra sg podparte

”% w sposdb przegubowo

_ g nieprzesuwny na jed-

nym koncu, a w sposéb

przegubowo przesuwny

na drugim swym kon-
cu.

Dla g > g, powlo-
ka i zebra wyginaja sie.
Miedzy powloka a ze-
brami powstang reakcje
zwrécone w kierunku -
promienia krzywizny,
reakeje wzajemnego od-
dzialywania. Oznaczmy
je przez ti (x) dla k-tego zebra podiuznego i przez t; (y) dla k-tego zebra
poprzecznego. Zalézmy, ze mamy p zeber poprzecznych i r zeber po-
dluznych.

Réwnanie rozniczkowe ugiecia k-tego zebra ma postaé

Rys. 1

(1.3) EJ:; d wk +(Sk+qu) d =—tr ().

Tutaj zakladamy, Ze cze$§¢ obcigzenia $ciskajacego g, proporcjonalna do
przekroju A Zebra, przejdzie na zebro, a ponadto ze zebro obciazone jest
sita skupiong Sy. Funkcja t; (x) przedstawia oddzialywanie k-tego zebra
na powtloke. Przyjmujemy rozwigzanie réwnania (1.3) w postaci szeregu
trygonometrycznego

‘qu () = 2 wi) sin aa

n=1
spelniajacego wszelkie warunki brzegowe dla zginanego zebra. Zatem

’ g{k}
1,4 — Y] Sm a,«; X
kb oy f) = ~ EJi o 2t — (S, +q4,)

n=1

Réwnanie rézniczkowe ugiecia k-tego zebra poprzecznego ma postaé
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Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja

= rflging y
: - v O sl s
(1.5) w (y) > ETp

=1

ZalozyliSmy tu, ze 7 (y) przedstawia oddzialywanie k-tego Zebra po-

przecznego na powloke. : y
Réwnanie powierzchni odksztatcenia w (x, y) pdwlcki, wywolanego si-

lami wzajemnego oddzialywania powloki na zebro, przyjmie postaé
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Zebra i powloka dla
g > qi. uginaja sie jednako-
wo wzdluz linii zeber. Z wa-
runku wspb6lnego ugiecia :
k-tego  zebra  podiluznego Rys. 2
i powtoki, to jest z warunku

w (x, ne) = wi () (k=1,2,..,1
uzyskamy uktad réwnan
- & g = = risina, &
O ey s FaAYE Pa 2 e 2
™ = m= .

=

J=r ! "
2 ; sSin P‘jm 7,511 ﬁm e
(I il E 4 =0 (k=1,2 7).
b ;2: " A Dy

Z warunku wspolnego ugiecia powloki i k-tego zebra poprzecznego

w (&, y) = W) (k= 1,2,...,‘p)
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otrzymamy nastepujacy uklad réwnan

= o sin a”{‘, sina, &,

(L.1.2) Efmﬁ i 2 5-?2

m =1 =1 H m

o J=r 2 tUl sina, &, gw
~5~_);‘ atly D, 2 B, (k=1,2, ..., p).

Przyréwnanie do zera wyznacznika ukiadu réwnan (1.7.1) i (1.7.2)
prowadzi do warunku wyboczenia powloki. Podany sposéb rozwigzania
jest rozwiazaniem $cistym w ramach stuszno$ci technicznej teorii po-
wiok W. Z. Wlasowa.

Tak ogélnie sformulowany warunek wyboczenia dopuszcza szereg
przypadkow szeczegblnych, ktére warto rozpatrzyé oddzielnie.

2. Powloka wzmocniona zebrami poprzecznymi. W tym przypadku uklad dwu
réwnan (1.7.1) i (1.7.2) uproéei sie do uktadu réwnan

ik £ sma Efsma £,
om “ (i) Ry, TR
ELp T Z" 2 D, 0

m

(2.1)

Po wprowadzeniu oznaczen

g - LT el
b_‘-)’ bN Vi S_q’._"
gdzie
N #* Eha' 12(1—-—:") a\?
©“= g+ HITRNS ( ’
otrzymamy
k) : e
(2.2) 2 Tm ‘f y 1’"' SIn dn ‘5: i S1n E:_:Téf —0
[ 2 2 2)2 A O — 2
r=1.2 (n®+- p* m®)? H‘(n“rg*m?-)‘z Sn

(k=1,2,..9).

Zauwazmy przede wszystkim, ze dla yr—>oc (k = 1,2,.., p) pierwszy
wyraz ukladu réwnan (2.2) znika, a wyznacznik ukladu réwnan
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| (f] e 1 -‘t_, 3
@3  3r



przyréwnany do zera jest warunkiem wyboczenia powloki walcowej pod-
partej na p niepodatnych zebrach, jest zatem warunkiem wyboczenia po-
wloki ciaglej w kierunku osi a oraz posiadajacej (p + 1) przeset. Zau-
wazmy wreszcie, ze dla 4—0 przechodzimy (przy R — co) z.zagadnienia
stateczno$ci powloki na zagadnienie statecznosci plyt wzmocnionych ze-
brami poprzecznymi, [3].

Rozwigzanie ukladu réwnan (2.2) lub (2.3) upraszcza sie znakomicie
w przypadku symetrii ukladu wzgledem osi @ = /2. W tym przypadku

otrzymamy dla symetrycznej postaci wyboczenia pll)=7¥), @)=, p=0

i 2) —
Wp{f)zy;f)adku antysymetrycznej postaci wyboczenia #fl) = —rlt), @ —=
—r .

I

Rozwazmy przypadek najprostszy powloki wzmocnionej jednym tylko
zebrem lezacym w linii & = a/2. Uklad rownan (2.3) upraszeza sie do jed-
nego réwnania

9, (E';!%J"—‘m’ + l‘: sin® iy, Eﬂ_t _ _) =0;
n-12.. (n* 4 p* m*)?* 4 p5——; T m*)' — S»n*

stad dla » £ 0 i &=gq/2 otrzymamy warunek wyboczenia w postaci

’ oy
n=1.3...(n* -+ p*m?)* 4 u— 7 i md)“ — Sn?

B e N - R S =

Ustalajgc parametry p =a;b, y oraz ustalajac m (ilos¢ poéifal) wyzna-
ezyé mozemy ze zwigzku (2.4) droga préb wartosé S. Zmieniajac para-
metr p otrzymamy S =S (p). Funkecja ta ograniczona bedzie od dolu war-
toScig So,rr wystepujaca przy zalozeniu y = 0, od goéry zas wartoScig S
wystepujaca przy powstaniu linii wezlowej wzdluz prostej x = a/2.
Dla y =oco warunek wyboczenia (2.4) bedzie jednoznaczny z warunkiem
wyboezenia powloki na brzegu x = a/2 zupelnie utwierdzonej, na pozo-
stalych brzegach swobodnie podpartej.

Rozpatrzmy dilej powloke wzmocniong dwoma jednakowymi Zebrami,
umieszezonymi symetrycznie wzgledem osi @ = a/2. Dla symetrycznej po-
staci wyboczenia (7{l) =1%)) otrzymamy

"

: sin oA cos 2L sin 22
' 1 < 3 6 2
{25) _ﬂ"’i_'yg +4’§ Aﬂ.m _0'
gdzie
An= (0 + @M+ gy — 2 S
nom— \N"T @~ m H (n® + o2 m¥)® '



Zauwazmy, ze licznik wyraiénia stojacego pod znakiem sumy znika
dla parzystych wartoSci n oraz dla nieparzystych wielokrotnosci liczby 3.
Dla pozostalych wartosei (n = 1,5,7, 11,13,...) jest

sin et cosn?r sin'mI =0
3 6 2 4

Roéwnanie (2.5) mozemy zatem napisa¢ w postaci

B

1 1 1
(2.6) e = 2 —]—*o (n=1,5,7,11,13,17,...).
Dla antysymetrycznej postaci wyboczenia (r!l) = — r{?)) otrzymamy z ukla-

du réwnan (2.2)
nm ., NT . Nx
= €08 = sin—z=sin =

2. o = = T = —obs
( 7:' m-! Y 9« 4 Z < |u..w !

n=

Licznik wyrazenia znajdujacego sie pod znakiem sumy znika dla
wszelkich nieparzystych wartosci n oraz dla parzystych wielokrotnoSci
liczby 3. Dla pozostatych parzystych wartoéci n (n = 2, 4, 8, 10, 14, 16, ...)
licznik wyrazenia znajdujacego sie pod znakiem sumy ma wartosé %/s.
Tak wiec mozna réwnanie (2.7) napisa¢ w postaci

: 1 1 « 1
2.8) R W el
gdzie n = 2, 4, 8, 10,14, ....

Dla powloki wzmocnionej trzema zebrami o jednakowych sztywno-
Sciach na zginanie i rozlozonych w jednakowych odstepach otrzymamy
z przyroOwnania wyznacznika ukladu réwnan do zera (2.2) nastepujacy
warunek wyboczenia:

1 1 G 1
2.9 o a Loy b
: ) m! ?9” + 4 ;An. " 0’

gdzie n = 1,7,9,15, 17,23, 25, ... dla symetrycznej postaci wyboczenia
powloki, oraz n = 2, 8,10, 16, 18, 24, 26, ... dla antysymetrycznej postaci
wyboczenia. Przechodzac do uktadu p zeber poprzecznych o jednakowych
sztywno$ciach i lezgcych w jednakowych odstepach otrzymamy dla sy-
metrycznej postaci wyboczenia, [4],

(2.10) +(1+p) 5‘_}._20,

m'l ?’ QH
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gdzie
14 (— 1kl
a k przyjmuje kolejne wartosci 1 2,3 itd. 1).
Zauwazmy, ze dla p = 4 wskaznik n = 1, 9, 17, 25, ... . Dlatego tez dla
p = 3 nie popelnimy znaczniejszego bledu, jesli w rownan-iu warunkowym
{(2.10) pominiemy wszystkie wyrazy sumy poza pierwszym i napiszemy
1 1
(2. ST O L
(2.11) g T (L + B0
Najmniejsza wartos$é krytyczna Sy, otrzymamy przy wyboczeniu odpo-
wiadajgecym jednej poifali w kierunku osi y (m = 1).
Z réwnania (2.11) otrzymamy
(2.12) S~y o* (1 +p)+ (1 -+ 0%+ a % e
“3. Powloka wzmocniona zebrami podluznymi. Dla tego przypadku wybocze-
nia powloki otrzymamy bezpoérednio z réwnania (1.7.1) dla ) nastepu-
jacy ukiad réwnan:
(k)

2 = Slnﬂm N Slnﬁm ’J'h
i I e ) i i —0
WL Fr a5 Fadjd bg ® 2 D
(k=1,2,..,7).
WprowadZmy nastepujace oznaczenia:
o a_ EJk - __g _.N:f!‘)‘ .ﬂ&_ Skb =
=% Nb M ST, W= e p =% O

Przy tych oznaczeniach mozna nadac ukladowi. r6wnan (3.1) naste-
pujacy postac:

o
3.2 = e e i..
(Sl ) nll Zk_'S.-Z:él.'_Cnnzy‘
S sin .sinp 1,
PSS s Lol
el T et me n 2
g st o Py gmay ST

Dla Jy, A, — oo, a zatem dla %, 0r — ¢o (fo znaczy przy nieskonczenie
sztywnych i niepodatnych zebrach) uklad réwnan (3.2) uprosci sie do

postaci
(3.3) \1 t'{' v sin fm 1) Sin e __ 0,

4
):l e l n.m

) Rozwazania dotyczace rozwigzania wzmocnienia plyt Zebrami umieszcezonymi
1 sposdb regularny obszernie zostaly podane w pracy [4].

DD



a wyznacznik tego ukladu réwnan przyréwnany do zera da wartosci kry-
tyezne Si. dla powloki cigglej o » -+ 1 przestach. Dla = 0 (R —00) prze-
chodzimy z zagadnienia stateczno$ci powloki do zagadnienia statecznosSci
prostokatnej plyty cienkiej Sciskanej w kierunku osi x i wzmocnionej
ukladem r zeber, [2].

Rozpatrzmy przypadek najprostszy, powioke walcowg wzmocniong
jednym tylko zebrem podiuznym. Wyznacznik ukladu réwnan (3.2) upro-
$ei sie znacznie i znajdziemy warunek

1 v sin® B g
— —— — g sl i N ...Aol
nly — Sn?d—Cp n’o* ¢ sz_"i (n2+ o*m?)? + - ___:‘_"',"______ —
- C P (nP ot m?)?

(3.4)

W rownaniu tym mamy kilka parametrow, ktére trzeba ustali¢ przy
wyznaczeniu sity krytycznej. I tak poszukujac wartoSei krytycznej Sg
nalezy ustali¢ parametry x,d,0 oraz u. Rozpatrzmy przypadek szczegélny
g = 0 (S = 0). Niech ponadto zebro znajduje sie na osi symetrii powloki.
Z rownania (3.4) otrzymamy
(3.5)  Cir = ‘fv-’—f—ﬁ ~E+ :

) E 2nte? N L e
ur_lt,-": (n* 4+ r_»z m-)E " {;_FT_?’LQ_)E

Mamy tu do czynienia z przypadkiem wyboczenia zebra podiuznego,
wzmocnionego powtoka na brzegach swobodnie podparta. Dla przyjetych
warto$ci p i y nalezy wyznaczy¢ kolejno Cj. przy wyboczeniu wzdiuz
jednej, dwu, trzech itd. péifal. Uklad wyboczy sie wediug takiej iloSci
potal, dla ktoérej Sy, bedzie miato warto$é najmniejsza. Zebro znajduje
sig w warunkach preta $ciskanego, spoczywajacego na podlozu spreiy-
stym, gdzie role podloza sprezystego odgrywa powloka. Postaé¢ wybo-
czenia powloki zalezy od stosunku sztywno$ci na zginanie powloki i zebra
(x) oraz od wymiaréw powloki (¢,u). Zauwazmy, ze dla y =10, a wige
dla zebra o sztywnoSci zginania réwnej zeru (zebro staje sie¢ jak gdyby
pretem skladajacym sie z czeSci polaczonych przegubami) obcigzenie S
przenosi sie na powloke i wzor

(3.6) Cr = it

2?‘!-292 T fesgue = !
‘m—.t.n (n® 4 o m?)? 4 u

n-]
(n3+92m2)2
okresla nam sile krytyczng powloki, §ciskanej dwiema przeciwnie skie-
rowanymi silami. Po wprowadzeniu oznaczenia

- B o 4]

T
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napiszemy rownanie (3.5) w postaci

n? .

(3.7) Cre=y 9'2 1 gt = ) 1
2 [n? .\ - nl

e m=1,8... (};_‘ ap 1".‘1‘) + M 9_'1 (:‘;‘!.ﬂu

0®

1
o
-+ m“)

W ukladzie wspéirzednych: Ci,, 0 wykonano wykresy sily krytycznej dla
n=1,2,3,..10 oraz dla 0 <o - 14. Przyjeto M = 10%; odpowiada to np.
nastepujacym wymiarom powloki: b=200 e¢m, h=1 cm, R=134 cm, » =0,3.
Wykresy sporzadzono dla warto$ci y = 5, 10, 20, 50, co przy wyzej zato-
zonych wymiarach powloki daje nastepujace wartosci momentéw bez-
wladnodei: J = 91,68; 183.18; 366,3; 915,8 cm?!. Otrzymaliémy w ten spo-
s6b cztery rodziny krzywych dla czterech wartosci y. Wraz ze wzro-
stem p odezytujemy p z krzywej o coraz to wiekszej wartosci n. Wszystkie
krzywe jednej rodziny osiggaja minimum dla tej samej wartosci Cg,.
Zauwazmy, ze minimum krzywej Ci. = f (x, o) (y = 5, » = 6) mamy dla
odcigtej ¢ == 3,5, natomiast funkcja Ci. = f (%, 0) dla ¥ = 10 osigga mini-
mum dla p > 5 itd. Widzimy wiec, ze wraz ze wzrostem y krzywe rozecig-
gaja sie, a ich minima przesuwajg sie w prawo. Wykresy sporzadzono
uwzgledniajac wyrazy szeregu m=1, 3, ..., 13. Blad wynikajacy z uwzgled-
nienia skonczonej liczby wyrazéw szeregu zalezy od stosunku p/n. Jest rze-
czg oczywista, ze nie chodzi o btad wynikajacy z przyjecia réwnania przy-
blizonej, tzw. technicznej, teorii powlok. Orientacyjnie biad nie przekracza
1%, dla o/n=2, 2% dla p/n=1, 4%, dla g/n="),.

Wykres na rys. 7 przedstawia zaleinosé¢ Cy, = f(M). Ustalimy tu, ze
n=2, p=2, y=10. Zmienng jest parametr M, ktéry charakteryzuje wplyw
zakrzywienia i wymiary geometryczne powloki. Gdy R — co (M — 0), row-
nanie powloki przechodzi w réwnanie plyty prostokatnej. Wykres spo-
rzadzono w skali logarytmicznej, przy czym Ci, = (f M) daje wartosci
bliskie minimum Cj, dla M == 10%, natomiast przy M > 10* otrzymujemy
wartosci krzywych na lewo, a przy M << 10* na prawo od minimum.

Rysunki 8-10 podaja wykresy krzywych Cy, = f (M, o), gdzie M = 107,
Cir=f(M, o) gdzie M =101, Crr=1F(M, o), gdzie M=10° dla y = 10. Z wy-
kreséw tych widaé, za minima krzywych przy ustalonym n przesuwaja
_ sig w lewo wraz ze wzorem M, przy czym odpowiadajace im punkty zbli-
zaja sie do siebie, czyli wzrost tego parametru powoduje odwrotne skutki
od wzrostu parametru y.

Rozpatrzmy przypadek powloki Sciskanej obcigzeniem q oraz gdy Sr=10
(C' = 0). Dla zebra umieszczonego na osi symetrii powloki znajdziemy
z rownania (3.4).

13



r.*.r"'rf

)
et

N

o I 11 LN O 44
‘“‘@C 6 vaS g e

a0 ==
il 5 0 p
Rys. 3
Gird
a=1
n=T
90— AL .| oy I_
) . 9, K T 5, T, . . O % / 4 4
70|~ S T ¥, W .’__'/ A o Vd Lu=Flp)
s0t—\ -\ XD _._._,4.§,[H__ﬁ-fa"j
50— = | x=10
N : ! o e
Rys. 4
Lye
o L ! .
103 ! n=7
R W
NN WA AN, A O G .
7 AU B x=a |
0 5 . 0 P
Rys. 5
rtr
90 n=1 n=6
o P D
& A
- \ \;\_ \ |
s \ \ f
‘s VARV Y, A 4 o)
RN NAVA N/ ARy
al N TN 4 g
|7 S e ” o~ - =
o
) 5 10 P




f 1000 — — e
500 i //
= lan=2 DJ [1 o d y/—
= Ckri-f tm L
233 B e I T = i //:"“_ S S et
w RN S i - ’/ e .-.— -
e |
20 ////
| — l
m&r a5 1 5 10 10° 0° W 105 #0° 5108
Rys. 17 PRl
f.kr
10 s T W e T _
e |
il L~ " nm= 7
wn— h, N / A N ,/
RREAraN o e T i
20} '1\405.._ b | ?:;‘;"
o 5 9 p
Rys. 8 =
Oy
P L n=§ I _
NIRRT i - ]
1 5 e
n 4 A BUR L
SRR N é 7 e T
50 __I_ I g 37 PR o |
0 I 5 T .m p
b Rys. 9




S
(B, e et
" 29t \0 1 .

m=1. & (n* - 9 m) + i — Sn*

n?+ J'm”)’a

Spotkaé sie tu mozna z dwoma typami zadan. Pierwsze, prostsze, do-
tyczy dobrania takich wartoéei y i h (a, wiec takiego EJ i przekroju A);
ktére by przy danym a (a wiec i danej wartosei S) spelniato réwnanie
(3.8). Drugie, znacznie trudniejsze, dotyczy wyznaczenia wartosci Sy,
przy danym yx i h. Przyjmujac kolejno n = 1, 2,... (wyboczenie zwiazane
z jedng poifalg w kierunku osi x, z dwiema poéifalami itd) wyznaczyé
mozemy wartos¢ Sy..

W przypadku zeber jednakowych wymiaréw umieszczonych w jedna-
kowych odstepach otrzymamy przy r zebrach podluznych nastepujace
zwigzki: '

2 .
{3‘9) Ckr — nngx' + ) . . 1 . )
© owe+n V- P
= Tt ) i
zZle
)
m=k(l4+r)j—r 2 (=128

Wzor (3.9) dotyezy przypadku wyboczenia zeber wzmocnionych powloksa,
gdy wystepuje uklad sit S. Dla r > 3 mozna ograniczyé¢ sie do pierwszego
wyrazu szeregu wystepujacego we wzorze (3.9). W rezultacie otrzymamy

L 1 (n®+ ®m¥ + pn'
(3.10) Chr == o ¥ n2 0%(1+417) (n®+ p*m?)?

W przypadku braku sit Sciskajacych Sy otrzymamy dla jednakowych
zeber

(3-11) r=—"3 _|_ e ; . ’
n'(1+4r) S’ — == __4____ :
" ot R

gdzie

. i

Iv&l"‘-

mék(l—f—r)—.r (k=1,2,38,..).

Dla r > 3 otrzymamy z dostateczng dla celéw technicznych doklad-
noscig
S]rrh

(3.12) =% +__1_( 4 p2m?)? + cpnt C s
' T Taia [\ s e
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4. Wyboczenie powloki wzmocnionej g,l_stq siatky zeber. Sciste rozwigzanie
tego zagadnienia prowadzi do wyznaczenia najmniejszego pierwiastka wy-
znacznika odpowiedniego ukladu réwnan. Przydatno$é jednak tego sposobu
rozwigzania ograniczona jest trudnoSciami rachunkowymi, pigtrzacymi
sie w przypadku wiekszej ilosci Zzeber. Droga wskazana prowadzi do celu
w przypadku tylko kilku krzyzujacych sig zeber. Podamy wiec!prostszy
spos6b wyznaczania sit krytycznych, oparty na modelu powloki ortotro-
powej.

Niech dana bedzie powloka walcowa wzmocniona walcowym rusztem
zebrowym. Zebra podiuzne o sztywnosci na zginanie EJ i o przekroju A
rozmieszezone sg w jednakowych odlegloSciach a,; zebra poprzeczne
o sztywnos$ci EI niech leza w odlegloéei b, od siebie. Niech ponadto zebra
podiuzne Sciskane bedg sitami S, i gA. Réwnanie rézniczkowe ugigcia
rusztu walcowego przy zalozeniu, ze obciazenie dzialajace nan skierowane
jest w kierunku normalnej przy swobodnym podparciu jego brzegéw ma
postaé

EJ 0w | EI 0'w gA\ 0*w
(a.) P e L S R SR

Roéwnanie roézniczkowe powloki Sciskanej wzdituz krawedzi x = 0.
x = a oraz poddanej dziataniu obcigzenia r(x,y) skierowanego wzdluz
osi 2z ma postaé

109 o gl Y B Gw
'{4.2) R a +N| {"q(?mz_"r(‘r!y)l E}l'? ff axz—'o'

Zakladamy rownoéé ugiecia powloki i rusztu oraz réwnosé sit wzajem-
nego oddziatywania powloki na ruszt w kazdym punkcie obszaru powloki

(4.3) w(x,y) =" (x,y), (@, y)=—7(x,y).

Ostatnie warunki prowadza do ukitadu réwnan rézniczkowych:

i EJ 0w EI 0w [ S A\
R ox? b, ay‘+a— '6_y_‘_+('5| +qb—})-|
(4.4) ;
Eh ox®

Przyjmijmy rozwigzanie tego ukladu réwnan w postaci

(4.5) fp:an,msinan Isinﬁmy, w=bu,m _Sin(}(nxsmﬁmy,

Rozprawy Inzynierskie — 2 . 19



ktére spelniajg wszelkie warunki brzegowe na obwodzie swobodnie pod-
partej powloki. Wstawiajac funkecje (4.5) do ukladu (4.4) otrzymamy jako
warunek wyboczenia réwnanie

4

Eh a, EJ
(4.6) N(a} +£,)" + gz W-—qaﬁ +_b,_“:+

-

Bl, (S
b,

A Y
El__m _"If_qbi)lﬂu—og.

albo, uwzgledniajgc oznaczenia uprzednio wprowadzone a ponadto
b="b;(1+17),e=a(l+ ), otrzymamy réwnanie

4

(4.7) (‘nf’-i* 0* ma)a.—f‘#(—ﬁr_{j};—w"Snu—ﬂ‘ 147 z+m* (1+p)e®y—
—ce’Q+7r)nt—h(1+7r)n2S=0.

Rozwazmy przypadki szczegéblne.

(1) Niech ruszt sktada sie jedynie z zeber poprzecznych. W tym przy-
padku S=0, EJ=0, A=0 (c=x=46=0). Z réwnania (4.7) otrzy-
mamy

1 — : - '
(4.8)  Su :?;[(n“ﬂkg‘ m“)"+um+ m‘ﬂ-i—P)?@“J-

Dla wyboczenia zwigzanego z jedng péifalg w kierunku osi x(n = 1)
wzor (4.8) pokrywa sie ze wzorem (2.11).

(2) Niech ruszt sklada sie z zeber jedynie podiuznych. Niech obcig-
zenie g dzialajgce wzdiuz linii @ = 0, x = a bedzie réwne zeru. Z row-
nania (4.7) otrzymamy

Skerb %

. o b ‘2 2y2 n' 1 ; nx
(4.9) Cir= N o2 —[(‘n + o*m*)* + u (n2+92m3)2]92(1+r)n9+ 0

zgodnie ze wzorem (3.10).

(3) Niech ruszt sklada sie z zeber podiuznych, ale niech S = 0. Wtedy
z rownania (4.7) znajdziemy

4

_ Sw8 n
92 mz)a

1 i 5.9
(4.10) x=—7 +r“a.“_(-1__f:'r_)|(n2+9‘]m-)z +u o

n o S,kr 11.3

zgodnie ze wzorem (3.12).

(4) Niech powloka bedzie wzmocniona r zebrami podiuznymi i p ze-
brami poprzecznymi. Zalézmy, ze powloka nie jest $ciskana (q = 0)-
Z réwnania (4.7) otrzymamy
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' 1
(411} Chr = ?‘;2 9'3'{—1 :i'ﬁ X

a ) Yyu n'
o+ e+ o

3 +nt(Q41)+m' (1 +p)e“:v]-

W przypadku piyty Sciskanej w kierunku osi x silami g otrzymamy
przy p zebrach poprzecznych i » podtuznych ze wzoru (4.7)
—— - 2 8 ana il _____,?3‘1______ 1 1 3
(4.12) S l(n + o*m®)* + u @ F emy +nY(L41)x+m'(1+p)e y]x
2 1
nf[6(1+r)+1] °

5. Stalecznosé powloki ortotropowej wzmocnionej zebrami. Rozpatrzmy na-
stepujace zadanie. Niech dana bedzie powloka wzmocniona gestym rusztem
zebrowym. Niech powloka ta bedzie wzdluz linii & = ¢ wzmocniona ze-
brem poprzecznym o sztywno$ci na zginanie EJ.. Punktem wyjécia jest
tu réwnanie rézniczkowe powloki ortoiropowej pod dzialaniem obcigze-
nia liniowego r wzdtuz prostej x = & Uktad réwnan (4.4) rozwigzujemy
analogicznie do uktadu réwnan (1.1). Otrzymamy w wyniku

- 2 s Tm sin a,-; E
(5.1) w (@, y) = Z 4,, Snezsinfuy,
gdzie
EJ A
(5.2) Ap,m= Du,m +—— _ﬁ + ﬂm_ q4-
b, b1

Zaloﬁyliémj* tu brak sit sciskajgeych S. Ugiecie zebra wzmacniajgcego
powloke ortotropowsg okresla wzor

(5.3) ' Z‘ L. —Sinanx.

m=1 "”‘

We wzorach (5.1) i (5.3) 1, oznacza wspdleczynnik rozwiniecia Fourie-
r a funkecji okreslajacej wielkoéé wzajemnego oddzialywania Zebra i po-
wloki wzdluz prostej « = £, Z warunku wspélnego ugigcia zebra i powloki
znajdziemy, Ze

= sina? E)

(5.4) "”‘(EI Fta 2 Ao

n=1
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Poniewaz r,, 5% 0, to (biorac pod uwage El,/bN =y, i §=a/2 oraz ozna-
czenia poprzednio wprowadzone) otrzymamy warunek wyboczenia w po-
staci

o MR : 1 e
(5.5) e Y

8 b
2ya0°m n=1,8,..

=0.

W réownaniu tym przyjeto jeszcze oznaczenie
4
n*+o me)z =
— S +nt(L+r)z+mi(1+p)ePy—0d(1+r)n°S.

'En. m= (‘n“! + 92 m:!) ‘E—,ﬂ

W spos6b analogiczny do sposobu przedstawionego w p. 11 3 tej pra-
cy mozna wyprowadzi¢ podobne roéwnania warunkowe wyboczenia
powloki ortotropowej wzmocnionej silniejszymi zebrami podiuznymi lub
zebrami poprzecznymi i, podiuznymi jednocze$nie. W poprzednich punk-
tach omawiano jedynie przypadki swobodnego podparcia powtoki na brze-
gach. Bez trudu jednak poda¢ mozna rozwigzania dla wyboczenia powtoki
wzmocnionej regularng siatkg zeber przy utwierdzeniu zupelnym na kra-
wedziach od jednej do czterech. Sposéb rozwiazania tego zagadnienia
przedstawiony zostal dla powtloki nie wzmocnionej zebrami w pracy [2].
Podamy tu adaptacje wskazanej tam drogi postepowania dla powtoki orto-
tropowej. Powierzchnia ugiecia w powloki ortotropowej odpowiadajaca
dzialaniu momentéw brzegowych A (y), B (x), C(y) i D (x) na brzegach
powloki x =0, y =0, x =@, y = b przyjmie w omawianym przypadku
postaé

(5 6) w=— 2 {Un [Am = ('_' 1}" Cru] -+ Q.Bm [Bn ] (_' 1)m Dn” b4

mn.m

5 sin ap 2 sin fmy
i - Anm

Tutaj Ap, Bp, Cn 1 D, sa wspélezynnikami rozwiniecia Fouriera
funkeji okres$lajacej momenty utwierdzenia. Z warunkéw zupelnego
utwierdzenia powloki (dw/dn = 0) na poszczeg6élnych krawedziach otrzy-
mamy z réwnania (5.6) uklad jednorodnych réwnan, a stad (z przyrow-
nania do zera wyznacznika ukladu) 'otrzymamy poszukiwang site kry-
tyczna.

Rozwazmy przypadek szczegélny utwierdzenia zupelnego powtloki
wzdiuz brzegu x = 0. Na pozostalych brzegach niech bedzie powloka swo-
bodnie podparta. Przy]mu]emy zatem w .réwtnamu (5.8) B, =0, Cn= 0,
D,=0. . '
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Z warunku. brzegowego
0.1 —
a T x=0 o

oo 2
2 a

al n

Am == 0 .
1 Aﬂ- m

otrzymamy

H=

Poniewaz 4,, % 0, zatem warunek wyboczenia ma postaé

=8 1

;‘ nzi_((ﬂ?fre‘"'ma)“r;c —(?—Z%E)gmg)—s +nt (141 +m' QA +p)e*y—

a —-Sn?[(141)é+41]}=0.

Najmniejszy pierwiastek S powyzszego wyrazenia daje najmniejszg war-

tosé sity krytycznej. Zauwazmy, ze dla R - co (zatem dla p— 0) prze-

chodzimy- z zagadnienia wyboczenia powloki do plyty -prostokatnej.
Przykladéw tego typu moze byé¢ znacznie wiecej.
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PealwowMme

YCTOHYHUBOCTL UHITHHAPHUYECHCH OBOJIOYHM C PEBPAMI
HECTHOCTH

B pabore npMBOOMUTCA TOYHOE pELIEHNEe MPoBIIeMBbI yCTOMYMBOCTH 1M~
NMHIPMIECKO 060J0YKM ¢ IPOMOJIBHEIMM ¥ TIONEpeYHbIMM pefpamMu KecT-
xoctm. Vlexonuoit Toukoit sersores anddepeHnManbHEIe ypaBHEeHNA Tak
Ha3. TexHu4Yeckoi teopuu obosovexk B. 3. Buracora. Peurenne zagaun
npy IOMOIIM [ABOWHBIX TPUIOHOMETPUMYECKMX pPANOB BeueT K JIBOMHOMN
cucreme ypasHenmwit (1.7.1) u (1.7.2). IlpupaBHeHME K HYJIO OETEPMM-
HaHTA CHCTEMBI BEET K YCJIOBMIO yCTOiumBOocTM wu3ruba. PaccuaTpusa-
J0TCA TOJNBKO 000s0ukM cBoGOAHO omepTele Ha Kpasx. J[laerca cnocob
pemerua ana oboJouxy 3aIeMJIEHHOM Ha OIIHOM JI0 4YeThIpex Kpafax,
IpUyeM STOT BOIpoC pacemarpupaercs Gosee noapobHo B pabore [2].
PacemarpuBaoTes cjefyionye wacTHele ciaydayu: 060J04YKa TOJBKO € IO=
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nepeyHbiMy pebpamu kecrkocry (HanboJiee IIPOCTBIE CIydYay OIHOTO WM
JAByx pebep), obomoura ¢ mpoponsHbIMY pebpamm (ciywait opmoro pebpaj,
IpMueM waM Harpys3ka o060JI0OUKM TOCTOAHHA C MHTEHCHBHOCTBIO (.
nnu pebpa Harpyzenel cuiamu S. Jlaa mocimemHero cay4asd, 060J0UKH
¢ popoNBEHEIM pebpom B cepemune, nausl rpaduryu Ci.=f (o) u Cr.=f (M).
B m. 4 npuBommres pemenme nya 000J0uRM € IycToil cerxoir pebep
JKECTKOCTY, MCIOMBL3yd MOAens oprorpomHoi obosgouxu. Cerka pebep
MOKeT COCTOATL U3 ONHMX NPOJOJbLHEIX pebep, MM M3 OOHMUX IOIEPEYHEIX,
MO M3 TIOTIEPEYHBIX M IIPOJOJBHBIX pebep. IInaymapuyeckasa o60JIOYUKA
c rycroit ceTkoir pebep m ¢ oguum pebpom, obaaparommm ocobenHo Gonb-
110} XECTKOCThIO, paccMmarpusaerca B I, 5. O6ojouka ¢ I'ycToil CeTKoi
pebep paccmaTpuBaeTca KakK OPTOTPOITHASA.

Summary
THE STABILITY OF A CYLINDRICAL SHELL WITH RIBS

In this paper the buckling problem of a cylindrical shell with longi-
tudinal and transversal ribs is solved in an exact manner. The differential
equations of the so-called engineer’s theory of shells dueto V. Z. V1a-
s o v are taken as the starting point. The solution, by means of double
trigonometric series, leads to a double system of equations (1.7.1) and
(1.7.2). Taking the determinant of the system equal to zero we obtain the
buckling condition. The cases under review concern only a free support
at the edges. For a shell built in at one to four edges, an approximate
solution is obtained; a more detailed discussion being given in Ref. [2].
Particular problems are investigated: a shell with transversal ribs only,
in the most simple cases of one or two ribs, and a shell with one longi-
tudinal rib. In these problems are discussed shells with uniformly distri-
buted load q or loaded by forces S on the ribs. For the last case (a shell
with a longitudinal rib in the middle) the diagrams Ci. = f (p) and
Ci = f (M) are presented. In Sec. 4, a solution for a shell reinforced with
a dense net of ribs is given, using the model of an orthotropic shell. The
net can be composed of longitudinal or transversal ribs or both. A shell
with a dense net of ribs and one particularly rigid rib is investigated in
Sec. 5. The shell with a net of ribs is treated as orthotropic.
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